Skript zur Vorlesung

Lineare Algebra 1

Wintersemester 2013/2014

Prof. Dr. Annette Werner



Inhaltsverzeichnis

1 Matrizenkalkdl

2 Elementare Zeilenumformungen
3 Determinanten

4 Gruppen und Korper

5 Vektorraume

6 Lineare Abbildungen

7 Eigenwerte

20

43

55

79

89



1 Matrizenkalkul

Mit Matrizen lassen sich lineare Phdnomene berechnen. Ferner liefern sie wichtige
Beispiele fiir die Theorie, die wir spater behandeln werden. Daher beginnen wir mit
Matrizen und ihren Rechenregeln. Wir verwenden generell folgende Bezeichnun-
gen:

Es sei
N ={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
No ={0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0,
Z=A{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,
Q={%:a,beZb+#0} die Menge der rationalen Zahlen,
R die Menge der reellen Zahlen.

Definition 1.1 Seien m und n natiirliche Zahlen. Eine m x n-Matrix iiber R besteht aus
mn reellen Zahlen, die in einem rechteckigen Schema angeordnet sind:

ai;y ... Qip
m Zeilen
Am1 .- Amn
n Spalten

Die Zahlen a;; fiir i = 1,...,m und j = 1,..., n heiffen Matrixeintrige. Der Index i
heifit Zeilenindex, der Index j heifit Spaltenindex. Also ist a;; der Eintrag, der in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte steht.

Wir schreiben eine Matrix auch als A = (a;;) oder einfach als A = (a;;), wenn

i=1,....m

klar ist, welche Grofse A hat.

Wir werden in § 1 erst einmal Matrizen tiber R behandeln. Alle Definitionen und Er-
gebnisse gelten aber auch, wenn man statt reeller Zahlen Elemente eines beliebigen
Korpers (in vielen Fillen sogar eines beliebigen Ringes) betrachtet. Was ein Koérper
ist, werden wir aber erst in § 4 lernen.



Eine 1 x n-Matrix heifst n-dimensionaler Zeilenvektor, wir schreiben sie auch als
A = (ay...a,) oder A = (ay,...,a,). Analog heifdt eine m x 1-Matrix auch m-
dimensionaler Spaltenvektor, und wir schreiben sie auch als

ai

am
Definition 1.2 i) Fiir eine m x n-Matrix A = (a;;) ist —A definiert als die m x n-
Matrix —A = (—a;j).

ii) Fiir zwei m x n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) ist die Summe A + B definiert als
die m x n-Matrix
A —I— B = (aij —|— bl])

Bei der Addition von Matrizen werden also jeweils die Eintrdge an gleicher Posi-
tion addiert. Die Addition ist nur definiert fiir Matrizen mit derselben Zeilen- und

10 2 53 1\ (-4 33
(3 ~1 7>+(0 2 —1)_<3 1 6)
Wir schreiben fiir m x n-Matrizen A und B auch A — B = A + (—B). Offenbar ist
A — A = 0, wobei 0 hier die m x n-Matrix bezeichnet, deren Eintrdge alle 0 sind.

Spaltenzahl.
Beispiel:

Diese heifst Nullmatrix. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, miissten wir eigent-
lich 0,,,x», schreiben. Das ist uns aber meist zu umstiandlich. Aus dem Kontext wird
klar werden, welche Nullmatrix wir mit 0 jeweils meinen.

Definition 1.3 Es sei A = (a;;) eine m x n-Matrix tiber R und ¢ € R. Die skalare
Multiplikation von A mit der Zahl (man sagt auch Skalar) c ist definiert als die m x n-
Matrix

cA = (caij).
Beispiel: Es ist
3 1 6 2
21-1 0=1-20
-2 1 —4 2

Zusatzlich zu der skalaren Multiplikation kann man auch das Produkt zweier Ma-
trizen A und B definieren, wenn ihre Grofien zusammenpassen.
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Definition 1.4 i) Essein € Nund A = (ay ...a,) ein n-dimensionaler Zeilenvektor

ii)

by
(d.h. eine 1 x n-Matrix) und B = | : | ein n-dimensionaler Spaltenvektor (d.h. eine
bn
n x 1 Matrix). Dann ist das Produkt AB definiert als die 1 x 1-Matrix mit dem
(einzigen) Eintrag
a1by + asby + ... ayb,.

Diesen Ausdruck konnen wir unter Verwendung des Summenzeichens  _ auch schrei-
n
benals ) a;b;.

=1

Es seien |, m und n natiirliche Zahlen und A eine | x m sowie B eine m x n Matrix.
Dann ist das Produkt AB definiert als die | x n-Matrix AB = (Cij)z‘:l l mit den

j=l..n
Eintriigen

m
Cij = E @ik = anbij + aizba; + -+ + Qimbim;.
k=1

c;; ist also das Produkt im Sinne von i) der i-ten Zeile (a;1 . . . ain,) von A mit der j-ten
Spalte von B.

Beispiel:

iif)

iv)

VRS
S =
— =
N O
~
| o |
— —
Il
[
NI
~_

3 6 4 1
2 1 0
0 — ( ): 0 -1 -1
01 1
2 3 2
1 —1
0 —1 0 | ist nicht definiert!

—_

[\
|

—_

Lemma 1.5 Die Addition und Multiplikation von Matrizen erfiillt folgende Regeln:
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i) Fiir | x m-Matrizen A und A’ sowie m x n-Matrizen B und B’ gelten die Distribu-
tivgesetze

AB+B) = AB+ AB' und
(A+ A)B = AB+ A'B.

ii) Ist Aeinelxm-, B eine m x n— und C eine n x p-Matrix, so gilt das Assoziativgesetz

(AB)C = A(BC).

Bei der Matrizenmultiplikation kann man also beliebig klammern. Daher schreiben
wir auch einfach ABC fiir (AB)C.

Beweis : in den Ubungen. O

Lemma 1.6 Die skalare Multiplikation ist vertriiglich mit der Addition und der Multipli-
kation von Matrizen. Fiir reelle Zahlen (Skalare) o, 8 und m x n-Matrizen A und B gilt:

i) (aB)A = a(B4)
ii) (a4 B)A=aA+ A
iii) a(A+ B) = aA+ aB.
Fiir eine m x n-Matrix A und eine n x p-Matrix B gilt ferner

iv) a(AB) = (a¢A)B = A(aB).
Beweis : geduldig priifen! O

Ist A eine [ x m- und B eine m x [-Matrix, so sind beide Produkte AB und BA
definiert. AD ist eine [ x [- und BA eine m x m-Matrix. Ist | = m, so gilt im all-
gemeinen AB # BA, die Multiplikation von Matrizen ist also im allgemeinen nicht

BIEE
(i)

kommutativ.
Beispiel:
3 4
1 2/
2 1
4 3]

aber

L
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Die Eintrage a;; einer n x n-Matrix A = (a;;) heiflen Diagonaleintrdge. A heifst Dia-
gonalmatrix, falls fiir alle ¢ # j der Eintrag a;; = 0 ist. Eine Diagonalmatrix A hat
also die Form

a1 0 0
A 0 929 0
0 0 ... am

Wir werden oft mit * einen beliebigen Eintrag einer Matrix bezeichnen und durch
eine einzige Null kennzeichnen, dass ein ganzer Bereich der Matrix nur aus Nullen
besteht. Mit dieser Notation sieht eine Diagonalmatrix also so aus:

* 0
A—
0 *
Eine Matrix der Form
A= :
0 *

heifit obere Dreiecksmatrix. Die n x n-Matrix A = (a;;) ist also genau dann eine
obere Dreiecksmatrix, wenn fiir alle 7 > j der Eintrag a;; = 0 ist. Analog definiert
man untere Dreiecksmatrizen.

Die n x n-Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrdge alle 1 sind, heifdt n-te Einheits-

matrix:
1 0

E, =
0 1

Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir jede m x n-Matrix A:
E,A=Aund AE, = A.

Wir nehmen eine m x n-Matrix A quadratisch, falls m = n ist. Eine quadratische
Matrix A hat also genauso viele Zeilen wie Spalten.

Definition 1.7 Sei A eine n x n-Matrix (d.h. A ist quadratisch). A heifSt invertierbar, falls
es eine n X n-Matrix B mit
AB = FE,und BA=FE,

gibt.
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Die Matrix B ist durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt, denn aus
AB=E,und BA=E,
tir zwei n x n-Matrizen B und B’ folgt

B' = B'E, = B'(AB) 2 (B'A)B = E,B = B.

Daher schreiben wir auch B = A~! und nennen diese Matrix die Inverse zu A.

Wir werden spiter sehen, dass eine Matrix B, die eine der beiden Gleichungen aus
1.7 erfiillt, automatisch auch die andere Gleichung erfiillt. Da die Matrizenmultipli-
kation nicht kommutativ ist, ist das nicht offensichtlich.

Beispiel:
—1
11 1 -1
i) = , wie man leicht nachrechnet.
01 0 1

10
ii) Die Matrix (0 0) ist nicht invertierbar, denn fiir jede 2 x 2-Matrix B besteht

1
die letzte Spalte von B <O 8) nur aus Nullen.

Lemma 1.8 A und B seien n x n-Matrizen. Sind beide invertierbar, so ist auch ihr Produkt
AB invertierbar, und es gilt

(AB)™'=BtA™!
Sind allgemeiner die (n x n)-Matrizen A, ..., A, invertierbar, so auch das Produkt
Ay Ay, undesgilt (A -+ Ay) L= At AT

Beweis : Sind A und B invertierbar, so ist
(AB)(B™'A™) = A(BB YA '=(AE,)A™"
= AAT'=E,.
Analog rechnet man (B~'A~!)(AB) = E, nach.

Den allgemeinen Fall beweisen wir durch Induktion nach m. Den Anfang m = 2
haben wir gerade gezeigt.

Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, die Behauptung gelte fiir m Matrizen.
Wir miissen sie fiir m + 1 Matrizen A, ..., A,, 1, zeigen. Nach Induktionsvorausset-
zung ist B := A, - -+ A,, invertierbar, und es gilt B~! = A;!... A;'. Nach dem schon
gezeigten Fall fiir zwei Matrizen ist A, - - - A,,11 = BA,,+1 invertierbar mit inverser
Matrix A, B~ = AL AT AT O
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Wir bezeichnen die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen tiber R als GL,(R).
Hier steht GL fiir ,general linear group”. Sobald wir wissen, was das ist, werden
wir sehen, dass GL,(R) eine Gruppe ist.

2 Elementare Zeilenumformungen

Wir werden jetzt ein Verfahren untersuchen, mit dem man eine Matrix vereinfachen

kann. Auf diese Weise 16sen wir lineare Gleichungssysteme.

by
Es sei A = (a;;) eine m x n-Matrixund b = | : | ein m-dimensionaler Spaltenvek-
b
tor. Das System von Gleichungen
a1121 + 1222 + - - - + a1, = b1
2171 + Qoo + - -+ + ATy, = by
1)
Am1T1 + A2l + - -+ QpnTn = bm
heifit lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten z1, ..., z, mit Koeffizien-
L1
tenmatrix A. Mitx = | ! | konnen wir es kurz als Matrixprodukt
Tn
Az =10

schreiben.

Ist b = 0, so bezeichnet man (1) als homogenes lineares Gleichungssystem. Ist b # 0,
so nennt man (1) auch inhomogenes lineares Gleichungssystem.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat stets als triviale Losung

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem muss keine Losung besitzen.
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Beispiel

2 1 b
i) Sei A = (1 01 2) und b = <b1> . Das zugehorige lineare Gleichungssystem
- 2
ist
2ZE1 +x3 = b1

1 —T9 +2I3 = bz.

Ist b = 0, so hat das homogene lineare Gleichungssystem die Losungsmenge

T1
To | X3 = —2x1, 29 = =321
3
2 1 1
ii) SeiA= |0 —1|undb= |1 |.Dann hatdas zugehorige inhomogene linea-
1 2 1

re Gleichungssystem
207 Fx9 = 1
—r9 = 1
r1 +2x9 = 1

gar keine Losung.

Wir definieren jetzt die sogenannten Elementarmatrizen, mit deren Hilfe wir die
Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems vereinfachen konnen.

Mit e;; bezeichnen wir die n x n-Matrix, deren Eintrag an der Stelle (i, j) gleich 1
ist, und deren andere Eintrdge alle Null sind. Dann erfiillt jede n x n-Matrix A =
(aij)m:l?.“n die Gleichung

A = anen +apeia+ o F Gpnlnn

n n
= E E aijeij.

i=1 j=1
Definition 2.1 Sei n > 1. Eine n x n-Matrix L heifit Elementarmatrix

i) vom Typ I, falls
L= En + C@i]’

fiir Indizes i # j und einen Skalar c ist,
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ii) vom Typ 11, falls

1 .
! 0 1
L= : : = E, +eij +ej — e — €
1
0 1
1
fiir Indizes i # j ist,
iii) vom Typ 111, falls
1 0
1
L= Cl ZEn—i-(c—l)e“
0 1

fiir einen Index i und einen Skalar ¢ # 0 ist.

Beispiel: Die 2 x 2-Elementarmatrizen sind genau folgende

. 1 ¢ 10 1
i) (O 1) , (c 1) , c beliebig
)0
c 0 10
iii) (O 1) , (0 c) , ¢ # 0.

Lemma 2.2 Es sei A eine n X n-Matrix und L eine Elementarmatrix. Mit a; bezeichnen
wir die i-te Zeile von A, d.h. es ist a; = (a1 - . - @ip).

i) Ist L = E, + ce;; vom Typ I, so entsteht die Matrix LA aus A, indem die i-te Zeile a;
durch a; + ca; ersetzt wird.

ii) Ist L = E,, + e;; + ej; — e;; — e;; vom Typ 11, so entsteht die Matrix LA aus A, indem
die Zeilen a; und a; vertauscht werden.

iii) Ist L = E,,+ (¢ — 1)e;; vom Typ 111, so entsteht die Matrix LA aus A, indem die Zeile
a; mit dem Skalar ¢ multipliziert wird.
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Beweis : Nach Definition der Matrixmultiplikation ist die i-te Zeile von LA gerade
das Produkt der i-ten Zeile von L mit der Matrix A. Die Behauptung ldsst sich nun
leicht nachrechnen. Sei L = E,, + ce;; eine Elementarmatrix vom Typ I. Da L in allen
Zeilen bis auf die i-te mit der Einheitsmatrix tibereinstimmt, sind alle Zeilen von LA
bis auf die i-te gleich den entsprechenden Zeilen von A.

Die i-te Zeile hat die Gestalt
(ail +cajr ... Qi + cajn) = a; + ca;,

wie behauptet. O

Fiir Elementarmatrizen vom Typ II und III argumentiert man analog. (Priifen Sie
das nach!) Die in Lemma 2.2 beschriebenen Operationen nennt man auch elemen-
tare Zeilenumformungen vom Typ I, Il bzw.III. Entsteht B also aus A durch Muli-
plikation mit einer Elementarmatrix vom Typ I, II bzw. III von links, so geht B aus
A durch eine elementare Zeilenumformung vom Typ I, II bzw. III hervor.

Lemma 2.3 Elementarmatrizen sind invertierbar, und ihre Inversen sind wieder Element-
armatrizen.

Beweis : Wir priifen nach, dass das Inverse einer Elementarmatrix jeweils die Ele-
mentarmatrix zur inversen Zeilenumformung ist. Ist L = E,, + ce;; vom Typ I, so
bewirkt L das Ersetzen der i-ten Zeile durch (i-te Zeile) + ¢(j-te Zeile). Dies kann
man riickgdngig machen, indem man die i-te Zeile durch (i-te Zeile) —c(j-te Zeile)
ersetzt. Das entspricht der Linksmultiplikation mit L' = E,, — ce;;. L' ist also unser
Kandidat fiir die Inverse. Wir rechnen leicht nach, dass

LL/ = En — C€yj + CEij = En und L,L = En
gilt. Hier gehte;; - €;; = 0 (i # j) ein. Alsoist L™! = E — cay;.

Genauso zeigt man, dass fiir L = E, +¢;; +¢e;; —e; —ej; (i1 # j) gilt LL = E,,
dh. L = L™', und dass fiir L = E, + (¢ — 1)e;; (¢ # 0) gilt L(E, + (2 = 1) - e;) =

Es sei Az = b ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten und m Glei-
L1

chungen, d.h. A = (a;;) ist eine m x n-Matrix, z = ¢ | ein unbekannter n-
Tn
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by
dimensionaler Spaltenvektor und b = | : | ein gegebener m-dimensionaler Spal-

b,
tenvektor.

Satz 2.4 Essei L eine m x m Elementarmatrix. Die Losungen von Ax = b stimmen mit den
Losungen von (LA)x = Lb iiberein. Wendet man also auf die Koeffizientenmatrix A eines li-
nearen Gleichungssystems und auf den Vektor b dieselben elementaren Zeilenumformungen
an, so dndern sich die Losungen nicht.

Beweis : Gilt Az = b, so folgt durch Linksmultiplikation mit L, dass auch
(LA)x = L(Az) = Lb

gilt. Umgekehrt folgt aus (LA)z = Lb durch Linksmultiplikation mit der Inversen
L~!, die nach Lemma 2.3 existiert,

Az = (L'L)Ax = L™ (LA)x = L™Y(Lb) = b.

O

Wir konnen also die Koeffizientennmatrix eines linearen Gleichungssystems durch
elementare Zeilenumformungen vereinfachen. Wenn wir diese Umformungen

gleichzeitig auf den Vektor b anwenden, dndert sich die Losungsmenge nicht.

Beispiel: Sei

1 0 2 1 5
A=|11 5 2|l undb=| 7],
1 2 8 4 12

wir suchen also die Losungen des (inhomogenen) linearen Gleichungssystems

I +2.l’3 +xry4 = 5
T +T2 +5l’3 +2l’4 =
1 +2x9 +8xrs3 +dxy, = 12.

5
7 |, die durch Anhdngen der Spalte
2

Wir betrachten die Matrix (Ab) =

—_ =

0
1
2

co ot N
I R
[a—

b an die Matrix A entsteht.

Seite 11



Indem wir die 2. Zeile durch (2. Zeile) — (1. Zeile) und die 3. Zeile durch (3. Zeile) —

1 00 1 00
(1. Zeile) ersetzen (das entspricht der Multiplikationmit | 0 1 0|-| -1 1 0
-1 0 1 0 01

von links), erhalten wir

o O =
N = O
S W N
W =
N DN Ot

Jetzt ersetzen wir die 3. Zeile durch (3. Zeile) — 2 - (2. Zeile), multiplizieren also mit

1 0 O

0 1 0| vonlinks, und erhalten

0 —2 1
1 02 15
013 1 2
00013

Jetzt ersetzen wir die 1. Zeile durch (1. Zeile) — (3. Zeile) und die 2. Zeile durch (2.
Zeile) — (3. Zeile), multiplizieren also mit

0 1 0 -1

—11-10 1 0 [ vonlinks, und erhalten

1 0 0 1
1 0 2 0 2
01 3 0 —1
0001 3

Die Losungen von Az = b sind nach Satz 2.4 genau die Losungen von

T +2.CE3 = 2
T +3.Z‘3 = -1
Ty = 3.

Dies kann man leicht auflosen, die Losungsmenge ist

: x3 beliebig , x4 = 3,29 = —1 — 3z3, 21 = 2 — 213
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Dieses Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen nennt man
Gauf’sches Eliminationsverfahren. Wir wollen es jetzt fiir ein beliebiges Glei-
chungssystem herleiten.

Definition 2.5 Eine m x n-Matrix A hat Zeilenstufenform, wenn folgende Bedingungen
gelten:

i) Der erste von Null verschiedene Eintrag in jeder Zeile ist 1. Dieser heifit auch Leit-
eintrag.

ii) Wenn in Zeile i + 1 ein Leiteintrag steht, dann auch in Zeile i. In diesem Falle steht
der Leiteintrag in Zeile (i + 1) rechts vom Leiteintrag in Zeile 1.

iii) Alle Eintriige oberhalb eines Leiteintrags sind Null.

Eine Matrix in Zeilenstufenform sieht also so aus:

0O ... 001 %« ... «x 0 % ... «x0 ... 0 % ... %
0 ... .01 x ...« 0 ... 0
0 ... ... 01 0
0 . 1
0 .00 0
0 ... ... 00 ... 0

Sowohl die Nullspalten links als auch die Nullzeichen unten miissen nicht auftreten.

Satz 2.6 Jede Matrix lisst sich mit elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix in Zei-
lenstufenform iiberfiihren. Mit anderen Worten: Ist A eine m x n-Matrix, so gibt es m x m
Elementarmatrizen Ly, ..., Ls, so dass die Matrix L, - - - L1 A Zeilenstufenform hat.

Beweis : mit Induktion nach der Zeilenzahl m.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir eine 1 x n-Matrix, also einen n-
dimensionalen Zeilenvektor A = (a; .. .a,). Sind alle a; = 0, so hat A Zeilenstufen-
form. Ansonsten ist mindestens ein a; # 0. Ist i minimal mit a; # 0, so multiplizieren
wir A mit a; ' (das ist eine elementare Zeilenumformung vom Typ III) und erhalten
(0...01 % ---x), also eine Matrix in Zeilenstufenform.
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Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass wir jede Matrix mit hochstens
(m—1) Zeilen in Zeilenstufenform tiberfiihren kénnen. Ist A = 0, dann hat A Zeilen-
stufenform. Wir konnen also A # 0 annehmen. In diesem Fall suchen wir die erste
Spalte, die einen Eintrag # 0 enthélt und transportieren diesen durch eine Zeilen-
vertauschung (Typ II) in die erste Zeile. Wir multiplizieren die erste Zeile mit dem
Inversen dieses Eintrags (Typ III) und erhalten eine Matrix der Form

0 0 1
bg *
0 .0 by

Nun ersetzen wir mit Umformungen vom Typ I die 2. Zeile durch (2. Zeile) —b, (1.
Zeile), die 3. Zeile durch (3. Zeile) —b; (1. Zeile) usw. Das Ergebnis ist eine Matrix
der Form

0 01 o Cr
: 0 0
[
A= . . . D
0 ... 00
mit unbekannten Eintrdgen ¢y, ..., ¢, und einer (m — 1) x r-Matrix D fiir ein geeig-

netes r < n. Nach Induktionsvoraussetzung lasst sich D mit elementaren Zeilenum-
formungen auf Zeilenstufenform bringen. Diese Zeilenumformungen wenden wir
auch auf A’ an. Sie lassen die ersten (n — r) Spalten und die erste Zeile unverdndert.
Wir erhalten eine Matrix der Form

0O ... 01 ¢ ... ¢
o L

: Lo ’

0O ... 00

wobei D' Zeilenstufenform hat. Der Leiteintrag aus der ersten Zeile von D’ stehe
unter dem Eintrag c;. Dann ersetzen wir mit einer Umformung vom Typ I die erste
Zeile von A” durch (1. Zeile) —c¢; (2. Zeile) und haben ¢; eliminiert. Dieses Verfahren
fihren wir fiir alle Leiteintrage von D’ durch. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zei-
lenstufenform. O
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Man kann zeigen, dass die Zeilenstufenform, in die man eine Matrix durch elemen-
tare Zeilenumformungen bringen kann, eindeutig bestimmt ist. Sie hdangt also nicht
von der gewdhlten Folge elementarer Umformungen ab. Wie wir in dem obigen
Beispiel schon gesehen haben, lédsst sich ein lineares Gleichungssystem, dessen Ko-
effizientenmatrix Zeilenstufenform hat, leicht 16sen. Das formulieren wir jetzt ganz

allgemein.

Satz 2.7 Es sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem in m Gleichungen und n Variablen,
so dass die m x (n + 1)-Matrix (Ab), die durch Anhingen der Spalte b an A entsteht,
Zeilenstufenform hat. Dann besitzt Ax = b genau dann eine Losung, wenn in der letzten
Spalte b kein Leiteintrag steht. In diesem Fall kann man fiir jede Unbestimmte x;, so dass
die j-te Spalte keinen Leiteintrag enthiilt, einen beliebigen Wert vorschreiben.

b
Beweis : Es sei A = (a;;) und b = | : |. Hat (Ab) Zeilenstufenform, so sei J =
b
{j1,---. -} C{L,...,n+ 1} die Menge aller Spaltenindizes j, so dass die j-te Spalte
von (Ab) einen Leiteintrag enthilt. Falls in der letzten Spalte ein Leiteintrag steht,
d.h. falls n + 1 € J ist, so lautet eine Gleichung des linearen Gleichungssystems
0 = 1. Das ist natiirlich unerfiillbar.

Falls in der letzten Spalte von (Ab) kein Leiteintrag steht, d.h. fallsn + 1 ¢ J ist, so
sieht das Gleichungssystem Az = b folgendermafSen aus:

a:jl—i-Zaljxj = b1
JgJ

xj2+2a2jxj = bg
J¢J

X, + Z Qr;Tj = br.
Jj¢J
Die restlichen Gleichungen sind von der Form 0 = 0. Die Losungsmenge von Az = b
ist also folgende:

X1
LTy belleblg furj g J, T4, = bl — Z 1Ty, T4, = br — Zarjxj
- gt igs
n
Insbesondere ist sie nicht leer. O
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Korollar 2.8 Jedes lineare Gleichunssystem Az = 0 in m Gleichungen und n Unbekannten
T

mit m < n hat eine nicht-triviale Losung, d.h. eine Losung x = | * |, fiir die nicht alle x;
Null sind.

Beweis : Mit elementaren Zeilenumformungen ldsst sich A in eine Matrix A’ in
Zeilenstufenform {iberfithren. Nach Satz 2.4 hat Az = 0 dieselben Losungen wie
A’z = 0. In jeder Matrix in Zeilenstufenform ist die Anzahl der Leiteintrage hochs-
tens gleich der Zeilenzahl. Also ist die Anzahl der Leiteintrdage in A’ hochstens gleich
m, nach Voraussetzung also < n. Es existieren also Spalten, die keinen Leiteintrag
enthalten. Daher besitzt A’z = 0 nach Satz 2.7 eine nichttriviale Losung. O

Elementare Zeilenumformungen lassen sich auch anwenden, um Matrizen auf In-
vertierbarkeit zu priifen.

Satz 2.9 Es sei A eine quadratische Matrix. Dann sind die folgenden Bedingungen iquiva-
lent:

i) A lisst sich durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfiihren.
ii) A ldsst sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.
iii) A ist invertierbar.

iv) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 besitzt nur die triviale Lisung x =
0.

Beweis : Wir zeigen die Kette von Implikationen i) = ii) = iii) = iv) = i).

i) = ii): Lasst sich A durch elementare Zeilenumformungen auf die Einheitsmatrix
F reduzieren, so gibt es nach Lemma 2.2 Elementarmatrizen Ly, ..., L, mit

L,---L1A=F

Nach Lemma 2.3 sind Elementarmatrizen invertierbar, wir konnen diese Gleichung
also von links mit L;'--- L' multiplizieren und erhalten A = L;' - L7'E =
Lyt~ L7'. Da nach Lemma 2.3 die Inversen von Elementarmatrizen wieder Ele-

mentarmatrizen sind, folgt ii).
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ii) = ii): Ist A = Ly -- - L, das Produkt von Elementarmatrizen, so ist nach Lemma
2.3 A das Produkt invertierbarer Matrizen, also selbst invertierbar nach Lemma 1.8.

iii) = iv): Es sei z eine beliebige Losung des linearen Gleichungssystems Az = 0.
Ist A invertierbar, so folgt aus dieser Gleichung durch Linksmultiplikation mit A~*,
dassz = Ex = (A1 A)x = A~10 = 0 gilt. Also besitzt Az = 0 nur die triviale Losung
x = 0.

iv) = i): Wir nehmen an, dass Ax = 0 nur trivial 16sbar ist und verwandeln die
Matrix A mit elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix A’ in Zeilenstufen-
form. Nach Satz 2.4 besitzt dann auch A’z = 0 nur die triviale Losung. Nun ist A’
quadratisch. Es sei n die Anzahl der Zeilen und Spalten. Angenommen, es gibt eine
Spalte in A, in der kein Leiteintrag steht. Dann ist die Anzahl der Leiteintrdge echt
kleiner als n. Also kann in der letzten Zeile kein Leiteintrag stehen, d.h. die letzte
Zeile ist eine Nullzeile. Das System A’z = 0 besteht hochstens aus (n — 1) nicht-
trivialen Gleichungen. Daher besitzt es nach Korollar 2.8 eine nicht-triviale Losung,
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

Unsere Annahme ist somit falsch, d.h. jede Spalte von A’ enthilt einen Leiteintrag.
A besitzt also n Leiteintrage. Definitionsgemaf3 steht ein Leiteintrag auf der Diago-
nalen oder rechts davon, daher miissen alle Diagonaleintrdge von A’ Leiteintrage
sein. Da oberhalb der Leiteintrage nur Nullen stehen, ist A" = E,,. Das beweist i). []

Korollar 2.10 Besitzt eine Matrix eine Nullzeile, so ist sie nicht invertierbar.

Beweis : Besitzt die n x n-Matrix A eine Nullzeile, so besteht das lineare Gleichungs-
system Az = 0 aus hochstens n — 1 nicht-trivialen Gleichungen. Also hat es nach
Korollar 2.8 eine nicht-triviale Losung. Daher ist nach Satz 2.9 A nicht invertierbar.

O

Wir konnen nun ein Verfahren angeben, mit dem man die Inverse einer Matrix be-

rechnen kann.

Korollar 2.11 Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Es seien Uy, ..., U, elementare
Zeilenumformungen, mit deren Hilfe man A in die Einheitsmatrix umformen kann. Wendet
man Uy, . .., U, in derselben Reihenfolge auf die Einheitsmatrix an, so erhiilt man A~'.
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Beweis : Die elementare Zeilenumformung U, entspricht der Linksmultiplikation
mit einer Elementarmatrix L;. Durch Anwenden von U, ..., U, wird A in die Ma-
trix L, - - - L1 A tiberfiihrt. Also ist L, --- L1 A = E,. Da A invertierbar ist, folgt dar-
aus nach Multiplikation mit A~', dass L, - - L1 E,, = L,---L; = E, A" = A~ gilt.
Also entsteht A~ aus E,, durch Anwenden der elementaren Zeilenumformungen
Ui,...,U,. O

Beispiel: Wir berechnen die Inverse zu

e

mit elementaren Zeilenumformungen:

1 3 10
27 01
~> ((1) ?) (_12 (1)> (2. Zeile — 2 (1. Zeile))

- ((1) 2) (_72 _13> (1. Zeile — 3 (2. Zeile))

T =3
Das Inverse von A ist also ( 5 1 )
Wir haben hier allerdings nicht vorher gepriift, dass A invertierbar ist. Das wire aber
nach Satz 2.9 bei der Umwandlung von A durch elementare Zeilenumformungen in
Zeilenstufenform herausgekommen. Fiir eine nicht-invertierbare Matrix entsteht so
ndmlich nicht die Einheitsmatrix.

Satz 2.12 Es seien A und B n x n-Matrizen mit AB = E,,. Dann gilt auch BA = E,,.

Beweis : Wir bringen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form. Das entspricht der Multiplikation mit Ly - - - L,. Eine quadratische Matrix in
Zeilenstufenform ist entweder die Einheitsmatrix oder enthilt eine Nullzeile. Aus
AB = E, folgt L,--- LyAB = L;---L;, d.h. das Produkt auf der linken Seite ist
invertierbar. Also kann L;---L;A keine Nullzeile haben, denn sonst hitte auch
L,--- L;AB eine, was Korollar 2.10 widerspricht. Also ist L; - - - LyA = E,, woraus
B=FE,B=1Ly---LyAB =Ly --- Lj folgt. Alsoist BA=L,--- LA = E,. O
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Korollar 2.13 Existiert zu einer quadratischen Matrix A eine Matrix B mit AB = E,
oder BA = E,,, so ist B das Inverse zu A.

Beweis : Das folgt sofort aus Satz 2.12. O

Man kann statt elementarer Zeilenumformungen auch elementare Spaltenumfor-
mungen betrachten. Das kann man formal aus den Zeilenumformungen herlei-
ten, indem man eine Operation auf Matrizen definiert, die Zeilen und Spalten ver-
tauscht.

Definition 2.14 Essei A = (a;;) eine m x n-Matrix. Die zugehorige transponierte Ma-
trix A ist definiert als die n x m-Matrix

At - <bij)z':1...n

j=1l...m

mit bij = Qj;.

A wird also an der Diagonalen (\) gespiegelt.

Beispiel:
1 t
i) |2 =(1 2 3)
3

{13\ (15
i) <5 7> - (3 7)

Lemma 2.15 Sind A und B m x n-Matrizen und o ein Skalar, so gilt
i) (A+B)= A"+ Bt
ii) (@A) = Al
iii) (A")'=A
Ist A eine m x n- und B eine n x p-Matrix, so gilt ferner
iv) (AB)! = B'A'

Beweis : Ubungsaufgabe. O
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Lemma 2.16 Es sei A eine m x n-Matrix und L eine n X n-Elementarmatrix.

i) Ist L = E + ce;; vom Typ 1, so entsteht AL aus A, indem man die j-te Spalte durch
(j-te Spalte) +c (i-te Spalte) ersetzt.

ii) Ist L = E + e;; + ej; — e — e;; vom Typ II, so entsteht AL aus A, indem die i-te und
die j-te Spalte vertauscht werden.

iii) Ist L = E + (¢ — 1)e;; vom Typ I1I, so entsteht AL aus A, indem die i-te Spalte mit c
multipliziert wird.

Beweis : Wir wenden Lemma 2.2 auf die Matrix (AL)" = L*A" an. O

3 Determinanten

Jeder quadratischen Matrix kann man eine Zahl zuordnen, die sogenannte Determi-
nante. Diese wollen wir hier definieren und untersuchen.

Die Determinante einer 1 x 1-Matrix A = (a) ist einfach ihr einziger Eintrag:

detA=a

a
Die Determinante einer 2 x 2-Matrix A = (
C

Z) ist definiert durch

det A = ad — be.

Um diese Zahl geometrisch zu deuten, betrachten wir den Raum R? aller zweidi-
mensionalen Spaltenvektoren iiber R, d.h. es ist

“={0)een)

Die 2 x 2-Matrix A definiert eine (lineare) Abbildung.

fiR? SR

gegeben durch f <T> = (W * bS).
s cr +ds
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Wir betrachten das Bild des Einheitsquadrats

D:{<T>:O§r§1,0§8§1}
S

b
f(D)z{(aH S) :0§r§1,0§s§1},
cr + ds

also das von <a> und <Z> aufgespannte Parallelogramm im R?.
C

unter f. Es ist

Der Flacheninhalt dieses Parallelogramms ist gerade | det A| = |ad — bc|.

Insbesondere ist die Determinante det A genau dann gleich Null, wenn das Parallel-
programm zu einer Strecke entartet ist, d.h. wenn eine der beiden Spalten von A ein
Vielfaches der anderen ist.

Auf quadratischen Matrizen beliebiger Grofie sind die Formeln fiir die Determinan-
te komplizierter. Wir werden die Determinante durch eine solche Formel definie-
ren, und dann einen Katalog von Eigenschaften herleiten, durch den sie eindeutig
bestimmt ist.

Wir bezeichnen den Raum aller n x n-Matrizen tiber R mit R"*". Fiir jede Matrix A
in R™" und fiir alle ¢, j = 1, ..., n bezeichnen wir mit A;; diejenige (n — 1) x (n —1)-
Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht:

Ay = i
J
1 1 0
Beispiel: Fir A= [0 2 2 | ist
2 3 -1
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Lemma 3.1 Es gibt genau ein System von Funktionen (d,,)nen, dn, : R"*" — R, so dass
gQilt:
i)di((a)) =a

und

ii) dn<A> = alldn—l(All) - a21dn—1<A21) + asldn—l(A31) sk anldn—l(Anl)

n

= Z(—l)i+1ai1dn71<Ai1)

i=1

Diese Formel nennt man ,,Entwicklung nach der 1. Spalte”.

Beweis : Die Existenz einer solchen Funktion zeigen wir rekursiv. Fiir festes n benut-
zen wir die Formel ii), um d,(A) mit Hilfe der Funktion d,,_; auszudriicken. Dann
ersetzen wir alle Terme der Form d,,_;(B) mit Hilfe von ii) durch einen Ausdruck,
in dem nur noch die Funktion d,,_, vorkommt. Nach endlich vielen Schritten haben
wir so d,,(A) durch eine Formel ausgedriickt, in der nur noch d;-Werte auftauchen.
Diese konnen wir mit i) ausrechnen.

Die Eindeutigkeit eines Systems von Funktionen mit i) und ii) zeigt man leicht mit
Vollstandiger Induktion. (Fiithren Sie das aus!) 0J

Definition 3.2 Fiir eine n x n-Matrix A definieren wir die Determinante von A als
det A = d,(A),

wobei d,, die Funktion aus Lemma 3.1 ist.
Beispiel:

b
i) Ist A= (a > € R**2, 50 ist
c d

Das stimmt mit der Definition zu Beginn des Paragraphen {iberein.
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1 1 0

ii) st A=|0 2 2 | wieim obigen Beispiel, so ist
2 3 -1
2 2 10
det A=d3(A) = d +2d
= —2-6+4=—4.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften von Determinanten herleiten.

Proposition 3.3 Esist det(E,) =1

Beweis : (mit Induktion nach n):
Induktionsanfang (n = 1): Offenbar ist det £; = 1.

Induktionsschluss: Wir nehmen an, det F,,_; = 1 ist schon gezeigt. Da E,, in der
ersten Spalte nur an der ersten Stelle einen Eintrag # 0 hat, folgt

det En = det(En)n = det(En_l) =1.

OJ
Definition 3.4 Wir nennen eine Funktion
d:R™" — R
linear in den Zeilen, falls fiir alle i = 1, ..., n gilt:
Z1
21
i) Ist A= | : | dien x n-Matrix mit den Zeilen zy,...,z,, B = | z; | dien x n-
Zn
Zn
Matrix, deren i-te Zeile z; ist und die ansonsten dieselben Zeilen wie A besitzt, und
21
C = | z+ % | die n x n-Matrix, deren i-te Zeile z; + Z; ist und die ansonsten
Zn

dieselben Zeilen wie A besitzt, so gilt
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<1
21
ii) Ist A = | : | dien x n-te Matrix mit den Zeilen z,,...,z, und B = | cz; | die

Zn

Zn
Matrix, deren i-te Zeile cz; fiir ein ¢ € R ist, und die ansonsten dieselben Zeilen wie
A besitzt, so gilt
d(B) = cd(A).

Eine Funktion d ist also linear in den Zeilen, wenn d mit der Addition und skalaren
Multiplikation in der i-ten Zeile vertauscht, wobei wir alle anderen Zeilen festlassen.

Satz 3.5 Die Determinantenfunktion det : R™*™ — R ist linear in den Zeilen.

Beweis : mit Induktion nach n:

Induktionsanfang (n = 1): das folgt sofort aus der Definition der Determinante ftir
1 x 1-Matrizen.

Induktionsschluss: Angenommen, die Determinante fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen
ist linear in den Zeilen. Wir fixieren ein k£ € {1,...,n}. Es seien A = (a;5);; und
B = (bi;)i; zwei n x n-Matrizen, die sich hochstens in der k-ten Zeile unterscheiden,
d.h. esist a;; = b;; fiir i # k und beliebige j.

Dann sei C' = (c¢;5);; die Matrix, deren k-te Zeile die Summe der k-ten Zeile von
A und der k-ten Zeile von B ist, und die ansonsten mit A tibereinstimmt. Also ist
cij = ai; = by fur @ # k und beliebige j sowie c;; = ay; + by, fiir alle j. Dann ist
Cr1 = Ar1 = B

Fir i # k unterscheiden sich A;; und B;; hochstens in der k-ten Zeile, und Cj; ist
die Matrix, die aufserhalb der k-ten Zeile mit A;; und B;; iibereinstimmt und deren
k-te Zeile die Summe der k-ten Zeile von A;; und der k-ten Zeile von B;; ist. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt also det(C}j;) = det(A;1) + det(B;;).
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Wir berechnen die Determinante von C mit der Formel aus Lemma 3.1 als

n

det(C) = > (=1)"e; det(Cy)

i=1

= (—1)k+1ck1 det(Ckl) + Z(—l)i—HCH det(Cﬂ)
i#£k
= (—1>k+1 (le + bkl) det Ckl + Z(—l)”lcﬁ (det Ail + det le)
i#£k

= Z(—l)”laﬂ det Ail + Z(—l)“—lbil det Bil

=1 i=1
= det A+ det B.

Ferner sei ¢ € R und A = (a;j);; eine n x n-Matrix sowie B = (b;;);; die n x n-
Matrix mit b;; = a;; fiir ¢ # k und beliebige j und by; = cay; fiir alle j. Die k-te Zeile
von B ist also das c-fache Vielfache der k-ten Zeile von A, die anderen Zeilen von
B stimmen mit den entsprechenden Zeilen von A iiberein. Offenbar ist Ay, = By;.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ferner fiir alle i # k

det(Ble) =C det(AZl) .

Also folgt
det B = Z(_l)“_lbildeth‘l
i=1
= (—1)k+lcak1 det Akl + Z(—l)”laﬂc det Ail
ik
= cdet A.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Beispiel:
i) Esist
1 37 1 37
det |4 8 2| =2-det |2 4 1
5o 11 5 1 1
ii) Esist
1 37 13 7 1 37
det [4 8 2| =det|3 5 —5|+det|1 3 7
5 11 5 1 1 5 11
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Korollar 3.6 Enthilt A eine Nullzeile, so gilt det A = 0.

Beweis : Enthdlt A eine Nullzeile, so konnen wir diese Zeile mit 0 multiplizieren,
ohne A zu dndern. Also gilt nach Satz 3.5

det A=0-det A=0.

Lemma 3.7 Stimmen zwei benachbarte Zeilen einer Matrix iiberein, so ist det A = 0.

Beweis : mit Induktion nach n:
Induktionsanfang (n = 1):
Ist n = 1, so stimmt die Behauptung, da es solche 1 x 1-Matrizen nicht gibt.

Induktionsanschluss: Die Behauptung gelte fiir alle (n — 1) x (n — 1)-Matrizen. Es
sei A eine n x n-Matrix, deren k-te und (k + 1)-te Zeile tibereinstimmen.

Dann ist fiir alle ¢ # k, k + 1 die k-te Zeile von A;; gleich der (k + 1)-ten Zeile von
A;1, also gilt nach Induktionsvoraussetzung det A;; = 0.

Auflerdem ist Ay = Apy11 und ayy = ag11,1, woraus

det A = Z(—l)iﬂan det Ay
=1
= (—1)k+1ak1 det Akl + (—1)k+2ak+171 det Ak+171

= 0

folgt. O

Lemma 3.8 Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer benachbarten Zeile hinzu, so
dandert sich die Determinante nicht.
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21

Beweis : Es sei A = : die Matrix mit den Zeilen z,...,2, und B =
Zn
21
fureini € {1,...,n — 1} und ein ¢ € R. Dann gilt nach Satz 3.5
Ziv1 + ¢z

Zn

| | |

Zi Zi Zi

det B = det = det + cdet = det A,
Zit1 + Cz; Zit+1 Z;

da der zweite Term nach Lemma 3.7 verschwindet.
21
Zi + CZit1

Genauso argumentiert man fiir die Matrix B =
Zit1

Zn

Lemma 3.9 Entsteht B aus A durch Vertauschen zweier benachbarter Zeilen, so ist
det B = —det A.
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Beweis:Esseid= | © |und B= | "' |. Damn gilt
Zit+1 Zi
| |
| | |
det B = det “il |38 det i 22 et Zitn F (2 = Zi)
Zi 2 T Zi41 2 T Zi41
| | |
| | |
2 2 2
= det ‘ 22 et ‘ = det ‘
Zi T Ritl S —Rit1
| |
|
ZA
L o_dqet| 7| = —detA
Zit1

Damit konnen wir Lemma 3.7 verallgemeinern.

Satz 3.10 Stimmen zwei beliebige Zeilen einer Matrix A iiberein, so ist det A = 0.

Beweis : Stimmen in A die i-te und die j-te Zeile mit i < j iiberein, so vertauschen
wir die j-te Zeile solange mit der ndchsthoheren Zeile, bis sie in der (i + 1)-ten
Zeile landet. Bei jeder Vertauschung wechselt nach Lemma 3.9 das Vorzeichen der
Determinante, also erhalten wir so eine Matrix B mit det B +=det A. Nach Lemma 3.7
folgt det B = 0, also auch det A = 0. 0

Jetzt konnen wir auch Lemma 3.8 und Lemma 3.9 verallgemeinern.

21
Satz 3.11 Entsteht B aus A = | : |, indem fiir i # j und ein c € R die i-te Zeile z;
Zn,
durch z; + cz; ersetzt wird (also durch eine elementare Zeilenumformung vom Typ 1), so ist
det B = det A.
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Beweis : Mit Hilfe von Lemma 3.7 konnen wir das jetzt genauso beweisen wie Lem-

| | |
Zi + czj Z; Zj
3.5 3.7
det B = det | =det | | | +cdet] | | = detA.
Zj Zj Zj

O
Satz 3.12 Entsteht B aus A durch Vertauschen zweier beliebiger Zeilen, so gilt det B =
—det A.
Beweis : Es sei
| |
Zi Zj
A= || undB=| |
Zj Zi
| |
Dann konnen wir genauso argumentieren wie im Beweis von Lemma 3.9
| | |
Zi z; + (Zj - Zl) z; + (Zj - Zl)
det | | | *' det | 2! det |
Zj Zj Zi Zj Zi
| | |
| |
Zj Zj
21 det | £ det |
Zj — 2 — Zj Zi
| |
O

Wir haben in Satz 3.5, Satz 3.11 und Satz 3.12 gesehen, wie sich die Determinante
unter elementaren Zeilenumformungen verhilt. Damit konnen wir jetzt die Deter-

minante von Elementarmatrizen ausrechnen.

Proposition 3.13 Es sei L eine n x n-Elementarmatrix.
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i) Ist L = '+ ce;j vom Typ 1, so ist det L = 1.
ii) Ist L = E,, — e;; — ej; + e;; + e;j; vom Typ 11, so ist det L = —1.
iii) Ist L = E,, + (¢ — 1)e;; vom Typ 111, so ist det L = c.
Beweis : Nach Lemma 2.2 entsteht . = LF,, aus der Einheitsmatrix durch Anwen-
den einer elementaren Zeilenumformung vom Typ I, II oder III. Daher ergibt sich
i) fiir Typ I: det L = 1 nach Satz 3.11
ii) ftir Typ II: det L = —1 nach Satz 3.12

iii) fir Typ III: det L = c nach Satz 3.5

Lemma 3.14 Ist L eine Elementarmatarix und A eine beliebige Matrix, so gilt

det(LA) = det L det A.

Beweis : LA entsteht aus A durch Anwenden einer elementaren Zeilenoperation.
Also gilt: Ist L vom Typ I, so ist det LA = det A nach Satz 3.11. Nach Proposition
3.13ist det L =1, also det LA = det L det A. Ist L vom Typ II, so ist det LA = —det A
nach Satz 3.12. Nach Proposition 3.13 ist det L = —1, also det LA = det L det A. Ist L
vom Typ III, so ist det LA = cdet Anach Satz 3.5. Nach Proposition 3.13 ist det L = ¢,
also det LA = det L det A. O

Nun lédsst sich jede quadratische Matrix A mit elementaren Zeilenumformungen
entweder in die Einheitsmatrix F,, oder in eine Matrix A’ tiberfiihren, deren letz-
te Zeile eine Nullzeile ist.

Im ersten Fall ist
L. ---L1A=E,,

im zweiten Fall ist
L,---LiA=A

fiir Elementarmatrizen L, ..., L,.

Also folgt im ersten Fall mit Lemma 3.14

1 =det(E,) =det(L,--L1A) =det(L,)---det(L;)det A.
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Da alle det L; # 0 sind, folgt det A # 0.
Im zweiten Fall gilt

0=det A" =det(L, - L;A) =det(L,) - det(L,)det A.
Da alle det L; # 0 sind, folgt hieraus det A = 0.

Korollar 3.15 Eine quadratische Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0
ist.

Beweis : Ist A invertierbar, so lasst sich A nach Satz 2.9 durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix {iberfiihren. Wie wir oben nachgerechnet haben,
folgt daraus det(A) # 0. Ist umgekehrt det A # 0, so tiberfithren wir A durch ele-
mentare Zeilenumformungen in eine Matrix in Zeilenstufenform. Wie wir oben aus-
gerechnet haben, kann die so entstehende Matrix keine Nullzeile haben, sie ist also
die Einheitsmatrix. Daher ist A nach Satz 2.9 invertierbar. O

Satz 3.16 (Axiomatische Charakterisierung der Determinante) Es sei
d:R"™ =R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
i) d(E,) =1
ii) dist linear in den Zeilen
iii) Stimmen zwei benachbarte Zeilen einer Matrix A iiberein, so ist d(A) = 0.

Dann stimmt d mit der Determinantenfunktion iiberein, d.h. es gilt d = det. Die Determi-
nante ist also durch die Regeln i) - iii) eindeutig bestimmt.

Beweis : Analysiert man die Beweise fiir Korollar 3.6, Lemma 3.8, Lemma 3.9, Satz
3.10, Satz 3.11, Satz 3.12, Proposition 3.13 und Lemma 3.14, so sieht man, dass all
diese Resultate alleine aus den Eigenschaften i) - iii) fiir die Determinantenfunktion
folgen. Sie gelten also auch fiir jede andere Funktion d, die i) - iii) erfiillt. Es sei A
eine beliebige n x n-Matrix, die wir mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilen-
stufenform tiberfiihren. Es ist also

LI A=A

fiir Elementarmatrizen L, ..., L, und eine Matrix A’, die entweder die Einheits-
matrix ist oder eine Nullzeile hat. Es gilt det L; = d(L;) nach Proposition 3.13,
det A" = d(A’) nach i) bzw. Korollar 3.6. Also folgt aus Lemma 3.14 det A = d(A).

O
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Satz 3.17 Fiir n x n-Matrizen A und B gilt det(AB) = det A det B.

Beweis : Ist A eine Elementarmatrix, so folgt dies aus Lemma 3.14. Fiir ein beliebiges
A unterscheiden wir zwei Félle.

1. Fall: A ist invertierbar. Dann ist A nach Satz 2.9 Produkt von Elementarmatrizen,
dh. A= L,---L,. Also folgt mit Induktion nach r aus Lemma 3.14

det(AB) = det(L,)---det(L;)det B
= det(A) det(B).

2. Fall: A ist nicht invertierbar. Dann ist nach Korollar 3.15 det A = 0. Wir miissen
also zeigen, dass auch det(AB) = 0 gilt. Durch elementare Zeilenumformungen
kann A in eine Matrix A’ iiberfithrt werden, deren letzte Zeile eine Nullzeile ist. Es
ist A" = L, --- L1 A fiir gewisse Elementarmatrizen L;. Nun ist auch die letzte Zeile
von A’'B eine Nullzeile, nach Korollar 3.6 ist also det(A’B) = 0. Aus Lemma 3.14
folgt dann

det(AB) = det(L;')---det(L ') det(A'B)

= 0.

O

Korollar 3.18 Ist A invertierbar, so gilt

1
det(A™Y) = R
Beweis : Nach Satz 3.17 gilt
det(A)det(A™) = det(AA™!) = det(E,) = 1.

U

Satz 3.19 Es sei A eine quadratische Matrix und A* ihre Transponierte. Dann ist

det A = det A°.

Beweis : Wir unterscheiden zwei Fille:
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i) Aistinvertierbar. Dann gibt es nach Satz 2.9 Elementarmatrizen Ly, ..., L, mit
A = L,---L;. Also ist nach Lemma 215 A* = LY--. L. Da nach Satz 3.17

det A = H det L; und det A* = H det L! ist, gentigt es zu zeigen, dass fiir jede

=1 =1
Elementarmatrix L gilt det L = det Lt

Ist L = E, + ce;; vom Typ I, soist L' = E,, + cej; und det L = det L' = 1 nach
Proposition 3.13. Ist L = E,, — e;; — e;; + €;; + ej; vom Typ II, so ist L' = L, also
auch det L = det L. Ist L = En + (c — 1)e; vom Typ 111, so ist ebenfalls L = L,
also auch hier det L = det L.

ii) A ist nicht invertierbar. Dann ldsst sich A mit elementaren Zeilenumformun-
gen in eine Matrix in Zeilenstufenform tiberfiithren, deren letzte Zeile eine
Nullzeile ist. Nach einer Zeilenvertauschung erhalten wir eine Matrix B, de-
ren erste Zeile eine Nullzeile ist. Es gibt also Elementarmatrizen L,..., L,
mit B = L,---L;A. Nach Lemma 2151ist B* = A'L{---Lt. Also ist det B =

H det L; - det A und det B = H det Lt - det A. Da nach Korollar 3.15 alle

=1
det L; # 0 sind und nach i) det L = det L! gilt, miissen wir nur det B = det B

zeigen. Nach Korollar 3.6 ist det B = 0. Berechnen wir det B* mit der Formel
aus Lemma 3.1, so steht in jedem Summanden ein Element aus der ersten Spal-
te von B!, d.h. aus der ersten Zeile von B. Also ist auch det B' = 0.

Korollar 3.20 Die Determinantenfunktion
det : R™" - R

hat folgende Eigenschaften:
i) det ist linear in den Spalten der Matrix.
ii) Stimmen zwei Spalten in A tiberein, so ist det A = 0.
iii) Enthilt A eine Nullspalte, so ist det A = 0.

iv) Addiert man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen hinzu, so bleibt die Determi-
nante unverindert.

v) Vertauscht man zwei Spalten, so dndert die Determinante ihr Vorzeichen.
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Beweis : Die Linearitdt in den Spalten ist hier genauso definiert wie in Definition
3.4, wenn man tiberall , Zeile” durch , Spalte” ersetzt.

Die Aussagen i) - v) folgen aus Satz 3.5, Satz 3.10, Korollar 3.6, Satz 3.11 und Satz
3.12, wenn man jeweils Satz 3.19 anwendet. O

Wir haben die Determinante in Lemma 3.1 durch die ,, Entwicklung nach der ersten
Spalte” kennengelernt, d.h. durch die Formel

det A = Xn:(—l)”lail det(A;)
Diese Formel ldsst sich folgendermaflen verallgemeinern:
Satz 3.21 (Entwicklungsformeln fiir die Determinante)
i) Fiirallej =1,...,ngilt
det A = Z 1) a;; det(Ay).
Das nennt man ,Entwicklung nach der j-ten Spalte”.
ii) Fiirallei =1,... ngilt
det A = i(—l)i”azj det A;;
Das nennt man ,, Entwicklung nach der i-ten Zeile”.

Beweis :

i) Wir ziehen mit (j — 1)-Spaltenvertauschungen die j-te Spalte nacheinander an
der (j — 1)-ten, der (j — 2)-ten, ... Spalte vorbei, bis sie in der ersten Spalte
landet. Die entstehende Matrix nennen wir A’. Die Reihenfolge der Spalten

S1,...,8, von A ist also in A" s;,81,...,8j-1,Sj+1,- .-, S,. Nach Korollar 3.20
gilt det A = (—1)7"'det A. Ist A = (a;;) und A’ = (aj;), so gilt aj; = a;; fur
i =1,...,n. Fernerist A}, = A;; fiir alle i. Wir berechnen det A’ mit der Formel

aus Lemma 3.1:

det A" = Z( 1) tal, det A},
i=1

= Z(_l)i+1aij det Aij,

=1
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woraus

det A = (=1)"'det A’

n

= Z(—l)ﬂ_j(lij det Az’j7

i=1
folgt.

ii) Nach Korollar 3.20 ist det A = det A’. Da (A");; = (A;)" gilt, folgt det A}; =
det Aj;. Also erhalten wir miti) fiiralle j =1,...,n:

det A = det A
= Z(—l)”jajidet(/lt)ij

=1
n

= Z(—l)”jaﬁ det Aﬁ'?

=1

woraus nach Vertauschen der Indizes i und j die Behauptung ii) folgt.

OJ

Zum Abschluss dieses Kapitels tiber Determinanten wollen wir noch die sogenann-
te Leibnizformel kennenlernen, die die Determinante einer Matrix vollstandig durch
die Matrixkoeffizienten ausdriickt.

Definition 3.22 Eine n x n-Matrix P heifit Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und
in jeder Spalte von P genau eine 1 und ansonsten nur Nullen stehen.

Beispiel:

i) F, ist eine Permutationsmatrix.

10 0 1
ii) (O 1), <1 O) sind alle 2 x 2-Permuationsmatrizen.

iii) ist keine Permutationsmatrix.

— o
o o o
o~ o©
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Wir bezeichnen mit e; = | 1 | den n-dimensionalen Spaltenvektor, der in der j-ten

0
Zeile den Eintrag 1 hat und ansonsten nur Nullen enthilt. Wir nennen die Vektoren
éi1,..., e, auch die kanonischen Einheitsvektoren.

Lemma 3.23 Fiir jede n x n-Matrix A ist Ae; gerade die j-te Spalte von A.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Nach Definition ist jede Spalte einer Permutationsmatrix P einer der Vektoren
ei,...,e,. Da P in jeder Zeile nur einen Eintrag # 0 enthilt, kommt jeder Vektor
e1,. .., e, hochstens einmal als Spalte in P vor. Wir definieren eine Funktion

p:A{L....,n} = {1,...,n}
durch p(j) = k genau dann, wenn die j-te Spalte von P gerade ¢, ist.

Da P n verschiedene Spalten hat, muss jedes ¢, als Spalte auftreten, d.h. p ist eine
bijektive Abbildung.

Definition 3.24 Sei n € N. Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n} heifit
Permutation von {1,...,n}. Die Menge aller Permutationen von {1,...,n} nennt man
auch ,, symmetrische Gruppe” und bezeichnet sie mit S,.. Eine Permutation 1, die zwei
Zahlen i # j vertauscht und alle anderen festlisst, heifst Transposition.

1 2 .
Man schreibt eine Permutation manchmal in der Form " In
o(l) o(2) ... o(n)

der unteren Zeile steht jede der Zahlen 1, ..., n genau einmal.
Beispiel:

. 1 2 o.oon\ . . )

i) ist eine Permutation.

n n—1 ... 1

o (12 3 4). . ys
ii) ist eine Transposition.
3 2 1 4
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Lemma 3.25 Es sei |S,,| die Anzahl der Elemente in S,,. Dann gilt |S,,| = n!

Beweis : mit Induktion nach n. Offenbar ist S; = {id}, also |S;| = 1! = 1. Angenom-
men, |S,_1| = (n — 1)! fiir ein n > 2. Fiir jedes ¢ € {1,...,n} bildet die Menge aller

Permutationen o von {1,...,n} mit o(n) = i die Menge {1,...,n — 1} bijektiv auf
{1,...,n} \ {¢} ab. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung |S,_1| = (n — 1)!
viele Permutationen ¢ mit o(n) = i. Da es n Wahlen fiir die Zahl ¢ gibt, folgt
|Sp| =n-(n— 1)l =nl O
Sind 0,7 :{1,...,n} — {1,...,n} Permutationen, so ist
or=co7:{l,....,n} — {1,...,n}
k — o(r(k))

ebenfalls eine Permutation. Wir nennen o7 auch das Produkt von ¢ und 7.

Lemma 3.26 Jedes o € S, lisst sich als Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis : Fiir jede Permutation o sei (o) > 0 diejenige Zahl, fiir die (i) = ¢ fiir
i=1,...,r(c)und o(r(o) + 1) # r(o) + 1 ist. Schreiben wir

so ist r(o) die Stelle, bis zu der unten dasselbe wie oben steht. Ist (1) # 1, so ist
r(o) = 0. Wir fiihren fiir festes n eine absteigende Induktion nach r (o).

Ist r(0) = n, so ist o = id und somit das leere Produkt von Transpositionen. Das
ist der Induktionsanfang. Wir nehmen nun fiir den Induktionsschluss an, die Be-
hauptung gelte fiir alle o mit 7(¢) > 7 und zeigen sie fiir alle o mit r(o) = r < n.
Aus (o) = r folgt o(r +1) # r + 1. Da o auf {1,...,r} die Identitit ist, folgt
o(r+1) > r + 1. Ist i, die Vertauschung von r + 1 und o(r + 1), so ldsst 7o die
Zahlen 1,2, ... r+1unverandert, d.h. es ist r(7y0) > r + 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist also 7y0 = 73 - - - 7, das Produkt von Transpositionen 7, . . . , 75. Da 2 =id
ist, folgt hieraus ¢ = 773 - - - 7, durch Multiplikation mit 7, auf beiden Seiten, d.h. &
ist ebenfalls Produkt von Transpositionen. O

Wir wir oben gesehen haben, konnen wir jeder Permutationsmatrix P die Permu-
tation o : {1...,n} — {1,...,n} mit Pe; = e,(;) zuordnen. Von links nach rechts
gelesen, besteht P also aus den Spalten e, (1), €5(2), - - - ; €o(n)-
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Mit anderen Worten, es gilt

n

P=esay+-+ o = Z Co(5)i-
j=1

Umgekehrt definiert jede Permutation o € S, eine (n x n)-Matrix

Py =) ey
i=1
mit den Koeffizienten
P — 0 fiiro(j) #i
1 firo(j) =i
Offenbar steht hier in allen Spalten genau eine 1 (in Zeile o(j)) und sonst Nullen.

Da o bijektiv ist, existiert die Umkehrabbildung o~ : {1,...,n} — {1,...,n}, die
ebenfalls eine Permutation ist. In der i-ten Zeile von F, steht somit auch genau eine
1 (ndmlich in der Spalte 0(i)) und sonst Nullen. Also ist P, eine Permutationsma-
trix. Ist o eine Transposition, so ist P, eine Elementarmatrix vom Typ II (Ubungs-
aufgabe).

Proposition 3.27

i) Sind o und 1 die Permutationen zu den Permutationsmatrizen P und (), so ist o7 die
Permutation zu PQ).

ii) Jede Permutationsmatrix P ist invertierbar mit P~! = P?,

Beweis :

i) Esist (PQ)e; = P(Qe;) = Pler()) = €o(+(j)) = €or(j), Woraus die Behauptung
folgt.

ii) P ist die Matrix mit den Spalten e,(1), ..., €5(n), also ist P* die Matrix mit den
Zeilen 62(1)7 . 7€Z(n)- Da fiir alle 7, j gilt

c fo iz
1 i=j
folgt PP' = E,,.

Nach Korollar 2.13 ist also P! = P~ .

O
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Korollar 3.28 Ist P eine Permutationsmatrix, so ist det P = 1 oder det P = —1.

Beweis : Mit Satz 3.17 folgt aus Proposition 3.27 det P det P* = 1, also wegen det P =
det P! (siehe Satz 3.19) auch (det P)? = 1, woraus die Behauptung folgt. O

Ist o die Permutation zur Permutationsmatrix P, so nennt man die Zahl
sgn(c) =det P € {1, -1}

auch das Signum der Permutation. Nach Satz 3.17 und Proposition 3.27 ist
sgh (07) = sgn(o)sgn(7).

Die Permutationsmatrix zu einer Transposition 7 entsteht aus £,, durch Vertauschen
zweier Spalten, also ist sgn(7) = —1 nach Korollar 3.20.

Satz 3.29 (Leibnizformel) Fiir jede n x n-Matriz A = (a;;) ist

det A= Y 5gn(0)as) - o

o Permutation

und
det A = Z sgn(a)alg(l) © Qpg(n)-

Beweis : Da det A = det A’ ist, gentigt es, eine der beiden Formeln zu beweisen.

Wir priifen nach, dass die Funktion d : R™™ — R, definiert durch d(A) =

Y sgn(0)ais(1) - - - Ano(n) die drei Eigenschaften aus Satz 3.16 erfiillt:
geSy

_ . 1 1=y
i) Ist A= FE,,soista;; = p
0 7]

woraus a,;) = 0 folgt, falls o(i) # i ist. Also bleibt nur der Summand fiir
o = id tibrig, und es folgt

d(E,) =sgn(id) = 1.
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i) IstA= |z |,B=|z|udC=|z+2Z|,sogilt awm = be@r) = Crow) flr

alle 0 € S, und alle k # i, sOWie a;q(;) + bio(s) = Cio(s) flir alle o € S,,.

Somit folgt
d(C) = Z Sgn<0)clo(l) * Cpo(n)
O'ESn
= Z sgn(o)cioq) - - (Qio) + bio@)) * - - - * Cro(n)
oeSy
= Z Sgl’l(a’)alg(l) © Opo(n) T Z Sgn(U)blg(l) cee bno(n) = det A + det B.
O'GSn UES’n
| |
Analog zeigt mand | az; | =a d | z

Also ist d linear in den Zeilen.

iii) Sind zwei benachbarte Zeilen in A = (a;;) gleich, so gilt fiir einen Zeilenindex
it a;; = a;41; fur alle j = 1,...,n. Es sei 7 die Transposition, die s und 7 + 1
vertauscht. Mit o durchlduft auch o7 die Menge S,,. Also ist

d(A) = Z Sgn<UT>alaT(l) * Qpgor(n)

€S,

= Z _sgn(a)alaf(l) e ana‘r(n)

oeSy

Z —8gN(0)a15(1) * * * Wig(i41)Ait10() ** * Ano(n)

gESy

= - Z Sgn(U)ahf(l) C G160 (i41) Qi (i) T Ano(n)
€S,

7 ausrechnen

woraus aus d(A) = 0 folgt.
Mit Satz 3.16 folgt also d(A) = det A fiir alle A € R™"*".
UJ
Die Leibniz-Formel eignet sich fiir grofies n meist nicht zum Berechnen der Deter-

minante, aber sie liefert die wichtige Information, dass die Determinante ein ,, Poly-
nom” in den Koeffizienten ist. (Was ein Polynom ist, werden wir spéter definieren).
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Sind etwa die Matrixeintrage a;; = a;;(z) stetige oder differenzierbare Funktionen
in z, so folgt sofort aus der Leibniz-Formel, dass auch det A eine stetige oder diffe-
renzierbare Funktion in x ist.

Wir wollen jetzt noch die sogenannten Cramerschen Regeln herleiten.

Definition 3.30 Es sei A = (a;;) eine n x n-Matrix. Die Adjungierte Matrix AdjA zu A
ist definiert als die n x n-Matrix mit den Eintriigen (AdjA);; = (1) det Aj; =: ayy, d.h.

Q. = (—1)1+JdetAZ]

Beispiel:
a b d —b
i) Adj =
11 2 4 1 -2\ 4 -2 -3
i Adilo 2 1|=1-2 0 1| =]1 0o -1
10 2 3 -1 2 2 1 2

Satz 3.31 Fiir jede n x n-Matrix A = (a;;) gilt

(AdiA)A = (det A)E, und
A(AdjA) = (det A)E,,

det A 0
wobei (det A)E,, = ,
0 det A

ist.

Beweis : Der Eintrag c;; an der Stelle (4, j) im Matrixprodukt (AdjA)A ist definiti-
onsgemafs

Cij = Z Ad]A ikQkj = Zakzakj
k=1

= Z(—l)erk det Akiakj
k=1
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Fiir 7 = j ist nach der Entwicklungsformel Satz 3.21 ¢;; = det A.

Fiir ¢ # j sei B die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch die
j-te Spalte ersetzt. B hat also zwei iibereinstimmende Spalten, woraus mit Korollar
3.20 det B = 0 folgt.

Nun ist By; = Ay, und by, = apj firk =1,...,n.

Also ergibt die Entwicklung von det B nach der i-ten Spalte:

0=detB = > (—1)" by, det(By)

k=1
n

_ Z(—1)i+’“akj det Ay;.

k=1

Daher ist ¢;; = 0 fiir ¢ # j, woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 3.32 (Cramer’sche Regel fiir die Matrixinversion)

Ist det A # 0, so gilt

e

= A (AdjA).

Beweis : Ist det A # 0, so folgt aus Satz 3.31:

1 .
( - A(Ad]A)) A=E,.

Beispiel:

i) Falls det (a Z) = ad — be # 0 ist, gilt
C

1
a b 1 a b 1 d —b
pr— A 1 P— .
<c d> ad — be d] (c d) ad — be (—c a >

1 1 2
ii) Esistdet | 0 2 1| =1, also folgt (siehe obiges Beispiel)
1 0 2
112\ 112 4 -2 -3
0 21 =Adj |0 2 1|=|1 0 -1
1 0 2 1 0 2 -2 1 2
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Sei A eine n x n-Matrix mit det A # 0. Wir betrachten fiir einen n-dimensionalen
Spaltenvektor b das lineare Gleichungssystem Ax = b. Da A nach Korollar 3.15 in-
vertierbar ist, ist z = A™'b die einzige Losung dieses Gleichungssystems.

Satz 3.33 (Cramer’sche Regel zur Losung linearer Gleichungssysteme)

x

Ist det A # 0, so gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung x = | : | des linearen Glei-

chungssystems Ax = b die Formel
det Mj
.’L’j = s
det A
wobei M; die Matrix ist, die aus A entsteht, indem wir die j-te Spalte durch den Spalten-

vektor b ersetzen.
Beweis : Die einzige Losung = von Az = bist 2 = A~'b. Nach Korollar 3.32 gilt also
= = (AdjA)b, d.h. firj =1,... nist

R ,
ZL’j = detA;(Ad]A)kak

1 ¢ IR :
= b = —— Y (=1)"7(det Ay;)by.
detA;ak] F detA;( )7 (det Ay )b
Entwickeln wir det M; nach der j-ten Spalte, so folgt aus (M;),; = Aj; und
der Tatsache, dass b, der Eintrag von M; an der Stelle (k, j) ist, dass det M; =

];1(—1)k+j det Ay;by gilt. Daraus folgt z; = %. O

Zur Berechnung der Losung eines linearen Gleichungssystems gibt es im allgemei-
nen effektivere Verfahren als die Cramer’sche Regel. Trotzdem liefert uns Satz 3.33
eine wichtige Einsicht. Diese Formel beschreibt ndmlich, wie die Losung eines li-
nearen Gleichungssystems Az = b von den Koeeffizienten von A und b abhéngt:
Die Koeffizienten der Losung x sind namlich jeweils ein Quotient von zwei , Poly-
nomen” (was immer das ist) in den Koeffizienten von A und b.

4 Gruppen und Korper

Unter einer Verkniipfung auf einer Menge X verstehen wir eine Funktion

m: X xX — X.
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Die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen sind etwa Verkniipfungen auf
R. Die Schreibweise m(z,y) ist fiir Verkniipfungen eher unpraktisch, wir werden
stattdessen, je nachdem, um welche Verkntiipfung es sich handelt, a + b, ab oder a o b
schreiben.

Definition 4.1 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
m:GxG— G,
die wir auch als m(a,b) = ab schreiben, so dass gilt
i) Die Verkniipfung m ist assoziativ, d.h. es gilt (ab)c = a(bc) fiir alle a, b, c € G.

ii) G besitzt ein neutrales Element beziiglich m, d.h. es existiert ein e € G ' mit ea = ae =
a fiir alle a € G.

iii) Jedes Element von G besitzt ein Inverses, d.h. fiir alle a € G existiert ein b € G mit
ab = ba = e.
Ist G eine Gruppe und a € G, so ist das Inverse zu a in G eindeutig bestimmt. Sind
ndmlich b und ¥’ Elemente in G, fiir die ab = ba = e und ab’ = b'a = e gilt, so folgt
b=-eb= (Va)b="V(ab) =be=10".
Also schreiben wir auch einfach a~! fiir das Inverse von a.

Man beachte, dass in dieser Definition das Produkt ab nur eine Schreibweise fiir
die Verkniipfung m ist. Wiirden wir die Bedingungen i) - iii) mit der Abbildung m
schreiben, dann sdhen sie recht untibersichtlich aus. Es muss aber fiir eine konkrete
Gruppe G mit m nicht notwendig eine Multiplikation gemeint sein. Fiir manche
Gruppen schreiben wir die Verkniipfung

m:GxG—G
als m(a,b) = a + b. Dann lauten die Bedingungen i) - iii) in Definition 4.1 wie folgt:
i) (a+b)+c=a+ (b+c)furallea,b,c € G.

ii) Es existiert eine € G mite + a = a + e = a fiir alle a € G. Wir nennen e auch
Nullelement und bezeichnen es oft mit O.

iii) Fiir alle a € G existiert ein Inverses b mit a + b = b+ a = e. Dieses ist eindeutig
bestimmt, und wir bezeichnen es mit (—a).

Seite 44



Beispiele:

i) Z mit der Addition +, dem neutralen Element 0 und dem Inversen (—a) zu a

ist eine Gruppe.

ii) N mit der Addition + bildet keine Gruppe, Ny auch nicht.

iii) R mit der Addition + ist eine Gruppe, R* := R\ {0} mit der Multiplikation ist

auch eine Gruppe.

iv) Die Menge GL,,(R) der invertierbaren Matrizen in R"*" ist eine Gruppe beziig-

lich der Multiplikation von Matrizen mit neutralem Element £, und Inversem

AL

v) Die Menge S,, der Permutation von {1, ...,n}, also der bijektiven Abbildun-

geno:{l,...,n} = {1,...,n} ist eine Gruppe beziiglich der Hintereinander-

ausfiihrung (Komposition) von Abbildungen. Das neutrale Element ist id (die

Identitat), definiert durch id (i) = i. Das inverse Element zu einer Permutation

o ist die Permutation 0!, definiert durch

o '(j) = i genau dann, wenn o (i) = j.

Wir wollen jetzt zeigen, dass eine Menge G mit einer Verkniipfung m(a,b) = ab

genau dann eine Gruppe ist, wenn gilt:
i) (ab)e = a(bc) fur alle a,b,c € G
ii)’ Es gibteine € Gmitea = afiirallea € G

iii)” Fir alle a € G existiert ein Inverses b € G mit ba = e.

Mit anderen Worten, man kann die Bedingungen ii) bzw. iii) in Definition 4.1 durch

die schwicheren Bedingungen ii)’ bzw. iii)" ersetzen. Dies sieht man folgenderma-

Ben:

Beweis : Fiir jedes a € G existiert nach iii)’ ein , Linksinverses” b mit ba = e. Zu b

existiert ebenfalls ein , Linksinverses” ¢ mit cb = e. Also folgt:

ab 0 (ea)b = (cb)ab D] c(ba)b = c(eb) W ch = e.

Also gilt ab = ba = ¢, d.h. es gilt iii) aus Definition 4.1.

Nun sei a € G und b € G ein Element mit ab = ba = e. Dann gilt:

ae = a(ba) 2 (ab)a = ea o a,

also ist ae = ea = a, d.h. ii) aus Definition 4.1 gilt.

O
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Definition 4.2 Eine Gruppe G mit Verkniipfung m(ab) = ab heifit kommutativ oder
abelsch, falls gilt
ab = ba fiir alle a,b € G.

Beispiel:
i) (Z,+), (R, +) und (R*,-) sind abelsche Gruppen.
ii) GL,(R) ist nicht abelsch fiir n > 2.
iii) .5, ist nicht abelsch fiir n > 3 (siehe Aufgabenzettel).
Definition 4.3 Es sei G eine Gruppe mit der Verkniipfung m(a,b) = ab. Eine Teilmenge
H C G heifst Untergruppe von G, wenn gilt
i) a,b € H = ab € H (d.h. H ist abgeschlossen unter der Verkniipfung).
ii) e € H (d.h. H enthiilt das neutrale Element)

iii) a € H=a™' € H (d.h. fiir jedes Element in H liegt auch das Inverse in H).

Beispiele:
i) Jede Gruppe G hat die trivialen Untergruppen {e} und G.
ii) (Z,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
iii) Die Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe von GL, (R).
Wir wollen nun als Beispiel fiir den Untergruppenbegriff alle Untergruppen der

abelschen Gruppen (Z, +) bestimmen. Dazu brauchen wir den Begriff der Division
mit Rest.

Lemma 4.4 Es sei q € N. Jedes Element a € Z lisst sich auf eindeutige Weise als
a=kqg+r

mit einem k € 7 und einem r € {0,1,...,q — 1} darstellen.

Beweis : Wir betrachten zu a und ¢ die Menge R = {a — kq : k € Z} N N. Offenbar
ist R # (. Es sei r die kleinste Zahl in R. Diese ist in {0,1,...,q — 1} enthalten,
denn sonst liegt » — ¢ auch in R. Also gibtesein k € Zund einr € {0,1,...,¢ — 1}
mita = kq+r.Ista = K¢+ " mitk’ € Zund " € {0,1,...,q — 1} eine zweite
solche Darstellung von a, so folgt ' = k'q —a € R, also 7’ > r. Auflerdem gilt
0= (Kqg+r")—(k¢q+r)= (K —k)g+ (r' —r),das heiit ' —r = (k — k’)q. Nun ist
r—re{0,...,q—1},woraus ' —r =0 = (k — k) folgt. Alsoistr =" und k = ¥/,
das heifdt die Darstellung ist eindeutig. O
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Satz 4.5 Fiir jede ganze Zahl b ist die Teilmenge bZ := {bk : k € Z} von Z mit der
Verkniipfung + eine Untergruppe von Z. Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der Form bZ
fiireinb € Z.

Beweis : Wir priifen zunéchst, dass bZ eine Untergruppe ist. Ist bk, und bk, € bZ, so
ist bky + bky = b(k1 + ko) € bZ. Auflerdem ist 0 = b-0 € bZ und mit bk € bZ liegt auch
—bk = b(—k) in bZ. Nach Definition 4.3 ist bZ also eine Untergruppe von Z.

Nun zeigen wir, dass jede Untergruppe H von dieser Form ist. Da H eine Unter-
gruppe von (Z, +) ist, gilt 0 € H. Ist 0 das einzige Element in H, soist H = {0} = 0Z
von der gewiinschten Gestalt.

Enthalt H ein a # 0 aus Z, so ist entweder a € N oder —a € N. Da H mit a auch das
Inverse —a enthilt, existiert also eine natiirliche Zahl n € H. Wir definieren b als die
kleinste nattirliche Zahl in H und behaupten H = bZ.

, D" Seik € Z.Istk > 0,s0istkb =0+ ---+b € H, da H eine Untergruppe ist. Ist
—_———

k-mal

k=0,s0ist kb =0 € H.Ist k£ < 0, so haben wir schon gesehen, dass (—k)b € H it,
also folgt kb = —(—k)b € H.

, C”: Sei m eine beliebige Zahl in H. Division mit Rest durch die Zahl b € H liefert
keZundre{0,1,...,b— 1} mit

m = kb+r.

Nun ist kb € bZ C H, wie wir oben gezeigt haben. Also ist —kb € H und daher ist
auch

r=m —kb

in H. Nunistr < b, wegen der Minimalitdt von b folgt also r = 0. Somit ist m = kb €
H. O

Lemma 4.6 Es ist dZ = d'Z genau dann, wenn d = d' oder d = —d' ist.

Beweis : Die Richtung ,, <" ist klar. Wir zeigen ,, =" das heifit es gelte dZ = d'Z.
Dann ist d € d'Z, das heifst d = d'k fiir ein k € Z. Ferner ist d’ € dZ, das heifst d' = dl
fir ein | € Z. Somit folgt d = d'k = dlk. Ist d # 0, so impliziert dies 1 = [k, das heifst
l,ke{xl}und d= +d' Istd = 0,soistauch d' = dl = 0, das heiit d = d'. O
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Die Elemente der Untergruppe bZ von Z sind offenbar genau diejenigen ganzen
Zahlen, die durch b teilbar sind.

Nun betrachten wir zwei ganze Zahlen a und b, die nicht beide Null sind. Es sei

aZ +b2 = {z€Z:z=r+sfurr € aZunds € bZ}
= {2€Z:z=ak+blfurk,l € Z}.

Diese Menge ist eine Untergruppe von (Z, +) (Ubungsaufgabe). Sie heif}t die von a
und b erzeugte Untergruppe von Z.

Lemma 4.7 oZ + UZ ist die kleinste Untergruppe von Z, die a und b enthiilt, das heifSt ist
H C Z eine Untergruppe mit a € H und b € H, so folgt aZ + bZ C H.

Beweis : Da H eine Untergruppe ist, die a enthilt, liegen 0 sowie alle na =
a+---+afurneNin H.
———

n-mal

Da H mit jedem Element sein Inverses enthilt, liegt auch (—n)a = —na € H. Insge-
samt gilt also aZ C H. Genauso folgt bZ C H. Da H abgeschlossen unter + ist, folgt
aZ +bZ C H. O

Nach Satz 4.5 gibt es also ein d € Z, so dass die Untergruppe aZ + bZ von Z mit dZ
tbereinstimmt. Da a und b nicht beide Null sind, ist auch d # 0. Nach Lemma 4.6
gibt es genau ein d € N mit

aZ: + b7 = dZ.

Wir wollen diese Zahl d jetzt untersuchen.
Satz 4.8 Es seien a,b € Z nicht beide Null und d € N die Zahl mit
aZ + bZ = dZ.
Dann gilt
i) d lisst sich schreiben als d = ax + by fiir geeignete x,y € Z
ii) d teilt a und b.

iii) Teilt eine ganze Zahl e beide Zahlen a und b, so teilt e auch d.
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Beweis :
i) folgtaus d € dZ = aZ + VZ.

ii) a € aZ C aZ + bZ = dZ, also ist a = dk fiir ein k € Z. Daher ist d ein Teiler von
a. Genauso zeigt man, dass d ein Teiler von b ist.

iii) Ist e ein Teiler von a und b, so gilt a = ek und b = el fiir k,[ € Z. Also ist a € eZ
und b € eZ, das heifit eZ ist eine Untergruppe von Z, die a und b enthélt. Da
dZ nach Lemma 4.7 die kleinste solche Untergruppe ist, folgt dZ C eZ. Also
gilt d = em fiir ein m € Z, das heifst e teilt d.

O

Aufgrund der Eigenschaften ii) und iii) von Satz 4.8 nennen wir die eindeutig be-
stimmte nattirliche Zahl d mit
dZ = aZ + bZ

auch den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b und schreiben d = ggT(a,b).
Nach Satz 4.8 i) kann man den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b ,, linear aus
a und b kombinieren”, das heifst es gibt x, y € Z mit d = ax + by.

Das Problem, zu gegebenen ganzen Zahlen « und b den ggT(a, b) und die Zahlen =
und y zu berechnen, ldsst sich mit dem Euklidischen Algorithmus losen.

Jetzt lernen wir eine weitere Struktur kennen, die die reellen Zahlen verallgemei-

nert.
Definition 4.9 Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Abbildungen

+: Kx K — K (Addition)
(a,b) +—a+b

und

K x K — K (Multiplikation)
(a,b) > ab

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) (a+b)+c=a+ (b+c)firallea,b,ce K

ii) Es existiert ein Element 0 € K, so dass 0+ a = a fiir alle a € K.
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iii) Fiir jedes a € K existiert ein Element (—a) € K mit (—a) +a = 0.
iv) a+b=>b+afiirallea,be K
v) (ab)c = a(be) fiir alle a,b,c € K
vi) Es existiert ein Element 1 € K mit la = a fiirallea € K.
vii) Fiir jedes a # 0 in K existiert ein Element a=' € K mit a 'a = 1.
viii) ab = ba fiiralle a,b € K
ix) a(b+c) = ab+ acund (a + b)c = ac+ be fiir alle a,b,c € K

x) 1#£0.

Wenn wir hier wie in ix) keine Klammern setzen, so soll immer die Multiplikation
Vorrang vor der Addition haben.

Etwas pragnanter konnen wir sagen:

Definition 4.9” Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen

+: Kx K — Kund
KxK — K,

so dass gilt:
i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
ii) (K \ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.
iii) Es gelten die Distributivgesetze ix) aus Definition 4.9.

Wir schreiben K* = K \ {0} und nennen diese multiplikative Gruppe die Einhei-
tengruppe des Korpers. Aufierdem schreiben wir fiir n € Z:

(

a—+---+a, n >0
—_——
n-mal
na = { 0, n=>0

—(a+---+a), n<O0

\ (—n)-mal
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sowie

a-...-a, n>0
n-mal
an: ]_7 TZ:O
(@a-...-a)7', n<O.
—_——
\ (—n)-mal

Beispiel: Die reellen Zahlen R, die rationalen Zahlen Q und die komplexen Zahlen
C (konstruiert in der Analysis) bilden jeweils einen Korper.

Ahnlich wie bei Gruppen hat man auch bei Kérpern den Begriff des Unter- (oder
Teil-)korpers.

Definition 4.10 Es sei K ein Korper. Eine Teilmenge L C K heifit Teilkorper, wenn gilt:
i)abeL=a+be€ Lundabe L
ii) 0e Lund1 € L
iii) a€ L= —a€clL
iv) a€ La#0=a"€L.

Ist L # K, so heif$st L echter Teilkorper von K.

Eine Teilmenge L C K ist also genau dann ein Korper, wenn die Addition und die
Multiplikation in K sich zu Abbildungen

+: LxL — Lund
LxL —L

einschranken lassen, und wenn L mit diesen Verkniipfungen selbst ein Korper ist.
(Priifen Sie das!)

Beispiel:
i) @ C Rist ein (echter) Teilkorper.
ii) R C Cist ein (echter) Teilkorper.

In jedem Korper K gelten einige Rechenregeln, die wir von den reellen Zahlen her
kennen. Fiir alle a, b € K gilt:

i) 0a =a0 =0
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ii) (—1)a=—a
iii) Istab=0,soista =0oderb =0
iv) (a+b)" =3 (})akor*

k=0

fur alle n € N,,.

Hier ist (}) = k!(gik)! = "k(”_lf ) ¢ N und das Produkt der natiirlichen Zahl )

mit dem Kérperelement a*b"~* ist wie oben definiert.

Es gibt aber einen Punkt, an dem man mit den gewohnten Rechenregeln aufpassen
muss. Das Korperelement na = (a + - - - + a)(n € N) kann auch mal Null sein.
—_——

n-mal
Genauer gesagt: Die Abbildung
N —- K
n — nl=(14---+1)
1

ist im allgemeinen nicht injektiv.

Definition 4.11 Die kleinste natiirliche Zahl n mit n1 = 0 heifst die Charakteristik von
K. Wir bezeichnen sie mit char(K). Ist fiir jedes n € N die Zahl n1 # 0, so wird die
Charakteristik von K gleich 0 gesetzt, und wir schreiben char(K) = 0.

Beispiel: char(Q) = char(R) = char(C) = 0.

Lemma 4.12 Ist K ein Korper mit char(K) # 0, so ist char(K) eine Primzahl. (Eine Prim-
zahl ist eine natiirliche Zahl p, die als einzige Teiler in N die Zahlen 1 und p besitzt.)

Beweis : Sei p = char(K). Dann ist p # 0. Angenommen, p = nm mit n,m € N.
Dann ist

0:p1:\1+---+1:@1+---—|—n1:(1+---+1)(n1):(m1)(n1)
~~ ' N— —

nm-mal m-mal m-mal

Also folgt m1 = 0 oder nl = 0. Da p die kleinste nattirliche Zahl mit p1 = 0 ist, folgt
p = m oder p = n. Also ist p eine Primzahl. O
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Wir wollen jetzt Beispiele fiir Kérper kennenlernen, deren Charakteristik eine Prim-
zahl ist.

Wir bezeichnen fiir jede ganze Zahl ¢ mit @ € {0,1,...,p — 1} den Rest von a bei
Division durch p, das heifit a ist die eindeutig bestimmte Zahl aus {0,1,...,p — 1}
mit a = kp + @ fiir ein k € Z (sieche Lemma 4.4).

Es gilt @ = b genau dann, wenn a — b ein Vielfaches von p ist:

Gilt namlich@ = b,soseia = kp+aund b = Ip + b fiir k,] € Z. Dann ista — b =
(k—)p+ (@—b) = (k — I)p ein Vielfaches von p. Ist umgekehrt a — b = mp fiir ein
m € Zund a = kp + @, so folgt b = a — mp = (k —m)p + @, also @ = b, da der
Rest nach Lemma 4.4 eindeutig bestimmt ist. Ferner rechnet man leicht nach, dass
a+b=a+ bund ab = @b gilt. (Priifen Sie das!)

EsseiF, :={0,1,...,p—1} die Menge der Zahlen 0, 1,. .., p — 1. Wir definieren jetzt
zwei Verkniipfungen + und - auf F,,. Um diese von der Addition und der Multipli-
kation auf den ganzen Zahlen unterscheiden zu konnen, bezeichnen wir letztere fiir
den Moment mit +7 bzw. -7.

Fiir a,b € ), setzen wir

at+b=a+zb

und

ab=a-zb

Beispiel: Es sei p = 11. Dann gilt in Fy;:
3+5=8,449=2,10+10=9

sowie
2.3=6,3-4=1,2"=5

Lemma 4.13 Fiir ay,...,a, € F, gilt
(a1 an1) an =017z z0an

und

(a1 +-+an1)+ta,=a; +z - +za,

Beweis : Das folgt mit Induktion nach n aus der Definition der Addition und der
Multiplikation in [F,,. (Fiihren Sie das Argument aus!) O
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Korollar 4.14 Die Verkniipfungen + und - auf ¥, sind kommutativ, assoziativ und erfiillen
die Distributivgesetze ix) in Definition 4.9.

Beweis : Das folgt sofort aus Lemma 4.13. O

Satz 4.15 F, = {0,1,...,p — 1} mit den Verkniipfungen + und - ist ein Korper der Cha-
rakteristik p.

Beweis : Wir zeigen zunichst, dass (F,, +) eine abelsche Gruppe ist. Offenbar ist
0 ein neutrales Element. Ferner gilt 0 + 0 = 0 sowie a + (p — a) = 0 fiir alle a €
{1,...,p — 1}. Also hat jedes Element ein additives Inverses. Mit Korollar 4.14 ist
(F,,+) also eine abelsche Gruppe. Jetzt untersuchen wir (F, \ {0}, -). Offenbar ist
1 ein neutrales Element. Ist « € F = F, \ {0}, soist a € {1,...,p — 1}, also folgt
ggT(a,p) = 1. Nach Satz 4.8 gibt es ganze Zahlen r und s mit

l=rga+4+zs-zp

Esseib=7 € F,. Dannista -z b — a -z r durch p teilbar, also folgt ab =a -z b =a -5 7.

Das—p=0ist folgtl =r -z a+z sz p=ab. Alsoistb ein Inverses zu a.

Mit Korollar 4.14 ist (F);,-) also eine multiplikative Gruppe. Da die Distributivge-
setze gelten, ist F, nach Definition 4.9” ein Korper. In F), gilt
p.1:}+...+1J:}+Z...+le:p:0

vV Vv
p—mal p-mal

also gilt char (F,) = p. O

Fiir a € F,, schreiben wir auch —a fiir das Inverse beztiglich der Addition.
Also ist in F; etwa —5 = 2.

Ist a # 0, so schreiben wir auch a~! fiir das Inverse beztiglich der Multiplikation.
Alsoistin F5 etwa 37! = 2.

Fiir die Existenz eines multiplikativen Inversen ist es entscheidend, dass die Zahl
p eine Primzahl ist. Betrachtet man etwa die Menge {0, 1,--- ,5} mit den analogen
Verkniipfungen, definiert durch den Rest bei Division durch 6, so folgt 2-3 = 0. Also
kann keines dieser Elemente invertierbar sein!
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Sei nun K ein beliebiger Korper. Wir bezeichnen mit K"*" die Menge der n x n-

Matrizen mit Eintrdgen in K.

Gehen wir nun noch einmal alle Definitionen und Resultate aus §1 - §3 durch, so
stellen wir fest, dass wir tiberall in R nur die Rechenregeln verwendet haben, die in
jedem Korper gelten. Also gilt

Satz 4.16 Alle Ergebnisse aus §1, 2 und 3 gelten fiir Matrizen mit Eintriigen in einem be-
liebigen Korper K bzw. fiir lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten in einem beliebigen
Korper K, wenn man iiberall R durch K ersetzt.

Wir bezeichnen fiir einen beliebigen Korper K mit GL,,(K) die Gruppe der inver-
tierbaren n x n-Matrizen mit Eintrdgen in K.

5 Vektorraume

Definition 5.1 Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum oder ein Vektorraum iiber K ist
eine Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen.

+: VxV = V (Addition)
(v,w) = v4w

und
K xV — V  (skalare Multiplikation)

(a,v) — av

so dass gilt:
i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
ii) (ab)v = a(bv) fiiralle a,b € K undv € K
iii) lv =vfiirallev e V
iv) Fiiralle a,b € K und v,w €V gelten die Distributivgesetze
(a+b)v =av+bv

und

a(v+w) = av + aw.
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Wir nennen die Elemente eines Vektorraums auch Vektoren.

Beispiel:

i) V={0} mit0+ 0 = 0und a0 = 0 fiir alle a € K ist ein Vektorraum tiber dem

Korper K. Wir schreiben auch V' = 0.

a1

ii) Die Menge K" = K™ = | raq,...,a, € K p der n-dimensionalen

iif)

an
Spaltenvektoren mit Eintrdgen in K ist ein K-Vektorraum mit der in § 1 defi-
nierten Addition und skalaren Multiplikation:

a1 by a; + by
0 B R :
an b, a, + b,
und
ay cay
c =
an cay,
0 a1
Das Nullelement ist der Nullvektor | : |, das inverse Element zu | : | ist
0 Qn
—ay
. Damit rechnet man leicht nach, dass (K", +) eine abelsche Gruppe
—a,

bildet. Die Rechenregeln ii), iii), iv) aus Definition 5.1 rechnet man ebenfalls
miihelos nach.

Allgemeiner gilt, dass die Menge K" der m x n-Matrizen mit Eintrdgen in
K ein K-Vektorraum ist (— Ubungen).

Ist K C L ein Teilkdrper von L, so wird L zusammen mit der Addition
+:LxL—L

und der Einschrankung der Multiplikation
KX L—L

ein K-Vektorraum. So ist etwa C ein R-Vektorraum.
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iv) Jeder Korper K ist mit seiner Addition und Multiplikation ein K-Vektorraum.
(Das ist ein Spezialfall von ii)).

Lemma 5.2 In jedem K-Vektorraum V gilt:
i) Ist Oy das Nullelement von (V,+), so ist a0y = Oy fiir alle a € K.
ii) Ist Ok das Nullelement von (K, +), so ist Oxv = Oy fiirallev € V.
iii) Fiira € Kundv € V gilt (—a)v = a(—v) = —av.

iv) Ist av = Oy fiira € K und v € V, so folgt a = O oder v = Oy.

Beweis :
i) Esist a0y + a0y = a(0y 4 Oy) = aly, nach Addieren von —a0y also a0y = 0.
ii) Es gilt 0xv + Ogv = (O + Ox)v = Ogv, = Ogv = Oy.
iii) Es gilt av + (—a)v = (a + (—a))v = Ogv 2 Oy, also ist (—a)v = —aw.

Ferner ist (—a)v = ((—1)a)v "="a((—1)v)) = a(—v) nach dem gerade Gezeig-
ten fiir a = —1.

iv) Angenommen, av = Oy und a # 0. Dann existiert a~' im Korper K. Wir mul-
tiplizieren die Gleichung 0y = av mit a~' und erhalten a '0y = a (av) =
(a~ta)v = v. Nach i) ist a=*0y = 0y, woraus v = Oy folgt.

O

In Zukunft werden wir in der Notation nicht mehr unterscheiden zwischen 0 und
Oy; was jeweils gemeint ist, sollte aus dem Kontext hervorgehen.

Der Begriff des K-Vektorraums schliefdt den des gewidhlten Grundkorpers K mit ein.
Es ist etwas anderes, ob wir C als R-Vektorraum oder als C-Vektorraum betrachten!

Definition 5.3 Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifst Untervektor-
raum oder linearer Unterraum von V., falls gilt:

)0eU
ii) Fiiralleu,v € Uistu+v € U

iii) Fiirallea € K,u € U ist au € U.
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Lemma 5.4 Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist genau dann ein Untervektor-
raum von V, wenn U abgeschlossen unter + und der skalaren Multiplikation ist und mit
diesen Verkniipfungen selbst ein K-Vektorraum ist.

Beweis : , =": Ist U ein Untervektorraum von V/, so ist U abgeschlossen unter +
und skalarer Multiplikation nach Definition 5.3 ii) und iii). Da die Addition auf V'

kommutativ und assoziativ ist, gelten diese Regeln auch in U. Ferner ist 0 € U

und fiir jedes u € U auch —u x2 (—1) -u € U, da U abgeschlossen unter skalarer

Multiplikation ist. Also ist (U, +) eine abelsche Gruppe. Die Bedingungen ii), iii) und
iv) aus Definition 5.1 gelten in V, also auch in U C V. Somit ist U ein Vektorraum.

,, <" ist leicht. (Ubungsaufgabe) O

Beispiel:
i) Jeder K-Vektorraum V enthélt die Untervektorraume {0} und V.

ii) Ist A eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in K, so ist die Menge der Losungen
x € K" des linearen Gleichungssystems Az = 0 ein Untervektorraum von K".

Definition 5.5 Ein Isomorphismus ¢ von einem K-Vektorraum V ist eine bijektive Ab-
bildung ¢ : V- — W, fiir die gilt:

l) ¢(U1 + UQ) = ¢(U1) + Qb(’Ug)fiiT alle U1, Vg € |4
i) ¢(av) = agp(v) fiirallea € K undv € V.

Wir nennen dann V und W isomorph.

Beispiel:
i) Die Abbildung
$:R* — C

(Z) s a+ib

ist ein Isomorphismus von R-Vektorraumen.
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ii) Der K-Vektorraum der n-dimensionalen Zeilenvektoren K'*" ist isomorph
zum K-Vektorraum der n-dimensionalen Spaltenvektoren K" = K™*! mit Hil-
fe des Isomorphismus

6: KU Ko
3]
(a1,...,a,)

Qn

Wir wollen nun ein Verfahren zur Konstruktion von Untervektorraumen kennenler-
nen. Es sei K ein beliebiger Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Linearkombina-
tion von Vektoren vy, ..., v, € V ist ein Vektor der Form

W= a1vy + -+ a,v,

fura, ..., a, € K.

0 1
Beispiel: Im 3 ist w = | 1 | eine Linearkombination vonv; = [ 0 [ und v, = | 2|,
1 2 1
denn es gilt
1 2 0
lvy+2v=|0]+ 1] =1]1
2 2 1

Definition 5.6 Fiir eine beliebige Teilmenge () # M C V ist die lineare Hiille (M) von
M definiert als

(M) = {Zaivi:nEN,ai e K,v; GM}

i=1
(M) ist also die Menge aller Linearkombinationen, die man aus endlich vielen Ele-
menten aus M bilden kann. Auflerdem setzen wir (()) = 0.

Beispiel:
i) Esist (0) =0und (V) =V.

ii) Firjedesv € Vist ({v}) = {av:a € K}.

1 0 0 a 1 0 0
iii) Im K3 gilt< ol,111],10 > =K3da|b|=alO|+b]|1]|+c]O
0 0 1 c 0 0 1
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Satz 5.7 Fiir jede Teilmenge M C V ist (M) C V ein Untervektorraum. (M) ist der
kleinste Untervektorraum, der M enthilt, d.h.: Ist H C V ein Untervektorraum mit M C
H, so folgt (M) C H.

Beweis : Wir miissen zundchst die Eigenschaften i) - iii) aus Definition 5.3 priifen.
Ist M = (), so ist (M) = 0 ein Untervektorraum von V. Wir kénnen also M # ()

annehmen. Dann gibt es ein a € M, also liegt 0 = 0a € (M). Sind ) a;v; und
=1

> bjw; € (M), so liegt auch
j=1

n

Z a;v; + i bjwj
J=1

i=1

als Linearkombination der Vektoren vy, . .., v,, w1, . .., Wy, in (M).

Aufierdem ist fiir jedes ¢ € K auch

n n

C(Z a1v;) = Z(cai)vi

=1 i=1

in (M). Also ist (M) ein Untervektorraum von V.

Ist H ein weiterer Unterraum mit M C H, so ist H abgeschlossen unter Addition

und skalarer Multiplikation. Also sind alle Vektoren der Form ) a;v; fiir v; € M in
i=1

H,d.h. (M) C H. 0

Manchmal ist es praktisch, mit endlichen geordneten Mengen von Vektoren zu ar-
beiten. Wir schreiben sie als (vy, . . ., v,,). Die geordnete Menge (a, b) ist also verschie-
den von der geordneten Menge (b, a) und auch von (a, a,b), obwohl die gewohnli-
chen (ungeordneten) Mengen {a,b},{b,a},{a,a, b} gleich sind. Ist (vy,...,v,) eine
geordnete Menge, so ist die lineare Hiille ((vy, ..., v,)) definiert als

(v, ...,00)) = {v1,...,0.})
= {Zalvi:al,...,anEK}

Lemma 5.8 Ist M = (vy,...,v,) eine endliche geordnete Menge von Vektoren in V und
v eV, sosei M die geordnete Menge M' = (vy, ..., v,,v). Dann gilt

(M) = (M) & v € (M)
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Beweis : , = “: Offenbar liegt v in (M’). Also folgt aus (M') = (M) auch v € (M).
,, <=": Die Inklusion (M) C (M’) ist klar.

Istv € (M), soist (M) ein Untervektorraum, der alle Vektoren aus M’ enthilt. Nach
Satz 5.7 folgt also (M') C (M). O

Wir kommen nun zu einer sehr wichtigen Definition.
Definition 5.9

i) Eine endliche geordnete Menge (vi,...,v,) heifit linear abhingig, wenn es
ai,...,a, € K gibt, die nicht alle Null sind, so dass

a1v1 + -+ ayv, =0
gilt.

ii) Die Menge (vy, ..., v,) heifit linear unabhdngig, wenn sie nicht linear abhingig ist.
Mit anderen Worten: (vy, ..., v,) ist genau dann linear unabhingig, wenn aus jeder
Gleichung der Form ajvy + -+ + ayv, = Omit ay...,a, € K bereits a; = ay =
- =a, = 0 folgt.

Wir nennen die Vektoren vy,...,v, linear abhdngig bzw. unabhidngig, wenn die
geordnete Menge (v1,...,v,) linear abhédngig bzw. unabhingig ist. Dieser Begriff
hangt nicht von der Reihenfolge der v; ab: Ist (vy,. .., v,) linear abhédngig bzw. un-
abhéngig, so gilt dies auch fiir jede Umordnung dieser Menge.

Beispiel:
1 3 5
i) Die Vektoren [ 0|, | 1 | und | 1 | sind linear abhéngig in Q*, denn
2 -1 3
1 3 5
210+ —11]1=0
2 -1 3

ii) Ist M = (vy,...,v,) eine geordnete Menge mit v; = 0, so ist 1v; + > Ov; = 0,
i#1
also ist M linear abhdngig.
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iii) Ist M = (vy, ..., v,) eine geordnete Menge mit v; = v; flir i # j, so ist
11)2‘ + (—1)Uj = 0,
also ist M linear abhdngig.

iv) Die Vektoren (%) und (') im R? sind linear unabhéngig, denn aus

2 -1
=0
() +(3)
folgt2a —b=0unda+b=0,alsoa =b=0.

Lemma 5.10 Es seien vy,...,v, € K™ und A € K™ " die Matrix mit den Spalten
U1, ...,V Dann sind vy, ..., v, genau dann linear abhingig, wenn das homogene linea-
re Gleichungssystem Ax = (0 eine nicht-triviale Losung x # 0 besitzt.

Beweis : Sind vy, . . ., v, linear abhédngig, so gilt ajv; + - - - + a,v, = 0flir ay,...,a, €
a

K, die nicht alle 0 sind. Alsoistz = | : | # 0 eine nicht-triviale Lésung von

451
Az = 0. Ist umgekehrt x = : # 0 eine nicht-triviale Losung von Az = 0, so
Qn
folgt a;v; + - - - + a,v, = 0. Da nicht alle a; Null sind, sind v, ..., v, linear abhangig.
O

Da wir lineare Gleichungssysteme mit elementaren Zeilenumformungen 16sen kon-
nen (siehe § 2), gibt uns Lemma 5.10 ein Verfahren an die Hand, gegebene Vektoren
auf lineare Abhéngigkeit zu priifen.

Proposition 5.11 Es sei M = (vy,...,v,) eine linear unabhingige Menge in V und v €
V. Dann ist die Menge M’ = (vy, . .., v,, v) genau dann linear unabhingig, wenn v ¢ (M)
gQilt.

Beweis : Ist v € (M), so gibtes ay,...,a, € K mitv = ajv; + - - - + a,v,. Also ist

ajvy + agva + -+ + apv, + (—1)v =0

eine Linearkombination der 0. Da —1 # 0 als Koeffizient auftaucht, ist
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M' = (vy, ..., v,,v) linear abhangig.

Umgekehrt nehmen wir an, dass A’ linear abhdngig ist. Dann gibtes ay, . . ., a,, an41
in K, die nicht alle Null sind, mit a;v1+- - -+a,v,+a,.1v" = 0.Ista,,1 = 0, so ist eines
deray,...,a,nicht0und ) a;v; eine Linearkombination der 0. Das widerspricht der

=1
Tatsache, dass M linear unabhéngig ist.

Also ist a, 1 # 0 und

Ap+1 Qp+1

liegt in (M). O

Definition 5.12 i) Ein K-Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche
Menge M mit (M) =V gibt.

ii) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Eine endliche Menge B = (vy,...,v,)
von Vektoren in V heifit Basis von V, falls B linear unabhingig ist und V = (B)
gQilt.

Wir nehmen ab jetzt an, V' sei ein endlich erzeugter K-Vektorraum und untersuchen
Basenin V.

Satz 5.13 Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. B = (vy,...,v,) ist genau dann
eine Basis von V, wenn jedes v € V auf eindeutige Weise als Linearkombination der v;
geschrieben werden kann, d.h., wenn es fiir jedes v € V eindeutig bestimmte a4, . .., a, € K
mit v = a1v; + - - - + a,v, gibt.

Beweis : Ist B eine Basis, soist V = (B), also lasst sichjedes v € V alsv = a;v;+-- -+
a,v, mit a; € K schreiben. Wir miissen die Eindeutigkeit dieser Darstellung zeigen
Gilt auch v = byvy + - - - + b,v, mit b; € K, so folgt (a; — by)vy + - - - + (a, — by)v, = 0.
Da (vy,...,v,) linear unabhdngig sind, ist a; = by, as = b, ..., a, = b,.

Lasst sich umgekehrt jedes v € V' auf eindeutige Weise als Linearkombination der
v; schreiben, so gilt V' = (B). Angenommen a,v; + - - - + a,v, = 0 ist eine Linearkom-
bination der 0. Da 0 = 0Oa; + - - - + Oa,, ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung
von 0, dass a; = - -- = a, = 0 ist. Somit ist B linear unabhéngig, d.h. eine Basis von
V. O
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Beispiel:

i) Sei V = K" der Vektorraum der n-dimensionalen Spaltenvektoren und fiir alle

1=1,...,n,sei
0
0
e;=111 1 e K"
0
0
a1
Dann ist e, ..., e, eine Basis von K". Jedesv = | : | € K" lasst sich ndm-
G,

lich auf eindeutige Weise als Linearkombination v = aje; + - - + aye, der e;
schreiben.

ii) Die Vektoren (3), (') bilden eine Basis des R?. Wir haben oben gesehen, dass
2 -1
sie linear unabhingig sind. Die Matrix A = L1 )€ R?*2 hat Determinante

3, ist also invertierbar in R**?. Fiir jeden Vektor () € R? gibt es also einen Vek-
tor (‘;) € R?, namlich (Z) =A"! (z), mit A(‘Z) = (z) Also gilt a(f) - b(*ll) = (z),
woraus ((%), (7')) = R? folgt. Also ist ((?), (') auch ein Erzeugendensystem

des R2.

Jetzt folgt ein wichtiger Satz:

Satz 5.14 Es sei V' # 0. Jedes endliche Erzeugendensystem von V enthiilt eine Basis. Ins-
besondere besitzt jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis : Es sei M = (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Ist M linear un-
abhéngig, so ist M selbst eine Basis. Wir nehmen also an, dass M linear abhingig
ist. Also gibt es a4, ...,a, € K, nicht alle Null, mit ayv; + - - - + a,v, = 0. Ist a; ein

Koeffizient # 0, so folgt
_ N Y%,
v; = E i)

j#
d.h. fiir M = (U1, Vi1, Vi, - .., V) gilt v, € (]\7[> Nach Lemma 5.8 folgt
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Wir haben also ein Erzeugendensystem von V' mit n — 1 Elementen gefunden.

Ist M nicht linear unabhéngig, so wenden wir dasselbe Verfahren erneut an, um
einen Vektor zu streichen. Dies setzen wir so lange fort, bis wir an ein linear unab-
hédngiges Erzeugendensystem von V, also eine Basis von V, gelangen. O

Der Beweis von Satz 5.14 gibt uns ein Verfahren an die Hand, wie wir aus gegebe-
nen Vektoren vy, ..., v,, die ein Erzeugendensystem von V' sind, eine Basis von V'

konstruieren konnen.

Was ist mit V' = 0? Der Vektor 0 ist linear abhdngig, so dass (0) keine Basis sein
kann. Wir verabreden, dass die leere Menge linear unabhéngig ist. Da () = 0 gilt,
ist also () eine Basis des Nullraumes.

Satz 5.15 Es sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Jede linear unabhingige Menge
(v1,...,v,) in V kann zu einer Basis (vq, ...,y Uyi1, ..., 0,) vON V erginzt werden.

Beweis : Es sei M = (wy, ..., w,,) eine endliche Menge mit V' = (M).

Sind alle w; in ((vy,...,v,)) enthalten, soist V= (M) C ((vy,...,v,)) C V, also ist

(v1,...,v,) ein Erzeugendensystem und damit eine Basis von V.
Ist das nicht der Fall, so wéhlen wir ein w; mit w; & ((v1,...,v,)). Nach Proposition
5.11istdann (vy,...,v,, w;) linear unabhdngig. Wir wiederholen dieses Vorgehen so

lange, bis wir ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, d.h. eine Basis von V'
konstruiert haben. O

In Beweis von Satz 5.14 haben wir schon gesehen, dass man aus einem Erzeugen-
densystem Vektoren auswéhlen kann, die eine Basis bilden. Satz 5.15 sagt allge-
meiner, dass wir durch geschicktes Auswéhlen von Vektoren aus einem Erzeugen-
densystem sogar vorgegebene linear unabhdngige Vektoren zu einer Basis ergdnzen
konnen.

Wir wissen, dass jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endliche Basis hat. Wir
wollen jetzt untersuchen, was alle Basen gemeinsam haben.

Satz 5.16 Es seien M und L endliche Teilmengen von V. Es sei (M) =V und L sei linear
unabhingig. Dann gilt |M| > |L|, wobei |M| bzw.|L| die Anzahl der Elemente in M bzuw.
L bezeichnet.
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Beweis : Es sei M = (vy,...,v,) und L = (wy,...,w,), d.h. es gilt |M| = m und

|L| = n. Da (M) =V ist, ist jedes w; Linearkombination von vy, ..., v,, d.h. es gibt
aij, .., am; € K mitw; = ag;v1 + -+ - + @pjvy,. Es sei A die Matrix (a;;)

i=1,....m

j=1,..n

Firallecy,...,c, € K" gilt:
i Cjw; = 0 i Cj (i aijvi) =0« i (i ClijCj> v; = 0.
Jj=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

C1

Jede Losung x = | : | des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0 liefert
Cn

also eine Gleichung der Form

Clw1+"'+cnwnzo7

d.h. eine Linearkombination des Nullvektors durch L. Da L linear unabhingig ist,
besitzt Az = 0 nur die triviale Losung. Aus Korollar 2.8 folgt daher, dass Az = 0
nicht mehr Unbestimmte als Gleichungen haben darf. Alsoistm > n,d.h. |M| > |L|.

O

Beispiel: Die Vektoren ey, ..., e, bilden eine Basis des K", insbesondere also ein
Erzeugendensystem. Der K™ enthilt also keine linear unabhingige Teilmenge mit
(n + 1) oder mehr Elementen.

Satz 5.17 Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und M C V eine Teilmenge mit
(M) = V. Dann gibt es eine endliche Teilmenge N C M mit (N) = V.

Beweis : Nach Voraussetzung gibt es eine endliche Teilmenge {v1,...,v,} C V mit
({v1,...,v,}) =V.DaV = (M) ist, liegt jedes v; € (M), ist also Linearkombination
endlich vieler Elemente aus M. Wir sammeln alle Elemente aus M ein, die in der
Linearkombination eines der v; auftreten. Das gibt eine endliche Teilmenge N C M,
fur die v; € (N) gilt. Nach Satz 5.7 folgt V' = ({vy,...,v,}) C (), woraus (N) =V
folgt. O]

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass alle linear unabhédngigen Teilmengen von V' end-
lich sind. Dazu miissen wir erst einmal definieren, was linear unabhéngig fiir eine
beliebige Teilmenge von V heifst.
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Definition 5.18 i) Eine beliebige Teilmenge L C V heif$t linear unabhiingig, falls jede
endliche Teilmenge von L linear unabhingig im Sinne von Definition 5.9 ist.

ii) L C V heifit linear abhiingig, falls L nicht linear unabhingig ist, d.h. falls es eine
endliche Teilmenge von L gibt, die linear abhiingig im Sinne von Definition 5.9 ist.

iii) Eine beliebige Teilmenge B C V heifit Basis von V, falls B linear unabhingig ist und
(B) =V gilt.

Satz 5.19 Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
i) Jedes Erzeugendensystem M C 'V enthiilt eine endliche Basis.

ii) Jede linear unabhingige Teilmenge L C V ist endlich und lisst sich zu einer endlichen
Basis von V' ergiinzen.

iii) Jede Basis von V ist endlich.

Beweis :

i) Nach Satz 5.17 gibt es eine endliche Teilmenge N C M mit (N) = V. Diese
enthélt nach Satz 5.14 eine endliche Basis.

ii) Es sei L C V eine linear unabhingige Teilmenge und M = {vy,...,v,} ein
endliches Erzeugendensystem von V. Ist L; C L eine beliebige endliche Teil-
menge, so ist L; linear unabhingig. Aus Satz 5.16 folgt also |L;| < n. Somit
muss L eine endliche Teilmenge von V mit |L| < n sein. Nach Satz 5.15 kann
L zu einer endlichen Basis von V' ergdnzt werden.

iii) Da eine Basis insbesondere linear unabhdngig ist, folgt das aus ii).

0

Wir wissen jetzt, dass jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraums aus endlich
vielen Elementen besteht. Jetzt wollen wir noch zeigen, dass die Anzahl der Ele-
mente fiir jede Basis dieselbe ist.

Satz 5.20 Sind B, und B, zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums, so ist | B, =
|Bs|, d.h. By und By haben gleich viele Elemente.

Beweis : Nach Satz 5.19 sind B; und B, endlich. Wir konnen also Satz 5.16 auf
M = By und L = B, anwenden und erhalten |B;| > |B;|. Nochmalige Anwendung
von Satz 5.16 auf M = By und L = B liefert | By| > | By. O
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Definition 5.21 Die Dimension eines endlich erzeugten K-Vektorraums ist definiert als
die Anzahl der Elemente einer Basis. Wir bezeichnen sie mit dimg V oder auch mit dim V.

Nach Satz 5.20 hdngt diese Definition nicht von der Wahl einer Basis von V' ab.
Beispiel:

i) Ist V =0, soistdimg V = 0.

ii) Esist dimyg K™ = n fur allen € N.

Wenn wir in Zukunft von einem Vektorraum V der Dimension n reden, so meinen
wir, dass V eine Basis aus n Elementen besitzt. V' ist also automatisch endlich er-
zeugt.

Satz 5.22 Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

i) Ist M C V mit (M) =V, so folgt |M| > dim V. Es gilt |M| = dim V' genau dann,
wenn M eine Basis von V ist.

ii) Ist L C V eine linear unabhingige Teilmenge, so gilt |L| < dim V. Es gilt |L| =
dim V' genau dann, wenn L eine Basis von V ist.

Beweis : Wir wissen aus Satz 5.14, dass V' eine Basis B besitzt. Definitionsgemafs ist
dimV = |B|.

i) Ist (M) =V, so folgt aus Satz 5.19 |M| > dim V. Ist M sogar eine Basis von V/,
so gilt nattirlich dim V' = |M|. Sei umgekehrt |M| = dim V. Dann finden wir
nach Satz 5.14 eine Basis B’ C M von V. Da |B/| = dimV = |M]| gilt, folgt
B’ = M, d.h. M ist eine Basis von V.

ii) Ist L C V linear unabhingig, so folgt aus Satz 5.19 |L| < dim V. Ist L sogar
eine Basis, so gilt definitionsgemaf |L| = dim V. Sei umgekehrt |L| = dim V.
Dann kénnen wir L nach Satz 5.15 zu einer Basis B’ von V ergdnzen. Da |B'| =
dimV = |L] gilt, folgt L = B’, d.h. L ist eine Basis von V.

O
Satz 5.23 EsseiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum und W C V ein Unterraum. Dann

ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dim W < dim V. Ferner ist genau dann dim W =
dim V, wenn W =V gilt.
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Beweis : Ohne Einschrankung ist W # 0. Wir starten mit einem beliebigen 0 #
wy € W. Ist (w;) = W, so ist W endlich erzeugt. Ansonsten gibt es ein wy € W
mit wy ¢ (w). Nach Proposition 5.11 ist dann (wy, w,) linear unabhéngig in V. Ist
(w1, wq)) = W, so sind wir fertig. Ansonsten nehmen wir ein ws € W\ ((wy, ws))
hinzu. Induktiv konstruieren wir so Systeme (wy,...,w;) von Vektoren in W, die
linear unabhingig in V' sind. Da in V nach Satz 5.22 jede (dim V' + 1)-elementige
Teilmenge linear abhéngig ist, bricht das Verfahren nach spatestens dim V' Schritten
ab und liefert ein endliches Erzeugendensystem von W'.

Weil W endlich erzeugt ist, besitzt IV eine Basis B mit |B| = dim W. Da B linear
unabhangig in V ist, folgt aus Satz 5.16 dim W = |B| < dim V. Ist dim W = dimV,
dann ist B nach Satz 5.22 auch eine Basis von V, insbesondere ist (B) = W = V.
Aus W =V folgt ferner trivialerweise dim W = dim V. O

Wir wollen nun noch kurz auf Vektorrdume eingehen, die nicht endlich erzeugt

sind.

Satz 5.24 Ein K-Vektorraum V ist genau dann nicht endlich erzeugt, wenn er eine unend-
liche linear unabhingige Teilmenge L besitzt.

Beweis : Angenommen, V besitzt eine unendliche linear unabhingige Teilmenge.
Nach Satz 5.22 kann V' dann nicht endlich erzeugt sein. Umgekehrt nehmen wir an,
V sei nicht endlich erzeugt. Dann ist V' # 0, d.h. es gibt ein v; # 0in V. Die Menge
(v1) ist linear unabhdngig. Da V' nicht endlich erzeugt ist, gilt V' # (v1), also gibt es
ein v, € V'\(v1). Nach Proposition 5.11 ist (v, v2) linear unabhéngig. Auf diese Weise
konstruieren wir induktiv fiir alle n ein linear unabhéngiges System (v1,...,v,) in
V. Die Menge {v; : k € N} ist dann eine unendliche linear unabhédngige Teilmenge
von V. H

Auch Vektorrdume, die nicht endlich erzeugt sind, besitzen eine Basis, wie wir jetzt
zeigen wollen. Diese muss aus unendlich vielen Elementen bestehen. Wir benotigen
hierfiir das Zorn’sche Lemma.

Das Zorn’sche Lemma ist logisch dquivalent zum sogenannten Auswahlaxiom, das
Teil der Mengenaxiome ist. Wir werden es also nicht beweisen. Zunéichst erkldren
wir einige Begriffe.

Definition 5.25 i) Es sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C
X x X. Die Menge R besteht also aus gewissen Paaren (x, ') fiir x € X, 2’ € X.
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ii) Eine Relation R auf X heifit partielle Ordnung, und wir schreiben auch x < x' statt
(x,2") € R, wenn folgende Bedingungen gelten:

a) v <z fiirallex € X
b) Ausx < 2/ und 2’ < 2" folgt x < x.
c) Aus v < 2’ und 2’ < x folgt v = 2.
Eine partielle Ordnung heif$t Totalordnung, falls zusdtzlich gilt:
d) Fiiralle x,2' € X ist x < 2’ oder 2’ < x.

In einer partiellen Ordnung miissen zwei Elemente also nicht unbedingt vergleich-
bar sein. So definiert zum Beispiel die Relation

A < B genau dann, wenn A C B ist,

eine partielle Ordnung auf der Menge aller Teilmengen von R, aber keine Totalord-
nung. (Uberlegen Sie sich das!) Die gewohnliche Ordnung < auf R ist hingegen eine
Totalordnung.

Ist A eine Teilmenge einer Menge X und < eine partielle Ordnung auf X, so heift
ein s € X obere Schranke von 4, falls fiir alle a € A gilt: a < s.

Es muss also jedes Element von A
i) mit s vergleichbar und
ii) < s sein.

Achtung: s muss nicht in A liegen.

Ein m € X heifst maximales Element von X, wenn fiir alle z € X aus m < z schon
m = z folgt. Das bedeutet: Sind m und z vergleichbar, so ist z < m. Es kann aber
nattirlich Elemente = geben, die nicht mit m vergleichbar sind. Hat X ein maximales
Element m, so muss m daher keine obere Schranke von X sein. Betrachtet man etwa
die Menge X der Teilmengen von {1,...,n}, die echt kleiner als {1, ..., n} sind, ver-
sehen mit der partiellen Ordnung A < B genau dann, wenn A C B ist, so besitzt X
die maximalen Elemente {2,3,...,n},{1,3,4,...,n},{1,2,4,... ,n} etc., aber keine
obere Schranke (Priifen Sie das!).

Jetzt konnen wir das Zorn’sche Lemma formulieren:
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Satz 5.26 (Zorn’sches Lemma) Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Besitzt jede
Teilmenge A C X, die beziiglich der Einschrinkung von < auf A total geordnet ist, eine
obere Schranke in M, so hat X ein maximales Element.

Satz 5.27 Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Dann besitzt V eine Basis.

Beweis : Wir wissen, dass in einem endlich erzeugten Vektorraum jede Basis B eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge ist, das heifst, gilt B C L fiir eine linear
unabhédngige Menge L, so folgt B = L. In einem beliebigen Vektorraum wollen wir
ebenfalls eine Basis als ,maximale linear unabhédngige Teilmenge” definieren. Mit
dem Zorn’schen Lemma zeigen wir, dass das geht.

Dazu sei M die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen von V/, d.h.
M = {L C V : L linear unabhéngig }.

M ist partiell geordnet beziiglich der Inklusion von Teilmengen, d.h. wir definieren
L, < L, genau dann, wenn Ly C Ls.

Es seinun ¥ C M eine total geordnete Teilmenge. Fiir zwei beliebige linear unab-
héngige Teilmengen L, Ly von V mit L; € ¥ und L, € ¥ gilt also L; C L, oder
L, C L;. Dann definieren wir S als Vereinigung aller L € ¥, d.h.

S=|JL={veV:veLfireinLecx}.
Lex

Wir behaupten, dass S eine linear unabhédngige Teilmenge von V ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass jede endliche Teilmenge {vy,...,v,} von S linear unabhdngig sind.
Nach Konstruktion von S gibt es Mengen L,,...,L, € ¥ mitv; € Lq,...,v, € L,.
Wir zeigen nun, dass eine der Mengen L; alle anderen enthilt. Da ¥ total geordnet
ist, folgt aus L; ¢ L, bereits L; C L;. Angenommen, keine der Mengen L; enthélt alle
anderen, dann kénnen wir also induktiv eine Kette L, ¢ L;, ¢ L;, C---C L;, € ---
definieren, wobei alle L;, € {Ly,...,, L, } sind. An einer Stelle dieser Kette miisste
sich dann ein Element aus {L,..., L,} wiederholen, was zu einem Widerspruch
fihrt. Also gibt es ein ¢ mit L; C L; fur alle j = 1,...,r. Dann gilt {v,...,v,} C
L;. Da L; linear unabhiangig ist, ist auch {vy, ..., v,} linear unabhingig. Also haben
wir gezeigt, dass S linear unabhéngig ist. Das Element S € M ist somit eine obere
Schranke von X.
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Nach dem Zorn’schen Lemma besitzt M nun ein maximales Element, d.h. es gibt
eine linear unabhingige Teilmenge L C V/, so dass fiir jede linear unabhéngige Teil-
menge L' mit L C L' schon L = L' folgt.

Wir zeigen nun, dass dieses L eine Basis von V ist. Dazu bleibt zu zeigen, dass
< L >=Vist.

Angenommen, v € V ist ein Element mit v ¢< L >. Dann ist nach Proposition 5.11
auch LU{v} linear unabhingig. Das widerspricht aber der Maximalitdt von L'. Also
gilt V =< L >, d.h. L ist in der Tat eine Basis von V. O

Der Beweis von Satz 5.27 beweist zwar die Existenz einer Basis, er gibt aber keine
Information dariiber, wie eine solche Basis aussieht!

Typische Beispiele fiir Vektorrdume, die nicht endlich erzeugt sind, sind Folgen-
oder Funktionenrdume.

Beispiel: Sei R™ = {(ay)ren, : ar € R} die Menge aller reellen Folgen. Wir definie-
ren (ay)ren, + (bk)ken, = (ar + bi)ken, sowie fiir ¢ € K eine skalare Multiplikation
c(ag)ken, = (cak)ren,- Mit diesen Verkniipfungen wird R> ein R-Vektorraum.

Es sei fiir alle i € Ny e die Folge
e =(0,...,0,1,0,0,...) mit 1 an der i-ten Stelle,
d.h. esistel” = 1und eg) =0 fur k # 1.
Dann ist die unendliche Menge
M = {e i e Ny}
linear unabhdngig in R*°.
Ist ndmlich {e™), ... el")} C M eine endliche Teilmenge und gilt
are™ + -+ a,el™) =0
tir ay, ..., a, € K, so gilt fiir die einzelnen Folgenglieder, d.h. fiir alle £ € N:

alegl) 4+t anel(j") = 0.

(i1)

i1

(42) (in)
7;12 +..._|_an@1

Ist £ = iy, so gilt also 0 = aje;, "’ + age . = a1. Genauso zeigt man

as=...=a, = 0.
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Da R* die unendliche, linear unabhingige Teilmenge M besitzt, kann R* nicht end-
lich erzeugt sein.

Wir kommen zuriick zu endlich-dimensionalen Vektorraumen. Wir werden nun se-
hen, dass Basen niitzlich sind, um in beliebigen Vektorraumen mit Koordinaten zu
rechnen.

Definition 5.28 Es sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B = (vy, ..., v,) eine
Basis von V. Dann nennen wir fiir jedes v € V den Vektor

aj
kp(v)=| | e K"

Qn

mit v = a;v; + - - - + a,v, den Koordinatenvektor von v beziiglich B. (Nach Satz 5.13
sind die a4, . . . , a,, eindeutig bestimmt).

Ist V.= K™, so bezeichnen wir fiir eine Basis B = (vy, ..., v,) des K™ mit [B] die n x n-
Matrix mit den Spalten vy, . .., vy,

—1 —1
Beispiel: V =R?* B = <<?> : ( . )).Dannist [B] = (? . ) :

Man kann Koordinatenvektoren im K" folgendermafien berechnen:

Proposition 5.29 Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von K™. Dann ist [B| invertierbar und
der Koordinatenvektor von v € K™ beziiglich B ist

Beweis : Da die Spalten von [B] linear unabhingig sind, ist [B] invertierbar,
a1
(Ubungsaufgabe). Definitionsgemaf3 ist v = ajv; + -+ + a,v, und Kp(v) =
Qn,
Also gilt [B]rp(v) = ayv; + - - + a,v, = v, woraus kp(v) = [B] v folgt. O

In einem beliebigen K-Vektorraum V' sind die Koordinatenvektoren niitzlich, um V'
mit dem Vektorraum K™ zu identifizieren:
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Satz 5.30 Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und B eine Basis von V. Dann ist
p: V- K"
v = kg(v)
ein Isomorphismus von K-Vektorriumen im Sinne von Definition 5.5.

Beweis : Offenbar ist kz(vy + v2) = rp(v1) + kp(v2) und kp(av) = arg(v) (Ubungs-
aufgabe). Wir miissen also nur zeigen, dass ¢ bijektiv ist. Dazu definieren wir fiir

ay
B = (vy,...,v,) die Abbildung ¢ : K™ — V durch¢ | ! | =ajv; + -+ ayv, € V.
Qp,
ay ay
Dannist kg | ¢ | : = | ¢ | und ¢¥(kp(v)) = v, d.h. ¢ ist eine Umkehrabbil-
an an

dung von ¢. Also ist ¢ bijektiv.

Hat man also eine Basis eines n-dimensionalen K-Vektorraums V' gewihlt, so kann
man V' mit Hilfe der Abbildung ¢ mit dem Vektorraum K" identifizieren. Diese
Identifizierung hangt allerdings von der Wahl der Basis ab. Es ist oft wichtig, dass
man je nach Problem eine geeignete Basis wahlt. Wir wollen daher jetzt untersuchen,
was passiert, wenn man mit einer Basis von V' zu einer anderen Basis iibergeht.

Definition 5.31 Esseien B = (vy,...,v,) und B' = (v},...,v.) Basen von V. Die Uber-
gangsmatrix P = PS5 von B nach B' ist die Matrix mit den Spalten rp: (v1), ..., kp/(vy).
Die i-te Spalte von P ist also der Koordinatenvektor von v; beziiglich der Basis B'. Definiti-
onsgemif gilt fiir P = (pi;)i; :

n
2 : !

pijvi = ’Uj.
i=1

Lemma 5.32 Es seien B und B’ Basen des endlich-dimensionalen Vektorraums 'V und P =
PE, die Ubergangsmatrix von B nach B'. Dann gilt fiir allev € V

PKJB(U) = KBI(U>.
Beweis : Ist B = (vy,...,v,) und B’ = (v},...,v),), so schreiben wir v = ajv; + --- +
a,v,. Dann ist definitionsgemafs

kp(v) =

an
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Also gilt

Prp(v) = P(ajer + -+ apey)
= aPey+---+a,Pe, (Pe;=i-teSpalte von P)
= arkp(v1) + -+ ankp(vy)
= kp (v + -+ ayvp)

= Rp/ (U)
[
Lemma 5.33 Es seien B, B' und B" Basen des endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Ferner sei P = Pp, die Ubergangsmatrix von B nach B' und Q = PE, die Ubergangsmatrix
von B’ nach B".

Dann ist QP die Ubergangsmatrix von B nach B". Mit anderen Worten, es gilt

’
Pg/Pg:Pg/

Beweis : Fiir B = (vy,...,v,) hat P = PL die Spalten rp/(v1),...,kp(v,). QP ist
also die Matrix mit den Spalten Qrp (v1), ..., Qrp (vy).

Nach Lemma 5.32 ist Qrp (v;) = kpr(v;), also ist QP die Ubergangsmatrix von B
nach B”. O

Korollar 5.34 Jede Ubergangsmatrix zwischen zwei Basen eines endlich-dimensionalen
Vektorraums ist invertierbar.

Beweis : Ist P die Ubergangsmatrix von B nach B’, so gilt fiir die Ubergangsmatrix
@ von B’ nach B nach Lemma 5.33, dass @ P die Ubergangsmatrix von B nach B ist.
Alsoist QP = E,,, d.h. P ist invertierbar. O

Beispiel: Es sei B = (vy,...,v,) eine Basis des K™. Dann ist die Matrix [B] mit den
Spalten vy, ..., v, die Ubergangsmatrix von B nach B’ = (ey,...,e,). Also ist [B]™*
die Ubergangsmatrix von B’ = (ey, ..., e,) nach B.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns nun noch mit Summen von Vektor-
raumen befassen.
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Sind Wy, ..., W, Unterrdume des K-Vektorraums V/, so definieren wir ihre Summe
als

ZV[/Z:W:[—F‘—‘—WT:{’UEV’U:’(U:[_‘_+wrw26WZ}

i=1

Wi + .-+ W, ist ein Unterraum von V, der W, ..., W, enthilt (Ubungsaufgabe).

Definition 5.35 i) Wi, ..., W, heiflen unabhdngig, falls fiir alle w, € Wy,...,w, €
W, gilt: wy + -+ - + w, = 0 genau dann, wenn wy = --- = w, = 0 gilt.

ii) V ist die direkte Summe von Wy, ... W, dh.V =W, --- & W,oder V. =P W,
=1
genau dann, wenn' V= Wy + - - + W, ist und Wy, ..., W, unabhiingig sind.
Beispiel:
i) Ein Unterraum W ist stets unabhingig.
ii) W und W, sind genau dann unabhingig, wenn W; N W, = 0 ist.

Satz 5.36 Secien Wi, ..., W, Unterriume eines endlich erzeugten Vektorraums und sei B,
eine Basis von W,.

i) Esist (By,...,B,) genau dann eine Basis von V, wenn V = @@ W, gilt.
i=1

ii) Esist dimg (W + -+ W,) < dimg Wy + --- + dimg W,. Gleichheit steht genau

dann, wenn W, ..., W, unabhingig sind.
Beweis :
i) Ist (By, ..., B,) eine Basis von V/, so ist dieses System von Vektoren linear un-

abhdngig. Es sei wy + --- + w, = 0 fur w; € W;, dh. w; € (B;). Wir schrei-
ben alle w; als Linearkombinationen der Vektoren in B;. Dann miissen alle in
wy + - - - + w, auftretenden Koeffizienten Null sein, also folgt w; = 0. Ferner ist
V ={((By,...,B)),woraus V = W; + --- + W, folgt.

Ist umgekehrt V' = ém, soist V.= W; + .-+ + W,. Also ist (By,...,B,)
ein Erzeugendensystgli von V. Eine Linearkombination der 0 aus (B, ..., B,)
lasst sich schreiben als
wy+ - +w, =0
fur wy € (By) = Wh,...,w, € (B,) = W,. Da Wy,---, W, unabhingig sind,
folgt w; = .-+ = w, = 0. Da B, linear unabhéngig ist, sind die Koeffizienten
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der Basisvektoren, die in w; auftreten, alle Null. Somit ist (By, ..., B,) linear
unabhéngig.

ii) Offenbar ist (By, ..., B,) ein Erzeugendensystem von W, + - - - + W, daher gilt
dimg(Wy + -+ W,) <Y [Bi| =) dimg W,
=1 i=1

Gilt hier Gleichheit, so ist (B, ..., B,) nach Satz 5.22 eine Basis des Vektor-
raums Wy + --- + W,. Mit i) folgtalso W) +---+ W, = W, & --- @ W,, d.h.
Wi, ..., W, sind unabhéngig.

Sind umgekehrt Wy, ..., W, unabhédngig, soist W, +-- -+ W, =W, @ --- @ W,.
Mit i) folgt

T s

dimg (W + -+ W,) = Y |Bi| =Y dimy W.

=1 i=1

O

Korollar 5.37 Sei W ein Unterraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann
gibt es einen Unterraum W' von V mit W @ W' = V. Jeden solchen Unterraum W' nennt
man ein Komplement von W in V.

Beweis : Nach Satz 5.23 ist auch W endlich erzeugt. Sei (wy, ..., w,) eine Basis von
W. Nach Satz 5.15 kénnen wir dieses linear unabhingige System zu einer Basis
(Wi, ..., Wp, Wyt1,...,w,) von V ergdanzen. Es sei W' = (w,41,...,w,). Nach Satz
536ist V=W e W' O

Fiir gegebenes W gibt es im allgemeinen viele Komplemente IV’

Satz 5.38 (Dimensionsformel fiir Unterraume) Es seien W, und Wy Unterriume eines
endlich erzeugten K-Vektorraums.

Dann gilt
dim W1 + dim W2 = d1m(W1 N Wg) + dlm(Wl + WQ)

Beweis : Der Schnitt von zwei Unterrdumen ist wieder ein Unterraum (Ubungsauf-
gabe), der Ausdruck dim(WW; NW5;) macht also Sinn. Es sei (u4, . . ., u,) eine Basis von
W1 N WQ, d.h. dll’Il(Wl N WQ) = r. Nun ist W1 N W2 C W1 und W1 N W2 C Wg. Wir
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konnen also dieses linear unabhidngige System von Vektoren nach Satz 5.15 zu ei-
ner Basis (u1, ..., U, 21, ..., Tn_r) von W und zu einer Basis (u1, ..., U, Y1, .-\ Yn—r)
von W, ergdnzen. Dann ist dim W; = m und dim W, = n.

Es gentigt zu zeigen, dass B = (u1,...,Ur, &1, .., Tm—r, Y1, - - -, Yn—r) €ine Basis von
Wi + W ist. Daraus folgt namlich
dimW,+Wy = r+(m—1r)+(n—r)
= m+n-—r
Also zeigen wir zunéchst
Wy + Wy = (B).

Da alle u;,z; und y; in dem Vektorraum W; + W, liegen, gilt offenbar ,> “. Um
die andere Inklusion zu zeigen, betrachten wir ein w; + wy € Wy + W, d.h. wy €
Wi und we € W5, Dann lassen sich w; und ws durch die oben konstruierten Basen
ausdriicken:

Wy = a Uy + - Uy i+ by Ty

und

wy = ayuy + -+ au, + ey F e Yney

Rechnet man w; + ws aus, so folgt wy + wq € (B).
Jetzt zeigen wir, dass B linear unabhéngig ist. Es sei
ajuy + -+ @y + oy + o+ by T + yr+ -+ CneplYn—r = 0

eine Linearkombination der Null. Dann folgt

n—r ' m-—r
Z CGilYi = — Z a;t; — Z bixi
i=1 i=1 i=1
€ <u1,...,ur,x1,...,xm,r>:W1
n—r
Somit liegt > ¢;y; € Wi N Wy, ldsst sich also als Linearkombination der uy, ..., u,
i=1
schreiben:
n—r r
Z CiY; = Z dej fur geWiSSQ dj € K.
i=1 j=1
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Nun sind (uy,...,u,, 1, ..., ys—) aber linear unabhingig, also sind alle d; = 0 und
alle ¢; = 0. Die obige Linearkombination wird also zu

=1

i=1

Da (u1,...,ur, 21, ..., %Tn_,) linear unabhdngig sind, sind auch alle ¢; = 0 und alle
b; = 0. Daher ist B auch linear unabhingig, also in der Tat eine Basis von W; + Ws.
O

6 Lineare Abbildungen

Definition 6.1 Es seien V und W K-Vektorridume. Eine Abbildung f : V. — W heifit
linear (oder auch Homomorphismus von K-Vektorriumen), falls gilt

1) f(Ul + Ug) = f(?]l) + f(Uz)fiiT alle V1, Vg € 1%
ii) f(av) =af(v)fiirallea € K,v V.
Eine lineare Abbildung vertauscht also mit der Addition und der skalaren Multiplikation.

Lemma 6.2 Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so gilt fiir alle n € N und alle
ai,...,a, € Kundvy,...,v, €V

f(z ayv;) = Z ai f(v;)

Beweis : mit Induktion nach n folgt das sofort aus Definition 6.1. (Fithren Sie das
aus!) 0J

Beispiel: Sei A € K™ " eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in K. Dann ist die
Multiplikation mit A:

)\AZKn — K™

v — Av

eine lineare Abbildung nach den Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation.
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Definition 6.3 Fiir jede lineare Abbildung f : V' — W definieren wir den Kern von f als
Kern(f)={veV: f(v)=0}
und das Bild von f als

Bild(f) = {w € W : es gibt einv € V mit f(v) = w}.

Beispiel: Ist f = A4 : K" — K™ fiir A € K™ ", so ist Kern(f) = {v : Av = 0} die
Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0.

Bild (f) = {w € K™: es gibt ein v € K" mit Av = w} ist die Menge aller Vektoren w
im K™, tiir die das inhomogene Gleichungssystem Az = w eine Losung besitzt.

Lemma 6.4 Kern(f) ist ein Unterraum von V und Bild( f) ist ein Unterraum von W.

Beweis : Sind v; und v, in Kernf, so gilt f(vy + v2) 614 f(v1)+ f(v2) =040 = 0und

furallea € K )
f(avy) 6.1%) af(vy) =a0=0.
6.141)

Somit sind v; + ve und av; in Kernf. Da f(0y) = f(0x0y) =" 0xf(0y) = Ow ist, ist
ferner 0 € Kernf.

Also ist Kernf ein Unterraum von V. Da f(0) = 0 ist, liegt 0 € Bild(f). Sind ferner
wy = f(v) und wy = f(v7) in Bild f, so folgt

Wi+ wy = Fv1) + Fv2) "2 floy + va)

und firallea € K
6.1i7

aw, = af(vr) 40 f(avy).
Somit ist w; + wy und aw; in Bild(f). Also ist Bild( f) ein Unterraum von W. O

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir auf einer linear unabhédngigen Teilmenge von V'
die Bilder einer linearen Abbildung vorschreiben kénnen.

Proposition 6.5 Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorriume.

i) Ist (v1,...,vy) linear unabhingig in V, so gibt es fiir beliebige wy, . .., w,, € W eine
lineare Abbildung f :V — W mit f(v;) = w; firi=1,...,m.

ii) Ist (v1,...,vy,) eine Basis von V, so ist die Abbildung f aus i) eindeutig bestimmt.
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Beweis :

i) Wir ergdnzen(vy,...,v,,) zu einer Basis (vy,...,Um, Umt1,-..,0,) von V und
setzen fur alle ay, ..., a, € K:
n m
f (Z Gi”i) = Zaiwi-
i=1 i=1
Insbesondere ist f(v;) = w; furi=1,...,mund f(v;) =0fliri=m+1,...,n.
n
Da es fiir jedes v € V eindeutig bestimmte ay,...,a, mit v = > a;v; gibt,

=1
ist f eine wohldefinierte Abbildung f : V' — W. (Priifen Sie das!) Es ist fiir

n
v=>Y av,und v =
i=1 7

n
/ : .
a;v; In V:
i =1

n

flo+0) = Z(fli + a;)vi = f(v) + (V).
i=1
Genauso einfach zeigt man fir alle a € K f(av) = af(v). Also ist f eine
lineare Abbildung.

ii) Sind f und g zwei Abbildungen V' — W mit f(v;) = w; und g(v;) = w;, so
ist (f — g) eine lineare Abbildung V' — W mit (f — ¢)(v;) = 0. Somit ist v; €
Kern(f — g) fiir alle i. Nach Lemma 6.4 ist Kern(f — g) C V ein Unterraum. Da
dieser die Basis (vy, ..., v,) enthdlt, muss Kern (f — g) = V sein. Also ist f = g.

O

Proposition 6.6 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist (vq, . .., v,) ein Erzeugenden-
system von V., d.h. gilt ((v1,...,v,)) =V, so ist

Bild (f) = (f(v1),- -, f(vn)),

Beweis : Jedes v € V' ldsst sich schreiben als v = > a;v; fiir a; € K. Istw = f(v) ein
i=1

Element in Bild(f), so folgt

w=fv) = f (Z ) TS aif (i),

i=1 i=1
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Satz 6.7 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) Essei f : V — W eine linea-
re Abbildung und es sei V endlich erzeugt. Dann sind auch Kern(f) und Bild(f) endlich
erzeugte Unterriume, und es gilt

dim V' = dim( Kernf) + dim( Bild f)
Beweis : Kern(f) ist nach Satz 5.23 als Unterraum eines endlich erzeugten Vektor-
raumes selbst endlich erzeugt. Bild( f) ist nach Proposition 6.6 endlich erzeugt.

Es sei (uq, . .., uq) eine Basis von Kern f. Diese lasst sich nach Satz 5.15 zu einer Basis
(u1,...,Uq,01,...,0,—q) von V fortsetzen. Also gilt dim( Kernf) = d und dim V' = n.

Wir behaupten, dass B = (f(v1), ..., f(vn—a)) eine Basis von Bild( f) ist. Wir zeigen
zuerst Bild(f) = (B).

Hier ist ,,D* klar. Um die andere Inklusion zu zeigen, sei w € Bild(f), d.h. w = f(v)

d n—d
fireinv = ) au; + ) bjv; € V. Also ist
=1 =1
d n—d
w=f(v) = Zaif(ui) + ijf(vj)
i=1 j=1
n—d
= > bif(v;) € (B),
j=1

da alle u; in Kern( f) liegen.

Jetzt zeigen wir, dass B linear unabhéngig ist. Angenommen, es gilt
n—d
Z aif(vi) = 0 fir a; € K.
i=1

n—d n—d

Dann folgt f <Z aivi) = 0,dh. Y au; € Kern(f) = (uy,...,uq). Also gibt es
i=1 i=1

bi,...,bg € K mit

n—d d
E a;v; = E bjUj.
i=1 j=1
Da (u1,...,uq4,v1,...,v,_q) eine Basis von V, also insbesondere linear unabhingig

ist, sind alle a; = 0 und alle b; = 0. Alsoist B = (f(v1),..., f(vn—q)) eine Basis von
Bild(f). Es folgt:

dim Kern(f) + dim Bild(f)

=d+n—d

=n=dmV.
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O

Definition 6.8 Ist f : V. — W eine lineare Abbildung und V endlich erzeugt, so heifst
dim Bild(f) auch Rang von f. Wir schreiben dafiir rang(f).

Wir wollen nun zeigen, dass sich alle linearen Abbildungen nach Wahl von Basen als
Matrixmultiplikation ausdriicken konnen. Dazu betrachten wir zundchst den Spe-
zialfall V = K™.

Lemma 6.9 Ist f : K™ — K™ eine lineare Abbildung, so ist f = X4 die Multiplikation
mit einer Matrix A € K™*".

Beweis : Es sei A die (m x n)-Matrix mit den Spalten f(e;), ..., f(e,) fiir die kano-
nische Basis ey, . .., e, von K". Dann ist Ae; = i-te Spalte von A = f(e;).

Fiir jedes v = aje; + - - - + a,e, € K™ folgt also

n

Av = Zai(Aei) = Zaif(ei) =f (Z aiei> = f(v).

i=1

O

Definition 6.10 Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen beliebig endlich er-
zeugten K-Vektorrdumen. Sei B = (v, ..., v,) eine Basis von V und C = (wy, ..., wy,)
eine Basis von W.

Die Matrix Ay p o € K™ " mit den Spalten ko (f(v1)), ..., kc(f(vy)) heifst dann Koor-
dinatenmatrix von f beziiglich der Basen B und C.

Beispiel:

i) Ist f =id : V — V und sind B und C Basen von V, so ist Ajq5c = PE die
Ubergangsmatrix von B nach C.

ii) Ist V = K" und W = K™ sowie B und C die kanonischen Basen von V' bzw.
W, so gilt fiir jede lineare Abbildung f : V' — W, dass f = A4, , . gerade die
Multiplikation mit Ay p ¢ ist. (Rechnen Sie das nach!)

Das folgende Resultat zeigt, dass auch lineare Abbildungen zwischen beliebigen
Vektorrdaumen durch Multiplikation mit der Koordinatenmatrix beschrieben wer-
den koénnen.
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Proposition 6.11 Es sei f : V — W eine lineare Abbildung und n = dim'V' < oo sowie
m = dim W < oo. Ferner sei B eine Basis von V und C eine Basis von W. Dann gilt fiir
allev € V:

ke(f(v) = Agpo - kp(v).

Beweis : Sei B = (vy,...,v,). Dannist kg(v;) = ¢;, also

A¢pco-kp(v;) = i-teSpalte von Af g

= ro(f(v)).

Istv =73 a;v; € V ein beliebiger Vektor, so gilt

=1

Af,B,C <Z ai/fB(Ui))

=1

n
Af,B,c ‘KB (Z am)

=1
n

= Z az’(Af,B,C - kp(v;))
i=1

= Y aime(f)

=1

= ke <Z aif(vi))

i=1

Man kann dieses Resultat auch so ausdriicken: Fiir die Isomorphismen

und W — K™
w — Ko(w)

V — K"
v — kg(v)

aus Satz 5.30 ist das Diagramm

vt ow

HBL lnc

K?’l > KTTL

Aa f,B,C
kommutativ, d.h. es ist
A pc ©KB = Koo f.
Wir wollen jetzt noch untersuchen, wie sich die Koordinatenmatrix dndert, wenn

man die Basen wechselt.
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Proposition 6.12 Sei f -V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorriumen, und seien B und B’ Basen von V' sowie C und C" Basen von W. Dann gilt
fiir P = PE und = P§, die Basiswechselgleichung.

Arpror=Q - Appc - P!

Beweis : Es sei B’ = (v},...,v,). Nach Korollar 534 ist P! = PEF die
Ubergangsmatrix von B’ nach B. Also ist P~! die Matrix mit den Spalten
(kp(v}),...,kp(v))). Nach Proposition 6.11 ist A 5 - P~ die Matrix mit den Spal-
ten (ke (f(v))), ..., ke(f(v)))). Also ist nach Lemma 5.32 Q(A; 5 ¢ - P~') die Matrix
mit den Spalten

(ker(f(01)), -+ mer (f (V)
mithin gleich Ay p/ cr. O

Lemma 6.13 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und B eine Basis von V. Fiir jede
invertierbare n x n-Matrix P iiber K (d.h. jedes P € GL,(K)) gibt es dann eine Basis B’
von V mit P = PS.

n
Beweis : Es sei P~ = (a;;);j=1..» und B = (vy,...,v,). Wir setzen v}, = > a;v; fur
=1

allek =1,...,n.Gilt P = (b;;); j=1..n, so folgtaus P~*P = E,,, dass fiir alle j

-----

n
J— . /
v; = 5 by,
k=1

gilt. (Rechnen Sie das nach!) Also ist V' = (vy,...,v,) C (v},...,v,) C V, dh

)
n

(vi,...,v) ist ein Erzeugendensystem von V. Gilt ) ¢zv;, = 0 fiir ¢, € K, so folgt
k=1
> (Z aikck) v; = 0.
i=1 \k=1
&1
Da (vy,...,v,) linear unabhingig sind, sind alle ) a;,c;, = 0. Somitist | : | eine
k=1
Cn

Losung des homogenen Gleichungssystems P~'x = 0. Da P~! invertierbar ist, folgt
(&1
=0,d.h. B' = (v},...,v)) ist linear unabhéngig und somit eine Basis von V.
Cn
Nach Konstruktion ist x(v},) die k-te Spalte von P~!. Alsoist P! = P5 und daher
P=r&. 0
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Ist f : V. — W eine lineare Abbildung, so ist es oft niitzlich, Basen B von V' und
C von W zu finden, fiir die die Koordinatenmatrix Ay z - eine besonders einfache
Gestalt hat.

Satz6.14 i) Sei f : V — W eine lineare Abbildung endlich erzeugter K-Vektorriume.
Dann gibt es Basen B von V und C von W, so dass gilt:

0 0

1 | . }T
E. 0 i
Arpo = ( ) = |

wobei r = rang(f) ist.

ii) Ist A € K™" eine beliebige m x n-Matrix, so gibt es Matrizen () € GL,,(K) und

P € GL,(K), so dass
E, 0
APt ="

fiir r = rang(\4) gilt.

Beweis :

i) Es sei (uy,...,us) eine Basis von Kernf. Aufgrund der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen gilt fiir » = rang(f) = dim Bild(f):

r+s=dmV.
Wir konnen also (ug, ..., us) durch Hinzunahme von r Vektoren vy, ..., v, zu
einer Basis B = (v1,..., 0., Uy, ..., Us) von % erganzen Wir setzen w; = f(v;)

firi =1,...,r. Da ]edes v € V sich als Z a;v; + Z bju; schreiben ldsst, sind
=1 j=
alle Vektoren f(v) € W von der Form

Zal v; +Zb0—2alwl (wy, ..., w,).

=1

(wy, ..., w,) ist also ein Erzeugendensystem von Bild(f) aus » = dim Bild(f)
vielen Elementen, nach Satz 5.22 also eine Basis von Bild(f). Diese ergdnzen
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wir zu einer Basis (wy,...,w,, Wyt1,...,wy,) = C von W. Dann gilt fiir i =
,...,r

ko (f(vi)) = ko(w;) = €
und firi=1,...,s

ro(f(ui)) = ke(0) =0

Also ist Af g von der gewiinschten Gestalt.

ii) A definiert eine lineare Abbildung

g K™ — K"

v —  Av.

Nach i) gibt es Basen B von K™ und C von K", so dass A, , p ¢ die gewiinschte
Gestalt hat. Es sei P = [B]~! die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis
von K™ nach B und @ = [C]~! die Ubergangsmatrix von der kanonischen
Basis von K" nach C. Nach Korollar 5.34 sind beide invertierbar.

Da A die Koordinatenmatrix von ) 4 beziiglich der kanonischen Basen ist, folgt
aus Proposition 6.12 Ay, pc = QAP

O

Man nennt Matrizen A, A’ aus K" dquivalent, falls es P € GL,(K) und Q €
GL,,(K) mit QAP~! = A’ gilt. Satz 6.14 ii) klassifiziert also Matrizen bis auf Aqui-
valenz. Sind A, A" quadratische Matrizen in K™*", so nennt man A und A’ dhnlich,
fallses ein P € GL,(K) mit PAP~! = A’ gilt.

Wie man zu A eine moglichst einfache Matrix A’ findet, die dhnlich zu A ist, werden
wir spéter studieren.

Definition 6.15 Sei A € K™*" eine m x n-Matrix. Der Rang von A (bezeichnet mit
rang(A)) ist definiert als der Rang der linearen Abbildung A4 : K" — K™. Also ist
rang(A) = dim Bild(\,).

Lemma 6.16 Ist A € K™ und P € GL,(K) sowie Q € GL,,(K), so ist rang(A) =
rang(QAP). Aquivalente Matrizen haben also denselben Rang.

Beweis : Offenbar ist Bild (A4p) = Bild(A4 0 A\p) C Bild(A\4), d.h. rang(AP) <
rang(A). Ist (vy,...,v,) eine Basis von Bild(A4 o Ap), so ist nach Proposition 6.6
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(Quy, ..., Qu,) ein Erzeugendensystem von Bild (Ag o A4 0 Ap) = Bild(Agap). Also
folgt rang(QAP) < rangA. Wir wenden dies auf QAP statt A und Q! statt ) sowie
P~! statt P an und erhalten

rang(A) = rang(Q ' (QAP)P™') < rang(QAP).

Also folgt die Behauptung. O

Mit Satz 6.14 ii) folgt also, dass zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn
sie denselben Rang besitzen.

Satz 6.17 Essei A € K™*" eine Matrix mit den Zeilen z1, .. ., z,, € K™ und den Spal-
ten sy, ...,s, € K™ Dann ist

rang(A) = dim((z1,..., 2m))
= djm((sl, .. ,Sn».

Ferner stimmt rang(A) sowohl mit der maximalen Anzahl linear unabhingiger Zeilen als
auch mit der maximalen Anzahl linear unabhiingiger Spalten von A iiberein.

Beweis : Da (ey,...,e,) ein Erzeugendensystem von K" ist, ist nach Proposi-
tion 6.6 (s1,...,s,) ein Erzeugendensystem von Bild(\4). Also gilt rang(A) =
dim((sy, ..., sn)). Wenden wir dies auf die transponierte Matrix A’ an, so folgt rang
(A") = dim((z1, . . ., 2m)). Fiir die erste Behauptung miissen wir also noch rang(A) =
rang(A") zeigen. Nach Satz 6.14 ii) gibtes P € GL,(K) und Q € GL,,(K), so dass

L (B o0
QAP _<o o)

fur r = rang(\4) = rang(A) gilt. Daraus folgt nach Transponieren:

E. 0
Pt 71At t_ T
prosa= (5 )
Nach Lemma 6.16 ist also rang(A*) = rang(P!)'A'Q"' = r = rang(A), denn den
Rang der Matrix auf der rechten Seite konnen wir sofort ablesen.

Nach Satz 5.14 enthilt jedes endliche Erzeugendensystem M eines Vektorraums ei-
ne Basis. Diese ist nach Satz 5.22 eine maximale linear unabhéangige Teilmenge von
V. Daraus folgt der zweite Teil der Behauptung. O
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Korollar 6.18 Essei A € K"*" eine quadratische Matrix. Dann sind idquivalent
i) Aist invertierbar.
ii) rang(A) = n.
iii) Kern(Aa) = 0.
Beweis : i) = ii): Ist A invertierbar, so gilt £,,AA~! = E,,, also ist nach Lemma 6.16
rang(A) = rang(E,AA™') = rang(E,) = n.

ii) = iii): Ist rang(A) = n, so ist nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
dim Kern (A4) = 0, also ist Kern(A4) = 0.

iii) = i): Ist Kern(A4) = 0, so ist das homogene lineare Gleichungssystem nur trivial
losbar. Nach Satz 2.9 ist A invertierbar. O

7 Eigenwerte

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, wie man fiir eine lineare Abbildung f : V' —
W besonders einfache Koordinatenmatrizen finden kann, indem man die Basen in
V und W geeignet wiahlt. Jetzt wollen wir uns mit linearen Abbildungen f: V — V'
befassen. Solche linearen Abbildungen heifSen auch Endomorphismen von V.

Definition 71 i) Sei f : V' — V ein Endomorphismus des K-Vektorraumes V. Ein
a € K heifit Eigenwert von f, falls es ein v # 0in 'V gibt, so dass

fv)=av
gilt. Der Vektor v heif$t dann Eigenvektor zu c.

ii) Ein o € K heifit Eigenwert einer Matrix A € K™*", falls o Eigenwert der Multipli-
kationsabbildung Ay : K™ — K™ ist. Analog heifit v € K" Eigenvektor von A, wenn
v # 0 und Eigenvektor von \ 4 ist.

Also ist o genau dann ein Eigenwert von A, wenn Av = aw fiir ein v # 0 aus K"
gilt. Dieser Vektor v heifSt Eigenvektor zu .
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Eigenvektoren miissen # 0 sein, da die Gleichung f(v) = av firv =0 fiirallea € K
erfiillt ist und somit nichts aussagt.

Beispiel:
_ 31 . I
i) A= (O 2) hat den Eigenvektor e¢; mit Eigenwert 3.

ii) Wir betrachten die Drehung dy : R* — R? um einen Winkel 6 € [0, 27|, d.h. dy
f —sinf
ist die Multiplikation mit C_OS .
sinf cos6

Ist namlich v = (T o8 Oé) , 80 ist dp(v) = <r cos(a + 9>> mit den Additions-

7 sin « rsin(a + 6
theoremen fiir sin und cos.

dg hat keinen reellen Eigenwert, wenn 6 # 0 und 6 # ~ ist. (Priifen Sie das!)

Lemma?7.2 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V und B eine beliebige Basis von V. Dann ist o € K genau dann ein Ei-
genwert von f, wenn o ein Eigenwert der Koordinatenmatrix Ay p g ist.

Beweis : Wir betrachten den Isomorphismus x5 : V' — K". Sei a ein Eigenwert von
f. Dann existiert ein v # 0 mit f(v) = awv.

Nach Proposition 6.11ist k5(f(v)) = As g pkp(v). Alsofolgt As g prp(v) = kp(av) =
akp(v). Damit v auch k(v) # 0ist, ist a Eigenwert von Ay 5 . Sei umgekehrt a ein
Eigenwert von Ay p g, d.h. A; p pw = aw fiir ein w # 0in K. Fernersei 0 # v € V
der Vektor mit xp(v) = w. Es folgt

ke(f(v)) 6.10 A;ppkp(v) = Af g pw = aw = kp(av),

also ist f(v) = av, d.h. a ist Eigenwert von f. O
Korollar 7.3 Ahnliche Matrizen in K™*" haben dieselben Eigenwerte.
Beweis : Ist A’ = St AS fiirein S € GL,(K), so sind A und A’ Koordinatenmatrizen

derselben linearen Abbildung K™ — K™ fiir verschiedene Basen (Ubungsaufgabe).
Also haben sie nach Lemma 7.2 dieselben Eigenwerte. O
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Proposition 7.4 Sei f : V — V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen Vektor-
raums V und B eine Basis von V. Dann ist die Koordinatenmatrix As p g von f beziiglich
dy
B genau dann dhnlich zu einer Diagonalmatrix , wenn f eine Basis aus
dn,
Eigenvektoren besitzt. In diesem Fall sind dy, . . ., d,, die Eigenwerte von f.

dr
Beweis : Ist A; g p dhnlich zu D = , S0 existiert ein S € GL,, (K') mit
dy,

SAf}ByBsfl =D.

Nach Lemma 6.13 ist S = PZ die Ubergangsmatrix von B zu einer Basis C' von V.
Also ist nach Proposition 6.12 D = Ay ¢ ¢ die Koordinatenmatrix von f beziiglich
C = (v1,...,v,). Somit ist f(v1) = dyvy,..., f(v,) = dyv,, d.h. C ist eine Basis aus
Eigenvektoren.

Ist umgekehrt C = (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren von f, so seien
dy
di,...,d, die zugehorigen Eigenwerte. Dann ist Afcc = . Nach Pro-

dy,
position 6.12 ist diese Diagonalmatrix dhnlich zu Ay g 5.

Eine Matrix, die dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist, nennt man auch diagonalisier-
bar.

Besitzt f also eine Basis aus Eigenvektoren, so gibt es eine Basis von V/, so dass die
zugehorige Koordinatenmatrix von f Diagonalgestalt hat. Einen solchen Endomor-
phismus nennt man ebenfalls diagonalisierbar.

Lemma 7.5 Es seien vi,...,v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
ay,...,azvon f. Dannist (vy, ..., vs) linear unabhingig.

Beweis : mit Induktion nach s.

Anfang: (s = 1) Das ist klar, da Eigenvektoren # 0.sind.

Induktionsschluss: Die Behauptung gelte fiir s — 1 Eigenvektoren. Angenommen

> ¢v; = 0 mit ¢; € K ist eine Linearkombination der Null.

=1
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Dann folgt

S

0= f(0)= Zczf(vz) = Zaicwi.

=1

S S
Auflerdem ist auch 3" ajcv; = a1 S ¢y = 0.
i=1 =1

Alsoist > (a; — ay)cv; = 0.

1=2
Nach Induktionsvoraussetzung folgt (o, — a1)c; = Oftiralles = 2,...,n. Da
ai,...,as paarweise verschieden sind, folgt ¢ = - - - = ¢, = 0, alsowegen ) _ ¢;v; =0
=1
und v; # 0 auch ¢; = 0. O

Korollar 7.6 Ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums hat hichstens n
verschiedene Eigenwerte.

Beweis : klar. m

Definition 7.7 Sei « ein Eigenwert von f : V. — V. Dann heifst der Unterraum V,, =
Kern(f — aid) = {v € V : f(v) = av} von V der Eigenraum von f zu c. Er besteht aus
allen Eigenvektoren von o und der Null.

(Hier istid : V' — V die Abbildung id(v) = v.).

Korollar 7.8 Es sei f : V. — V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V und oy, . . ., o, die simtlichen (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von

f. Dann sind V,,,, ..., V,, unabhingig, d.h. " V,, = @ V., - f ist genau dann diagonali-
i=1 i=1

sierbar, wenn V= @V, gilt. Das ist dquivalent zu dim'V' = ) dim V,,.
=1 i=1

Beweis : Istv; € V,,, so folgtaus ) v; = 0 mit Lemma7.5v; = --- = v, = 0. Also sind

=1
Vays - - -+ Va, unabhangig. Aus Proposition 7.4 folgt dann die zweite Behauptung. Die
Dimensionsbedingung gilt nach Satz 5.36. O

Wir wollen jetzt noch ein Verfahren kennenlernen, mit dem man die Eigenwerte

berechnen kann. Dazu betrachten wir zu einem Endomorphismus eines endlich-

dimensionalen K-Vektorraums f : V — V und einem « € K die lineare Abbildung
oid—f: =V

v o= av— f(v)
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Lemma 7.9 Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) Kern(aid — f) #0
ii) Bild(aid — f) £V

iii) Ist B eine beliebige Basis von V, so ist det(Ania—r5.5) =0

iv) «aist ein Eigenwert von f.

Beweis : i) < ii) folgt aus der Dimensionsformel dimV = dim( Kern(aid — f)) +
dim( Bild(aid — f)).

i) = iv): Ist Kern(aid — f) # 0, so existiert ein v # 0 mit av = f(v). Also ist « ein
Eigenwert von f.

iv) = iii): Ist a ein Eigenwert von f, so gibt es ein v # 0 mit f(v) = av. Also ist
av — f(v) = 0, d.h. 0 ist ein Eigenwert von aid — f. Nach Lemma 7.2 ist 0 dann ein
Eigenwert von A,iq_s 5,5, d.h. der Kern der Multiplikation A,iq_f 5 5 ist # 0. Also
ist nach Korollar 6.18 det(Ania—s,5,5) = 0.

iii) = i): Ist det(Ania—r,5.5) = 0, so ist nach Korollar 6.18 der Kern der Multiplikation
mit dieser Matrix # 0. Also existiert ein w # 0 in K™ mit A,iq_s 5w = 0, woraus
(aid — f)(kp(w)) = 0 folgt. Somit ist auch Kern(aid — f) # 0. O

Mit diesem Lemma kénnen wir Eigenwerte berechnen.

1 4
Beispiel: Sei A = - € Q*2und M4 : Q2 — Q? wie immer die lineare Abbil-

dung A 4(v) = Av. Dann ist A die Koordinatenmatrix von A4 beztiglich der kanoni-
schen Basis auf Q. Also ist £ — A die Koordinatenmatrix von aid — f beziiglich der
kanonischen Basis. Nach Lemma 7.9 ist o genau dann ein Eigenwert von A, wenn
det(aE — A) = 0 ist.

-1 -4
EsistaF — A = <Q ), also

-1 a-—1
det(aF —A)=(a—1*—-4=0a*—-2a—3 = (a+1)(a—3),

Die Eigenwerte von A sind also —1 und 3.
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Um das zu formalisieren, benétigen wir einige Tatsachen tiber Polynomringe.

Es sei K ein Korper. Der Polynomring K'[X] in einer Variablen tiber K ist definiert
als die Menge aller (formalen) Summen der Form

ao+ a1 X +as X?+ ...+ a, X"
tir ao, . .., a, € K und beliebiges n € Ny.

(,,Formal” bedeutet hier, dass wir das + stur hinschreiben und uns tiber die Bedeu-
tung keine Gedanken machen.)

Zwei solche formalen Summen f(z) = ag+ a1 X +...+a, X" und g(X) = by + b X +
...+ b, X™ sind gleich, falls fiir alle £ < N = max{n, m} gilt: aj, = by. Falls n < N,
so setzen wir hier a,,41 = ... = ay = 0 und analog, fallsm < N, b,,11 = ... =by = 0.

Fir f(X) und ¢g(X) wie oben definieren wir ferner

F(X) +g(X) = (ag +bo) + (a1 + b)) X + ...+ (ay + by) XY,
wobei wir wieder die tiberzédhligen Koeffizienten gleich Null gesetzt haben.
Fiir ¢ € K definieren wir noch

cf(X)=cap+ca; X + ...+ ca, X"

Fiir £(X) = 3 a;X" und g(X)
=0
durch

b; X7 definieren wir nun das Produkt fg € K|[X]
i=0

m+n k

Fa(X) =D 1> (ar+ b X~

k=0 1=0
Dieses Produkt entsteht, indem man f(X)g(X) formal ausmultipliziert und dann
nach Potenzen von X sortiert.

Dann rechnet man leicht nach, dass fg = gf sowie f(gh) = (fg)hund 1f = f1 = f
fiir das Polynom ay = 1 ist. Mit ein bisschen Schreibarbeit zeigt man aufierdem fiir
f,9,h € K[X], dass man in bekannter Weise Klammern auflosen kann:

(f+9)h = fh+gh.
Der Grad des Polynoms 0 # f(X) = ap + a1.X + --- + a, X" ist die grofite Zahl k

mit a;, # 0. Wir bezeichnen den Grad von f mit grad(f) (in der englischen Literatur
deg(f) fur degree). Wir setzen grad(0) = —ooc.
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Fiir d = grad(f) kénnen wir f also schreiben als f = ag + a1 X + -+ + az X Der
,hochste” Koeffizient ay von f heifst auch Leitkoeffizient. Ist a; = 1, so heifst f
normiert.

Wir betrachten nun fiir A = (a;;) € K™*" die Matrix

X — a1q —a12 c. —Q1np
—a921 X — a2 ... —Qon
XB,—A=| | | e (g Xy
—an1 —anp2 oo X = Ann

Obwohl diese Matrix als Koeffizienten Polynome und nicht Korperelemente hat, ist
mit der Leibnizformel 3.29 ihre Determinante definiert. Diese ist ebenfalls ein Poly-
nom in X. Es gelten alle Rechenregeln aus § 3, bei denen wir nicht durch Eintrédge
der Matrix teilen.

Definition 7.10 x(X) = xa(X) = det(X E,, — A) heifit das charakteristische Polynom

der Matrix A.
1 2 1
Beispiel: A= | 0 —1 0 |.Dann ist
1 2 3
X -1 -2 —1
XE;— A= 0 X+1 0
-1 -2 X -3
und

-1 X-3
= (X +1)- (X - 1)(X —3)-1)
= (X+1)(X* -4z +2)
= (X + DX~ 2+ V2)(X —(2-V2)

xa(X) = (X +1)det (X_l _1>

Lemma 7.11 Fiiralle o € K ist xa(«) = det(aE, — A).

Beweis : Wir betrachten die Abbildung

v: K[X]| = K,
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die durch Einsetzen von « definiert ist, das heifit, go(i apX*) = i apa®. Dann
k=0 k=0

gilt o(f +9) = o(f) + ¢(g9) und p(f - g) = ¢(f)p(g) fur alle f,g € K[X]. Es ist

xa(X) = det(XE, — A) = > sgn(0)bio1)(X) -+ buo(n)(X) fiir XE,, — A = (bi;(X))i

mit b;(X) € K[X]. Daher ist y(a) = 32, 5g0(0)bio(1)(@) - - buo(my(a) = det(aE, —
A). 0

Proposition 7.12 « ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn x a(«) = 0 gilt.
Beweis : ya(a) =0 Y det(aFE, — A) = 0. £ qistein Eigenwert von A. O

Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms x4(X).

Definition 7.13 Fiir A = (a;;) € K™*" sei Spur (A) = a11 + - - - + any. Spur (A) ist also
die Summe iiber die Diagonalelemente.

Proposition 7.14 Sei A € K™*". Dann ist x 4(X) von der Form
xa(X) = X" — Spur(A)X" ' +a, o X" 2+ +a; X+ (=1)"det A

mit Koeffizienten ay, ..., a,—2 € K.

Beweis : Berechnen wir det(X E,, — A) mit der Leibnizformel, so gilt

det(XE, —A) = (X —a,) (X —an,) + Terme vom grad <n —2
= X"— Z a; X" ! + Terme vom grad <n —2
i=1

= X" — Spur (4)X" ! + Terme vom grad <n — 2.

Schreiben wir xy4(X) = X™ — Spur(A)X" ™ + a, 2 X" % + -+ + a1 X + ap, so ist
ap = x4(0) = det(0E, — A) = det(—A) = (—=1)"det A. 0

Lemma 7.15 Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom, also insbeson-
dere dieselbe Spur und dieselbe Determinante.
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Beweis : Ist A’ = SAS™! fiir ein S € GL(n, K), so ist

xa(X) = det(XE, — A"
= det(XE, — SAS™)
= det(S(XE,)S™ ' - SAS™)
= det(S[XE, — A]S™)
(

Il
o

et(S) det(XE, — A)det(S™)
= xa(X).
0

Definition 7.16 Sei f : V' — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V. Das charakteristische Polynom von f ist definiert als

Xf(X) = XAy B B (X)’

wobei Ay p p die Koordinatenmatrix von [ beziiglich einer beliebigen Basis B von V ist.

Analog sei Spur(f) := Spur(A; g ). Nach Lemma 7.15 hiangt diese Definition nicht
von der Wahl der Basis B ab.

Satz 7.17 Fiir f : V — V sind dquivalent:

i) f ist diagonalisierbar.

i) xf(X) = [[(X —ay)" mit a; € K,n; >0, (d.h. x; zerfillt iiber K vollstindig in
i=1
Linearfaktoren) und n; = dim'V,,,.

Beweis : i) = ii) Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B von V mit A;pp =
dy

.dn

n

Also ist x¢(X) = det(XE, — Arpp = [[(X — d;). Wir fassen jeweils dieselben d;
=1

zusammen und schreiben x;(X) = J[ (X — a;)™, wobei r die Anzahl der paarweise

verschiedenen Eigenwerte von f istl.:Cl)ffenbar hat der Eigenraum von A g p beziig-

lich o; die Dimension n;. Daher folgt dim V,,, = n,.

ii) = i) Da x; den Grad n hat, folgt i n; = n. Mit Satz 5.36 folgt V' = @ V,,,. Nach

Korollar 7.8 ist f dann diagonalisierl;lr. O
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Wir betrachten nun ein Polynom f(z) = ap + a1.X + ... a,, X™ in K[X].

Ist A € K™*" eine quadratische Matrix, so definieren wir
flA)=ag+ a1 A+ ...+ a, A"

mit den Rechenregeln fiir Matrizen. Dann ist f(A) ebenfalls in K"*". Dies liefert
eine Abbildung
K[X] — K™»
o= 1A,
die (f + ¢)(4) = f(A) + g(A4) und (fg)(A) = f(A)g(A) erfiillt. (Man nennt sie Ein-
setzungshomomorphismus.)

Satz 7.18 (Satz von Cayley-Hamilton) Esist x4(A) = 0.

Beweis : y4(A) ist eine n x n-Matrix tber K. Es geniigt zu zeigen, dass
Kern (xa(A4)) = K™ gilt. Sei v € K" ein Vektor # 0. Wir betrachten
v, Av, A%v, ... und wihlen r minimal, so dass (v, Av,..., A"v) linear unabhéngig,
aber (v, Av,..., A"t1v) linear abhéngig ist. Dann ist by = v,b; = Av,...,b, = A™v
eine Basis von U = (v, Av,...,A"v). Diese ergdnzen wir zu einer Basis B =
(bos .., by, bys1,. .., b,) von K™. Die lineare Abbildung

A=A K" —» K"

v — Av

erfiillt offenbar A\(U) C U. Also hat die Koordinatenmatrix A, p 5 von A beztiglich B

die Gestalt
C x
A —
\,B,B (0 D>

mit der (r + 1) x (r + 1)-Matrix

0 0 0 ¢

10 e
=101 :

: 0

0 1 e

wobei A" v = cou+ 1 Av+- - -+ ¢, A"v gilt, und einer (n —r — 1) X (n —r — 1)-Matrix
D.
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Es ist
xe(X) =det(XE, - CO)= X" —¢, X" — 1 X — ¢,

wie man durch Entwickeln nach der letzten Spalte errechnet. Also ist
xe(Aw =AMy — A" — i Av — ¢y = 0,

woraus
xa(A)v = (xp(4) - xe(A))v =0
folgt. 3

Definition 7.19 Das Minimalpolynom ps(X) € K[X| einer Matrix A € K"*" ist defi-
niert als das normierte Polynom kleinsten Grades mit pa(A) = 0.

Ist ¢ € K[X] ein beliebiges Polynom mit ¢(A) = 0, so konnen wir es mit Rest durch
pa teilen. Es gibt also Polynome g, € K[X], so dass grad(r) <grad(p,) ist mit

¢(X) = g(X)pa(X) + r(X).
(Diese Tatsache lésst sich genau wie Lemma 4.4 beweisen.)
Wir setzen A ein und erhalten
0=q(A) =g(A)pa(A) +r(A) =r(A).

Aufgrund der Minimalitdt von p4 muss also » = 0 sein. Somit ist ¢ ein Vielfaches
VON p4.

Insbesondere ist das charakteristische Polynom ein Vielfaches des Minimalpoly-

nomes.
Beispiel:
210
i)A=10 2 1
0 2 2
Dann ist
Die Teiler dieses Polynoms sind

1,(X —2),(X —2)*und (X — 2)°.

Da (A —2) # 0und (A — 2)? # 0 ist, folgt pa(X) = (X —2)% = xa(X).
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2
i) A=| o
0

S NN =

0
0 | hat das Minimalpolynom p4(X) = (X — 2).
2

Wir haben im Satz 7.17 gelernt, dass ein Endomorphismus f : V' — V genau dann
diagonalisierbar ist, wenn erstens das charakteristische Polynom von der Form

Xr(X)=(X—-—a)™ .. (X —a,)™
mit o; € K ist und wenn zweitens
m; = dim V,,
gilt.

Den Exponenten m; nennt man auch die algebraische Vielfachheit von «;, die Zahl
dim V,, (die Dimension des Eigenraums zu «;) heifit auch geometrische Vielfachheit

von «;.

Ist f : V — V ein beliebiger Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums, so gilt
dim Vai S n;,

das heifdt es ist geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit. (Beweisen Sie
das!)

Wir wollen nun auf die Bedingung geometrische Vielfachheit = algebraische Viel-
fachheit verzichten und trotzdem noch eine moglichst einfache Koordinatenmatrix
fiir f angeben.

Satz 7.20 Sei f : V' — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums V.
Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom x ; vollstindig in Linearfaktoren iiber
K zerfillt, d.h.

W(X) = (X —a))™ ... (X =)™

mit o; € K. Dann gibt es eine Basis B von V, so dass die Koordinatenmatrix Ay g g von
[ beziiglich B eine obere Dreiecksmatrix ist. Auf der Diagonalen von Ay p p stehen die
Eigenwerte ay, . .., o, mit ihren Vielfachheiten my, ..., m, gezihlt, d.h. jedes o, kommt
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m;-mal vor:

7
*
aq
Appp =
(078
0
(674
N—_—— N’
mi m,

Beweis : mit Induktion nach n = dim V. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen
jetzt an, n > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Vektorraume der Dimension <

n — 1. Es sei b; # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert «;. Wir ergdnzen b, zu einer

Basis C' = (by, ca, . .., ¢,) von V. Die Koordinatenmatrix von f beztiglich C' hat dann
die Gestalt
o k... %
0
Arce = : A
0
mit einer Matrix A’ € K"~*x(=1 Egsei W := (cy,...,c,) C V dervoncy,...,c,

erzeugte Unterraum von V. Offenbar ist dim W =n — 1.

Essei g : W — W die lineare Abbildung, deren Koordinatenmatrix beziiglich der
Basis (bs, . .., b,) gerade die Matrix A’ ist. Dann gilt fiir alle w € W

f(w) = y(w)by + g(w)
mit einem y(w) € K.
Nun gilt:

Xr(X) = det(XE, —Asrcce)
= (X —a1)det(XE, — A)
= (X —an)xy(X).

Alsoist xy(X) = (X —ay)™ Y X —ag)™-...- (X — )™, d.h. x, zerfdllt vollstandig
in Linearfaktoren tiber K. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Basis
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B = (by,...,b,) von W, so dass die Koordinatenmatrix von ¢ beziiglich B’ eine
obere Dreiecksmatrix der Form

aq
%
&3]
Ag7B/’BI =
Ay
0
a
—— ——
my — 1 my
ist. Wir setzen B = (by, bs, . .., b,). Dann gilt
a7 * L.k
0
Af7B7B = . )
. Ag,B’,B’
0
woraus die Behauptung folgt. O

Einen Endomorphismus, der beziiglich einer geeigneten Basis eine Koordinatenma-
trix besitzt, die eine obere Dreiecksmatrix ist, nennt man auch trigonalisierbar. Satz
7.20 sagt also, dass f trigonalisierbar ist, falls x; vollstindig in Linearfaktoren tiber
K zerfillt.

Satz 7.21 Fiir eine Matrix A € K™*" sind dquivalent:
i) xa zerfillt vollstindig in Linearfaktoren iiber K.

i1) A ist idhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Beweis : i) = ii) folgt aus Satz 7.20, angewandt auf die lineare Abbildung A4 : K" —
K". (Flihren Sie das aus!)

ii) = i). Nach Lemma 7.15 haben dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Poly-
dl k
nom. Ist D = eine obere Dreiecksmatrix, so gilt offenbar
0 dy,
Xp(X) = det(XE, — D) = [[(X — dy),
i=1
d.h. xp zerféllt vollstindig in Linearfaktoren tiber K. O
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