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8 Die Jordan’sche Normalform

Wir haben im letzten Paragraphen gelernt, dass ein Endomorphismus f : V — V
genau dann diagonalisierbar ist, wenn erstens das charakteristische Polynom von der

Form
XrX)=X—-a)™ ... (X =)™

mit a; € K ist und wenn zweitens
m; = dim V,,

gilt.
Den Exponenten m; nennt man auch die algebraische Vielfachheit von «;, die Zahl
dim V,,, (die Dimension des Eigenraums zu ;) heifst auch geometrische Vielfachheit
von a;.
Ist f : V — V ein beliebiger Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums, so gilt

dim V,, < n;,

d.h. es ist geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit. (Beweisen Sie das !)
Wir wollen nun auf die Bedingung geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfach-
heit verzichten und trotzdem noch eine moglichst einfache Koordinatenmatrix fir f
angeben.

Satz 8.1 Sei f : V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums
V. Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom x; vollstindig in Linearfak-
toren iiber K zerfillt, d.h.

(X) = (X =)™ o (X =)™

mit a; € K. Dann gibt es eine Basis B von V, so dass die Koordinatenmatrix Ay g g
von f beziiglich B eine obere Dreiecksmatrix ist. Auf der Diagonalen von A¢ g g
stehen die Eigenwerte o, ..., o, mit ihren Vielfachheiten my,..., m, gezdhlt, d.h.
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jedes c; kommt m;-mal vor:

AfBB =
.

ar

mi my

Beweis : mit Induktion nach n = dim V. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen
jetzt an, n > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Vektorraume der Dimension < n—1.
Es sei by # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert «;. Wir ergdnzen b, zu einer Basis

C = (b,c2,...,cy) von V. Die Koordinatenmatrix von f beziiglich C' hat dann die
Gestalt
Q1 x ... ok
0
Afcc = o
0
mit einer Matrix A’ € K(®~D>x(=1 Essei W := (cg,...,¢,) C Vdervonecs,...,cp,

erzeugte Unterraum von V. Offenbar ist dim W =n — 1.
Es sei g : W — W die lineare Abbildung, deren Koordinatenmatrix beztiglich der
Basis (b, . .., by, ) gerade die Matrix A’ ist. Dann gilt fiir alle w € W

f(w) =y(w)by + g(w)

mit einem (w) € K.
Nun gilt:
Xf(X) = det(XEn - Af,C,C)
= (X —aj)det(XE, — A"
= (X —a1)xy(X).
Alsoist x,(X) = (X —a1)™ 1 (X —ag)™-...- (X —a, )™, d.h. x, zerfillt vollstindig

in Linearfaktoren tiber K. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also eine Basis
B’ = (bg,...,b,) von W, so dass die Koordinatenmatrix von g beziiglich B’ eine
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obere Dreiecksmatrix der Form

aq
*
aq
Ag7B/,B/ =
a,
0
a
—— ——
miq — 1 my
ist. Wir setzen B = (b1, by, ..., by). Dann gilt
o * coe
0
Appp=| . ;
. Ag,B’,B/
0
woraus die Behauptung folgt. O

Einen Endomorphismus, der beziiglich einer geeigneten Basis eine Koordinatenma-
trix besitzt, die eine obere Dreiecksmatrix ist, nennt man auch trigonalisierbar. Satz
8.1 sagt also, dass f trigonalisierbar ist, falls x ; vollstdndig in Linearfaktoren iiber K
zerfallt.

Satz 8.2 Fiir eine Matrix A € K™*" sind dquivalent:
i) xa zerfallt vollstindig in Linearfaktoren tiber K.
ii) A ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Beweis : i) = ii) folgt aus Satz 8.1, angewandt auf die lineare Abbildung A4 : K™ —

K. (Fiihren Sie das aus!)

ii) = i). Nach Lemma 7.14 haben dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Poly-
d1 *

nom. Ist D = eine obere Dreiecksmatrix, so gilt offenbar

0 d,
xp(X) =det(XE, — D) = H(X —dy),

d.h. xp zerféllt vollstindig in Linearfaktoren tiber K. O
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Der Beweis von Satz 8.1 gibt uns auch ein Verfahren an die Hand, zu einer gegebenen
Matrix eine dhnliche Matrix in oberer Dreiecksgestalt zu finden.

Beispiel:
2 -1 1
A=]-1 2 -1|eQ*®
2 2 3
Es ist
X-2 1 -1
xa(X) = det 1 X -2 1
-2 -2 X-3

= (X—2)det<X_2 ! )—det<1 ! )—det<1 X_2>
-2 X-3 -2 X-3 -2 -2

= (X-2)[(X-2)(X —3)+2] - (X —3)—24+2-2(X —2)

= (X-2*(X-3)—-(X-3)

= X2 _7X2415X -9
= (X-1)(Xx-3)7

Also zerfillt x 4 vollstindig in Linearfaktoren tiber Q, die Eigenwerte von A sind 1
und 3. Wir suchen zundchst einen Eigenvektor b; zum Eigenwert a; = 1. Den finden
wir, indem wir das lineare Gleichungssystem (E3 — A)z = 0 16sen. Wir wéhlen b; =
1
0 |. Offenbar ist (b1, es,e3) eine Basis von Q®. Beziiglich dieser Basis hat A4 :
—1
Q3 — Q? die Koordinatenmatrix

1 -1 1
0o 2 -11,
0 1 4

diese Matrix ist also konjugiert zu A. Wir miissen nun die durch A’ = (i _41>

gegebene lineare Abbildung (es, e3) — (e2, e3) untersuchen.

Die Matrix A’ hat als einzigen Eigenwert 3. Losen des linearen Gleichungssystems

(35 — A')x = 0 liefert den Eigenvektor (') zum Eigenwert 3 der Matrix A’. Also ist
0

bo = | 1 | € R3 ein Eigenvektor von Aas : (e2,e3) — (e2,e3) zum Eigenwert 3. So-

-1
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mit hat die Koordinatenmatrix von A 4 beziiglich der Basis (b1, b2, e3) obere Dreiecks-
gestalt. Indem wir diese Koordinatenmatrix berechnen, erkennen wir, dass A dhnlich

1 -2 1
zuder Matrix | 0 3 -1 ist.
0 0 3
Definition 8.3 Ein Endomorphismus f : V — V eines n-dimensionalen K-

Vektorraums heif}t nilpotent, wenn es ein k € Nmit f* = fo...o f = 0 gibt.
—
k—mal
Mit Hilfe von Satz 8.1 kénnen wir nilpotente Endomorphismen folgendermafien cha-
rakterisieren:

Proposition 8.4 Sei f : V — V ein Endomorphismus und n = dim V. Dann sind
dquivalent

i) fistnilpotent
i) xs(X) = X"
iii) Es gibt eine Basis B von V, so dass Ay, g p eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen
auf der Hauptdiagonalen ist, d.h. es gilt
0 *
AfB.B =

iv) f* =0

Beweis : i) = ii): Angenommen f k= 0. Wir zeigen xs(X) = X™ mit Induktion nach
n, indem wir ein dhnliches Argument verwenden wie im Beweis von Satz 8.1.
Istn =1, so muss f = 0 gelten, also gilt die Behauptung.
Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir alle nilpotenten
Endomorphismen f : W — W mit dim W < n. Fiir jede Basis B von V ist wegen
fF=o0

A?,B,B =0,
also folgt det A¢ g g = 0.
Nach Lemma 7.9 ist 0 also ein Eigenwert von f. Es sei b; € V ein Eigenvektor zum

Eigenwert 0. Wir ergdnzen b, zu einer Basis C' = (b1, ¢2, ..., ¢,) von V. Dann ist
0 * ... =
Arcco = Al
0
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Wie im Beweis von Satz 8.1 sei W = (c3,...,¢,) und g : W — W der Endomor-

phismus, dessen Koordinatenmatrix beztiglich der Basis (ca, . . ., ¢, ) die Matrix A’ ist.
0 * ... =

Aus f* = 0 folgt A% . = 0.Nunist Ak, . = |- ok , also ist A* = 0.
0

Daraus folgt g* = 0, d.h. g ist nilpotent. Nach Induktionsvoraussetzung ist also

Xg(X) = X"~1. Wie im Beweis von Satz 8.1 sicht man

Xp(X) = Xx(X).

Alsoist xf(X) = X", damit gilt ii).
ii) = iii). Da xf(X) = X" vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und 0 die einzige

Nullstelle von x ;(X), also der einzige Eigenwert von f ist, folgt die Behauptung aus
Satz 8.1.

0 *

iii) = iv): Ist Ay g = , so rechnet man nach, dass (A¢ 5 )" = 0 gilt.
0 0

(Fiihren Sie das aus!) Somit ist f™* = 0.

iv) = i) ist klar. |

Wir wollen jetzt die obere Dreiecksgestalt der Koordinatenmatrix aus Satz 8.1 noch
weiter vereinfachen. Dazu brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 8.5 Sei f : V — V,dim V = n, und « ein Eigenwert von f.

Wir setzen g = aid — f : V — V. Wie immer bezeichne ¢’ : V' — V die Verkniipfung
go...og. Wir setzen

——

j—mal
d := min{j : Kern(¢’) = Kern(g’ 1)}
Fiir U = Kern(g?) und W = Bild(g?) gilt dann:
i) g(U) c Uund g(W) Cc W,d.h. U und W sind g-invariante Unterrdume.
ii) Fir die Einschrankungen g|yy : U — U und g|w : W — W gilt:

(9lv)? = 0 und Kern(g|w) = 0

i) V=U&W.
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Beweis : Kern(g) C Kern(g?) C Kern(g?)... ist eine aufsteigende Kette von Un-

terrdaumen von V. (Priifen Sie das!) Da V' endlich-dimensional ist, muss es ein j mit
Kern(g’) = Kern(g’*!) geben. Die Zahl d ist also wohldefiniert.

i)

ii)

Istu € U = Kern(g?), so gilt

g% (g(u)) = g* () = g(g*(u)) = g(0) =0

Also liegt g(u) in Kern(g?) = U, d.h. esist g(U) C U.Jetzt wollen wir g(W) C W
zeigen. Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildung gilt fiir alle j > 1:

dim Kern(g’) + dim Bild(¢’) = dim V = dim Kern(g’™") + dim Bild(g’*").
Also folgt aus dim Kern(¢g?) = dim Kern(g¢*!) auch dim Bild(¢g?) =

dim Bild(¢g4™!). Mit Bild (¢%*') C Bild(g?) ergibt sich Bild(¢¢) = Bild(¢g¢"!).
Also folgt fiir w = g%(v) € Bild(¢g?%) = W:

g(w) = g(g*(v)) = g**'(v) € Bildg™™" = Bildg* =W,
d.h. es gilt g(W) C W.

Definitionsgemafs ist

(g\U)d = (gd)h] =0.
Istw € W mit g(w) = 0, so gibtes einv € V mitw = g%(v). Also ist g¢**(v) = 0.
Wegen Kern(g?) = Kern(g?*+?) folgt w = ¢g%(v) = 0. Also ist Kern (g|y) = 0.

Wir zeigen zunéchst mit Induktion nach k, dass Kern (¢¢) = Kern(g¢*) fiir
alle £ > 1 gilt. Fiir & = 1 ist die Behauptung klar nach Definition von d.
Angenommen, es gilt Kern (g?) = Kern(g?t*). Wir haben die triviale Inklu-
sion Kern(g?*t*) c Kern(g¢*¥*1) und miissen Kern(g?*t*+1) c Kern(g?+*)
zeigen. Ist v € Kern(g?t**1), so folgt 0 = g¢¢trFl(v) = g¢it1(gk(v)), d.h.
g*(v) € Kern(g?*!) = Kern(g?¢). Also ist g¢**(v) = g¥(g*v) = 0, was den
Beweis abschlief3t.

Nun zeigen wir U @ W = V. Seiu € UNW, dh. ¢g%(u) = 0 und u = g%(v)
fir ein v € V. Es folgt ¢°¥(v) = 0, d.h. v € Kern(¢g??) = Kern(g?). Also ist
u=gv) = 0.

Die Raume U und V sind also unabhéngig. Nach der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen ist

dim V' = dim Kern(g?) 4 dim Bild(¢%) = dim U + dim W = dim(U & W),

alsogilt V =Ua® W.
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Wir haben gezeigt, dass fiir einen diagonalisierbaren Endomorphismus f : V. — V'
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' gilt, dass V' direkte Summe aller Ei-
genrdume ist. Das konnen wir auf trigonalisierbare Endomorphismen verallgemei-
nern, wenn wir statt der Eigenrdume die sogenannten Hauptraume betrachten.

Definition 8.6 Sei f : V — V,dim V' = n, und « ein Eigenwert von f. Dann heifst
H,:={veV:(f—aid)* =0 fiir ein k € N}
der Hauptraum von f zum Eigenwert a.

Satz 8.7 Sei f : V — V,dim V = n. Das charakteristische Polynom von f zerfalle
vollstandig in Linearfaktoren tiber k, d.h. es ist

Xf(X)=X—-a)™ ... (X —a,)™
mit paarweise verschiedenen «; € K.
Dann gilt:
i) H,, = Kern(f — a;id)™ fiir alle ¢
ii) f(Ha, C H,, und dim H,,, = m, fir alle .
iil) V = @1 H,,.

Beweis : Wir setzen g = f — ojid : V' — V und wenden Lemma 8.5 auf g an. Es gibt
also ein d > 1 mit

Kern(g) € Kern(g?) C --- C Kern(g?) = Kern(¢%*') = Kern(¢?*?) = ...
Definitionsgemaf ist

H, = U Kern(g") = Kern(g%).
k=1

Es sei W = Bild(g?). Nach Lemma 8.5 sind H,, und W jeweils g-invariante Un-
terraume mit V = H,, ® W, so dass

(91m.,)" =0

gilt. Also ist gy, nilpotent. Proposition 8.4 liefert (gyz, )™ "1 = 0. Also ist
H,, = Kern(g4mHa1). Also folgt Kern(g?) = Kern(g4™He1). Ferner sind H,,
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und W als g-invariante Unterrdume auch f-invariant. Aus V = H,, @ W folgt al-
so xf(X) = Xfita, (X)X f,w (X). Ist A eine Koordinatenmatrix von f, soist A — a1 B,
eine Koordinatenmatrix von g. Also folgt

Xf (X) = det(XEn - A)
= det[(X —a1)E, — (A— a1 E,)]
= xg(X —a).
Eine analoge Gleichung gilt fiir f| Ha, und f|. Also folgt
Xf(X) = Xf|Hw1(X)Xf|W(X)

= X9|Hal (X_Oél)xf\w(X)
8.4 im Hy
= (X —an) ™ oy, (W).
Nach Lemma 8.5 ist Kern(g;w) = 0, also ist xg,, (0) # 0, woraus xy,,,, (1) # 0 folgt.
Also muss dimH,,, = my sein und xy,, (X) = (X —a2)™ ... (X — a,)™" gelten.
Damit sind i) und ii) fiir o; bewiesen. Genauso zeigt man diese Aussagen fiir die
anderen «;.
iii) zeigen wir mit Induktion nach n = dim V. Die Behauptung ist klar fiir n = 1. Wir
nehmen also an, fiir jeden Endomorphismus h : W — W eines Vektorraums W der
Dimension < n ist W die direkte Summe der Hauptraume, falls x (X)) vollstindig in
Linearfaktoren zerfallt.
Fiir das gegebene f mit Eigenwert a; haben wir oben V. = H,, & W mit ei-
nem f-invarianten Vektorraum W gezeigt, fiir den x5, (X) = J[(X — a;)™ gilt.
i=2

Wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf f},, : W — W an, so erhalten wir
W = @ Kern(f},, — a;id)™.

=2
Nun ist Kern (f},, — azidw )™ = Kern(f — a;id)™ = Va; flir i > 2, denn offenbar
ist Kern (f},, — asid,,, )™ C Kern(f — ;id)™¢, und die Dimensionen beider Raume
stimmen nach ii) tiberein. Also folgt tatsachlich V' = @ Va;. O

i=1

Definition 8.8 Fiir alle m € N definieren wir die (m x m)-Jordanmatrix J,,, als

0 1 0
Jm _ K s c Kmxm
0 0

Offenbar ist J = 0.
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Satz 8.9 Esseig:V — V nilpotent, dim V = n. Wir setzen d = min{j : ¢/ = 0}. Dann
gibtes s1,...,54 € Ng mit

dsg+ (d—1)sg—1+ - -+280+s1=n

und eine Basis B von V mit

Ja 0

sqg-mal
Ja
AgB.B =
Ji

) s1-mal

0 Ji

Die Zahlen s, ..., sq sind durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt.

Beweis : Wir setzen U; = Kern(¢?). Dannist {0} = Uy CU; CUs C ... C Uy =V
eine aufsteigende Kette von Unterrdaumen von V. Wir zeigen zunéchst g(U;) C U;_;.
Sei u € U; = Kern(g’). Dann ist ¢’ ~!(g(u)) = ¢’(u) = 0, also g(U) C Kerng/~! =
Uj_1.

Fiirjeden Unterraum W von V mit WNU; = 0 flirein j > 1 folgt wegen Kerng = U; C
U; auch W NKerng = 0, d.h. Kerng,,, = 0. Wir wihlen nun ein Komplement W, von
Uger1inV,dh.V =Uy = Uy 1®Wy. Dannist g(Wy) C g(Ug) C Ug—1,9(Ug—1) C Ug—2
und Kern(gy,, ) = 0.

Ferner gilt Uz_2 N g(Wy) = 0, denn ist v € Ug_g N g(Wy), so ist g7 2(v) = 0 und

d=1(w) = 0, also w € Uy_; N Wy = 0, woraus

v = g(w) fir ein w € Wy. Dann ist ¢
v = g(w) = 0 folgt.

Also finden wir einen Unterraum Wy_; von U,_1 mit
g(Wq) CWa—gyund Ug—1 = Ugq—o @ Wy_1.

Wie oben folgt g(Ug—2) C Ug—3, g(Wa—1) C Ug—2 sowie Ug_3 N g(Wy_1) = 0.
Dieses Verfahren wenden wir solange an, bis alle U; verbraucht sind. Wir erhalten
eine Zerlegung

V=W& --eWy

mit g(W;) C W;_; und Kern(g;w, ) = 0 fiir alle j.

Nun wéhlen wir eine Basis w§d>,...,w§‘j> von Wy. Wegen ¢g(Wy) C Wy_q1 und
Kern(g,, ) = 0 sind g(wgd)), cee g(wgf)) linear unabhéngig in Wy_;. Wir ergdnzen
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sie zu einer Basis
d—1) d—1
T Gl

Sd—1

(g(wi™),..., g(w®),w

von Wy_;. (Hier ist s4 = dim Wy und s4—1 = dim Wy_; — dim Wy). Analog kénnen

wir die Bilder unter g dieser Basisvektoren, die in W,_5 liegen, zu einer Basis

d d—1 — d—2 _
(QQ(wg ))7792(w§g))»9(w§ ))7ag(wgi,11))7w§ )7'--7wg(j,22)

von W,_, ergdnzen.

Dieses Verfahren fiithren wir so lange durch, bis wir Basen fiir alle W; gefunden ha-

ben. Insgesamt erhalten wir eine Basis von V = W; @ - - - @ W, der Form

_ d — d d d
B = (¢ (), ¢? 2 (w®), ..., g(w{®),wl®, ...

=D, g2 (w D), ..., g(w D), wl®,

2 (DY, g (w D), L g(w (T, wld D,

cey

1 1
wg ). 7wgl))
Die Koordinatenmatrix A, g g hat dann die gewiinschte Form

Ja

Ja
Ja—1

Ag,B,B = Jd_1
Ji

J1
———
Sd Sd—1 S1

Da A, p,p eine (n x n)-Matrix ist, folgt n = dsq + (d — 1)sq—1 + - - - + s1.

Jetzt wollen wir noch die Eindeutigkeit von sq, .. ., sq zeigen. Es ist
0
Ji=1: T 1 und dim KernJ;, = 1.
0 0

g

d— _ d— d— d—
g2 (w), g @Y, gl Y)Y, wl®Y), L
g
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Also folgt

dimKern(g) = dim KernA;pp=s1+ -+ sq
dimKern(¢g?) = dim Kern A;B’B =51 4 289 + 255 + - - - + 254
dimKern(g3) = dim KernAg’BﬂB =51+ 232 + 353 + .+ 33(1
dimKern(g¢™!) = dim KernAZjéB =81+282+ -+ (d—1)sq-1+ (d—1)sq4
dimKern(¢?) = n.

Also folgt fiir k = 2,...,d:

1

dim Kern g* — dimKerng®~! = s, 4+ - - - + s4.
Durch diese Formeln sind offenbar s, . . ., s4 eindeutig durch ¢g bestimmt. Wegen s; +
2s9 + -+ + dsq = nist auch s; eindeutig durch g bestimmt. O

Satz 8.9 besagt, dass der nilpotente Endomorphismus bis auf Aquivalenz eindeutig
durch die Zahlen s, . .., 54 festgelegt (,klassifiziert”) wird. Aus dem Existenzbeweis
in Satz 8.9 folgt insbesondere, dass s = dim Wy =n—dimUy_y > list,daUg_1 C V
gilt.

Fiir kleine Dimensionen konnen wir aus Satz 8.9 folgende Schliisse ziehen:Istg : V' —
V nilpotent mit dim V' = 2, so gilt entweder g = 0 oder (9> = 0und g # 0). Ist g*> = 0
und g # 0, so ist d = 2. Wegen s; > 1 und 2s3 4+ s; = 2 folgt schon s = 1 und s; = 0.
Die Matrix aus Satz 8.9 hat dann also die Gestalt

0 1
J =

Ist g : V — V nilpotent mit dim V = 3, g # 0, so ist entweder ¢g> = 0 oder (¢*> = 0
und g% # 0). Im ersten Fall g> = 0 ist d = 2. Aus sy > 1 und 2s3 + 51 = 3 folgt schon
s$o = 1,51 = 1. Die Matrix aus Satz 8.9 hat also die Gestalt

J 01 0
J3:<2 >:000
Ji

0 0 O

Im zweiten Fall ¢ = 0, g% # Oistd = 3. Aus s3 > 1 und 3s3 + 2s2 + s1 = 3 folgt schon
s3 = 1,81 = s9 = 0. Die Matrix aus Satz 8.9 hat also die Gestalt

Js =

o O O

1
0
0

o = O
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Satz 8.10 (Jordansche Normalform) Sei f : V — V ein Endomorphismus des n-
dimensionalen K-Vektorraums V, so dass x(X) = (X —a1)™ .. (X —a,)™" Uber K
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Hier seien die o, ..., o, paarweise verschie-

den. Dann existiert eine Basis B von V, so dass Ay p p folgende Gestalt hat:

alEml + N1

OéQEmZ + No 0
Ay BB = . 1)

0 @ Ep, + N,

mit nilpotenten Matrizen N; € K"*™: der Form

Ja, 0
s _mal
d;
Ja;
N, =
Ji
) sgi)—mal,
0 J1

wobei sgi), ce sfi? € Ny, s&? > 1Zahlen mit disg? +(d; — 1)351?_1 +-- -+2sgi) +s§i) =m;
sind.
Die s?, j=1,...,d; sind durch f eindeutig bestimmt. Die eindeutig bestimmte Ko-

ordinatenmatrix Ay g g der Form (1) heifdt Jordansche Normalform von f.

Beweis : Nach Satz 8.7 ist V = @ H,,, wobei H,, den f-invarianten Hauptraum zu
i=1

«; bezeichnet. Auf H,, ist die lineare Abbildung ¢; = f — a;id nilpotent. Wir wenden

Satz 8.9 auf g; H,, an. Fur

d; = min{k : (f — a;id)fy, =0}

gilt also: Es gibt eine Basis B; von H,, mit

Ta, 0
s\
JTa,
Agilsta, BiB: =
Ji
0
0 Ji
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fir eindeutig bestimmte Zahlen sgi), e 5((1? € Ny mit dis((l? + o+ 25(;) + sgi) =
dim H,, = m;. Nun ist
Afita, s = Cim, + Agm,,-

Also liefert die Basis B = (Bj, ..., B,) eine Koordinatenmatrix der gewiinschten Ge-
stalt. O

Fiir eine n x n-Matrix A, so dass x 4(X) vollstdndig in Linearfaktoren tiber K zerfillt,
gibt es nach Satz 8.10 eine Matrix der Form

o Eq, + Ja, } s4)-mal

arEy + }s{Y-mal

SN
Il

Oé,.EdT + JdT }S((;;) -mal

a, B+ Ji } () -mal

konjugiert zu A. Die Matrix A ist eindeutig bestimmt bis auf die Reihenfolge der
at,...,a,. Aheifdt Jordansche Normalform zu A. Die Matrizen der Form «; E}, + Ji
auf der Hauptdiagonalen von A heifen Jordankistchen zu «;.

3 4 3
Beispiel: Essei A= | -1 0 -1 | € Q3*3.

1 2 3
Dann ist

X-3 -4 -3
xa(X)=det| 1 X 1
-1 -2 X-3

Also ist a; = 2 der einzige Eigenwert von A. Wir betrachten

1 4 3
A—2Fs=|-1 -2 -1
1 2 1
und berechnen
A—2E3#0,(A—2E3)>#0,(A—2E3)® =0.
) _ 0

Also ist d; = 3, woraus 5&1) =1,s, = 0 folgt. Somit ist

2
A=1o0
0

S N =
N = O
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die Jordan’sche Normalform zu A. Sie besteht aus genau einem Jordankéstchen.
Wir wollen nun noch die Jordan’sche Normalform benutzen, um das Minimalpoly-
nom eines Endomorphismus zu definieren. Ist p(X) = 4, X™ 4+ -+ + a1 X + ap ein
beliebiges Polynom mit Koeffizienten a; € K, so kénnen wir einen Endomorphismus
f:V — V des K-Vektorraums V in p einsetzen: Es sei p(f) : V — V der Endomor-
phismus

p(f) =amf™ + - +af+ap-id,

wobei natiirlich wieder f* = fo ..o f gilt.
—_—

k—mal
Ist A € K™*", so definieren wir

p(A) = anA™ + -+ a1 A+ agE, € K™"*".

Ist B eine Basis von V und A = Ay g p, dann gilt p(A) = A5 B, p. (Priifen Sie das!)
Fiir ein Polynom p(X) = a;, X™ + - - - + a1 X + ao mit a,, # 0 heifst m = grad(p) der
Grad von p. Ist a,,, = 1, so nennt man p normiert. Sind alle a; = 0, d.h. gilt p(X) = 0,

so setzen wir grad(p) = —oc.

Satz8.11 Es sei f : V — V ein Endomorphismus V' des n-dimensionalen K-
Vektorraums V, so dass x¢(X) = (X —ay)™ -...- (X — a,.)™ tiber K vollstindig
in Linearfaktoren zerfallt, wobei a1, . . ., o, paarweise verschieden sind. Fiir jedes «;
sei d; die Grofie des grofiten Jordankdstchens zu «; in der Jordanschen Normalform.
Das Polynom

pr(X) = (X —ar)™ ..o (X —ay)*

hat dann folgende Eigenschaften:

i) pr(f)=0

ii) Ist u(X) # 0 ein Polynom mit u(f) = 0, so ist u ein Vielfaches von ps, d.h. es
gilt u(X) = py(X)v(X) fur ein Polynom v(X). Das Polynom p; heit Minimal-
polynom von f.
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T
Beweis : Wir zerlegen wie im Beweis von Satz 8.10 V = @ H,,. Dann gibt es eine
i=1
Basis B; von H,, mit

Ja,
Ja,
Af—aiid‘H% ,Bi,Bi — Jh
0
J1
—— ——
S(i) S(i)
d; 1

Fiir alle Vektoren w € H,, gilt somit (f — ayid)®% (w) = 0, da J% = 0 ist. Somit ist fiir
alle Vektoren w € H,, auch

p(H)(w) = (f = anid)™ oo (f — ayid)® (w) = 0

Da der Endomorphismus p(f) somit auf allen H,,, verschwindet, gilt p(f) = 0.
Nun sei u(X) # 0 ein Polynom mit v(f) = 0. Wir wollen zeigen, dass u(X) ein Viel-
faches von p¢(X) ist. Dazu betrachten wir zunéchst den Spezialfall, dass f nilpotent
auf V ist. Wir setzen d = min{j : f/ = 0}. Dann gilt fiir das Polynom w(X) = X¢
ebenfalls w(f) = 0. Wir zeigen nun, dass grad(u) > d = grad(w) gilt. Angenom-
men, grad(u) < d. Dann wihlen wir unter allen Polynomen @ # 0 mit @(f) = 0
eines mit minimalem Grad aus. Also ist auch grad(#) < d. Nun benutzen wir, dass
es fiir Polynome eine Division mit Rest gibt. (Das wurde im Aufbaukurs LA I, § 6
bewiesen). Division von w(X) = X% durch @ mit Rest liefert Polynome #(X), #(X)
mit grad(7) < grad (@) und w(X) = X4 = @(X)3(X) + 7(X).
Aus w(f) = 0und a(f) = 0 folgt #(f) = 0. Da & minimal gew&hlt wurde, muss 7 = 0
sein. Also ist 4(X) = X fiireind < d, d.h. es gilt fd = @(f) = 0. Nach Definition
von d folgt daraus d < d, was d = grad(u) < d widerspricht. Also gilt in der Tat
grad(u) > d. Daher kénnen wir u(X) mit Rest durch w(X) = X¢ dividieren und
erhalten

uw(X) = X (X) +r(X)
mit Polynomen v(X), r(X), so dass grad r(X) < d gilt.
Aus u(f) = 0 und f¢ = 0 folgt durch Einsetzen von f wieder r(f) = 0. Da es kein

Polynom # 0 vom Grad < d mit dieser Eigenschaft gibt, ist = 0. Somit folgt u(X) =
X49(X), d.h. u(X) ist ein Vielfaches von X¢.
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Damit haben wir die Behauptung im Spezialfall f nilpotent bewiesen. Jetzt konnen
wir den allgemeinen Fall mit Induktion nach n zeigen. Fiir n = 0 ist sie klar. Wir
nehmen an, sie gilt fiir alle Vektorraume der Dimension < n. Nach Lemma 8.5 ist
V = H,, ® W mit einem f-invarianten Unterraum W von f, fiir den Kern (f},, —
anid), ) = 0 gilt. Also ist Bild(f},, — aiid},,) = W. Aus u(f) = 0 folgt u(fix, ) =0
und u(f},,) = 0. Wir setzen 4(X) = u(X + o1). Dann ist a(fjy, — aiidn, ) =
u(fim,,) = 0.Da fig, — aiidjg, nilpotent ist, folgt nach dem schon behandelten
Fall der nilpotenten Endomorphismen

W(X) = X% (X)

fiir ein Polynom v und die Zahl d = min{j : (f|z,, — @1id|#a, ) =0}. Alsoistd = d;
die Groe des grofiten Jordankdstchens zu «; aus der Jordan’schen Normalform. Es
folgt

u(X) = (X —a1) = (X —a)Pug(X —ay) = 0 (X)(X — o)™

fiir das Polynom v1 (X) = vo(X — aq).

Nunist Bild( f},, —enid,,, ) = W, also auch Bild(f},, —auid,,, )" = W. Aus u(f,, ) =0
folgt v1(f),,) © (fi — ciid),, )™ = 0. Nun kénnen wir jedes w € W als w = (f —
a1id)% (w') fiir ein w' € W schreiben, woraus

v1(fjw ) (w) =0

folgt. Somit gilt v1(f},,) = 0. Wir konnen daher die Induktionsvoraussetzung auf
fiw W — W anwenden und erhalten

v1(X) = (X —ag)® ... (X —a,)"v(X)
fiir ein Polynom v(X'). Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel: Hat f : R® — RS die Jordan’sche Normalform

310 0 0
031 0 0
Argp=1]0 03 0 o0 |,
000 —1 0
000 0 -1

soistps(X) = (X —3)3(X +1).

Definitionsgemaéf ist das Minimalpolynom eines Endomorphismus f : V — V, fiir
den x ¢(X) vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, ein Teiler des charakteristischen Po-
lynoms x ¢(X). Also folgt
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Korollar 8.12 (Satz von Cayley-Hamilton) Sei f : V' — V ein Endomorphismus, so
dass xs(X) vollstandig in Linearfaktoren zerfallt. Dann gilt

xr(f)=0

Beweis : Es ist x¢(X) = v(X) - ps(X) fiir ein Polynom v(X). Also ist x¢(f) = v(f) o
ps(f) = 0 nach Satz 8.11. 0

Der Satz von Cayley-Hamilton gilt auch ohne die Voraussetzung, dass x;(X)
vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt (Siehe Aufbaukurs, LA I, § 6.) Zum Abschluss
dieses Kapitels wollen wir noch auf die Voraussetzung, dass x;(X) vollstindig in
Linearfaktoren zerféllt, eingehen.

Definition 8.13 Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
mit Koeffizienten in K eine Nullstelle in K hat.

Fundamentalsatz der Algebra: C ist algebraisch abgeschlossen.

Lemma 8.14 Ist K algebraisch abgeschlossen und f ein Polynom mit Koeffizienten
inK,sogilt f(X)=c¢(X —ai1)-...- (X —ap,)mitc,ai,...,a, € K.

Beweis : mit Induktion nach grad(f). Ist grad(f) < 1, so ist nichts zu zeigen. Fiir
beliebiges f von Grad > 2 sei «; eine Nullstelle von f. Wir dividieren f(X) mit Rest
durch X — a; und erhalten

f(X) = (X = a1)g(X) 4+ r(X),

wobei grad(r) < 1ist, dh. r(X) = ¢ € K. Durch Einsetzen von «; folgt ¢ = 0, d.h.
f(X) = (X — a1)g(X). Durch Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf g folgt
die Behauptung. O

Ist der Grundkorper K also algebraisch abgeschlossen (etwa K = C), so gelten
die Ergebnisse auf § 8 fiir beliebige Endomorphismen endlich-dimensionaler K-
Vektorrdume. In der Algebra lernt man, dass es fiir jeden Korper K einen algebraisch
abgeschlossenen Erweiterungskoérper K gibt.

9 Bilinearformen

Wir beginnen gleich mit der Definition:
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Definition 9.1 Es seien U, V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:VxW-—=U
heifit bilinear, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) flvg +v2,w) = f(vi,w) + f(ve,w) fur alle vy,v2 € Vund w € W
ii) f(v,w1 +wa) = f(v,w1) + f(v, we) fur alle v € V und wy, we € W.
iii) flaw,w) = af(v,w) = f(v,ow) firallea € K,v € Vundw € W.
Beispiel:
i) Die Produktabbildung
Km o ggmxn _, flxn
(A,B) — AB
ist bilinear.

ii) Essei A € K™*" eine beliebige (m x n)-Matrix. Dann definiert A eine bilineare
Abbildung
Ba: K™ x K" — K

durch 84 (v, w) = v* Aw.
Istetwa A = E,, € K™*", so ist die zugehorige bilineare Abbildung gerade
Bp, K" x K" — K
L1 Y1

ol > T1y1 + T2y + o+ TuYn.

Tn Yn

Fir A = (1 5 i’) € Q?*3 ergibt sich die bilineare Abbildung

Ba:Q@xQ° — Q

o) [ ( (12 s n
, —  (z1,
Ty Y2 1 2 1 0 1 Y2

Ys Ys
Y1
= (1422 2x1 3x1+22) | U0
Ys

= T1y1 + Toy1 + 231y2 + 3T1Y3 + T2Y3
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Lemma 9.2 Seien U, V,W K-Vektorrdume und f : V x W — U eine Abbildung.
Dann ist f genau dann bilinear, falls fiir alle v € V' die Abbildung

flo,—): W —=U
w o= flo,w)
linear ist und falls fiir alle w € W die Abbildung
flmw): Vo= U
v —  flv,w)
linear ist.
Beweis : Das folgt sofort aus Definition 9.1. O

Ab jetzt betrachten wir immer den Spezialfall U = K. Eine bilineare Abbildung
[V xW—=K
lasst sich folgendermafSen mit einer Matrix beschreiben.

Definition 9.3 Es sei f : V x W — K bilinear mit endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen V und W. Ferner sei B = (by,...,b,) eine Basis von V und C =
(c1,...,cpn) eine Basis von . Dann heif$t die (m x n)-Matrix

Myp.c = (f(bis¢))) _
j=1,....n

Koordinatenmatrix von f beziiglich B und C. Manchmal wird My g ¢ auch
Gram’sche Matrix genannt. Der Eintrag von M/ g ¢ an der Stelle (i, j) ist also ge-
rade f(b;, ¢;).
Die Basis B definiert einen Isomorphismus
kp:V — K™

v o~ Kky(v),

A
wobei die Eintrdge 3; von kp(v) = | : | durch

Brm

U:ﬁ1b1++ﬁmbm

definiert sind. Analog definiert die Basis C einen Isomorphismus ¢ : W — K".
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Lemma 9.4 Essei f : V x W — K bilinear und B = (by,...,b,,) eine Basis von V
sowie C' = (cy,. .., c,) eine Basis von W. Dann gilt fiirallev € V und w € W:

fv,w) = kp(v) My p oFic(w).

Beweis : Seien b; und ¢; Vektoren aus den Basen B und C. Dann gilt k5 (b;) = e; und
kc(ej) = e;, wobeie; € K™ und e; € K™ die entsprechenden Einheitsvektoren sind.
Also ist

kp(bi) My p.ckc(c;) = efMjy p.ce;

gerade der Eintrag von My g ¢ an der Stelle (i,7),d.h. glelch f(bi,c;).Sind v € V und
w € W beliebig, so schreiben wir v = Z Bib; und w = Z v;c; mit B;,7; € K. Also

1=

B !
istkp(v) =] : | und ke(w) = | : |.Da f bilinear ist, folgt

Bn Tn
flo,w) = f Zﬁibi,zw%‘
i=1 j=1
= > Bifbi Y )
i=1 Jj=1
= > By vl
i=1  j=1
= Y By vileiMyp.ce;)
i=1  j=1
= Y BileiMpoY e
i=1 Jj=1

— (Z @d) My p.c (Z ’Yjej)
i=1 J=1

= HB(U)th,B,CHc(w)-
(I

Dieses Resultat sagt, dass jede bilineare Abbildung f : V' x W — K nach Wahl von
Basen B von V und C von W durch die Koordinatenmatrix beschrieben werden kann.
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Wir koénnen Lemma 9.4 auch so ausdriicken: Das Diagramm

VxWwW
f
KB XKC K
Bum; g g
K™ x K"

ist kommutativ. Hier ist Bps, , . die durch M p ¢ induzierte bilineare Abbildung aus
dem obigen Beispiel.

Jetzt wollen wir untersuchen, wie sich die Koordinatenmatrix einer bilinearen Abbil-
dung dndert, wenn man zu anderen Basen iibergeht.

Proposition 9.5 Essei f : V x W — K bilinear und dimV = n, dim W = m. Ferner
seien Basen B und B’ von V sowie C' und C’ von W gegeben.

Wir bezeichnen (wie immer) mit PZ, bzw. PS, die Ubergangsmatrix von B nach B’
bzw. von C' nach C’. Dann gilt

My pcr = (P§ )My pcPS

Beweis : Es sei B’ = (b;,...,b,) und C' = (c;,...,c,). Dann hat P5" die Spalten
(kp(by),...,kp(b),)), die Matrlx PS’ hat die Spalten (r¢(c}), ..., rco(c,)). Definiti-
onsgemaf ist der Eintrag von My g/ ¢+ an der Stelle (4, j) gerade

f(bi,c)) x kp(b))" Mypc re(d))
= (i-te Zeile von (P§ )" )M 1.8.0(j-te-Spalte von P& D)
e (4,

= Eintrag an der Stelle (¢, j) in der Matrix (Pg)th,BVCPC/.

Also ist in der Tat My g v = (P5 )My p.c PS'. O

Nach ... ist jede invertierbare (m x m)-Matrix die Ubergangsmatrix von B zu einer an-
deren Basis von V' und jede invertierbare (n x n)-Matrix die Ubergangsmatrix von C
zu einer anderen Basis von W. Wir kénnen Proposition 9.5 also auch so formulieren:
Zwei Matrizen M, N € K™*" beschreiben genau dann dieselbe bilineare Abbildung
(beztiglich verschiedener Basen), wenn Matrizen P € GL(m, K) und ) € GL(n, K)
existieren mit

P'MQ=N
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Definition 9.6

i) Eine bilineare Abbildung f : V x W — K heifit nicht ausgeartet in der ersten
Variablen, falls aus
f(v,w) =0ftrallew e W

schon v = 0 folgt.
ii) f:V x W — K heifdt nicht ausgeartet in der zweiten Variablen, falls aus
f(v,w)=0furallev € V
schon w = 0 folgt.
Beispiel: Ist A = (1 2) € R'*2, soist

Ba:RxR? — R

N [—

nicht ausgeartet in der ersten Variablen, aber ausgeartet in der zweiten Variablen,

denn (4(x, <_12>) =0 furallez € R.

Ab jetzt betrachten wir nur noch den Fall V' = W. Eine bilineare Abbildung
f:VxV oK
nennt man auch Bilinearform auf V.

Definition 9.7 Sei f : V x V — K eine Bilinearform.
i) f heifst symmetrisch, falls fiir alle v, w € V gilt f(v, w) = f(w,v).
ii) f heiflt schiefsymmetrisch oder alternierend, falls fiir alle v € V gilt f(v,v) = 0.

Im Fall char(K) # 2 lassen sich schiefsymmetrische Bilinearformen auch anders cha-

rakterisieren.

Lemma 9.8 Sei charK # 2. Eine Bilinearform f : V x V — K ist genau dann schief-
symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V

f(U, w) = —f(’LU,’U)
gilt.
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Beweis : Ist f schiefsymmetrisch, so gilt fiir alle v,w € V:

O:f(v—l—w,v—i—w):f(v,v)—i—f(v,w)—|—f(w,v)+f(w,w):f(v,w)—i—f(w,v),

also f(v,w) = —f(w, v). (Dieses Argument funktioniert auch fiir char(K) = 2.)
Ist umgekehrt f(v,w) = —f(w,v) fiir alle v,w € V, so folgt f(v,v) = —f(v,v), also
2f(v,v) = 0. Wegen char(K) # 2 folgt f(v,v) = 0. O
Definition 9.9 Sei A = (aij)i’jzl,m,n e Knxn,

i) A heiflt symmetrisch, falls a;; = aj; fiir alle ¢, j gilt.

ii) A heifit schiefsymmetrisch, falls a;; = 0 fiir alle ¢ und a;; = —a;; fir alle ¢ # j

gilt.

Proposition 9.10 Sei f : V x V — K bilinear und B = (b1,...,b,) eine beliebige
Basis von V. Dann ist f genau dann symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, wenn die
Koordinatenmatrix My g p symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist.

Beweis : Ist f symmetrisch, so gilt
(My,,8)ij = f(bi:bj) = f(bj,b1) = (My,5,B)j,

also ist My p p symmetrisch. Ist umgekehrt My B symmetrlsch so folgt analog
f(bi,b5) = f(b;,b;) fur alle 4, j. Fir b = Z Bib; und ¢ = Z ~;b; in V folgt

i=1
flbe) = ZZ i, (bi,5)
= > Brvif (b, bi) = f(c,b),
i=1 j=1
Fiir schiefsymmetrische Formen bzw. Matrizen argumentiert man analog. O

Definition 9.11 Essei f : V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf V.

i) Dann heiflen v,w € V orthogonal beztiglich f (wir schreiben vlw), falls
f(v,w) =0ist.

ii) Ist z C V eine beliebige Teilmenge, so heifit die Menge
L={veV: flzr,v)=0fiirallex € X}

orthogonales Komplement von X beziiglich f. X ist ein Unterraum von V.
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iii) Ist v # 0 orthogonal zu sich selbst beziiglich f, d.h. gilt f(v,v) = 0, so heifit v
isotrop beziiglich f.

Beispiel: Es sei

L1 Y1
x
1. v = T1Y1 + TaY2 + T3Y3 — T4y
3 Y3
L4 Ya
1 0
1
die sogenannte Lorentzform, d.h. f = (4 fiir A = . . Dann ist f nicht
0 -1
1
0
ausgeartet in beiden Variablen. Der Vektor v = 0 erfillt f(v,v) = 0, d.h. v ist
1

isotrop.
Besitzt f einen isotropen Vektor v, so ist das orthogonale Komplement (V))* kein
Komplement im Sinne der Unterrdume von V, da

ve Nt #£0
gilt.

Proposition 9.12 Es sei charK # 2. Eine symmetrische Bilinearform f : V x V —
K mit f # 0 besitzt einen anisotropen Vektor, d.h. es existiert ein v # 0 in V' mit

F(v,0) #0.

Beweis : Ist f # 0, so gibtes v, w € V mit f(v,w) # 0. Falls f(v,v) # 0 oder f(w,w) #
0 sind, so folgt die Behauptung. Im Fall f(v,v) =0 = f(w,w) gilt

f(v+w7v+w> :f(vvv)+f(w7w)+2f(v’w) =2f(v,w) #0,

da char(K) # 2. O

Jetzt konnen wir einen Spezialfall angeben, in dem das orthogonale Komplement ein
Komplement im {tiblichen Sinn ist.

Seite 25



Proposition 9.13 Es sei f : V x VV — K eine symmetrische Bilinearform und v € V

anisotrop beziiglich f. Dann gilt V = (v) & (v)*.

Beweis : Wir zeigen zunéchst (v) N (v)1 = 0. Ist fiir a € K der Vektor av € (v) N (v)+,
so folgt 0 = f(v,av) = af(v,v). Da v anisotrop ist, gilt f(v,v) # 0, also a = 0, und

somit av = 0.

Nun zeigen wir (v) + (v)* = V. Sei w € V. Wir setzen a := J;((';f)) und schreiben
w = (w— av) + av. Bsist f(z — av,v) = f(w,v) — af(v,v) = 0, woraus w — av € {v)*
folgt. Also liegt w = (w — av) + av € (v)* + (v). O

Offenbar ist eine symmetrische Bilinearform f auf V genau dann nicht ausgeartet
in der ersten Variablen, wenn sie nicht-ausgeartet in der zweiten Variablen ist. Wir
nennen sie dann einfach nicht ausgeartet. Definitionsgemaf ist f genau dann nicht
ausgeartet, wenn V+ = 0 gilt. Wir konnen diese Eigenschaft wie folgt an der Koordi-
natenmatrix von f ablesen:

Satz9.14 Essei f : V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf V' und B =
(b1,...,by) eine Basis von V.

i) Dann gilt
Vvl = {’U eV: Mf,B}BFLB(’U) = 0}

Im orthogonalen Komplement von V sind also genau die Vektoren in V, deren
Koordinatenmatrix im Kern der durch Multiplikation mit My g p gegebenen
linearen Abbildung liegen. Wir kénnen V+ daher durch Losen eines linearen
Gleichungssystems bestimmen.

ii) f ist genau dann nicht ausgeartet, wenn My g g invertierbar ist.
Beweis :
i) Wir zeigen V+ = {v € V : Mj p grp(v) = 0}.
D" Ist My g pkp(v) = 0, so gilt nach Lemma 9.4 fiir alle w € V:
fw,v) = kp(w) My,p prp(v) =0,

alsoistv € VL.
,C"”: Angenommen, v € V+. Dann gilt firallew e V

0= f(w,v) 2 kp(w) My g prp(w).
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Der Vektor © = My g prp(v) = K™ hat also die Eigenschaft, dass fiir alle y €

Kn

ylr =0
gilt. Indem wir fiir y die Einheitsvektoren ey,...,e, einsetzen, sehen wir,
dass alle Koeffizienten von = = My g pr(v) verschwinden. Also folgt

MfyB’BIﬁJB(’U) =0.

ii) f ist genau dann nicht ausgeartet, wenn V+ = 0 ist, nach i) also genau dann,
wenn aus My g grp(v) = 0schonv = 0 folgt. Da kg : V — K™ ein Isomorphis-
mus ist, ist das dquivalent dazu, dass der Kern der Abbildung

K" — K"
r — Mjppr

gleich 0 ist, also zu der Tatsache, dass My g p invertierbar ist.

Beispiel:
i) Die Lorentzform f = 64, A = 1 ist nicht-ausgeartet.

ii) Die symmetrische Bilinearform

f:C?*xC?*> - C

T . )
! ) u = X1Y1 +122Y1 +1T1Y2 — T2Y2
T2 Y2

ist ausgeartet, da

gilt.

Definition 9.15 Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraumund f: V x V —
K eine symmetrische Bilinearform. Eine Basis B = (b4, . .., b, ) heifst Orthogonalbasis
von V beziiglich f, falls firallei # j b; L b; (d.h. f(b;,b;) = 0) gilt. Also ist B genau
dann eine Orthogonalbasis beziiglich f, wenn M g g eine Diagonalmatrix ist.

Ist B eine Orthogonalbasis, so konnen wir leicht priifen, ob f nicht ausgeartet ist.
Nach Satz 9.14 ist f ndmlich genau dann nicht ausgeartet, wenn die Diagonalmatrix
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My p p invertierbar ist, d.h. wenn alle Diagonalelemente f(b;,b;)(i = 1,...,n) dieser
Matrix ungleich Null sind.

Satz 9.16 Jede symmetrische Bilinearform f : V x V — K auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V' besitzt eine Orthogonalbasis.

Beweis : Ist f = 0, so ist jede beliebige Basis von V' eine Orthogonalbasis. Wir konnen
also f # 0 annehmen. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach dimV'. Fiir
dimV = 1 ist jede Basis von V eine Orthogonalbasis. Also nehmen wir an, die Be-
hauptung gilt fiir alle symmetrischen Bilinearformen auf Vektorrdumen der Dimen-
sion < dim V. Nach Proposition 9.12 besitzt f einen anisotropen Vektor v, und nach
Proposition 9.13 ist V = (v) @ (v)*. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt der Vek-

1 zusammen mit der Einschrdnkung von f auf (v)* x (v)* eine Ortho-

torraum (v)
gonalbasis (bs,...,by). Da f(v,b;) = 0fiuralle i = 2,...,n gilt, ist (v, b2, ..., b,) eine

Orthogonalbasis von V beztiglich f. O

Korollar 9.17 Sei A € K"*" eine symmetrische Matrix. Dann existiert ein P ¢
GL,(K), so dass P! AP eine Diagonalmatrix ist.

Beweis : Ist A symmetrisch, soist 84 : K" x K™ — K eine symmetrische Bilinearform.
Nach Satz 9.16 gibt es eine Orthogonalbasis B von K™ beziiglich 84, dh. M¢ g g
ist eine Diagonalmatrix. Ist C' die kanonische Basis von K™, so ist My ¢ c = A. Fiir
die Ubergangsmatrix P = P§ € GL,(K) gilt daher nach Proposition 9.5 M 5 p =
P'AP, woraus die Behauptung folgt. O

10 Symmetrische Bilinearformen iiber R

In diesem Kapitel werden wir symmetrische Bilinearformen auf endlich-
dimensionalen R-Vektorrdumen untersuchen. Wir beginnen gleich mit einem
Satz, der die Existenz besonders einfacher Orthogonalbasen garantiert.

Satz 10.1 (Tragheitssatz von Sylvester) Es sei V ein endlich-dimensionaler R-
Vektorraum und f : V x V — R eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert
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eine Basis B von V/, fiir die gilt:

n—r—s

0

Hier sind r, s > 0 mit 7 + s < n. Das Zahlenpaar (r, s) ist durch f eindeutig bestimmt,
es heifit Signatur von f.

Beweis : Nach Satz 9.16 existiert eine Orthogonalbasis ¢4, ..., ¢, von V beziiglich f.

Wir nummerieren diese so, dass
firl<:<r

0
fleiei) <0 firr+1<i<r+s
0

firr+s+1<i<n

gilt. Firi =1,...,r setzen wir a; = v/ f(¢;, ¢;) und definieren b; = glici.

Dannist f(b;, b;) = 2z f(ci, ;) = LFiiri = r+1,...,r+s setzen wir o; := \/—f(cs, ¢;)
und definieren b; = a%ci. Dann ist f(b;,b;) = O%gf(ci,ci) = —1.
Firi=r+s+1,...,nsetzen wir b; = ¢;.

Dann ist B = (by, ..., b,) eine Orthogonalbasis von V beziiglich f, fiir die

E,
My pp = —E;

gilt.
Jetzt miissen wir noch zeigen, dass (r, s) durch f eindeutig bestimmt sind. Wir neh-
men an, B’ ist ebenfalls eine Orthogonalbasis mit

E,
My pr = —E;
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Dann miissen wir = r’ und s = s’ zeigen. Offenbar ist r + s = rang(M; g ) und
'+ s = rang(M; p ). Ist P = PE, € GL,(R) die Ubergangsmatrix von B nach
B’, so gilt nach Proposition 9.5 P*My g/ P = My g . Da P invertierbar ist, folgt
rang(My g p) =rang(M; g ), alsor +s =1+

Als néchsten Schritt zeigen wir, dass die r + (n — ') Vektoren by, ... ,b,, by, ,..., 0],

linear unabhéingig sind. Haben wir das gezeigt, so folgt

r+(n-—7r")<dimV =n,

alsor < r'.
T n
Esseialso Y a;b;+ > pf;b, = 0mita;, [; € K eine Linearkombination der Null.
i=1 =1 +1
(3 , =r'4+ "
Wir setzenv = > a;b; = — > (;b.. Dann ist

=1 i=r'+1

flo,v)=f (XT: ;b i%@‘) = eraif(bi,i:aibi) = ia?f(biabi) = ZT:OK? >0,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

da B = (b, ...,by,) eine Orthogonalbasis mit f(b;,b;) > 0 fiir 1 <4 < rist.

Analog rechnen wir

7"+s'

Jlow)=f(= 3 B~ D A= Y BfGLY) =~ > B <0,
i=r'+1 i=r'+1 i=r/+1 i=r/41

da B = (b}, ...,b),) eine Orthogonalbasis mit f(b},b;) < 0 fur+' +1 <i <7’ +s und
fLb)=0furr +s +1<i<n.

r r'+s’
Also folgt > a2 = — Y 2 =0,dha; = =a =0und B4 = -+ =
i=1 i=r+1
Briys = 0.Dannist > ;b = 0, also auch /4541 = --- = , = 0. Somit
i=r'+s'+1
sind by, ..., b, 0., ,...,b;, in der Tat linear unabhéngig und es folgt r < '. Dasselbe

Argument mit vertauschten Rollen liefert v’ < r, alsor = +’. Dar + s = 1’ + s gilt,
folgt auch s = §'. Die Signatur (r, s) ist also tatsdchlich eindeutig durch f bestimmt.
(]

Wir lernen jetzt eine weitere wichtige Eigenschaft von symmetrischen Bilinearformen
iiber R kennen.
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Definition 10.2

i) Eine symmetrische Bilinearform f : V x V — R auf einem endlich-
dimensionalen R-Vektorraum V" heifit positiv definit, wenn fiir alle v # 0 aus
V die Ungleichung f(v,v) > 0 gilt. Eine positiv definite symmetrische Bili-
nearform auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V' nennt man auch
Skalarprodukt auf V.

ii) Eine symmetrische Matrix A € R™*" heift positiv-definit, falls 34 : R” x R" —
R positiv definit ist, d.h. falls fiir alle z # 0 aus R™ die Ungleichung z‘Az > 0
gilt.
dy
Beispiel: Eine Diagonalmatrix A = € R™*" ist genau dann positiv
dy,
definit, wenn alle d; > 0 sind. Fiir A = E,, heifit die positiv definite symmetrische
Bilinearform

():R"xR" — R"
T Y1

I = Tyt Tpln
Tn Yn

kanonisches Skalarprodukt auf R".

Lemma 10.3 Eine symmetrische Bilinearform f auf dem endlich-dimensionalen R-
Vektorraum V ist genau dann positiv definit, wenn fiir eine Basis B von V' die Koor-
dinatenmatrix My g g positiv definit ist. Dann ist fiir jede beliebige Basis B von V die
Koordinatenmatrix M g p positiv definit.

Beweis : Es sei B eine beliebige Basis von V. Es ist f(v,v) = kp(v)' My p prp(v) nach
Lemma 9.4. Da kg : V — R" ein Isomorphismus ist, ist f genau positiv definit, wenn
My g, p positiv definit ist. O

Definition 10.4 Es sei f : V' x V — R eine symmetrische Bilinearform auf einem
endlich-dimensionalen R-Vektorraum. Eine Basis B = (by,...,b,) von V heifst Or-
thonormalbasis von V beziiglich f, falls
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gilt.

Eine Basis B ist also genau dann eine Orthonormalbasis von V beziiglich f, wenn
My g g = E, gilt. In diesem Fall ist die Signatur von f gleich (n,0). Existiert eine
Orthonormalbasis von V beziiglich f, dannist f positiv definit. Wir zeigen nun, dass
auch die Umkehrung gilt.

Satz 10.5 Ist f eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf dem endlich-
dimensionalen R-Vektorraum V/, so gibt es eine Orthonormalbasis von V beziiglich

I

Beweis : (mit Hilfe des sogenannten Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsver-
fahrens) Wir wahlen eine beliebige Basis C' = (cq,...,¢,) von V und konstruieren
daraus eine Orthonormalbasis. Da f positiv definit ist, ist f(c1,¢1) > 0, also gilt fiir
by = \/ﬁcl die Gleichung f(b1,b1) = 1.

Als ndchsten Schritt suchen wir einen Vektor by € (b1, c) mit by L b, Der Ansatz
b/2 = a1 by + ¢y liefert f(bl, bl2) = Oélf(bl, bl) + f(bl, Cg) =] + f(bl, 02). Also gllt fur

a1 = _f(blch) S Rv

dass der Vektor b5 = ayby + co orthogonal zu b, ist. Offenbar gilt (b1, b5) = (b1,c2) =
1

f(b5b5)

ren in V mit (b1, bs) = (c1,c2) und f(b;,b;) = d;; flir i = 1, 2. So fahren wir fort. Sind

Vektoren (by,...,b;) mit (by,...,bk) = (c1,...,ck) und f(b;,b;) = &;; gefunden, so sei

(c1, c2). Wir setzen wieder by = by und erhalten so ein Paar(b;, b2) von Vekto-

a1 = —f(bi,cut1)s - 00 = — f(br, crt1)-

Der Vektor b}, = a1by + - -+ + agby + ¢4 erfiillt dann

J(bi, bry1)

k
Fbis Y azbs) + f(biycirn)
j=1
= a; + f(bi,ck41) = 0.

Mit bgyq = Wb; 4 erhalten wir ein System (by,. .., br41) von Vektoren, so
k+1""k+1
dass (bi,...,bgt1) = (c1,...,crt1)) und f(b;, b;) = §;; gilt. Sind alle ¢; verbraucht, so

haben wir eine Orthonormalbasis B = (b4, ..., b,) gefunden. O

Wir hétten Satz 10.5 auch ganz einfach mit dem Sylvesterschen Tragheitsgesetz be-
weisen konnen. Der hier angegebene Beweis liefert allerdings ein effektives Verfah-
ren, um eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Dieses Resultat wollen wir noch fiir
Matrizen umformulieren.

Seite 32



Satz 10.6 Sei A € R"*". Dann sind dquivalent.

i) Es gibt eine Basis B von R" mit A = M g g, wobei (,) das kanonische Skalar-
produkt auf dem R™ ist.

ii) Es gibtein P € GL(n,R) mit A = P'P.
iii) A ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis : i) = iii) ist klar mit Proposition 9.10 und Lemma 10.3

iii) = ii) Wir wenden Satz 10.5 auf die positiv definite symmetrische Bilinearform
B4 : R" x R® — R an. Es gibt also eine Orthonormalbasis B von R" beziiglich 54,
dh. Mg, 55 = E,. Es sei C die kanonische Basis des R” und P = P§ € GL(n,R).
Dann gilt nach Proposition 9.5: A = Mg, ¢,c = P'E,P = P'P.

ii) = i): Es sei C' = (ey, . .., e,,) die kanonische Basis des R". Nach Lemma 6.13 gibt es
eine Basis B von R" mit P = P. Dann ist

9.5
My pp = P'MyccP

= Pip=A.
O

Wir wollen jetzt noch ein Kriterium zeigen, mit dem man feststellen kann, ob eine
Matrix positiv definit ist.
Definition 10.7 Sei A = (aij)i,j:17,__,n € R™*", Es sei

a1 Lo A1k

A= .| e RF¥E
a1y ... Qg

die obere linke k x k-Untermatrix von A. Die Werte det A1, det Ao, ...,det A,, = det A
heiflen Hauptminoren von A.

-1 1
) sind det A; = —1,det Ay = det A = 1 die Hauptmino-

Beispiel: Fiir A = (
1 -2

ren.

Satz 10.8 Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist genau dann positiv definit, wenn
alle Hauptminoren positiv sind, d.h. wenn det A, > 0 fir k =1, ..., n gilt.

Beweis : Angenommen, A ist positiv definit. Dann gibt es nach Satz 10.6 ein P ¢
GL(n,R) mit A = P'P. Daher ist det A = det(P'P) = (det P)? > 0.
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Fiir alle £ > 1 sei V}, der von den ersten k Einheitsvektoren ey, ..., e, aufgespannte
Unterraum von R”. Die Matrix A definiert eine positiv definite symmetrische Bili-
nearform (4 auf R™. Auch ihre Einschrankung /5 Alv, auf Vj, ist positiv definit. Die
Koordinatenmatrix von 3 Alv, beziiglich ey, . . ., ey, ist gerade Aj. Also gilt det A;, > 0.
Wir nehmen umgekehrt an, alle Hauptminoren von A seien positiv und zeigen mit
Induktion nach n, dass A dann positiv definit ist. Fiir n = 1 ist das klar. Also konnen
wir annehmen, dass A,_;, deren Hauptminoren gerade A, ..., A, sind, positiv
definit ist. Nach Satz 10.6 gibt es dann ein Q € GL(n— 1,R)mitQ A,,_1Q"' = E,,_1.Es

E,_
! ") Durch (n — 1) elementa-
* *

_ 0 _
sei P = (%2 ) € GL(n,R). Esist P AP" =
re Zeilenumformungen, also Multiplikation mit Elementarmatrizen L,,_1, ..., L; von
links, kann man die ersten (n — 1)-Eintrage der letzten Zeile eliminieren. Da PAP?
symmetrisch ist, kann man mit den analogen Spaltenoperationen, also durch Mul-
tiplikation mit L},..., L!, | von rechts, die ersten (n — 1) Eintrége der letzte Spalte
En—l

c

eliminieren. Fiir P = L,,_ --- L P gilt also PAP' = fiir ein ¢ € R. Aus

det A > 0 folgt ¢ > 0. Somit ist PAP" positiv definit, woraus mit Lemma 10.3 auch A

positiv definit folgt. O

Definition 10.9 Ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum V' mit einer positiv de-
finiten, symmetrischen Bilinearform (,) : V' x ¥V — R heifit auch euklidischer Vek-
torraum.

Ist (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum, so kénnen wir fiir alle v € V eine Linge

[lv|]| = /{v,v) definieren. Es gilt dann

Lemma 10.10
i) ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.
i) Fur alle v,w € Vist |jv + wl|| < ||v]| + ||w|| (Dreiecksungleichung)
iii) Fir alle v,w € V ist |(v, w)| < ||v|| ||w|| (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung).
Beweis :

i) ||| =0« (v,v) =0« v=0,da (,) positiv definit ist.
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ii) folgt aus iii), denn es gilt

lo+wl® = (wtwv+w) =(00v)+2(v,w)+ (w,w)
10l + 2(v, w) + [Jw]]?

< Pl + 20w, w)] + [l ?
(iii) 9 9 9
< [l + 2ol wl] + llwl” < ([fol] + [fw]])”

iii) Es sei W = (v,w) C V. Die Einschrdnkung von (,) auf W ist ebenfalls eine
positiv definite, symmetrische Bilinearform (also ein Skalarprodukt) (, )y auf
W.

Ist dim W = 1, so konnen wir v = Aw fiir ein A € K annehmen. Dann gilt
(v, w)] = [A] [|w]* = [[o]] [[w]|-

Ist dim W = 2, so ist (v, w) eine Basis von . Die Koordinatenmatrix der Biline-
arform (, ) beziiglich dieser Basis ist

Nach Lemma 10.3 ist A positiv definit, also ist nach Satz 10.8
det A = (v,v){w,w) — (v,w)? > 0.

Es folgt also ||v]|? ||w]|? > (v, w)?, und daher ||v|| ||w|| > [{v, w)|.
(I

Ist (V, (,)) ein euklidischer Vektorraum und B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis
von V beziiglich (, ), soist kg : V' — R™ ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen, der

(,) in das kanonische Skalarprodukt des R™ tiberfiihrt. Es gilt ndmlich fir v = >~ a;b;
i=1

und w = Xn: ﬂ,’bil
i=1

(v,w) = <ZabZﬂb>
i=1 =1
. B
= Zaiﬁiz(ai,--wan)
= O

= rp(v)kp(w).
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Auf einem euklidischen Vektorraum (V, (, )) kann man nicht-orientierte Winkel defi-
nieren.

Definition 10.11 Fiir v,w € V' \ {0} sei 6 € [—n, 7| eine Zahl mit

cosb = M
(o] [[wl]

Dadurch ist 6 bis auf das Vorzeichen +1 eindeutig festgelegt. Nach der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung ist ndmlich —1 < ow) < 1. 0 heifst (nicht-

(o]l [Jwl]

orientierter) Winkel zwischen v und w. Aus dieser Definition folgt sofort ||v + w||* =
19112 + [lwl[* + 2] [v]] [Jw]| cos 6.

In einem euklidischen Vektorraum (V, (, )) ist fiir jeden Unterraum W C V das ortho-
gonale Komplement W+ ein Komplement im Vektorraumsinne, d.h. es gilt

Waowt=Vv

(siehe Ubungsaufgaben). Jedes v € V hat also eine eindeutige Darstellung v = w + v’
mit w € W,w’ € W+. Die Abbildung

p:V - W

v o= w

ist linear. Es ist p(v) = w genau dann, wenn v — w € W+ liegt. p heifit orthogonale
Projektion von V auf W.

Lemma 10.12 Es sei W C V ein Unterraum des euklidischen Vektorraums (V, (,))
und (w1, ..., w,) eine Orthonormalbasis von W. Dann gilt fiir die orthogonale Pro-
jektion p : V. — W: Fur alle v € V ist p(v) = (v,w1)w1 + - - - + (v, wr)w,.

T
Beweis : Wir setzen @ = ) (v, w;)w;. Furallej = 1,...,r gilt
i=1

(v —w,w;j) = (v— Z(v,wi>wi,wj> = (v,w,) — (v,w;) = 0.

Also ist v — w € W+, woraus p(v) = w folgt. O

Es sei (V, (,)) ein euklidischer Raum.
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Definition 10.13

i) Eine lineare Abbildung f : V' — V heifit Isometrie (beztiglich (,)), falls fiir alle
v,weV
(f(v), f(w))) = (v, w)
gilt.
ii) Eine Matrix A € R"*™ heifit orthogonal, falls A'A = E,, gilt.

Offenbar ist jede Isometrie injektiv, also ein Isomorphismus, falls V' endlich-
dimensional ist. Eine Matrix A ist definitionsgeméfi genau dann orthogonal, wenn
Aa @ R" — R” eine Isometrie beziiglich des kanonischen Skalarproduktes ist. Jede
orthogonale Matrix A ist invertierbar mit A=! = A?. Also gilt auch AA* = E,,. Ist V
endlich-dimensional, so ist

OV, (,))={f:V — V: fIsometrie }

eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen.
Ebenso bildet die Menge

O(n,R) = {AeR"™": Aorthogonal }
= {AeR™": A'A=E,}

eine Untergruppe von GL(n,R) beziiglich der Multiplikation von Matrizen, die so-
genannte orthogonale Gruppe. Jedes A € O(n, R) erfiillt wegen A'A = E,, die Glei-
chung (det A)? = 1, also ist det A € {£1}. Die Menge SO(n,R) = {4 € O(n,R) :
det A = 1} ist eine Untergruppe von O(n, R), sie heifit spezielle orthogonale Grup-
pe.

11 Hermitesche Formen uber C

Ist der Grundkorper K = C, so ist es sinnvoll, statt mit symmetrischen Bilinearfor-
men mit den sogenannnnten hermite’schen Formen zu arbeiten.

Definition 11.1 Sei V ein C-Vektorraum. Eine hermite’sche Form auf V ist eine Ab-
bildung
f:VxV-=C

mit folgenden Eigenschaften:
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i) f istlinear in der zweiten Variablen:
flo,wy +wa) = fv,wy) + f(v,wz) und
f(rUv CY’LUl) = Oéf(’u, ’UJ1)
ftr alle v, wy,we € V und o € C.

ii) f ist konjugiert-linear in der ersten Variablen:

f(v1,w) + f(va,w) und
af(vy,w)

flo1 + vo,w)
f(avhw)

fiir alle vy, v, w € V und a € C.
iii) f ist konjugiert symmetrisch, d.h.

f(v,w) = f(w,v) fur allev,w € V.

Eine Abbildung f, die nur die Eigenschaften i) und ii) besitzt, wird auch Sesquilinar-
form genannt (lat. sesqui bedeutet soviel wie anderthalbfach).

Beispiel: (,) : C" x C" — C, (z,y) = T'y ist eine hermite’sche Form.
Ist f eine hermite’sche Form auf V, so gilt fiir alle v € V nach iii) aus Definition 11.1:
f(0,0) = f(v,0), dh. f(v,0) € R.

Definition 11.2 Eine hermite’sche Form f auf dem komplexen Vektorraum V' heifst
positiv definit, falls fiir alle v # 0 aus V

flv,0) >0

gilt. Da f(v,v) eine reelle Zahl ist, ist diese Definition sinnvoll.
Beispiel: Die Form (z,y) = T'y ist positiv definit auf C".

Definition 11.3 Ein C-Vektorraum V zusammen mit einer positiv definiten hermi-
te’schen Form heifSt unitirer Vektorraum. In einem unitdren Vektorraum (V/ (,)) ist
durch ||v|| = v/(v, v) eine Lange von Vektoren definiert. Diese erfiillt die Eigenschaf-
ten i)-iii) aus Lemma 10.10, wobei man in iii) den komplexen Absolutbetrag verwen-
den muss. (Priifen Sie das!)

Nun betrachten wir die Koordinatenmatrizen zu hermite’schen Formen.
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Definition 11.4 Ist f eine hermite’sche Form auf dem C-Vektorraum V und B =
(b1,...,b,) eine Basis von V, so ist die Koordinatenmatrix M 5 g von f beziiglich
B definiert als die Matrix mit den Eintrdgen (f(b;, b;))i ;-

Lemma 11.5 Ist f eine hermite’sche Form auf V und B = (b4, ...,b,) eine Basis von
V, so gilt fiir alle v,w € V die Gleichung

flo,w) = nb(v)tMﬁB,BnB(w).

Beweis : analog zu Lemma 9.4 O

Proposition 11.6 Ist M/ = M; g g die Koordinatenmatrix einer hermite’schen Form
f,so gilt
M =M.

Beweis : Der Eintrag von M an der Stelle (3, j) ist definitionsgemaf3
f(bubj) = f(bj7bi)7
also gleich dem Eintrag von M an der Stelle (4,9)- O

Definition 11.7 Fiir A € C"*" schreiben wir A* = A' und nennen A* die Adjungierte
zu A. Eine Matrix A heifst hermite’sch, falls A = A* gilt.

Hier muss man mit der Terminologie aufpassen: Die Adjungierte A* hat nichts mit
der adjungierten Matrix aus den Cramer’schen Regeln zu tun.

Ist A € C"*™ hermite’sch, so ist A von der Form

ail a2 ... Qinp
aip a2 ... Q2p
A =
Aip  QA2n ... Qdnn
mit reellen Diagonaleintragen a1, . . ., @pp.
Beispiel: A = _— ist hermite’sch. Eine Matrix mit reellen Eintragen ist hermi-
—1

te’sch, wenn sie symmetrisch ist.

Fiir Koordinatenmatrizen hermite’scher Formen hat man folgendes Basiswechselre-
sultat:
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Proposition 11.8 Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraumund f: V xV — C
hermite’sch. Sind B und B’ Basen von V und P = P5’ die Ubergangsmatrix, so gilt

=t
Mf,B’,B/ =P MfyB’BP.

Beweis : Ist B = (b1,...,b,) und B’ = (b),...,b),), so ist der Koeffizient an der
Stelle (4, j) von My g/ g gerade f(b:,b;) ™ ke (V) My 5 prp (Y, %), also gleich dem
Koeffizienten an der Stelle (7, j) von P'M #,B,BP. O

Definition 11.9 Ist (V, (,)) ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum, so heifst
eine Basis B = (b1, ..., b,) Orthonormalbasis von V, falls (b;, b;) = d;; gilt.

Man kann das Gram-Schmidt-Verfahren auf unitdre Vektorrdume tibertragen und so
die Existenz einer Orthonormalbasis zeigen.

Satz 11.10 Essei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und f : V xV — C eine
positiv definite hermite’sche Form. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis beztiglich

I

Beweis : analog zum Beweis von Satz 10.5 O

Definition 11.11 Ist (V/ (,)) ein unitdrer Vektorraum, so heifit eine lineare Abbildung
f:V — V eine Isometrie von V (beztiglich (,)), falls fiir alle v,w € V

(f(), f(w)) = (v,w)
gilt.
Ist V endlich-dimensional, so ist jede Isometrie ein Isomorphismus und wie im eukli-

dischen Fall bildet die Menge aller Isometrien f : V' — V eine Gruppe, die auch mit
U(V, ()) bezeichnet wird.

Definition 11.12 Eine Matrix A € C™*" heifst unitir, falls A*A = E,, gilt.

Jede unitdre Matrix A ist invertierbar mit A=! = A*. Also gilt auch AA* = E,,. Ist A
unitér, so ist | det A% = 1.
Definitionsgemaf3 ist A € C"*" genau dann unitdr, wenn A4 : C* x C” eine Isometrie
beziiglich der kanonischen hermite’schen Form
Cc"xCc" — C
(zy) — Ty
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ist.

Die reellen unitdren Matrizen sind gerade die orthogonalen Matrizen. Die Menge
U(n,C) = {A € C"*™ : A unitdr } ist eine Untergruppe von GL(n, C), die sogenannte
unitire Gruppe. Die Menge SU(n,C) = {4 € U(n,C) : det A = 1} der unitdren
Matrizen der Determinante 1 bildet eine Untergruppe von U (n, C), sie heifst spezielle
unitdare Gruppe.

Abjetztsei (V, (,)) ein n-dimensionaler unitdrer Raum, d.h. (, ) ist eine positiv definite
hermite’sche Form auf V. Wir wollen nun fiir geeignete Endomorphismen f : V —
V eine Orthonormalbasis von (V, (,)) finden, so dass die Koordinatenmatrix von f
Diagonalgestalt hat.

Satz 11.13 Essei f : V — V linear und es sei B eine Orthonormalbasis von (V, (,)).
Wir betrachten die Koordinatenmatrix A = Ay g g der linearen Abbildung f.

i) Aist genau dann hermite’sch, wenn (v, f(w)) = (f(v), w) fir alle v, w € V gilt.
Die lineare Abbildung f heifit dann selbstadjungiert beziiglich (, ).

ii) A ist genau dann unitdr, wenn (v, w) = (f(v), f(w))) fur alle v,w € V gilt, also
genau dann, wenn f eine Isometrie von (V, (,)) ist.

Beweis : Da B eine Orthonormalbasis ist, ist die Koordinatenmatrix von (, ) beztiglich
B gerade die Einheitsmatrix. Nach Lemma 11.5 gilt also fiir alle z, y € V, dass (z,y) =
kp(z)tkp(y) ist. Ferner gilt nach Proposition 6.11 fiir alle € V, dass kp(f(z)) =
Arp(z) ist.

i) Ist A hermite’sch, d.h. gilt A = 4, s0 folgt fiir alle v, w € V:

(v, f(w)) = rp() kp(fw))
= nB(v)tAnB(w)
= KB(v)tZtﬁB(w)

= (Arp(v)) kp(w)
= (f(v),w).

Ist umgekehrt f selbstadjungiert beziiglich (, ), so folgt fiir Elemente der Ortho-
normalbasis B = (by,...,by,):

(bi f (b)) = (£ (bi), bj),
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also gilt

GZ‘ABJ' =

f(
kB(f(
Arp(b;)) kp(b;
rp(b;) A

ot
e;Aej,

woraus A = Zt, d.h. A hermite’sch, folgt.

ii) Ist A unitdr, d.h. gilt A*A = E,,, so folgt fiir alle v,w € V:

Ist umgekehrt f eine Isometrie beziiglich (, ), so gilt fiir alle ¢, j € {1,...

dh A*A=E,.

(f(v), f(w))

IAVES
e; A% Ae;

= k() A Arg (b))
= Arp(b)"(Arp(b;))
= wp(f(b:) kp(f(b)))
= (f(ba), f(b)))

= (bi,bj)

= ¢

R

Jetzt konnen wir folgenden wichtigen Satz zeigen:

Satz 11.14 (Spektralsatz, auch Satz von der Hauptachsentransformation genannt)

i) Sei (V,()) ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum und f: V — V eine
selbstadjungierte lineare Abbildung, d.h. es gilt (f(v),w) = (v, f(w)) fir alle
v,w € V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von (V'(,)), die nur aus Eigen-

vektoren von f besteht. Insbesondere ist f diagonalisierbar.
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ii)

Sei A eine hermite’sche Matrix in C"*". Dann gibt es eine unitire Matrix P €
U(n,C), so dass
PAP* eine Diagonalmatrix

mit reellen Eintrdgen ist.

Beweis : (mit Induktion nach n = dim V')

i)

Ist dim V' = 0, so ist die Behauptung klar. Wir nehmen also an, n = dimV > 1
und die Behauptung gilt fiir alle Vektorrdume der Dimension < n. Das charak-
teristische Polynom x ¢(X) € C[X] hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra
eine Nullstelle a € C. Diese ist ein Eigenwert von f, also besitzt f einen Eigen-
vektor b;. Wir normieren by so, dass (b1,b1) = 1 ist (indem wir gegebenenfalls
by durch HZ%H ersetzen). Indem wir b; zu einer beliebigen Basis von V' ergédnzen
und dann das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden, konnen wir b; zu einer Or-

thonormalbasis B = (by,...,b,) ergidnzen. Die Koordinatenmatrix Ay 5 p hat
dann folgende Gestaalt:
a * ... *
0
A = : A
0

mit einer Matrix A’ € C(»=1)x(n=1),

Da f selbstadjungiert ist, ist nach Satz 11.13 die Matrix As g g hermite’sch, d.h.
es gllt Af7B7Bt = Af,B,B-

a 0 ... 0
0
Alsofolgt Ay g = | . mit einer hermite’schen Matrix A’.
: A
0
Somit bildet f den von B’ = (bh,...,b),) erzeugten Unterraum W von V in

sich ab, und es gilt Ay, g pr = A’. Da A’ hermite’sch ist, ist f|,, nach Satz
5.13 selbst-adjungiert. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Ortho-
normalbasis C' = (ca, ..., c,) von W, so dass Ay, ¢ ¢ eine Diagonalmatrix ist.
Aber dann ist (by, ¢a, . .., ¢,) eine Orthonormalbasis von V, so dass die Koordi-
natenmatrix von f beziiglich dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.

Wir betrachten die lineare Abbildung A4 : C* — C". Da A hermite’sch ist, ist
A4 nach Satz 11.13 selbstadjungiert beziiglich des kanonischen Skalarprodukts
(,) auf C".
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Nach i) existiert also eine Orthonormalbasis B = (b4, ..., b,) von C” beziiglich
(,), so dass die Koordinatenmatrix von A 4 beztiglich B Diagonalgestalt hat.

Ist P die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu B, so ist also PAP~*
eine Diagonalmatrix. Nun ist P! die Ubergangsmatrix von B zur kanonischen
Basis, also die Matrix mit den Spalten by, ...,b,. Da B eine Orthonormalbasis
beziiglich (,) ist, folgt also (P~1)*P~! = E,,, d.h. P~! ist unitdr. Somit ist auch
P unitdr mit P! = P*, woraus die Behauptung folgt.

O

Korollar 11.15 Es sei (V,{(,)) ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum und ¢ : V' x
V' — C eine weitere hermite’sche Form auf V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B
von (V, (,)), die gleichzeitig Orthogonalbasis von ¢ ist. Die Formen (,) und ¢ lassen
sich also simultan diagonalisieren.

Beweis : Es sei C eine beliebige Orthonormalbasis von (V; ()). Nach Proposition 11.6
ist die Koordinatenmatrix M = M, ¢ ¢ hermite’sch. Also existiert nach Satz 11.14
ii) ein P € U(n,C), so dass PM P* eine Diagonalmatrix ist. Die Matrix P ist nach
Lemma 6.13 die Ubergangsmatrix von C zu einer Basis B = (b, ...,b,) von V. Also
ist P* = P~! = P&, so dass aus Proposition 11.8 PM P* = M; p 5 folgt. Da diese
Matrix eine Diagonalmatrix ist, ist B eine Orthogonalbasis beziiglich ¢. Ferner ist
My c,c = En, also folgt wieder mit Proposition 11.8: My g p = PE,P* = E,.
Somit ist B eine Orthonormalbasis beztiglich (, ). O

Korollar11.16 Ist f : V' — V eine selbstadjungierte Abbildung eines endlich-
dimensionalen unitdren C-Vektorraums, so sind Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten orthogonal zueinander. Insbesondere sind sie linear unabhangig.

Beweis : Nach dem Spektralsatz gibt es eine Orthonormalbasis B = (b1,...,b,) von
V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Wir nummerieren die b; so, dass fiir die
paarweise verschiedenen Eigenwerte o, . .., o, von f gilt:

<b17 ceey bm1> = Vau <bnz1+1v e abml—&-ma> = Vazv sy <bm1+-~+mr_1+1a ceey bn> = Vaw

Sind v und w Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, liegt also v € V,,, und
w € Vg, fiir a; # aj, so folgt v L w. O

Ist f also eine selbstadjungierte Abbildung mit paarweise verschiedenen Eigenwer-
ten a1, ..., a,, so ist jede Basis B aus Eigenvektoren von f eine Orthogonalbasis, die
man durch Normieren der Basisvektoren in eine Orthonormalbasis tiberfithren kann
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—1

Beispiel: Es sei A = ( ;) . Dann ist

Xa(X)=(X-2)2-1=X?-4X+3=(X - 1)(X - 3),

d.h. A hat die Eigenwerte 1 und 3. Losen der Gleichungssysteme (A — E3)z = 0 und
(A — 3E3)z = 0 liefert Eigenvektoren

1 1
viz( z) zu 3 und v = (z) zu 1.

1/\/§ 1 I 1/\/§
YN, i = \i/ve

[lvg
Orthonormalbasis fiir (C?, {,)) aus Eigenvektoren von A. Fiir

(VR NE (e R\ (Ve iR
—i/v2 iv2 ) \=iv2 i) \1ve —i/v2)’

pap (3 0).
0 1

Satz 11.17 Es sei (V, (,)) ein unitdrer Vektorraum. Dann sind alle Eigenwerte eines

Sei v; = v =
1 [Jo1]] 71

und vy = ) Dann ist (v, v9) eine

gilt also

selbstadjungierten Endomorphismus f von V reell.

Beweis : Die Aussage folgt aus dem Spektralsatz, wir konnen sie aber auch direkt
zeigen. Ist v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert «, so gilt ndmlich (f(v),v) =
(v, f(v)), da f selbstadjungiert ist. Also folgt

a(v,v) = {av,v) = (f(v),v) = (v, f(v)) = (v, av) = (v, v).

Da v # 0ist, ist (v,v) # 0, also ist @« € R. O

Insbesondere sind also auch alle Eigenwerte einer hermite’schen Matrix reell. Also
hat jede symmetrische Matrix A € R®*" nur reelle Eigenwerte, d.h. das charakteristi-
sche Polynom x 4 (X) zerfdllt iiber R vollstindig in Linearfaktoren.

Ganz analog zum Spektralsatz Korollar 11.15 fiir unitdre Vektorrdume kénnen wir
einen Spektralsatz fiir euklidische Vektorraume zeigen. Dazu betrachten wir jetzt
fur kurze Zeit wieder einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum (V (, )).
(Zur Erinnerung: V ist also ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit einer positiv
definiten symmetrischen Bilinearform (, )). Dann gilt analog zu Satz 11.13:

Seite 45



Satz11.18 Es sei f : VV — V eine lineare Abbildung und B eine Orthonormalbasis
von (V, (,)). Dann gilt fiir die Koordinatenmatrix A = Ay p p:

i) Aist genau dann symmetrisch, wenn (v, f(w)) = (f(v), w) fir alle v, w € V gilt.
Die lineare Abbildung f heifit dann selbstadjungiert beztiglich (, ).

ii) A ist genau dann orthogonal, wenn (v, w) = (f(v), f(w)) fir alle v,w € V gilt,
also genau dann, wenn f eine Isometrie von (V, (,)) ist.

Beweis : Da B eine Orthonormalbasis ist, ist die Koordinatenmatrix von (, ) beziiglich
B die Einheitsmatrix. Nach Lemma 9.4 gilt also (z,y) = kp(z)'kp(y) firallez,y € V.
Ferner gilt nach Proposition 6.11 kp(f(z)) = Akp(z) firallex € V.

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir dann genauso argumentieren wie in Satz
11.13, wenn wir iiberall die komplexe Konjugation vergessen. O

Satz 11.19 (Spektralsatz fiir euklidische Vektorraume, auch Hauptachsentrans-
formation genannt)

i) Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f : V — V
eine selbstadjungierte Abbildung, d.h. es gilt (f(v), w) = (v, f(w)) furallev,w €
V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von (V; (,)), die aus Eigenvektoren von
f besteht. Insbesondere ist f diagonalisierbar.

ii) Sei A eine symmetrische Matrix in R"*". Dann gibt es eine orthogonale Matrix
P € O(n,R), so dass
PAP

eine Diagonalmatrix ist.
Beweis :

i) Wir argumentieren wie im komplexen Fall mit Induktion nach n = dim V. Fur
n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, die Behauptung stimmt fiir
Vektorrdume der Dimension < n. Nach der Bemerkung zu Satz 11.17 hat f nur
reelle Eigenwerte. Sei b; ein Eigenvektor von f zu einem Eigenwert o, den wir
so normieren, dass ||b1|| = 1 gilt. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren ergdnzen
wir by zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ...,b,) von V.
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Dannist A;pp = | . mit einem A’ € R®~D*("=1) Da f selbst-
: A
0

adjungiert ist, ist nach Satz 11.18 die Matrix Ay g p symmetrisch. Also gilt

a 0 ... 0

0
ArpB= o

0
mit einer symmetrischen Matrix A’ € R®~Dx(=1)_ Daher ist die Ein-
schrankung von f auf den Unterraum W = (b, ..., b,) nach Satz 11.18 selbst-
adjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung existiert also eine Orthonormalbasis

C = (ca,...,cq) von (,) auf W, so dass Ay, c,c eine Diagonalmatrix ist. Die
Basis (b1, c2, . . ., ¢, ) leistet das Verlangte.

ii) folgt durch Anwenden von i) auf die lineare Abbildung A4 : R* — R", die
selbstadjungiert beziiglich des kanonischen Skalarproduktes ist.
O

Im euklidischen Fall gilt auch das Analogon zu Korollar 11.15, d.h. das Skalarprodukt
(,) lasst sich gleichzeitig mit einer symmetrischen Bilinearform diagonalisieren.

Fir euklidische Vektorrdume gibt der Spektralsatz 11.19 eine erschopfende Antwort
auf die Frage, fiir welche Endomorphismen es eine Basis aus Eigenvektoren gibt: Es
sind genau die selbstadjungierten. Gibt es namlich fiir einen Endomorphismus f ei-
ne Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren, so ist Af g p eine Diagonalmatrix, also
symmetrisch. Nach Satz 11.18 ist f daher selbstadjungiert. Fiir unitdre Vektorrdume
gibt es allerdings eine groflere Klasse von Endomorphismen, fiir die es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt. Es ist nicht jede komplexe Diagonalmatrix hermite’sch, daher
funktioniert das obige Argument nicht.

Proposition 11.20 Essei A € C™*" eine komplexe Matrix, fiir die eine unitdre Matrix
P € U(n,C) existiert, so dass
PAP*

eine (komplexe) Diagonalmatrix ist. Dann folgt AA* = A*A.

Beweis : Ist PAP* = D eine Diagonalmatrix mit komplexen Eintrdgen, so ist
(PAP*)* = PA*P* = D* ebenfalls eine. Da die Multiplikation von Diagonalma-
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trizen kommutativ ist, gilt DD* = D*D. Esist A = P~'D(P*)~! = P*DP und
A* = P~'D*(P*)"! = P*D*P.
Also folgt

AA* = P*DPP*D*P = P*DD*P = P*D*DP = P*D*PP*DP = A" A.

Definition 11.21 Eine Matrix A € C"*"™ mit AA* = A* A heif3t normal.

Wir haben also gesehen: Gilt fiir eine komplexe Matrix der Spektralsatz, so ist sie
normal. Im folgenden wollen wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. wir
wollen den Spektralsatz auch fiir normale Matrizen beweisen. Zunichst beweisen
wir einige Tatsachen tiber normale Matrizen.

Lemma 11.22 Sei A € C"*™ und P € U(n,C). Dann ist A genau dann normal, wenn
PAP* normal ist.

Beweis : Das zeigt man genau wie Proposition 11.20. O

Satz 11.23
i) Unitdre Matrizen sind normal.
ii) Hermite’sche Matrizen sind normal.
iii) Schiefhermite’sche Matrizen (d.h. A* = — A) sind normal.
iv) Diagonalmatrizen sind normal.
Beweis :
i) Ist P € U(n,C), so gilt PP* = E = P*P.
ii)-iv) ist klar.

O

Lemma 11.24 Sei (, ) das kanonische Skalarprodukt auf C" und A eine beliebige Ma-
trix in C**™. Dann gilt fiir alle v,w € C™: (Av, w) = (v, A*w).

Beweis : Es ist (Av, w) = (Av)tw =3 A w =Tt A*w = (v, A*w). O
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Lemma 11.25 Ist A € C"*" normal, so gilt fiir alle v € C™:
1]l = [[A]],

wobei ||w|| = v/{w, w) die Lange zum kanonischen Skalarprodukt ist.

Beweis : Es ist (Av, Av) L2 (v, A* Av) A ngrmal (v, AA*v) 1 (A*v, A*v), woraus die

Behauptung folgt. Wir haben im letzten Schritt die Gleichung (A*)* = A benutzt. O

Lemma 11.26 Ist A € C"*" normal und v € C" ein Eigenvektor von A zum Eigen-
wert A € C, so ist v ein Eigenvektor von A* zum Eigenwert \.

Beweis : Ist Av = Av mit v # 0 aus C", soistv € Kern(A — AE,). Mit A ist auch
(A — AE,) normal, da (A — \E,,)* = A* — \E, gilt. (Priifen Sie das!) Also ist ||(A* —
NE || "% |[(A = AE,,)v|| = 0, woraus (A* — XE,)v = 0 folgt. Somit ist A*v = Av. O

Satz 11.27 Sei A € C"*" normal. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten von A orthogonal zueinander.

Beweis : Gilt Av = Av und Aw = pw mit v # 0 und w # 0 aus C", so folgt
(Av,w) = D, w) = Mo, w).

Andererseits gilt

(Av,w) "E (v, Aw) TE0 (v, w) = (v, w).

Aus (v, w) # 0 folgt also A = 77, und damit A = . O

Satz 11.28 (Spektralsatz fiir normale Matrizen) Ist A € C"*" eine normale Matrix,
so existiert eine unitdre Matrix P € U(n,C), so dass PAP* eine Diagonalmatrix ist.

Beweis : mit Induktion nach n. Ist n = 1, so ist A bereits eine Diagonalmatrix. Wir
nehmen also an, die Behauptung gilt fiir normale Matrizen in C("~D*("=1)_ Gej ()
das kanonische Skalarprodukt auf C".

Sei b; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C. Nach Normieren kénnen wir
(b1,b1) = 1 annehmen.

Wir ergdnzen b; zu einer Orthonormalbasis B = (by,...,b,) von (C",(,)). Es sei P,
die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu B. Wie im Beweis von Satz 11.14
ii) folgt P, € U(n,C).
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Die Koordinatenmatrix der durch A vermittelten linearen Abbildung beziiglich der
Basis (b1, ...,b,) istalso
Ay = P AP = P AP;.

Sie hat die Form
A aig ... Qip

0
Ay =
c

0
fiir ein C' € C»=Vx(n=1) Mit A ist nach Lemma 11.22 auch A; normal. Es ist

A0 ... 0
az
A; =
C*

A1n

Wir berechnen die Koeffizienten an der Stelle (1,1) in A; A} = A} A; und erhalten

AP+ lasa|* + - + lasa|* = AP,

woraus |aia|? + -+ + |a1,]? = 0,als0 a2 = - - - = ay,, = 0 folgt.
A0 ... 0
0
Also ist A; = : . mit einem normalen C. Nach Induktionsvoraus-
0
setzung existiert ein @ € U(n — 1,C), so dass QCQ* diagonal ist. Also ist fiir
1 0 ... 0
0
P, =1 o € U(n,C) auch P,A,P; diagonal, woraus die Behauptung
0
folgt. O

Aus Satz 11.28 kann man einen Spektralsatz fiir normale Eindomorphismen eines
beliebigen Vektorraums folgern, analog zu Satz 11.14 i).

Definition 11.29 Fiir eine Matrix A € K"*" schreiben wir o(4) = {A € K :
X Eigenwert von A} fiir die Menge der Eigenwerte von A. Wir nennen o(A) das Spek-
trum von A.

Korollar 11.30 Fiir eine normale Matrix A € C"*" gilt:
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i) A hermite’sch < A € R fiir alle A € o(A).
ii) A positiv definit hermite’sch < A € R, A > 0 fiir alle A € o(A).
iii) A unitdr < |[A\| =1 furalle A € o(A).

Beweis : Nach Satz 11.28 gibt es ein P € U(n,C), so dass PAP* eine Diagonalmatrix
ist. Da P unitér ist, gilt PAP* = PAP~!, woraus o(A) = o(PAP*) folgt. Auf der
Diagonalen in PAP* stehen also genau die Eigenwerte von A. Somit ist

PAP* hermite’'sch < XeRfuralle A € 0(A),
PAP” positiv definit hermite’sch < X e R, A > 0ftiralle A € 0(A) und
PAP* unitir < |\? = 1fiiralle \ € o(A).

Da A genau dann hermite’sch/positiv definit hermite’sch/unitdr ist, wenn die ent-
sprechende Eigenschaft auf PAP* zutrifft, folgt die Behauptung. O

12 Die Exponentialabbildung fur Matrizen

Aus der Analysis wohlbekannt ist die Exponentialreihe e* = % firz € C.
k=0
Wir wollen jetzt fiir eine Matrix A € C"*" eine Matrix e durch die analoge Reihe

1 1 .
A _ L2, 13
[ —En+A+2!A +3!A =+ ...

definieren. Die einzelnen Summanden sind Matrizen. Um der Reihe Sinn zu geben,
brauchen wir einen Konvergenzbegriff fiir Matrizen.

Definition 12.1 Sei A*) = (Agf))z ; eine Folge von Matrizen in C"*".

i) A®) konvergiert gegen A = (A;;);; € C"*", falls fiir alle i,j € {1,...,n} die
Folge AE;.C) gegen A;; konvergiert.

ii) Die Reihe > A®) konvergiert, falls fiir alle i, j € {1,...,n} die Reihe > AZ(-Z-)
k=0 k=0
konvergiert.

Definition 12.2 Fiir A = (A;;) € C"*™ definieren wir die Norm von A als

1411 = max Ay
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Lemma 12.3 Fiir A, B € C"*" gilt

i) [1ABI| < nl|A]] 1B

ii) [|A*|| < n*=1||A||* fir alle k > 0.
Beweis :

i) Sei A = (A;j)i,; und B = (B;;), ;. Fiir den Eintrag (AB);; von AB an der Stelle

(4, 7) ilt
(AB)y| = |Y_ AuBi
k=1
< D 1Al 1Byl
k=1
< Al B

ii) folgt mit Induktion aus i).

Satz 12.4 Fiirjedes A € C"*" konvergiert die Reihe e = E,, + A + ‘;‘—f + ‘g—f +....

Beweis : Nach Lemma 12.3 gilt fiir alle £ > 1:

Ak
(7)..|=
K

k
C
14]1* =

=kl T nk!

fir c=n ||A|| € R. Also hat fur alle ¢, j € {1,...,n} die Reihe
()
21 )4

1 o= ¢k
1+ — —.
+n’;k!

|(En)ij| + |Aij| + +...

die konvergente Majorante

O

Da die Multiplikation von Matrizen recht kompliziert ist, ist es im allgemeinen nicht
so einfach, e#! auszurechnen. Ist A eine Diagonalmatrix, so ist es aber recht einfach.

d1 0 6d1 0
Lemma 12.5 Ist A = € C™"*" diagonal, so ist e =

0 dy, 0 etn
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Beweis : Das folgt sofort aus

Ak = fiir alle £ > 1.

Proposition 12.6 Ist A = T~ BT fiirein T € GL(n, C), so ist

e =T 1eBT.
Beweis : Esist A¥* = T-1B*T fiir alle k > 1, also ist fiir alle N € N

A2 AN

Bo+ At oo+ 5

T-1B2T T-1BNT
T + “ee + T
B2 BN

_ —1
= T'(En+B+ o+ + )T

E,+T 'BT +

Die linke Seite konvergiert fiir N — oo gegen e, die rechte gegen T~ 1ePT. O

Fiir eine diagonaliserbare Matrix A konnen wir mit Lemma 12.5 und Proposition 12.6
das Exponential e also leicht berechnen!
Eine grundlegende Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion e ist die Funk-

tionalgleichung
PtV = e%e¥

fur alle z,y € C. Wir wollen jetzt untersuchen, wann die analoge Funktionalglei-
chung fiir die Exponentialfunktion auf C™"*" gilt. Da die Multiplikation von Matrizen
nicht kommutativ ist, kann man eine solche Funktionalgleichung nicht fiir beliebige
Matrizen erwarten. Es gilt aber

Satz 12.7 Sind A, B € C"*™ mit AB = BA, so ist eA18 = e¢4eB,

Insbesondere ist fiir jedes A € C"*" die Matrix e
—A
(& .

invertierbar, und es gilt (e?)~! =

Um Satz 12.7 zu beweisen, verwenden wir Methoden aus der Analysis. Dazu betrach-
ten wir Matrizen A(t) = (A(t); ;):,j, die von einem reellen Parameter ¢t abhdngen. Alle
Koeffizienten A(t); ; sind also Funktionen auf R mit Werten in C.
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Definition 12.8 Eine Funktion
R — (Cnxn
t o= A(t) = (At)ij)i

heifst differenzierbar in ¢ty € R, falls der Grenzwert

d o A(to + h) — A(to)

@D = i h
existiert.
A(t) ist also differenzierbar in ty, falls fur alle i, j € {1,...,n} der Grenzwert

Alto +h)ij — Alto)i
h
existiert, d.h. falls die Funktion
R — C
t — A(t)i;

in tq differenzierbar ist.
Ist A(t) differenzierbar in ty, so ist also der Eintrag von %A(t)
gerade die Ableitung 2 A(t)

, an der Stelle (i, j)

[e=¢

i, le=tq "

Satz 12.9 Es sei A € C**". Die Funktion ¢t — e'4 ist differentierbar in allen ¢t € R,
und es gilt

d
%etA = AetA.
Beweis : Wir miissen zeigen, dass fiir alle t € R gilt
(t+h)A _ tA
lim e e Aet,
h—0 h

Wir setzen (t+mA N
t+ t
e —e
tA
) _ AetA,

e - (£

und wollen }llm% R(t, h) = 0 zeigen.

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion liefert (mit E,, := A°):

_ 1 S 1 k 2k k Ak S 1 k Ak+1
R(t,h) = - lzk![(”h) AR — ¢k AR —ZHt A
k=0 k=0
= i ll[(t + h)F —tk — khth—1) AR
Kl h
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Die Taylorentwicklung der Funktion f(zx) = 2" um ¢ in zwei Terme mit Restglied

liefert

(t+h)* = ft+h)=ft)+hf'(t)+h2f"(t+6Lh)
= t* 4 hkth T 4 R2E(k — 1)(t + O,h)F 2

mit einem reellen 6, € [0, 1].
Also ist
(t+h)k —tF —kht* =1 = R2k(k — 1)(t + O,h)* 2

Das setzen wir in R(¢, h) ein und erhalten

R(t,h) = Zki

=2
oo
2

Also folgt fiir die einzelnen Eintrdge R(¢, h); ; dieser Matrix

— 1)(t+ Oxh)* 2 AR

>~
D“\’—‘

Il
>

7 (8 + 0% h)k=2 Ak,

|R(t, h)iy | < IhIZ (It] + [)*|AFF?
< Ihlzg(\tlﬂhl)’“llx‘l’““l\
k=0’

12.3 |
= |nly y(\tl + [B])*F R AR
k=0

= || n || A2t RDnIAIL 20

Somit folgt R(t, h) L2900 in 2, O

Jetzt kénnen wir die Funktionalgleichung fiir e# aus Satz 12.7 zeigen.

Beweis von Satz 12.7 :

A

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes A € C*"*" die Matrix e invertierbar ist mit In-

versem e~ “. Dazu betrachten wir die Funktion ¢ — e*4q =4,
Fir die Differentiation von Matrizen gilt ein Analogon der Produktregel. (Beweisen

Sie das!). Also ist e!4e~ 4 differenzierbar mit

d
DA ~tA  _ p A —tA g A —tA
dt

= 0.
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tA6 tAeft

~t4 die Ableitungen der Eintrédge von e 4 sind, sind

tA

Da die Eintréige von 4e
alle Eintrdge der Matrix e'“e~!4 konstant in ¢. Wir setzen ¢ = 0 ein und erhalten
et4e 4 = [, fiir alle t € R. Insbesondere folgt ete =4 = E,.

Jetzt betrachen wir Matrizen A, B € C**™ mit AB = BA. Wir wollen e4+8 = ¢4¢B
zeigen. Dazu geniigt es nach den obigen Uberlegungen eA*Be=Be=4
Wir betrachten die Funktion

= E,, zu zeigen.
otA+tB —tB ,—tA
Mit der Produktregel und Satz 12.9 gilt

d
% [etA'HBe_tBe_tA}
(A + B)(et(A+B)e—tBe—tA) + et(A+B)%(€_tBe_tA)

(A + B)[et(A+B)6_tBe_tA] + et(A-i—B)[_Be—tBe—tA _ e—tBAe—tA]

Da A und B kommutieren, kommutieren auch A und e *B. Also ist

%[etAthBeftBeftA] _ (A + B)[et(AJrB)eftBeftA] . (A + B)[et(A+B)€7tBeftA] =0,

woraus wie oben folgt, dass e!A**Be~tBe~4 konstant in ¢ ist.
Durch Einsetzen von ¢t = 0 erhalten wir

6tA+tBeftB67tA — En

Fiir t = 1 ergibt sich also eATBe~Be=4 = E,. O

Diesen Satz wollen wir jetzt anwenden, um fiir beliebiges A € C"*" die Matrix e

mit Hilfe der Jordanschen Normalform zu berechnen.
Fir A e C"*"seio(A) = {A1,..., A} und es sei

ME,, + Ny

ArErm, + Ny

die Jordan’sche Normalform von A.
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Also ist
Ja

Ja

J1

Ji

Sfii.) sgi)

Hier ist d; der Exponent von (X — );) im Minimalpolynom von A. Insbesondere ist
N = .
Also bricht die Exponentialreihe eNi ab, und es gilt

N2 N
N; 7 i
i =F, +N; R S
e + N; + 51 + -+ d — 1)
Das ldsst sich also ohne Grenziibergang berechnen. Da A; E,,, und N; vertauschbare

Matrizen sind, folgt nach Satz 12.7

e/\iEm,i+Ni ME

—  erilm; N

erielNi,

Fiir die Matrix T’ € GL(n, C) mit A = T~ ! BT gilt also
etelNt
er=T7teBr =171 T
oA o Nr
Auf diese Weise lasst sich e berechnen.
In der Analysis lernt man, dass die Losungen der linearen Differentialgleichung

%(tt) =af(t)fira e R

von der Form f(t) = ce® fiir ein ¢ € R sind. Das wollen wir jetzt verallgemeinern.

Definition 12.10 Ein System homogener linearer Differentialgleichung erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten ist eine Matrixgleichung der Form
dX(t)
Cdt
wobei A € C"*" und ¢t — X (t) eine Funktion von R nach C™ ist.

= AX(1),
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Satz 12.11 Sei A € C"*". Dann bilden die Spalten der Matrix '/ eine Basis fiir den

Vektorraum der Losungen der Differentialgleichung d)ét(t) = AX(t).

Beweis : Die Menge aller Losungen X (¢) des Systems d);t(t) = AX(t) enthilt of-
fenbar die Nullfunktion und ist abgeschlossen unter der Addition. Also ist diese
Losungsmenge ein Unterraum des C-Vektorraums aller Funktionen R — C™.

Mit Satz 12.9 folgt 4£e'4 = Ae'. Lesen wir diese Gleichung spaltenweise, so folgen
fiir die Spalten (z1(t),...,7,(t)) von e die gewiinschten Differentialgleichungen
4 3i(t) = Awi(t).

Sei nun X (t) eine beliebige Losungvon d)ét(t) = AX(t). Leiten wir e~*4 X (¢) mit der

Produktregel ab, so folgt

d —t _ —t —t dX(t)i —t —t
e AX(t) = (—A)e X (t) +e ATf(—Ae A4 e MAX(L).

Da in der Expontentialreihe von e~*4 als Summanden nur skalare Vielfache von Po-
tenzen von A auftreten, ist Ae='4 = e~*4A. Also folgt 4 (e~*4X(t)) = 0. Alle Ein-
trage des Spaltenvektors e *4 X (¢) sind also konstante Funktion, d.h. e *4 X (t) =
(c1y...,cn)t. Somit ist X (t) = e'(cy,...,c,)! eine Linearkombination der Spalten
von et4, O

Mochte man die Losungen des Systems d)gt(t) = AX(t) fir ein A € C"*" berechnen,
so muss man also nach Satz 12.11 nur die Matrix et* berechnen. Dies ldsst sich be-

werkstelligen, indem man wie oben die Jordan’sche Normalform von A verwendet.

13 Universelle Konstruktionen

Wir wollen nun noch Summen, Dualrdume, Quotientenrdume und Tensorprodukte
von Vektorrdumen kennen lernen.

Ist V ein K-Vektorraum mit Unterraumen W; und W, so ist W7 + W5 ein Unterraum
von V. Ist Wy N W, = 0, so gilt W, + W5 = W @& W,. Man kann aber auch fiir belie-
bige Vektorrdaume, die nicht als Unterrdume desselben V' gegeben sind, eine direkte
Summe definieren.

Definition 13.1 Es seien zwei K-Vektorrdume V; und V5, gegeben. Wir definieren eine
Addition und eine skalare Multiplikation auf der Produktmenge Vi x V4 = {(v1,v2) :
v € Vi,vg € Vo} durch:

i) (vi,v2) + (w1, we) = (v1 + wi,v2 + wo)

i) a(vi,ve) = (avy, ave).
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Lemma 13.2 Die Abbildungen aus Definition 13.1 machen V; x V5 zu einem K-
Vektorraum, den wir mit V; @ V5 bezeichnen und direkte Summe von V; und V5

nennen.

Beweis : Offenbar ist V; x V5 mit der komponentenweisen Addition eine abelsche
Gruppe mit neutralem Element (0,0) und Inversem (—v1, —v2) zu (v1, v2). Es gilt fer-
ner 1(v1,v2) = (v1,v2) und (ab)(v1,v2) = a(b(v1,v2)) sowie die Distributivgesetze. [

Man kann diese Konstruktion auf endlich viele Vektorrdume Vi, ..., V,, libertragen
und so die direkte Summe V; & - - - $ V,, definieren. Bei unendlich vielen Summanden
muss man etwas aufpassen. Ist I eine beliebige Indexmenge und ist fiir jedes ¢ € I
ein K-Vektorraum V; gegeben, so ist

@Vi = {(vy)ier : v; € V;, fastalle v; = 0}
il

mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation.

Lemma 13.3 Es seien K-Vektorrdume V und W gegeben. Mit Hom g (V, W) bezeich-
nen wir die Menge der linearen Abbildungen von V nach W. Dann ist Hom g (V, W)

zusammen mit der Addition
(f+9)(v) = f(v) +g(v)
und der skalaren Multiplikation
(af)(v) = af(v)
ein K-Vektorraum.
Beweis : Das folgt sofort aus den Vektorraumaxiomen fiir V. O

Definition 13.4 Der K-Vektorraum Homg (V, K) heifst Dualraum von V, wir be-
zeichnen ihn mit V'V. Die Elemente aus V'V heiSen auch Linearformen auf V.

Lemma13.5 Sind V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, so gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V dimx W. Insbesondere ist dimy VY = dimg V.

Beweis : Es sei n = dimg V und m = dimg W. Wir wahlen Basen B = (by,...,b,)
von V und C = (eq, ..., ¢y) von W. Wir betrachten die Abbildung

¢ : Homg (V,W) — K™*"
f = Af,B,Cv
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die jeder linearen Abbildung ihre Koordinatenmatrix beziiglich B und C' zuordnet.
Da A(fyg),8,c = App,cund A5 o = oAy c gilt, ist ® eine lineare Abbildung.
Ist Ay g.c = 0, s0 folgt f = 0, d.h. Kern® = 0. Ist A = (a;;) eine beliebige Matrix in
K™m*", so gibt es eine lineare Abbildung f : V' — W mit

F(b) = aici
i=1

furalle j = 1,...,n. Dannist Ay g ¢ = A. Also ist ® surjektiv und somit ein Isomor-
phismus von K-Vektorrdumen, woraus dimyx Homg (V, W) = dimg K™*" = mn
folgt. O

Nun wollen wir den Quotienten eines Vektorraums nach einem Unterraum definie-
ren.
Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Wir definieren eine Relation
auf V durch

z~yeszrz—yel.

Lemma 13.6 ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis : Es gilt © ~ z, also ist ~ reflexiv. Ist z ~ y, dh. 2 —y € U, so ist auch
y—x =—(xz—y) €U,alsogilt y ~ x. Daher ist ~ symmetrisch. Gilt z ~ y und y ~ z,
sosindz —yundy —zinU. Alsoistauchz —z = (r —y)+ (y — 2) € U,d.h. x ~ z.

Somit ist ~ auch transitiv. O
€ Y1
Beispiel: Ist V = R3 und U = (e, e2) = y|:z,yeR 3, s0ist [zo | ~ | ya | &
0 T3 Y3
3 = Y3-

Jedes x € V definiert eine Aquivalenzklasse
l={yeV:iz~y}CV

Esgilt: 2] N[y Z#0 < [z2] = [y & 2 ~y & x —y € U. Mit V/U bezeichnen wir
die Menge der Aquivalenzklassen in V beziiglich ~. Die Elemente von V/U sind also
Mengen!

Beispiel: In obigem Beispiel ist die Aquivalenzklasse von

1 Y1
= |z, | die Menge [z] = v | y1,y2 €R
xIs €3
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Wir haben hier also eine Bijektion

T:R — V/U

0 Y1
A= 0 = yo |ty 2 €R
A A

Nun definieren wir eine Addition auf der Menge V/U durch

[z] + [y] = [z + ¢

Das ist wohldefiniert, denn aus [z] = [2'] und [y] = [y/] folgt 2 ~ 2/ und y ~ y'. Also
istr—a’ e Uundy—y' € U, somitauch (z+vy)—(2'+y') € U, d.h. (z+y) ~ (2’ +).
Dabher gilt [x +y] = [z’ +¢']. Die Addition hingt also nicht von der Wahl der Vertreter
z und y ab.

Analog definiert man eine skalare Multiplikation auf V/U durch A[z] = [Az]. Ist [z] =
[y], dh. giltx —y € U, soistauch A(z — y) € U, woraus A\x — Ay € U, d.h. [Az] = [A\y]
folgt. Daher ist auch die skalare Multiplikation auf V/U wohldefiniert.

Lemma 13.7 V/U zusammen mit der oben definierten Addition und skalaren Multi-
plikation ist ein Vektorraum.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Beispiel: In obigem Beispiel ist

0 0 0
0 + 0 = 0 und
A L \#/ | |\ N+ 1
0\ ] /0
a 0 = 0 ,
L\ L \aA

so dass 7 sogar ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

Die Abbildung p : V' — V/U, definiert durch p(x) = [], ist linear und surjektiv. Fer-
ner gilt Kern(p) = U, denn es ist p(x) = 0 < [z] = [0] © z € U. Daraus folgt mit
der Dimensionsformel dim V/U = dim V' — dim U. Wir haben also ,,U aus V heraus-
geteilt”.
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Satz 13.8 (Homomorphiesatz) Es sei f : V' — W eine lineare Abbildung mit U C
Kern(f). Dann existiert genau eine lineare Abbildung

g:V/U =W,
so dass das Diagramm
Vv ! w
P
9
V/U

kommutiert, d.h. so dass f = g o p gilt.

Beweis : Wir wollen eine Abbildung g konstruieren, fiir die f = gop gilt. Dazu haben
wir gar keine Wahl, als g([z]) = g o p(z) = f(x) zu setzen. Das ist wohldefiniert, da
aus [z] = [y] schonx —y € U C Kernf, d.h. f(z) = f(y) folgt.

Auflerdem gilt

g([x] +[y]) = 9([z + y]) = f(x +y) = f(2) + f(y) = 9([=]) + g([y])

und
g9(a[z]) = g([az]) = f(az) = af(z) = ag[z].

Daher ist g linear. Ferner ist g durch die Gleichung f = g o p offenbar eindeutig
bestimmt. 0

Beispiel: Es sei im obigen Beispiel f : V = R?® — R? die lineare Abbildung

£
T3
i) = .
2£C3
Zs3

Dann ist U C Kernf. Die Abbildung

g:V/U — R?

T

Zs3
i) =

2$3
3

leistet das Verlangte. g ist die Verkniipfung des Isomorphismus 77! : V/U — R mit

der linearen Abbildung R — R?, die durch A — 2);\ gegeben ist.
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Nun wollen wir das Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen einfiihren. Es seien 1/
und W zwei K-Vektorraume. Wir betrachten die Menge I = V' x W als Indexmenge

F= P K

(v,w)eV W

und setzen

F besteht also aus allen Tupeln (A, ) )vev,wew, fiir die fast alle Eintrége A, ., gleich
Null sind. Fiir jedes v9 € V und wy € V bezeichnen wir mit v ® wo das Element

vy @ wo = (A(v,w))UEV,wEW/ tiir das

N L falls v # vy oder w # wg
(0w 1 falls v = v und w = wy

gilt. Dann ist (v ®Nw)vev’wew eine Basis von F'.
Wir haben eine Abbildung von Mengen
t:VxW — F
(v,w) — w ® w.
Auf beiden Seiten stehen Vektorraume, es ist also eine natiirliche Frage, ob diese Ab-

bildung bilinear ist.
Es sei U C F der Untervektorraum, der von allen Vektoren die Form

w+)dw — vew-v ®w,
(M) Qw — /\(véw),

v (wHw) — vew—vRw,
VO — )\(véw)

fiir beliebige v,v" € V, w,w’ € W sowie A € K aufgespannt wird. Dann ist ¢ genau
dann bilinear, wenn U = 0 ist. Das wird im allgemeinen aber nicht der Fall sein.
Zum Gliick haben wir oben gelernt, wie wir stérende Unterrdume zunichte machen
konnen.

Wir betrachten den Quotientenraum F/U und setzen

Ve W:=F/U.

Dieser Vektorraum heifit Tensorprodukt von V und W (tiber K). Wir haben eine
Abbildung
T:VxWLFLFU=VagW,
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die nach Konstruktion von V ®x W bilinear ist. So gilt etwa

T +v,w)—T(v,w) — T, w)

= p(w+v) ©w) —plvdw) —p! & w)
= p(v+v)Pw—vR@w—1v @ w)
= 07

da (v + ') ®w—v®w—1v &uw e U ist. Die anderen Bedingungen rechnet man
analog nach.

Wir schreiben v ® w = [v ® w] fur das Bild in F/U =V @ W des Elements v ® w.
Elemente der Form v x w nennt man auch reine Tensoren. Beliebige Elemente aus
V ®k W heiflen Tensoren. Im allgemeinen ist nicht jeder Tensor ein reiner Tensor,
sondern nur eine Summe von reinen Tensoren. Ein beliebiger Tensor ist ndmlich von
der Form [f] fiir ein f € F. Esist

f = (A(vﬂu))UEV,wEW

= Z /\(v,w)(v (;9 w)'

veV,weW

Dies ist eine endliche Summe, da fast alle A(v, w) = 0 sind.

Dabher gilt
[f] = Z )‘(v,w)[v ® ’LU] - Z A(’va)v Quw.
veV,weW veV,weW
= Z ()‘(v,w)v) R w.
veViweW

InV ® W gelten also folgende Rechenregeln:

1) Jedes Element in V' ® W ist eine endliche Summe Y v; ® w; furv; € V,w; € W
i=1

2) i @w+v@w= (v +v2) ®w
3 vR@w; +v@ws =v® (wy + wa)
4) AMvew)= (M) w=v8 (\w).
Beispiel: Ist W = 0, soist V ®x 0 = 0. Es gilt namlich fiir alle v € V:
0=0w®0)=v®0,

also sind alle reinen Tensoren und damit alle Tensoren Null.
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Wenn man mit dem Tensorprodukt arbeitet, so verwendet man statt der Konstruktion
meist die folgende universelle Eigenschaft:

Satz 13.9 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts) Essei 5 : V x W — Z ei-
ne beliebige bilineare Abbildung in einem Vektorraum Z. Dann existiert genau eine
lineare Abbildung f : V ®x W — Z, die das Diagramm

VxW
B8
T
VoW ; Z

kommutativ macht, d.h. fiir die 8 = f o T gilt.

Beweis : Da (v E@ w)yev,wew eine Basis von F ist, gibt es eine lineare Abbildung
h: F — Zmith(v ® w) = f(v, w). Nun ist 3 bilinear, also verschwindet h auf allen
Erzeugern des Vektorraums U. Daher ist U C Kernh. Nach dem Homomorphiesatz
13.8 gibt es somit eine lineare Abbildung f : V @x W = F/U — Z, so dass

F

p

Vexk W=F/U | Z

kommutiert. Jetzt schalten wir die Abbildung V' x W L F noch davor. Es gilt h o
t(v,w) = h(v ® w) = (v, w), also kommutiert wegen T' = p o ¢ auch das Diagramm

VxW
B
T
Vox W ¢ Z

Da fiir einen reinen Tensor v ® w die Gleichung f(v® w) = f o T'(v,w) = B(v,w) gilt,
ist f durch dieses Diagramm auf reinen Tensoren eindeutig bestimmt. . O

Beispiel: Zu der bilinearen Abbildung

VxK — V
(v,A) — Ao

gibt es nach Satz 13.9 eine lineare Abbildung

Vg K-V
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mit f(v® A) = Av. Diese ist surjektiv, da f(v® 1) = v ist. Wir zeigen nun, dass f auch
injektiv ist. Sei ) (v; ® A;) mitv; € V, \; € K ein beliebiges Element in V ®x K. Es
i=1

gilt

n

<Zn: )\ﬂ)i> ® 1.

In diesem Beispiel ist also ausnahmsweise jeder Tensor ein reiner Tensor.

Gilto = f (Z v; ® )\i) = > \v;, so ist auch (E )\im) ®1=> (v ®\) gleich 0.
i=1 i=1 i=1 i=1
Daher ist f injektiv und somit

Vo K~V.
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