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1 Das Spektrum eines Ringes

Wir wollen nun fiir jeden Ring A einen topologischen Raum Spec A definieren, den
wir spdter zu einem ,affinen Schema” machen werden. Es sei daran erinnert, dass alle

unsere Ringe kommutativ mit 1 sind.

Definition 1.1 Sei A ein Ring.

i) Das Spektrum von A ist definiert als

Spec A = {p : p C A Primideal }.

ii) Fiir jedes Ideal a C A sei

V(a) ={p:p C APrimideal mita C p} C Spec A.

Beispiele:
i) Ist K ein Korper, so ist Spec K = {0} eine Einpunktmenge.
ii) Fir A = Z gilt
SpecZ = {0} U {(p) : p Primzahl }.
Fiir das Ideal (n) = nZ mit n € N gilt

V((n)) = {(p) : p Primzahl, p|n}, fallsn # 0 ist,
sowie V((0)) = Z.

Die Menge V' (a) verhalten sich dhnlich wie die Nullstellenmengen aus §3.

Lemma 1.2 Fiir Ideale a, b, (a;);cr in A, I eine beliebige Indexmenge, gilt
i) V((0)) =Spec4, V(A)=10.
ii) Ista C b, so folgt V' (b) C V (a).

iii) V(anb) = V(a)UV(b).



V) V(X a) = N V(a).

iel il
Beweis :
i) Jedes Primideal enthélt 0, kein Primideal enthalt 1.
ii) Istpin V(b), so ist p ein Primideal mit b C p. Also giltauch a C p, d.h.p € V(a).

iii) Ist p € V(a) U V(b), so ist p ein Primideal mit a C p und b C p. Somit ist auch
anb Cp,alsop € V(anb).
Ist umgekehrt p ein Primideal mit anb C p und a ¢ p, so miissen wir b C p
zeigen. Es existiert also ein f € amit f ¢ p. Sei g € b ein beliebiges Element. Dann
ist fg € anb C p. Da p ein Primideal ist, folgt f € p (was ausgeschlossen ist) oder
g €p.Alsoistg € p,d.h. b C p.

iv) Da fiir alle i € I die Inklusion a; C ) a; gilt, ist nach i) V(>  a;) C [ V().

= i€l icl
Ist umgekehrt p ein Primideal mit a; C p fiir alle i € I, so folgt >~ a; C p, d.h.
i€l
p e V(Z Cll').
icl

O

Definition 1.3 Wir nennen eine Teilmenge U C Spec A offen, wenn es ein Ideal a C A
gibtmit U = Spec A\ V(a).

Die Menge Spec A zusammen mit den so definierten offenen Teilmengen ist ein topolo-
gischer Raum, denn nach Lemma 4.2 gilt

i) @ und Spec A sind offen.

ii) Endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

iii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Die so definierte Topologie auf Spec A heifst Zariski-Topologie.

Beispiel: Die offenen Teilmengen von SpecZ sind (), Spec Z und alle Mengen der Form
SpecZ\ {(p1); ..., (pr)} fur endlich viele Primzahlen p;, ..., p,. Wir haben ndmlich oben
gesehen, dass die Mengen V' (a) fiir ein Ideal a C SpecZ gerade die folgenden sind:
V((0)) =SpecZ, V((1)) = 0und V((n)) = {(p) : p|n} firn = 2.
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Jede nicht-leere offene Menge in Spec Z enthailt also den Punkt (0). Insbesondere ist die
Zariski-Topologie auf Spec Z nicht Hausdorff’sch.

Definition 1.4 Fiir jedes f € A sei

D(f)={p eSpecA: f ¢ p} C SpecA.

Die Teilmenge D(f) C Spec A ist offen, denn es gilt

D(f) = Spec A\ V((f)),
wobei (f) das von f erzeugte Hauptideal in A ist.
Die offenen Mengen D( f) fiir f € A bilden eine Basis der Zariski-Topologie auf Spec A,
d.h. fiir jedes p € Spec A und jede offene Teilmenge U C Spec A mit p € U gibt es ein
f e Amit D(f) C U.Jedes offene U mit p € U (d.h. jede offene Umgebung U von p) ist

namlich von der Form
U =SpecA\ V(a)
fur ein Ideal a C A. Dap € U ist, folgt nattirlich p ¢ V(a), d.h. a ¢ p. Somit existiert ein
f e amit f ¢ p. Also giltp € D(f). Wegen f € a folgt aulerdem V' (a) C V((f)), also
D(f)cU.
Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann definieren wir eine Abbildung
f = Specy : Spec B — Spec A

durch f(p) = ¢ !(p). Da fiir jedes Primideal p C B das Urbild p~!(p) C A ein
Primideal ist (Ubungsaufgabe), ist f wohldefiniert.

Lemma 1.5 Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und f : Spec B — Spec A die
zugehorige Abbildung. Dann gilt:

i) fist stetig.

ii) Ista C A ein Ideal in A und ¢(a)B das von ¢(a) erzeugte Ideal in B, so gilt
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iii) Ist g € 4, 50 gilt f~1(D(g)) = D((g))-
iv) Ist ¢ surjektiv, so induziert f einen Homéomorphismus (also eine bijektive, steti-

ge Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung)

[ : Spec B — V(Kerny).

Beweis :

i) Folgt sofort aus ii), denn es geniigt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

ii) Sei a C A ein Ideal. Dann gilt fiir jedes Primideal p von B:

pe fH(V(a) & e p) € Via)
SaCe(p)
< @(a)B Cp
< p e V(p(a)B).

iii) f~1(D(g)) besteht aus allen Primidealen in B, so dass g ¢ ¢ !(p) gilt. Das ist
dquivalent zu ¢(g) ¢ p, also zu p € D(¢(g)).

iv) Fiir jedes Primideal p C B gilt Kerny C ¢~1(p), also ist Bild(f) C V(Kernep).

Sei q € V(Kernyp) ein beliebiges Primideal. Da ¢ surjektiv ist, ist ¢(q) ein Ideal in
B (Ubungsaufgabe). Dies ist sogar ein Primideal. Gilt namlich ¢(f)¢(g) € ¢(q)
fur f,g € A, so existiert ein h € Kerny mit fg — h € q. Da Kerny C q ist, folgt

fg € q,also f € qgoder g € q. Somitist o(f) € ¢(q) oder ¢(g) € ¢(q).

Die Abbildung

f: V(Kerny) — Spec B
q+— ¢(q)

ist eine Umkehrabbildung zu f, wie man leicht nachrechnet. Ferner gilt

FHV(B)) = V(e (b)),
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also ist f ebenfalls stetig. Damit ist f ein Homoomorphismus Spec B —
V(Kerny).
O

Beispiel: In SpecZ gilt V((9)) = V((3)) = SpecZ \ {3}.

Wir wollen jetzt analysieren, unter welchen Umstdnden verschiedene Ideale in A
dieselbe abgeschlossene Teilmenge in Spec A induzieren. Dazu brauchen wir folgendes

Lemma.

Lemma 1.6 Es sei a C A ein Ideal. Dann ist \/a gleich dem Schnitt aller Primideale in
A, die a enthalten.

Beweis : Ist f € \/a, so liegt f* € afiirein k > 1. Ist p C A ein beliebiges Primideal mit
a C p, so folgt aus f* € a C palso f € p. Daher gilt \/a C p.

Sei umgekehrt f € A ein Element, das nicht in \/a enthalten ist. Also gilt fiir alle k£ = 1,
dass f* nicht in a liegt. Wir betrachten nun die Menge

Y ={b:b C Aldeal mit a C b, so dass fiir alle k > 1 das Element f* nicht in b liegt}.

Diese Menge enthilt a, ist also insbesondere nicht leer.

Wir betrachten eine beziiglich der Inklusion total geordnete Teilmenge {b; : i € I}

von Y. Dann ist |J b; ein Ideal in A, das a enthilt, aber kein f*. Also ist Ub, e ¥
i€l i€l

eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hat >’ somit ein maximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Angenommen, = ¢ p und y ¢ p fiir Elemente z,y €
A.Dann sind p+(z) und p+(y) Ideale in A, die echt grofer als p sind. Da p in X’ maximal
ist, konnen weder p+ (z) noch p+(y) in X' liegen. Da beide Ideale a enthalten, existieren
k1> 1mit f* € p+ (z) und f! € p+ (y). Daherist f*7 € (p+ (2))(p + () C p + (xy).
Alsoist p + (zy) ¢ X, woraus zy ¢ p folgt. Daher ist p in der Tat ein Primideal in V' (a)
mit f ¢ p. Da f dann nicht im Schnitt aller Primideale sein kann, die a enthalten, folgt
die andere Inklusion. O
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Satz 1.7 Es gilt V(a) C V(b) genau dann, wenn b C /a ist. Insbesondere ist V' (a) =
V(b) genau dann, wenn /a = V/b ist.

Beweis : Ist V(a) C V(b),sofolgtb Cc Vo= () pC () p=+a
peV(b) peV(a)
Umgekehrt folgt aus b € /a = () p, dass jedes Primideal, das a enthilt, auch b

peV(a)
enthalt. Also gilt V' (a) C V(b). O

Nun untersuchen wir die Topologie auf Spec A. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 1.8 Es sei T ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge Z C T heifst
irreduzibel, wenn Z nur auf triviale Weise als Vereinigung von in Z abgeschlossenen

Mengen geschrieben werden kann, d.h. aus
Z =7Z1UZy
mit Zy, Z C Z abgeschlossen folgt

71 =Zoder Z, = Z.

Hier heifit Z; C Z abgeschlossen, falls Z; abgeschlossen in der Relativtopologie von Z
ist, d.h. falls Z = Z; NY fiir eine abgeschlossene Teilmenge Y C T gilt.

Beispiel: Es sei Z C SpecZ eine beliebige Teilmenge. Da die abgeschlossenen Teilmen-
gen in Spec Z gerade die Mengen der Form ), SpecZ, {(p1), ..., (pr)} sind, sind folgende
Mengen irreduzibel:

SpecZ, 0, SpecZ\{(0)}, {(3)}, {(0),(3)}.
Die Menge V' ((10)) = {(2), (5) } ist etwa nicht irreduzibel.

Lemma19 i) IstT ein topologischer Raum und Z C T eine irreduzible Teilmenge,
so ist auch jede Teilmenge U C Z, die offen in Z ist, irreduzibel.

ii) Ist Z C T irreduzibel, so ist auch der Abschluss von Z, also die Menge

7 - N Y,
Y CTabgeschlossen
ZCcYy
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irreduzibel.

Bewelis :

i) Gilt U = U; U Uz mit Mengen der Form U; = U NY; und Uy = U NY3, wobei Y;
und Y3 abgeschlossen sind, so gilt

Z=(Zn)u((Zn(Youz\U)),

was man sich am besten an Hand eines Bildes klar macht. Da Z irreduzibel ist,
folgt Z =ZNYioder Z = ZN(Y2UZ\U).Dahergilt U = UNY; oder U = UNY>
und U ist irreduzibel.

ii) Gilt Z = Y1 UYx fiir Y1, Y2 C Z, die in Z, also auch in T abgeschlossen sind, so ist
Z=MWnZ)U(YonZ).

Da Z irreduzibel ist, folgt Z = Y1 N Z oder Z = Yo N Z,d.h. Z C Y7 oder Z C Y>.
Da Y7 und Y; abgeschlossen sind, folgt daraus Z C Yy oder Z C Y; und somit
Z =Y, oder Z = Z,. Daher ist Z irreduzibel.

O

Beispiel: Die Teilmenge SpecZ \ {(2), (3), (13)} ist offen in Spec Z, daher ist mit Spec Z
auch SpecZ\ {(2), (3), (13)} irreduzibel.

Proposition 1.10 Die abgeschlossene Teilmenge V' (a) C Spec A ist genau dann irredu-
zibel, wenn +/a ein Primideal ist. Die Zuordnung

p=Vip)
ist also eine inklusionsumkehrende Bijektion

Spec A — {irreduzible abgeschlossene Teilmengen von Spec A}.

Beweis : Angenommen, V (a) ist irreduzibel. Gilt zy € \/a fiir z,y € A, soist (zy) C V/a,
also folgt V(a) = V(y/a) C V((xy)).

Seip € V(a). Dann ist p € V((zy)), also gilt xy € p, woraus = € p oder y € p folgt.
Daheristp € V((z)) oderp € V((y)). Alsogilt V(a) = (V(a)NV ((2)))U(V(a)NV ((y))).
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Da V(a) irreduzibel ist, folgt V(a) = V(a) NV ((z)) oder V(a) = V(a) NV ((y)), d.h. es
gilt V(a) C V((x)) oder V(a) C V((y)). Nach Satz 4.7 folgt daraus = € y/a oder y € \/a,
also ist v/a ein Primideal.

Ist umgekehrt \/a ein Primideal, so sei V(a) = V(b1) U V(b2) eine Darstellung von
V(a) als Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen. Nach Lemma 4.2 ist also
V(a) = V(b1 N bg), woraus mit Satz 4.7 /by N by C /a folgt.

Angenommen V(b;) & V(a). Dann ist nach Satz 4.7 \/a & /by, d.h. es existiert ein
x € /by mitz ¢ \/a. Fiir alle y € by ist dann zy € /b,by C /b1 N by C v/a. Da \/a ein
Primideal ist und z ¢ +/a, folgt y € \/a. Somit gilt by C \/a, woraus V (a) C V (bs) folgt.
Also ist V(a) irreduzibel.

Der zweite Teil der Behauptung folgt mit Satz 4.7, wenn man beachtet, dass fiir jedes
Primideal p die Gleichung p = /p gilt. O

Korollar 1.11 Spec A ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) = /0 ein Primideal ist.

Beweis : Da Spec A = V/((0)) ist, folgt dies aus Proposition 4.10. O

Definition 1.12 Ein topologischer Raum 7" heifst noethersch, wenn er folgende abstei-
gende Kettenbedingung fiir abgeschlossene Teilmengen erfiillt:

Fiir jede Kette Y; D Y5 D ... Y, D Y,11 D .. abgeschlossener Teilmengen Y, C T
gibteseinng € Nmit Y,, =Y, firallen = no.

Lemma 1.13 Ist A ein noetherscher Ring, so ist Spec A ein noetherscher topologischer

Raum.

Beweis : Eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen in Spec A ist von der Form
V(ap) D V(az) D...D> V(a,) D ..

fir Ideale (ay,)neny von A. Mit Satz 4.7 gilt

Var C /ax C...C/a, C ...
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Da A noethersch ist, gibt es ein ny € N mit \/a,,, = \/a, flir n 2 ng. Daraus folgt die
Behauptung, da V' (y/a,,) = V(a,) ist. O

Vorsicht: Die Umkehrung von Lemma gilt nicht!

Proposition 1.14 In einem noetherschen topologischen Raum 7' ist jede nicht-leere ab-
geschlossene Teilmenge Y die Vereinigung endlich vieler irreduzibler abgeschlossener
Teilmengen Y;, das heifst es gilt

Y=Y U..UY,.

Falls wir hier Y; ¢ Y; annehmen, so sind die Mengen Y1, ..., Y,, (bis auf die Numerie-
rung) eindeutig bestimmt. Sie heifien die irreduziblen Komponenten von Y.

Beweis : Sei S die Menge der nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen von 7', die
sich nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen

lassen.

Angenommen, S # (). Dann enthilt S ein minimales Element. Falls nicht, finden wir
namlich eine Kette abgeschlossener Teilmengen (Y;,),,>; in S mit

Vi2Y%2.2Y, 2.,

was der Tatsache widerspricht, dass 7" ein noetherscher topologischer Raum ist.

Sei Y € S ein minimales Element. Da Y nicht irreduzibel sein kann, gilt Y = Y7 U Y5
mit echten abgeschlossenen Teilmengen Y; ; Y.DaY in S minimal ist, folgt Y1 ¢ S
und Y2 ¢ S. Beide sind also als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teil-
mengen darstellbar. Dann ist aber auch Y als Vereinigung irreduzibler abgeschlossener
Teilmengen darstellbar, was Y € S widerspricht. Somit ist S = ().

Jede abgeschlossene Teilmenge Y von T ist also Vereinigung ¥ = Y; U ... U Y, von
irreduziblen, abgeschlossenen Y;. Indem wir gegebenenfalls einige Y; weglassen,

konnen wir Y; ¢ Y fiir ¢ # j annehmen.

Angenommen, ¥ = Y] U .. UY,, ist eine andere solche Darstellung. Dann ist

’ ’ n ’ !/ !/ !
Y CY=Y,U..UY,alsoY; = |J (Y] NY;). DaY] irreduzibel ist, folgt Y; =Y, NY;
i=1
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fiir ein i. Nach Umnumerieren ist i = 1. Somit folgt ¥; C Y;. Auf dieselbe Weise zeigt
man Y] C Yj/ fiir ein j, woraus Yl/ - Yj', also j = 1 folgt. Somit ist Y71 = Yl/ .

Auf diese Weise fahrt man fort, bis alle Y; verbraucht sind und erhélt die Eindeutigkeit
der Darstellung bis auf Umnumerierung. O

Beispiel: Die irreduziblen Komponenten von Spec (K |z, y]/zy) sind gerade die Teil-
mengen V(z) und V(y).

Allgemeiner gilt: Die irreduziblen Komponenten von Spec A fiir einen noetherschen
Ring A sind gerade die Teilmengen V' (p;), wobei p; die endliche Menge der minimalen
Primideale in A durchlauft (Ubungsaufgabe).

Definition 1.15 i) Ein topologischer Raum 7T heifit quasi-kompakt, wenn jede of-
fene Uberdeckung eine endliche Teiliilberdeckung besitzt. Mit anderen Worten,
sind (U;)ier offene Teilmengen von T’ mit ' = J Uj;, so gibt es endlich viele

i€l
iy eylp €ImitT =U;, U...UU,,.
ii) Ein topologischer Raum 7' heifit kompakt, wenn 7" Hausdorff’sch und quasi-
kompakt ist.

In der Algebraischen Geometrie sind die betrachteten topologischen Raume meist
nicht Hausdorff’sch, daher haben wir es hier mit der Eigenschaft quasi-kompakt zu

tun.

Lemma 1.16 Fiir jeden Ring A ist Spec A quasi-kompakt.

Beweis : Es sei (U;),¢c1 eine offene Uberdeckung von Spec A. Dann ist Spec A\U; = V' (q;)

fiir ein Ideal a; C A. Da Spec A = |JU; ist, folgt (| V(a;) = (. Nach Lemma 4.2 ist
iel
V(> a;)=V(a;) =0=V(A), woraus mit Satz4.7 [> a; = Afolgt. Dale > /a;
il iel iel iel
ist, gibt es Indizes iy, ..., i, € I und Elemente f;, € a;,,..., fi, € a;, mit1l = f;, +...+ fi,.
Daher folgt 1 € a;; + ... +a;,, woraus § = V((1)) = V(> a;;) = () V(ay,) folgt. Also
j=1 j=1

ist U;,, ..., U;,, eine endliche Teiltiberdeckung von (U;);c;. O
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Proposition 1.17 Ein topologischer Raum 7 ist genau dann noethersch, wenn jede of-
fene Teilmenge quasi-kompakt ist.

Beweis : Ist 7" noethersch und U C T eine offene Teilmenge, so sei U = |J U; eine
i€l

offene Uberdeckung von U. Enthilt (U;);cs keine endliche Teiltiberdeckung, so existiert

tiir jedes n € N ein U,, mit

UlgUlUUggUlUUQUUgg....

Die Komplemente der Mengen U; U ... U U, bilden dann eine absteigende Kette
abgeschlossener Teilmengen von T, die nicht stationdr wird. Das widerspricht der
Tatsache, dass T noethersch ist.

Umgekehrt nehmen wir an, jede offene Teilmenge U C T sei quasi-kompakt. Sei

Y1 D Yy D ... eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen von 7. Dann ist
U = | (T\Y,) eine offene Teilmenge mit der offenen Uberdeckung (T \ Y,),>;. Da
n=1

U quasi-kompakt ist, existiert eine endliche Teiltiberdeckung 7'\ Y,,,,....,T'\ Y,,, von U.
Wir setzen ng = max{ni,...,n,}. DaY,, C Y, ist, folgt T\ Y,,, CT\ Yy, firj=1,..,r.
AlsoistU =T \Y,,.Furallen 2 no gilt U =T\Y,, C T\Y, C U, also folgtY,,, =Y.
Somit wird die Kette der Y, stationir, d.h. T ist noethersch. O

Wir wollen jetzt noch den Zusammenhang zur Theorie {iber algebraisch abgeschlosse-
nen Korpern herstellen.

Lemma 1.18 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann ist die Abbildung

i: A™"(K) — Spec K[ X1, ..., Xy,
(a1y.eyap) — (X1 — a1, .., Xp — ap)

stetig und injektiv. Das Bild von i ist gerade die Menge Max(K[Xy,...,X,])
der maximalen Ideale in K[Xi,...,X,]. Fur jedes Ideal a C KJz1,...,z,]| sei
V(a) = {(a1,...,a,) € A"(K) : f(ai,...,a,) = 0 firralle f € a} die Nullstellenmenge
von a. Dann gilt

Beweis : Nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz sind die maximalen Ideale von
K[Xj, ..., X,] gerade die Ideale der Form X — ay, ..., X,, — ay, fir (a1, ..., a,) € A"(K).
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Offenbar ergeben verschiedene Punkte in A" (K') auch verschiedene maximale Ideale.
Also ist i eine Bijektion A" (K) — MaxK[X7, ..., X,].

Ferner gilt
V(@) = {(@1, 0 a0) € A(K) 10 C (X; — a1, X — an)}.

Dies ist offenbar eine Teilmenge von V (a).

Ist umgekehrt (ay, ..., a,) € V(a), so folgt
{(a1,....an)} = V(X1 — a1, ..., Xpn — an)) C V(a),

also mit Hilfe von Korollar 3.16 aus der Vorlesung , Algebraische Geometrie: Grundla-

"

gen

aC (X1 — a1y, Xy — an), d.h. (al, ...,CLn) S l_l(V(ﬂ))
([

Ist man an Nullstellenmengen von Teilmengen des Polynomrings K[Xi, ..., X,,| inter-
essiert, so kommt man oft mit den maximalen Idealen aus. Mochte man beliebige Rin-
ge studieren, so reicht das nicht mehr und man muss alle Primideale betrachten. Ein
Ringhomomorphismus ¢ : A — B etwa vermittelt im allgemeinen keine Abbildung
zwischen Max(B) und Max(A), wohl aber eine Abbildung Spec B — Spec (4).

2 Projektive Spektren
Nun wollen wir topologische Rdume zu graduierten Ringen betrachten.

Definition 2.1 i) Ein graduierter Ring B ist ein Ring der Form

PP
d=0
wobei alle B; Untergruppen von B sind, die ByB, C By erfiillen. Die Elemente

in B, heiflen homogene Elemente vom Grad d.

ii) Sei A ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist ein graduierter Ring B, der gleich-
zeitig eine A-Algebra ist, so dass das Bild von A in B enthalten ist.
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Beispiel: Ist A ein Ring, soist B = A[X}, ..., X,,] eine graduierte A-Algebra. Hier ist

By={ >  aX{'..Xjr: furallelI mita; #0gilti; + ... +in = d}.
I=(i1, .y in)
Die homogenen Elemente von Grad d sind also hier die homogenen Polynome vom
Grad d.

Definition 2.2 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B heifst homogen, falls

a:@(aﬂBd).

d=0

Lemma 2.3 FEin Ideal a in einem graduierten Ring B ist genau dann homogen, wenn es

von homogenen Elementen erzeugt wird.

Beweis : Angenommen, a = (f;);c; mit f; € By, fiir gewisse d(i) = 0. Dann ist jedes
Element g € a eine Linearkombination der Form

g=o91fi + - +grfi

tiir g; € Bund iy, ..., i, € I. Indem wir alle g; als Summe homogener Elemente schrei-
ben und ausmultiplizieren, erhalten wir g € @ (aN By). Also folgt a € @ (a N By)
d=0 d>0

und damit Gleichheit, denn die andere Inklusion ist trivial.

Wir nehmen umgekehrt an, dass a = @ (a N By) gilt. Seien (f;)icr beliebige Erzeuger
d=0
von g. Alle f; liegen in @ (a N By), lassen sich also als endliche Summe homogener
d>0
Elemente in a schreiben. Die homogenen Summanden aller f; bilden ebenfalls ein Er-

zeugendensystem von a. O

Lemma 2.4 Summe, Schnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homo-

gene Ideale.

Beweis : Wir zeigen dies nur fiir die Summe, die anderen Behauptungen sind Ubungs-
aufgaben.

Sind (a;);.; homogene Ideale, so besitzen alle a; nach Lemma 2.3 ein Erzeugendensys-
tem aus homogenen Elementen. Vereinigt man all diese Erzeugendensysteme, so erhalt

man ein Erzeugendensystem von ) a;. Also ist auch ) a; homogen. O
i€l i€l
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Lemma 2.5 Fin homogenes Ideal p # B in einem homogenen Ring B ist genau dann
prim, wenn fiir homogene Elemente f, g € B gilt: Ist fg € p, so folgt f € p oder g € p.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Fiir jeden homogenen Ring B = @ By setzen wir By = ) By. Die Teilmenge B, ist
d=0 d>0
ein homogenes Ideal in B.

Definition 2.6 Fiir jeden homogenen Ring B sei

Proj B = {p C B : p homogenes Primideal mit B, ¢ p}.

Wir wollen nun eine Topologie auf Proj B definieren. Fiir jedes homogene Ideal a C B
sei
V(a) ={p € ProjB :a C p}.

Lemma 2.7 Es seien {a;}icr, a, b homogene Ideale in B.
i) V(0) = ProjB, V(By) = 0.
ii) V(anb) =V(a)uV(b).

iii) V(Z ai) = ﬂ V(ai).

iel il
Beweis : Analog zum Beweis von Lemma a

Wir nennen eine Teilmenge U C Proj B offen, falls es ein homogenes Ideal a C B gibt
mit U = Proj B\ V(a). Nach Lemma 2.7 erhalten wir so eine Topologie auf Proj B.

Fiir jedes homogene Element f € B sei

Di(f) ={p €ProjB: f ¢ p} = Proj B\ V((f)).

Die offenen Mengen D (f) fiir homogene f € B bilden eine Basis der Topologie auf
Proj B, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p € Proj B enthilt ein D (f). Dies
sieht man folgendermafien ein. Es gilt U = Proj B \ V (a) fiir ein homogenes Ideal a mit
a ¢ p.FallsanB, C p,sofolgtanBy ¢ p, da a homogen ist. Also existiert ein f € aN By
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mit f ¢ p. Da B ¢ pist, gibt es zusétzlich ein g € B4 mit g ¢ p. Also folgt fg ¢ p, aber
fg € an B;. Das steht im Widerspruch zur Annahme a N B, C p. Diese ist also falsch.
Fir f € an By mit f ¢ p folgtnunp € D, (f) C U.

Definition 2.8 i) Fir f € B4 homogen vom Grad d > 0 sei

By = {;k : b homogen vom Grad dk}.

ii) Fiir ein homogenes Primideal p in Proj B sei

By = {Z :c ¢ p,b,chomogen vom selben Grad }.

Esist By C By und By C By jeweils die Menge der homogenen Elemente vom Grad
0, wenn man den Grad eines Bruches als Zahlergrad minus Nennergrad definiert.

Lemma 2.9 Es seien a und b homogene Ideale in B. Dann gilt V' (a) C V/(b) genau dann,
wenn bN By C v/a.

Beweis : IstbN B, C v/a,s0seip € V(a), d.h. p ist ein homogenes Primideal mit B, ¢ p
und a C p. Dann folgt bN By C y/a C p. Es sei g € B, ein Element mit g ¢ p. Dann gilt
fur alle f € b, dass fg € bN By C pist. Alsoist f € p. Somit folgt b C p, d.h. p € V(b).

Umgekehrt nehmen wir V(a) C V(b) an. Es sei p ein beliebiges Primideal in B mit

a C p. Dann ist p" := Q? p N By nach Definition 2.2 ein homogenes Primideal in B. Gilt
d>0

By ¢ p", so folgt wegen a = a”* C p”, dass p” € V(a) C V(b) gilt. Somitist b B C b C

p" C p. Gilt B C p”,sofolgtbN B, C ph C p. AlsoistbN B, C N p=+0a0O
p Primideal,aCp

Proposition 2.10 Essei f € B, ein homogenes Element. Dann ist D (f) homdomorph
zu Spec Byy).

Beweis : Es sei j : B — By der kanonische Ringhomomorphismus j(b) = b/1. Der Ring
Byy) ist ein Unterring von By. Fiir jedes homogene Ideal a in B sei p(a) = a By N By).
Hier ist a By = {f% :a € a,k 2 0} das von j(a) in By erzeugte Ideal. Ist p € D, (f), so
ist o(p) ein Primideal in By). Das liefert eine Abbildung

¢ : Dy (f) — Spec By).
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Diese ist bijektiv. Man priift ndmlich leicht nach, dass fiir jedes Primideal q in By die
Zuordnung q — j~!(qBy) eine Umkehrabbildung liefert. Auferdem gilt fiir ein homo-
genes Ideal a genau dann a C p, wenn ¢(a) C ¢(p) gilt. Somit ist ¢ ein Homdomorphis-
mus. U

Definition 2.11 Der n—dimensionale projektive Raum tiber einem Ring A ist definiert
durch
"W = Proj Alxo, ..., x,)

Wir nehmen jetzt der Konkretheit halber an, dass A = k ein Korper ist, und untersu-
chen den projektiven Raum P}. Die Mengen U; = D (x;) fiir i = 0,...,n bilden eine
offene Uberdeckung von P?. Wir haben oben gesehen, dass U; homdomorph zu Spec
k[xo, ..., Zn](z,) ist. Wir schreiben nun k[yo, ..., ¥, - - -, Yn] = k[Yo, - - - Yi-1,Yit1, - -+ > Yn]

tir den Polynomring, dem die i-te Variable fehlt, und betrachten den Ringhomomor-

phismus
QP : kl:x[)?"?wn](xl) _> k[y()a"'vyAi?"'aynL
der fiir jedes homogene Polynom f(xo, ..., x,) vom Grad d den Bruch
f(xo,...,xp
(Omd) auf f(y07 ey Yi—1, 17yi+1a CIEaE 7yn)

abbildet. Dies ist ein Isomorphismus, denn der Ringhomomorphismus
¢ : k[y()?' . '7gi7"'7yn] — k[an' . 7xn](m,)

k1 kn
definiert durch ¢ (a ylgl ceyin) = 2P0 Tiefert eine Umkehrabbildung.
Z5

Beispiel 2.12 Fiir ¢ = 2 ist etwa

2 P
T+ 12+
w(o p.- 2>=y§+yl+1.
2

Vermoge des Isomorphismus
@ k[xo, . )y = KlYo, -5 Yir o5 Ynl

ist U; homoomorph zu Spec k[yo, - . ., Yi, - - - , Yn), also homéomorph zum Spektrum ei-
nes Polynomrings in n Variablen.
Die Abbildung

Spec [Yo, - - - s iy« - - s Yn) — Ui < P}
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bildet nach Konstruktion das maximale Ideal

o —

(Yo — a0y, Yi — iy Yn — @) N E[Yo, .. Tiy -+ o, Yn]
(fur ao, ..., di,...,an € k) auf das homogene Primideal
(Tk — ak®i)kzi

in k[zg, ..., x,] ab.

Ab jetzt bezeichnen wir in diesem Kapitel mit £ immer einen algebraisch abgeschlosse-
nen Korper.

Lemma 2.13 Sei k algebraisch abgeschlossen und P} (k) die Menge der abgeschlosse-
nen Punkte in IP7.

Die Abbildung
(K"\{0}) /K — PR(k)
gegeben durch
lag :...:ap) — (agz; — ajxk)j,ke{o...n}
ist eine Bijektion. Hier schreiben wir [ao : ... : a,] fiir die Restklasse von (ao, ..., a,) €
E"TIN{0}. Also gilt [ag : ... : an] = [Aag : ... : Aay] firalle A € k*.
Beweis : Sei [ag : ... : ay] € (K"T1\{0})/k* mit a; # 0. Dann ist ohne Einschrankung

a; = 1 (ersetze alle a; durch Z—]L) Das Ideal (arxj — a;xy);x entspricht dem Ideal (yo —
Q05+ Y — iy - - © , Yn—ap) unter Dy (z;) ~ Spec k[yo, - - -, Ui, - - - , Yn). Daher liefert dieses
Ideal einen abgeschlossenen Punkt. Umgekehrt liegt jeder abgeschlossene Punkt von

P} in einem D (z;) und gehort also zu einem maximalen Ideal in k[yo ... ¢ ... yn]. O

Da wir die Menge £"*\{0})/k* mit der Menge aller Geraden im k"' identifizieren
konnen, indem wir die Restklasse von (a, ..., a,) € k" 1\{0} auf die von diesem Vek-
tor erzeugte Gerade abbilden, entspricht die Menge der abgeschlossenen Punkte im P}
der Menge aller Geraden im k" +1.

Korollar 2.14 Sei a C k[zo, ..., z,] ein homogenes Ideal. Unter der Bijektion
(k" N\{0}) /K" — Pi(k)
entspricht V' (a) NP} (k) der Menge

{lao...an] : f(ao...ay) = 0 fir alle homogenen Elemente f € a}
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Beachte: Ist f homogen vom Grad d, so ist
f(hao, ..., han) = Xif(ag, ..., a,) firalle X € k>

Also gilt f(ao,...,an) = 0 genau dann, wenn f(Aa,, ..., Aa,) = 0.
Ist f(ao,...,a,) # 0,s0istia. f(Aag,..., an) # f(ao,...,a,). Der Wert von f an einer
beliebigen Aquivalenzklasse [a : . .. : a,] ist also nicht definiert.

Beweis : V(a) N P (k) entspricht unter der obigen Bijektion der Menge aller Aquiva-
lenzklassen [ag : ... : ap] mit

a C (ajxk — aka:j)jﬁ.

Nun folgt aus a C (ajxr — arxj);k, dass jedes homogene f € a eine Summe von Ele-
menten der Form g(ajzy, — arx;) fiir g € k[zo, ..., x,] homogen und geeignete j, & ist.
Wegen (ajay, — ara;) = 0, gilt daher f(ag...a,) = 0.

Umgekehrt gelte f(ao,...,a,) = 0 fiiralle f € a homogen. Wéahle i mit a; # 0, ohne
Einschrankung ist a; = 1.

Ist f € ahomogen vom Grad d, so setzen wir FWos s Tir e syn) = FWos -3 1, yn).
Dann gilt f € (yo — ao,...,yi/—\ai,...,yn — ay), denn aus f(ao,...,a,) = 0 folgt

flao,...,di,...,ay) =0.Daher gilt f € (x0 —aozi,...,xi — AT, ..., Tn —anx;) = (xj —

ajxi)j:#i. Alsoista C (xj — ajl'i)j;j?gi = (ajxk — ak:rj)ﬁk. O

Beispiel 2.15 Eine Gerade im P% = Projk[zo, x1, z2] ist definiert als
V ((aomo + arzy + aoxs))
fiir Koeffizienten (ap, a1, az) € k3\{0,0,0}.

Lemma 2.16 Zwei verschiedene Geraden in der projektiven Ebene P} schneiden sich

genau in einem Punkt.

Beweis :
Ly = V(azo+ arz1 + o)

Ly = V(Boxo+ Bix1 + Paxa)

seien zwei verschiedene Geraden. Dann hat die Matrix

a0 e den Rang 2
Bo B B2

(Wiéren die Zeilen linear abhidngig, so wiren die Geraden gleich.)
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Also ist dim (Kern ( a0 a1 az ) kS = l<:2> =1

Bo B B2
ag
Seiv = | a; | im Kern dieser Abbildung mit v # 0. Dann ist [ag : a1 : az] ein Punkt
az

in (k3\{0})/k* mit
aga; + ajas +azaz = 0
foar + Praz + fzaz = 0,
woraus die Behauptung folgt. O

Definition 2.17 Ist f € k[x¢, z1, 22] ein nicht konstantes homogenes Polynom, so heift
Cf = V((f)) C ]P’%
die projektive ebene Kurve zu f.

Der Grad des Polynoms heifit auch der Grad der Kurve. Wir werden spéter einen Di-
mensionsbegriff kennenlernen, mit dessen Hilfe wir C als eindimensional (daher Kur-
ve) bezeichnen konnen. Hat f den Grad 3, so heifst C'y Kubik.

Vermoge der Abbildung

(EM\{0})/k* — PE(k)

[a() can ag] — (aoxl — a120,A1T2 — A2X1,AQT2 — agxo)

fassen wir die Menge auf der linken Seite als Teilmenge von PPZ ab.

Definition 2.18 C heift singuldr in P = [a : b : ], falls folgende Bedingungen erfiillt

sind:
i) f(a,b,c)=0 (also P € Cy)
i) 2 (a,b,c)=0 firi=0,1,2

C' heifit nicht-singular (oder glatt), falls C'; keine singuldren Punkte enthalt.
Beachte: Mit f sind auch alle partiellen Ableitungen homogen.

Definition 2.19 C sei eine nicht singuldre projektive Kurve und P = [a : b : ¢] € Cy
ein abgeschlossener Punkt.

Die Gerade of of of
Vv <8$0(aa ba C):EO + 671'1(6% b7 C)wl + %(aa bv C))
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heifst Tangente in P an Cy. Dies ist wohldefiniert, da P ein nicht-singuldrer Punkt ist.
In affinen Koordinaten, also auf Uy, U; oder U, erhélt man den tiblichen Tangentenbe-
griff.

Definition 2.20 Sei L = V(agxo + onz1 + azxa) eine projektive Gerade und Cy eine
projektive Kurve. Sei P = [a : b : ¢] in L. Die Vielfachheit m(P, L, C), mit der sich L
und Cy in P schneiden, ist definiert als die Nullstellenordnung in 0 des Polynoms

W(t) = fla+ta b+t c+tb),

wobei P’ = [d' : b : (/] ein (beliebiger) weiterer Punkt in L ist.

Beispiel 2.21 i) Ist P ¢ Cy, soist f(a,b,c) # 0, also m(P, L,Cy) = 0.

f = CL‘(Q)—$1CL‘2—C$%
L = V(xg—x1 —cxo)
P = [1:1-c¢:1]
P = [-1:—(1+4¢):1]
Y(t) = fA-t,(1—c)—t(l+c),1+1)
= 1=t -1+)[(1—c)—t(1l+c)] —ec(l+1)?
= 1-2t+t?—[1—c+t—tc)—t—tc—t*—t3] —c—2tc —t?
= xt 4 Rest
= m(P,L,Cf) =1

f = :L‘% — T1X9 — cw%
L = V(xi+cxa)
P = [0:—c:1]
P = [1:—c:1]
V() = ft,—cQ+t),14+t) =2+ c(1+t)(1+1t) —c(1+1)* =
= m(P,L,Cj) =2
Allgemeiner gilt: L sei die Tangente in P = [a : b : ¢] an C. Dann ist

m(P,L,Cf) z 2,

denn fiir den Punkt P/ = [’ : V' : ] € L gilt ¥ (t) = f(a + ta’, b+ tb',c + t’), also nach
der Kettenregel

af of of
/ _ / / / / / /
w(t)——m(a—l—ta,...)a —I——y( +ta',...)b +—Z( +td'...)c,
/ éf / 6f / 6f / /
= o M + 9 = P’ e L.
also ¢'(0) x(a,b, c)a’ + y(a,b, c)b Z(a, b,c)c =0, da P’ e

Seite 20



Definition 2.22 Eine elliptische Kurve ist eine nicht-singuldre Kurve Cy, wobei f ho-
mogen vom Grad 3 von der Gestalt

f(z,y,2) = v’z + a1zyz + azyz? — 2 — asx’z — ayz2® — ag?’

(,,Weierstrafsigleichung”) ist.

In Charakteristik # 2, 3 kann man mit einer Koordinatentransformation erreichen, dass
f sich folgendermafSen vereinfacht

fz,y,2) = y*2 — 23 — axz® — b2°

(Ubungsblatt). Die zugehorige Kurve enthélt immer den Punkt O = [0 : 1 : 0]. In
{2z # 0} wird diese Gleichung zu f(z,y) = y*> — 2% — ax — b

Wir erinnern noch einmal daran, dass im Rest des Paragraphen k£ immer ein algebraisch
abgeschlossener Korper ist.

Satz 2.23 Sei L eine Gerade in P? und C} eine elliptische Kurve. Dann ist
> m(P,L,Cy)=3
PeP? (k)
Beweis : Sei L = V(ax — By + vz) und f = 3?2 — 23 — axz?® — b2? (in char # 2,3 ok;
andernfalls kann man den Beweis analog durchfiihren)

1LFallSeiao = 3 =0,also L = V(2).Seila : b:c] =P € LNCy. Dannist ¢ = 0 und
a® = 0, also @ = 0. Daher ist P = O der einzige Schnittpunkt. Wir betrachten den
zweiten Punkt P’ = [1 : 1 : 0] auf L. Dann ist m(O, L, Cy) = Nullstellenordnung von
Y(t) = f(t,1,0) = 3, also m(O, L,Cy) = 3.

2.Fall Sei« #0und 8 =0, also L = V(ax + vz) sowie [a: b:c] =P € LN CYy.
Ist P =0 = [0:1: 0], so berechnen wir m(P, L,C) mit P’ = [-v : 0 : o] € L. Das
ergibt m(P,L,Cy) = 1.
Ist P =[a:b:1],s0folgtaus P € L,dassaa +vy =0,alsoa = —Iund P =[-1 :b: 1]
gilt.
Berechne m(P, L, Cy) mit dem Hilfspunkt O = [0 : 1 : 0]. Das liefert: m(P, L,Cy) =
Nullstellenordnung von f(—2X,b+t,1) in 0.

Das ist ein Polynom vom Grad 2 in ¢. Es hat also entweder 2 verschiedene oder
eine doppelte Nullstelle. Also > S m(P, L,Cy) = 3.

P

3.Fall 5 # 0 analog, mit aufwandigeren Rechnungen. O
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Korollar 2.24 Fiir eine elliptische Kurve C/ gilt:

i) Seien P und @ zwei verschiedene Punkte auf Cy und L die projektive Gerade,
die beide verbindet. Dann hat L (mit Vielfachheiten gezdhlt) noch einen dritten
Schnittpunkt mit C'y.

ii) Sei L die Tangente an C; im Punkt P. Dann hat L (mit Vielfachheiten gezahlt)
noch einen dritten Schnittpunkt mit C.

Beweis :
i) Sei P # @Q in Cy;. Wegen > m(P,L,Cf) = 3 gilt dann entweder
PeP2 (k)
= = 1
m(P,L,Cy) 2 oder m(P,L,Cp) oder
m(Q,L,Cf) = m(QaL7Cp) =
m(P,L,Cp) = m(Q,L,Cp) = m(R,L,Cp) = 1 fiir einen dritten Schnittpunkt R

der Kurve mit L.

ii) Es ist m(P, L,C,) 2 2. Fur m(P, L,C,) = 3 ist P selbst der dritte Schnittpunkt.
Fur m(P, L,C),) = 2 gibtesein Q # P mit m(Q, L,C)) = 1.
O

Ist P = [a: b : 1] ein Punkt ungleich O = [0 : 1 : 0] auf der elliptischen Kurve C, so ist
V(z — az) die projektive Gerade, die P und O verbindet. V(z — az) N D + (z) ist eine
Parallele zur y—Achse.

Definition 2.25 (Gruppengesetz auf einer elliptischen Kurve)

Sei C eine elliptische Kurve.

i) Fir P # O in C; definieren wir einen Punkt R = P®Q auf Cy wie folgt: Wir legen
eine projektive Gerade durch P und Q. Diese schneidet C; (mit Vielfachheiten
gezidhlt) in einem dritten Punkt R’. Nun legen wir eine Gerade durch R’ und
O =[0:1:0] € Cy. Diese schneidet C in einem dritten Punkt R.

ii) Um R = P® P zu bestimmen, starten wir mit der Tangente in P an C'y und finden
damit R'. Der Punkt R wird dann analog wie in Teil i) konstruiert.

In {z # 0} sieht diese Konstruktion so aus:
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<R

O = [0 : 1: 0] ist der einzige Punkt in Cy, der nicht in {z # 0} liegt. L = V() ist die
Tangente in O an C'y mit m(O, L, Cy) = 3, wie wir im Beweis von Satz 5.26 ausgerechnet
haben. Also ist O & O = O, und O @ P erhilt man so: Die Gerade durch O und P ist
parallel zur y—Achse, also folgt O & P = P.

Satz 2.26 Die abgeschlossenen Punkte in der elliptischen Kurve C bilden eine abelsche
Gruppe unter @ mit neutralem Element O.

3 Garben

Um zu definieren, was ein Schema ist, brauchen wir aufier geeigneten topologischen
Raumen auch noch den Begriff der Garbe.

Definition 3.1 Es sei 7" ein topologischer Raum. Eine Prigarbe F von abelschen Grup-

pen auf T besteht aus den folgenden Daten:
* einer abelschen Gruppe F(U) fiir jede offene Teilmenge U C X und

¢ einem Gruppenhomomorphismus resyy : F(U) — F(V) fiir jedes Paar offener
Mengen V' C U,

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) F(0) = 0.

ii) resyy =id firalle U C T offen.
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iii) Fir W C V C U gilt
resyw — resyyw oresyy.

Manchmal schreiben wir auch f|y statt resyy (f) fiir f € F(U). Die Elemente von F(U)
nennt man auch Schnitte iiber U.

Beispiele:

1) Ist T" ein topologischer Raum, so ist durch
Jrcont(U) = {f U >R stetig}

fiir ) # U C R offen eine Pragarbe gegeben, wenn wir noch F(()) = 0 setzen. Fiir
V CUist

resyy : fcont(U) — ]:cont(v)

die Einschrankungsabbildung f — f|v.

2) Ist T' = R mit der reellen Topologie, so ist durch
Faigg(U) = {f : U — R differenzierbar}
(und Fyisr(0) = 0) eine Prégarbe, wobei
resyy : Faig(U) — Faigr(V)

wieder durch das Einschrdanken von Funktionen gegeben wird. Analog ist die
Prigarbe C! der stetig differenzierbaren Funktionen auf R definiert.

3) Ist G eine beliebige abelsche Gruppe und T ein topologischer Raum, so ist durch
Fa(U) = G, falls U # (), sowie F () = 0 und resyy = idg fiir ) # V C U sowie
res;y = 0 eine Pragarbe gegeben. Sie heifst konstante Priagarbe.

Definition 3.2 Eine Priagarbe F von abelschen Gruppen auf dem topologischen Raum
T heifst Garbe, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Sei U C T offen, (U;);cs eine offene Uberdeckung von U und f € F(U). Ist
resyy,f =0ftrallei € I ,soist f =0.
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ii) Sei U C T offen und (U;);c; eine offene Uberdeckung von U. Fiir jede Familie
fi € F(U;), so dass

resy, u,nu; (fi) = resu; vinu; (f5)

fur alle ¢ # j gilt, existiert ein f € F(U) mit resyy, (f) = fi.

Das erste Garbenaxiom i) besagt, dass ein f € F(U) eindeutig durch seine Einschran-
kungen auf alle Teilmengen einer offenen Uberdeckung bestimmt ist.

Das zweite Garbenaxiom ii) besagt, dass sich eine Familie f; € F(U;) von Schnitten
iiber den offenen Teilmengen U; einer Uberdeckung von U zu einem f € F(U) verkle-
ben ldsst, wenn die Einschrankung von f; auf U; N U; jeweils mit der Einschrankung
von f; auf U; N U; tibereinstimmt.

Beispiel: Im obigen Beispiel 1) ist die Pragarbe F.ont eine Garbe: Stetige reellwertige
Funktionen sind offenbar durch ihre Einschrinkung auf eine offene Uberdeckung ein-
deutig bestimmt. Ist ferner f; € Feont(U;) fiir eine offene Uberdeckung (Ui)ier von U

gegeben, so dass fi|u,nu; = filu,nu; gilt, so definieren wir
f(ﬂ?) = fl(x), falls x € U;.

Das ist wohldefiniert, d.h. f(z) hdngt nicht von der Wahl eines ¢ mit x € U; ab. Da
die Einschrankung von f auf alle U; stetig ist, ist auch f stetig. Somit haben wir
f € Feont(U) gefunden mit f|y, = f; furallei € I.

Analog zeigt man, dass die Pragarbe F4; aus dem obigen Beispiel 2) eine Garbe ist.

Ist G # 0 eine Gruppe, so muss die konstante Pragarbe F aus dem obigen Beispiel
3) keine Garbe sein. Das erste Garbenaxiom ist zwar erfiillt, das zweite jedoch nicht,
wenn T zwei nicht-leere disjunkte offene Mengen U und V enthélt. Dann wiahlen wir
g1 # g2 in G und betrachten die Schnitte g; € F(U) = G und g2 € Fg(V) = G. Die
offenen Mengen U und V bilden eine Uberdeckung von U U V. Es gilt U NV = §),
also resyy yrv(g1) = 0 = resy ynv(g2), aber es gibt kein g € Fo(U U V) = G mit

g =resyuyv v(g9) = g1 und g = resyuy v(9) = go.

Definition 3.3 Es seien /7 und JF, Prdgarben abelscher Gruppen auf dem topologi-
schen Raum 7.
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i) Ein Morphismus von Prigarben o : F; — F ist eine Familie (ay)ycr offen VON
Gruppenhomomorphismen

(07980 .Fl(U) — .FQ(U),

so dass fiir alle Paare V' C U von offenen Mengen das Diagramm

kommutativ ist, d.h. es gilt
reSyy c oy = ay oresyy.

ii) Ein Morphismus von Garben ist einfach ein Morphismus der zugrundeliegen-
den Pragarben.

iii) Ein Morphismus
a = (av)ucr offen : F1 — F2
von Pragarben heifst Isomorphismus, falls es einen Morphismus

B = (Bu)ucr offen : F2 = F1
von Pragarben gibt, so dass ay o Sy = idg,@y und By o ay = idF 1) fiir alle
U C T offen gilt.
Beispiele:
1) Fiirjedes 0 # U C R offen betrachten wir den Gruppenhomomorphismus
ay : CY(U) = {f : U — R stetig differenzierbar} — Feont(U) = {f : U — R stetig},

gegeben durch
fef

Dann ist @ = () ycR offen €in Morphismus von Garben von C! nach Feont.
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2) Sind G und H abelsche Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus,
so definiert oy = 0 : Fg(U) = G — H = Fg(U) fir U # () und oy = 0 einen
Morphismus von Pragarben o : F¢ — Fp.

Nun wollen wir den Halm einer Pragarbe F in einem Punkt x € T definieren. Dazu
brauchen wir den Begriff des direkten Limes.

Definition 3.4 Eine (Index-)Menge I heifit gerichtet, falls sie durch eine Relation =
partiell geordnet ist und falls fiir 4,5 € I immer ein k € I existiert mit ¢« < k und
j< k.

Proposition 3.5 Es sei [ eine gerichtete Indexmenge und (G;);c eine Familie abelscher

Gruppen, so dass fiir alle < j in [ ein Gruppenhomomorphismus
oij : Gi — G
gegeben ist mit
i) 04 = idg, fir alle s
ii) o = ojp 00y furallei < j < k.

Man nennt dann (G;, oy;) auch ein gerichtetes System abelscher Gruppen. Fiir ein

solches gerichtetes System existieren
* eine abelsche Gruppe lim G; sowie

¢ Gruppenhomomorphismen
g; - Gz — llﬂ GZ

fur alle i € I mit g; = g; o 0y flr alle i < j, so dass folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist.

Sind eine abelsche Gruppe H und Gruppenhomomorphismen h; : G; — H mit
hi = hj o oy fiir i < j gegeben, dann existiert genau ein Gruppenhomomorphis-
mus

I hﬂ G; — H,
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so dass f o g; = h; ist fiir alle ¢ € 1. Mit anderen Worten, das Diagramm

G; .
- lim G;
(¥ g Z*}H
/
h.
G !

ist kommutativ.
Man nennt lim G den direkten Limes von (G;, 0;;).
Beweis : Man konstruiert die Gruppe hgn G; als Quotienten von @ G; nach der Unter-
i€l
gruppe R, die von allen Elementen der Form a; — 0;;(a;) fiir ¢ < j und a; € G; erzeugt
wird. Die Abbildungen g; : G; — hﬂ G; kommen von den natiirlichen Abbildungen
G; —» PG, her.Ista;, + ... +a;, furiy, ... i, € Iund a;; € G;; ein beliebiges Element
el
in € G, so wahlen wir ein j € I miti; < j, ..., i, < j. Dann gilt in hgq Gi=pGi/R
il
die Gleichung a;, + ... +a;, = 0;,a;; + ... +05,.a;,. Da die rechte Seite dieser Gleichung
ein Element der G;-Komponente ist, haben wir gezeigt, dass es fiir jedes a € lim G;
einen Index j € I und ein a; € G, gibt, so dass a = g;j(a;) gilt. Sind h; : G; - H wie
oben gegeben, so faktorisiert der kanonische Gruppenhomomorphismus @ G; — H
icl
tiber lim G;. Da jedes a € lim G; von der Form a = gj(a;) fiir ein a; € Gj ist, ist der
Homomorphismus f : hgq G; — H eindeutig bestimmt. O

Definition 3.6 Es sei F eine Prdagarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum
T und z € T. Dann ist die Menge aller offenen Umgebungen U von z mit der partiellen
Ordnung U = V < V C U eine gerichtete Indexmenge. Fiir U = V, also V' C U haben
wir die Restriktionsabbildung res;yy : F(U) — F (V). Also existiert der direkte Limes

Fo = lim F(U).

e

Er heif3t Halm von F in z.

Beispiel: Es sei G eine abelsche Gruppe und F die zugehorige konstante Pragarbe
auf T. Dannist 7, = G furallexz € T.
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Lemma 3.7 Sei F eine Pragarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum 7'
undseiz € T.

i) Fiir jede offene Umgebung U von z gibt es eine natiirliche Abbildung
FU) = Fy.
Diese bezeichnen wir mit s — s,. Das Diagramm

F(U)

1

(V)
fur V c U ist kommutativ.

ii) Fiir jedes Element ¢ € F, existiert eine offene Umgebung U von z und ein s €
F(U) mit s, = c.

iii) Sind U und V' offene Umgebungen von = sowie s € F(U) und t € F(V), dann ist
sz = t; genau dann, wenn es eine offene Umgebung W von z mit W Cc UNV
gibt, so dass resyy s = resywt gilt.

Beweis :

i) Nach Konstruktion des direkten Limes gibt es fiir jede offene Umgebung U von
x einen Homomorphismus gy : F(U) — F,,sodass furalleU < V,dh.V CcU
das Diagramm

F(U)

AN

resyy Fu

7

F(V)

kommutativ ist. Diesen Homomorphismus bezeichnen wir mit s — s,.

ii) Wir haben im Beweis von Proposition 3.5 gesehen, dass es fiir jedes ¢ € F, =

li?n;l} F(U) eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) gibt, so dass gy (s) =
¢, also s, = cgilt.
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iii) Gilt resyws = resywt fiir eine offene Teilmenge W C U NV, dann folgt s, =
t; nach Konstruktion des direkten Limes. Ist umgekehrt s, = ¢;, so liegt nach
Konstruktion des direkten Limes

zelU

das Element s —t in der Gruppe R C @ F(U), die von allen Elementen der Form
zelU

[ —resgy f fiir V cUund f € F(U) erzeugt wird. Also ist s — ¢ eine endliche
Summe solcher Differenzen, d.h.

s—t= (fl - resU1V1f1) + ..+ (fT - resUTV'rfT’)

mit f1 € F(U1), ..., fr € F(U,).Fir W =Vin..nV,NUNV gilt somit resyys —
resyw (t) = 0, denn fiir alle 7 ist resy,w fi = resv,w (resy,v; fi). Also ist resyws =
resywt.

U

Lemma 3.8 Sei F eine Garbe auf 7' und U C T offen. Fiir s,¢t € F(U) ist s = t genau
dann, wenn s, = t, fiir alle z € U gilt.

Beweis : Aus s = ¢ folgt nattirlich s, = ¢, fiir alle z € U. Gilt umgekehrt s, = t, fiir alle
x € U, so gibt es nach Lemma B.7iii) eine offene Uberdeckung (U;);c; von U, so dass
resyy, (s) = resyy, (t) fir alle i € I gilt. Nach dem ersten Garbenaxiom folgt s =¢. O

Lemma 3.9 Es seien 7 und G Prdgarben abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum 7'. Ein Morphismus « : 7 — § induziert fiir jedes x € T einen Gruppenho-
momorphismus a, : F, — G, so dass fiir alle offenen Umgebungen U von x das
Diagramm

F(U) ==6(U)

|

fx—>gm

Oy

kommutativ ist.

Beweis : Fiir alle offene Umgebungen U von z betrachten wir den Gruppenhomomor-
phismus Gy : F(U) %% G(U) — G, Da ay mit den Restriktionsabbildungen vertriglich
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ist, kommutiert fiir alle V' C U offen das Diagramm

F(U)
Bu
restJ \ G,
i
F (V)

Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes F, existiert also genau ein

Homomorphismus « : 7, — G, so dass

F(U)

| X

fz%gm

Qg

kommutativ ist. Nach Konstruktion macht dieser das Diagramm aus der Behauptung

kommutativ. O

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Pragarbe , garbifizieren” kann.

Definition 3.10 Es sei F eine Prigarbe auf einem topologischen Raum 7'. Dann defi-

nieren wir fiir jedes U C T offen

FH(U) = {Funktionens:U — U Fz,so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
zelU
i) s(z) € Fy furalle z € U und

i1) fur alle z € U existiert eine offene Umgebung

VcUundeint € F(V) mits, =t, firalley € V}.

F*(U) besteht also aus allen Kollektionen (s(x)),cp von Elementen s(z) € F,, die lokal
von einem Schnitt von F herkommen.

Lemma 3.11 In der Situation von Definition 3.10] gilt:

i) FT ist eine Garbe auf 7.
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ii) Fiirjedes U C T offen sei
pu  F(U) = F(U)

die Abbildung, die einem s € F(U) die Funktion x + s, zuordnet. Dann ist ¢ ein
Morphismus von Pragarben.

iii) Ist @ : F — G ein beliebiger Morphismus von Préagarben und G eine Garbe, so
existiert genau ein Morphismus 3 : 7+ — G, fiir den das Diagramm

F—=g

o

]:+
kommutativ ist.

iv) Fiir jedes x € T ist die Abbildung der Halme
2 Fz — F, j
ein Isomorphismus.

v) Ist F eine Garbe, so ist ¢ : F — F T ein Isomorphismus.

Beweis :
i) und ii) in den Ubungen

iii) Es sei G eine Garbe und o : F — G ein Morphismus. Fiir jede offene Teil-
menge U C T definieren wir eine Abbildung Sy : FH(U) — G(U) wie
folgt: Zu (s(7))zer in FT(U) wihlen wir eine offene Uberdeckung U = |JU;
sowie t; € F(U;) mit (t;); = s(z) fur alle = € U;. Wir betrachten
ri = ay,(ti) € G(U;). Esist (13)s = az(ti)e = ag(s(z)) fur alle x € T. Also ist
(resy, v;nu;Ti)e = (Ti)z = (15)z = (resy, v,nu,7j)« fr alle x € U; N Uj. Da G ei-
ne Garbe ist, folgt mit Lemma 3.8 resy, UinU;Ti = Tesy; u,nu; T, also existiert nach
dem zweiten Garbenaxiom ein r» € G(U) mit resyy,r = r;. Nach Lemma [3.8] ist
r € G(U) das einzige Element mit r, = a,(s(x)) fiir alle € T'. Daher ist r unab-
hingig von der Wahl der Uberdeckung und der Wahl der ¢;. Wir setzen By (s) = 7.
Das definiert einen Garbenmorphismus 3 : F+ — G.Ist s € F(U), so kann man
in obiger Konstruktion angewandt auf ¢(s) die triviale Uberdeckung wahlen und
erhilt 5o p(s) = a(s).
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iv) Wir betrachten ¢, : F, — F, . Ist a € F, mit ¢, (a) = 0, so existiert nach Lemma
B.7ii) eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) mit a = s,. Dann ist
0 = psz(a) = (vu(s))s, also existiert nach Lemma [3.7]1ii) eine offene Umgebung
V C U um x mit ¢y (s)]y = 0. Also ist nach Definition von ¢y fiir alle y € V
der Halm s, = 0. Insbesondere ist a = s, = 0. Daher ist ¢, injektiv. Ist b € Ff,
so sei s € FT(U) ein Schnitt mit s, = b. Nach Definition von F* existiert eine
offene Umgebung V' C U von z und ein t € F(V) mit s(y) = ¢, furalley € V
. Also ist nach Lemma 3.8 oy (t) = resyy (s). Daher folgt v, (t;) = (ov(t))s =

(respv(s))z = sz = b.

v) in den Ubungen.
O

Beispiel: Wir wollen uns jetzt am Beispiel der konstanten Pragarbe klarmachen, was
beim Ubergang zur Garbifizierung passiert.

Es sei T' = R (oder jeder andere lokal zusammenhingende topologische Raum) und
G eine abelsche Gruppe, etwa G = Z. Wir haben schon gesehen, dass die konstante
Pragarbe F7 keine Garbe ist, denn wir konnen etwa die Schnitte 1 € F%(]0, 1[) und
2 € Fz € (]1,2]) nicht zu einem Element in F7(]0, 1[U]1, 2[) = Z zusammenkleben. Nun
ist 7, = Z fiir alle x € R, also ist

F7(10,1[U]1,2]) = {(ma)zej0.1iu1,2] : Ma € Z, so dass fiir alle z eine offene Umgebung
V, in |0, 1[U]1, 2[ und ein n € Z existiert mit m, = n fir alley € V, }.

Fiir ein (my), € F, (]0, 1{U]1, 2[) und ein beliebiges z €]0, 1] sei

U={y€l0,1: my =m,} und
V ={y €]0,1[: my # my}

Diese Teilmengen sind disjunkt und offen in ]0, 1] und es gilt |0,1[= U U V. Da ]0, 1]
zusammenhingend ist und = € U, also U # 0 gilt, folgt U =]0, 1 und V # (). Somit ist
(M2)ze)o,1] konstant.

Genauso zeigt man, dass (1m.),¢]1 2| konstant ist. Also folgt
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]:Z+(]O, 1[U]1, 2[) = {(mx)$€}071[u]1’2[ . es glbt a, b € Z mit
mg = a fur alle z €0, 1] und
mg = b fir alle z € ]1,2[}

& ZOL
Die Abbildung ¢ : 7 — F, vermittelt via

Fz(10,1[U]1,2]) — FF (10, 1[U]1,2])

|

[U]
7 7P

gerade die Diagonalabbildung Z — Z & Z, die durch a — (a, a) gegeben wird.

Definition 3.12 Ein Morphismus « : 7 — G von Prdgarben abelscher Gruppen auf 7'
heifdt injektiv, wenn fiir jede offene Teilmenge U C T' der Gruppenhomomorphismus

ay : F(U) — G(U)

injektiv ist.

Vorsicht: Der Begriff der Surjektivitit ist komplizierter, wie wir spater zeigen werden.

Proposition 3.13 Sei o : F — G ein Morphismus von Garben auf 7. Dann gilt:

i) « ist genau dann injektiv, wenn fiir alle € T die Halmabbildung o, : F, — G,
injektiv ist.

ii) Falls fiir alle # € T die Halmabbildung o, : F, — G, surjektiv ist, so gibt es fiir
jedes U C T offen und fiir jedes t € G(U) eine offene Uberdeckung U = (JU;

sowie s; € f(Uz) mit an(Si) = resyy; (t)

iii) o ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fiir alle # € 7" die Halmabbildung
oy Fr — G, ein Isomorphismus ist.

Beweis :
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i)

iif)

Angenommen, « ist injektiv und a € F, ist ein Element im Halm mit o, (a) = 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) mit s, = a.
Ferner gilt nach Lemma B.9 ay(s); = au(sz) = agz(a) = 0, also gibt es nach
Lemma [3.7] eine offene Umgebung W C U von z mit resyw (ap(s)) = 0. Da
resyw (o (s)) = oy (resyw (s)) ist und aw injektiv ist, folgt resyw (s) = 0, also
a = s = (resyw (s))z = 0. Daher ist o, injektiv.

Umgekehrt nehmen wir an, alle Halmabbildungen «, : 7 — G, sind injektiv. Sei
s € F(U) mit oy (s) = 0 gegeben. Fiirjedes x € U gilt dann o, (s;) = (ay(s)): =0
woraus s, = 0 folgt. Mit Lemma 3.8 folgt s = 0, d.h. « ist injektiv im Sinne von
Definition 3.12]

Angenommen, alle o, sind surjektiv. Sei t € G(U). Dann existiert fiir jedes z € T'
ein r, € F, mit a,(ry) = t;. Nach Lemma 3.71ii) gibt es eine offene Umgebung
W, C U von x und ein s(z) € F(W,) mit s(x); = 5. Der Keim von ay, (s(z)) €
G(W,) in z ist gerade o, (s(z)) = i (ry) = tg, also gleich dem Keim von resgyy, ¢
in z. Nach Lemma[3.71iii) existiert eine offene Umgebung U, C W, von z mit

resyy,t = resw,u, (ow, (s(x)))

= oy, (restUz s(x)) .

Mit der offenen Uberdeckung U = |J U, und den Schnitten resyy,y, s(x) folgt
zeU
die Behauptung.

Ist o ein Isomorphismus, dann sind alle ayy : F(U) — G(U) Isomorphis-
men. Also miissen auch die Halmabbildungen o, : F, — G, Isomorpis-
men sein. Wir nehmen umgekehrt an, alle o, sind Isomorphismen und zei-
gen, dass dann alle oy : F(U) — G(U) Isomorphismen sind. Nach i)
ist jedes ay injektiv. Sei t € G(U). Nach ii) existiert eine offene Uber-
deckung U = UU; und s; € F(U;) mit ay,(s;) = resyy,t. Nun ist

au;nu, (resu, v;nu;8i) = resy v;nu;t = au,nu; (Tesu; u,nu; 8;)-
Da ay,;nu; injektiv ist, folgt resy, v;nu; si = resy; v,nu,sj- Nach dem zweiten Gar-
benaxiom existiert also ein s € F(U) mitresyy,s = s; fur alle <. Dann hat o (s) die
Eigenschaft, dass resyy, (ay(s)) = oy, (resyy,s) = ay, (si) = resyy, (t) gilt, woraus
nach dem ersten Garbenaxiom oy (s) = t folgt. Somit ist a; auch surjektiv.

O
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Definition 3.14 Es seien F und G Garben auf 7. F heifst Untergarbe von G (F C G),
falls fiir alle U C T offen F(U) eine Untergruppe von G(U) ist und falls fiir alle V- C U
offen die Restriktionsabbildung resyy @ F(U) — F(V) durch Einschrianken aus der
Restriktionsabbildung res;y : G(U) — G(V') hervorgeht.

Ist F C G, soist fiir alle z € T' der Halm F,, eine Untergruppe von G, (Ubungsaufgabe).

Definition 3.15 Sei o : 7 — G ein Morphismus von Garben. Dann definieren wir fiir
alle U C T offen
(Kerna)(U) = Kern (ay : F(U) — G(U)).

Lemma3.16 i) Kerna definiert eine Garbe auf 7' und zwar eine Untergarbe von F.
ii) Firjedes z € T gilt (Kerna), = Kern (ay : F — Gz).

iii) o ist genau dann injektiv, wenn Kern a = 0 gilt.
Beweis : in den Ubungen. O

Jetzt wollen wir das Bild eines Garbenmorphismus « : F — G definieren. Wir definie-
ren eine Pragarbe auf 7" durch

(P-Bild o) (U) = Bild (ay : F(U) = G(U))
mit den Restriktionsabbildungen, die das Diagramm

Bild (ar/)—— G(U)

reSle J{I‘eSUV

Bild (o) G(V)

kommutativ machen.

Leider ist P-Bild a im allgemeinen keine Garbe (siehe Ubungen). Hier behelfen wir

uns, indem wir zur Garbifizierung tibergehen.

Definition 3.17 Es sei Bild« = (P-Bild a)* die Garbe, die zur Pragarbe P-Bild @ asso-
ziiert ist.
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Mit ¢ : P-Bild @ — Bild o bezeichnen wir die kanonische Abbildung aus Lemma [3.11]
ii). Wir haben einen natiirlichen Pragarbenmorphismus j : P-Bild o — G, der auf jedem
U C T offen durch die Inklusion jy : (P-Bild a)(U) = Bilday C G(U) gegeben ist.
Nach Lemma [3.11] iii) existiert genau ein Garbenmorphismus i : Bilda — G, so dass
das Diagramm

P-Bild «

A

Bild «

kommutativ ist.

Lemma3.18 i) Fir alle # € T induziert die Halmabbildung i, : (Bilda), —
G, einen Isomorphismus (Bild o), — Bild(a).

ii) Der Garbenmorphismus ¢ : Bild & — § ist injektiv.

Beweis : In den Ubungen. O

Definition 3.19 Ein Garbenmorphismus a : 7 — G heifdt surjektiv, wenn fiirallex € T’
die Halmabbildung a : 7, — G, surjektiv ist.

Nach Proposition ii) gilt: Ist & : F — G ein surjektiver Garbenmorphismus und
t € G(U), so gibt es eine offene Uberdeckung U = |JU; und s; € F(U;) mit

ay,(s;) =t|y, furallei.

Lemma 3.20 Ein Garbenmorphismus o : F — § ist genau dann surjektiv, wenn
i : Bild o — G ein Isomorphismus ist.

Beweis : Ist « surjektiv, so sind definitionsgemafs alle «,, surjektiv. Nach Lemma
gilt also (Bild o), = Bilda, = G, fiir alle z € T. Der injektive Garbenmorphismus
i : Bild @ — @ ist also ein Isomorphismus in allen Halmen. Nach Proposition[3.13liii) ist
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er ein Isomorphismus.
Falls umgekehrt i : Bild @ = § gilt, so folgt aus Lemma 318 fiir jedes x € T

Bild (o) = G,

d.h. alle o, sind surjektiv. Daher ist « definitionsgemaf3 surjektiv. O

Ahnlich wie das Bild definieren wir nun Quotienten von Garben.

Definition 3.21 Es sei F eine Untergarbe von G.

i) Wir setzen fiir alle U C T offen
P-g/F)U)=6U)/FU).
Das definiert eine Pragarbe auf T.

ii) Essei G/F = (P — G/F)" die Garbifizierung. G/F heifit Quotientengarbe von G
nach F.

Die Quotientenabbildungen G(U) — G(U)/F(U) induzieren einen Pragarbenmor-
phismus ¢ : G — P — G/F. Diesen konnen wir mit dem kanonischen Morphismus
¢ :P—G/F — G/F verkniipfen und erhalten einen Morphismus p = 9oq: G — G/F.

Lemma 3.22 i) Furallez € Tistp, : G, — (G/F), surjektiv mit Kernp, = F,.. Also
ist Gy /Fu >~ (G/F)as-

ii) Die Sequenz 0 -+ F — G — G/F — 0 ist exakt.

Beweis :

i) Day, : (P—G/F), — (G/F), nach Lemma[B.11liv) ein Isomorphismus ist, gentigt
es zu zeigen, dass ¢, : G, — (P — G/F), surjektiv mit Kern F, ist. Sei b € (P —
G/F)s. Dann gibt es ein s € G(U)/F(U) fiir geeignetes U C T offen mit s, = b.
Wir wihlen ein ¢t € G(U) mit ¢y (t) = s. Dann gilt ¢,(tz) = (qu(t))z = sz = b.
Also ist g, surjektiv. Ist a € F, so gilt offenbar ¢,(a) = 0. Ist umgekehrt a €
Kerng, C G, so existiert ein s € G(U) mit s, = a. Es gilt ¢(s), = 0, also existiert
nach Lemma [3.7] iii) eine offene Umgebung V' um z mit ¢(s)|yy = 0. Daher ist
sly € F(V), woraus a = s, € F, folgt. Also gilt Kern ¢, = F,.
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ii) Klar. (Hoffentlich)
O

Wir wollen nun zum Abschluss dieses Kapitels Garben auf verschiedenen topologi-
schen Raumen vergleichen.

Definition 3.23 Essei f : S — T eine stetige Abbildung topologischer Raume.
i) Ist 7 eine Garbe auf S, so definieren wir fiir jede offene Teilmenge U C T
(LF)U) = F(FHO).

Zusammen mit den von F induzierten Restriktionsabbildungen ist f.F eine Gar-
be auf T'. Sie heifst direktes Bild von F.

ii) Essei G eine Garbe auf 7. Dann ist fiirjedes U C S offen die Familie von abelschen
Gruppen G(V'), wobei V alle offenen Teilmengen von 7' mit f(U) C V durchlduft,
ein gerichtetes System abelscher Gruppen, wenn wir V< W < W C V setzen.

Essei (P — f71G)(U) = lim  G(V). Das definiert eine Pragarbe P — f~1G
f(U)CV offen

auf S. Die assoziierte Garbe (P — f~1G)T bezeichnen wir mit f~1G. Sie heifit das

Urbild von G.

4 Schemata

Es sei A ein Ring und X = Spec A. Wir wollen nun eine Garbe Ox auf X definieren,
so dass Ox(D(f)) = Ay fir alle f € A gilt. Nach §4 bilden die offenen Mengen der
Form D(f) eine Basis der Topologie, also lafit sich jede offene Teilmenge U C X
von ihnen tiberdecken. Es gilt D(g) C D(f) genau dann, wenn V((f)) C V((g)),
also nach Satz [[.7] genau dann, wenn g € /f ist, d.h. wenn ¢ = bf firein b € A
und einn 2 0 gilt. Insbesondere folgt D(f) = D(g) genau dann, wenn /(f) = /(g) ist.

Fir D(g) C D(f) definieren wir nun eine Restriktionsabbildung wie folgt:

TeSD(f)D(g) * Ay = 4
af/f* =abt/(0f)* — ab®/g"".

Ist D(f) = D(g), so ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir wollen jetzt die Gar-
benaxiome fiir die offenen Basismengen D(f) nachpriifen. Zundchst macht man sich
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leicht klar, dass fiir D(h) C D(g) C D(f) auch resp(r)pn) = r€Sp(g)D(h) © T€SD(f)D(g)
gilt. Aufserdem haben wir folgendes Resultat.

Proposition 4.1 Es sei D(f) = |J D(/f;) fur Elemente f, f; in A.
el

i) Ist s € Ay gegeben mit resp(syp(y,)s = 0 fiir alle 7 € I, so folgt s = 0.

ii) Ist s; € Ay, fir alle i € I gegeben mit resp(y,)p(y,7,)5 = T€Sp(s;)D(s.f;)S; fur alle
i,j € I,s0 gibtes ein s € Ay mitresp(y)p(s,)s = si flrallei € I.

Beweis : Nach den Ubungen ist D(f;f;) = D(f;) N D(f;), daher ist ii) analog zum
zweiten Garbenaxiom.

Es sei D(f) = (U D(fi) gegeben. Aus D(f;) C D(f) folgt f" = b;f fiir geeignetes
iel
n; 2 0und b; € A. Da D(f;) = D(f]"") und Ay, ~ Ayn gilt, konnen wir f; durch f;*

ersetzen und f; = b; f annehmen.

1.24v)

Aus D(f) = 'UID(fi) folgt V((f)) = ﬂIV((fi)) = V(Zl(fi)), also ist f € Zl(fi)
i€ ic i€ ic
nach Satz 1.7. Es gibt also ein n 2 0 und i, ...%, € I sowie ¢y, ..., ¢, € A mit f* =

cfip + oo+ fie

i) Seis=a/f* € Ay gegeben mit 0 = respf)p(s,)s = abf/fF in Ay,. Nach Definition
der Lokalisierung existiert ein n; = 0 mit abi?C fi" = 0 fir alle ¢ € I. Wir wihlen
N = r(k + max{ny, ..., n,}). Dann ist jeder Summand in f™ = (¢1fi, + ... +
¢, fi,) ein Vielfaches von (c; fi, )" = c§+nj Zf; fZ 7= cf+nj bfj fk fZ_ 7 fiir ein j.

Daher ist af™" = 0, woraus s = a/f* = 0in Ay folgt.

r

ii) Aus f € /> (fi;) konnen wir wie oben schlieSen D(f) = D(f;,) U ... U D(f,)-

j=1
Also hat (D(fi))icr eine endliche Teiliiberdeckung. Daher konnen wir mit

der im i) gezeigten Eindeutigkeit annehmen, dass I endlich ist. Sei also
D(f) = LTJ D(f;) und f; = bf fur b; € A. Seien s; € Ay gegeben mit
resD(fl,)D(fzz.l)si = 1eSp(f,)D(f:f;) S fur i,j € {1, ..., r}. Da nur endlich viele
s; auftreten, gibt es ein £ = 0, so dass s; = a;/ fl-k fur geeignete a; € A gilt.
Aus aiff/(fifj)k = a;fF/(fif;)F in Ay.z,) folgt, dass es ein m;; = 0 gibt mit
(aiff —a; ) (fif)™ = 0.
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Da nur endlich viele Indizes auftauchen, gibt es also ein m = 0 mit

(aiff — ai fF)(fif;)™ =0 (1)
furalle,j € {1, ..., r}.

Da D(fi) = D(fF™) ist, gilt D(f) = 0 D(f#t™). Dies impliziert wie oben
i=1

.
k
1= Gt
i=1

fiir geeignete n 2 1und ¢y, ..., ¢, € A.

Wir setzen a = ) c¢;f"a; € A und behaupten, dass fiir s = a/f" gilt:
j=1
resp(f)p(f)S = si- Es ist némlich

T

e = 0 eifa )
j=1

(> e

Jj=1

= Blaf" (> cifftm)

i=1
= blaf"f"

= aifin+m7

—
[N

also folgt (abl ¥ — a; f*) f = 0. Daher ist ab?'/ f* = a;/fF in Ay,.
Somit ist tatsdchlich resp ) p(sya/f" = ai/fF = s firallei =1, ..., r.

Wir definieren nun fiir jedes f € A
Ox(D(f)) = Ay
Fiir eine beliebige offene Teilmenge U C X setzen wir
Ox(U)
= {(N):ppco = s(f) € Ap mitrespppire)S(f) = 1€8p(g)(£g)5(9) flir alle f, g € A}.

Ist V C U offen, so folgt aus D(f) C V auch D(f) C U, und wir haben eine kanonische
Restriktionsabbildung
resyv Ox(U) — Ox(V),
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die das Tupel (s(f)) p(s)cv auf das Teiltupel (s(f))p(s)cv abbildet.

Eine Garbe von Ringen auf einem topologischen Raum 7 ist eine Garbe F abelscher
Gruppen, so dass alle 7(U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen Ringhomomor-
phismen sind.

Proposition 4.2 Oy ist eine Garbe von Ringen auf X = Spec A.

Beweis : Da Ox(Dy) = Ay fiir alle f € A Ringe sind und die Restriktionsabbildun-
gen Ox(D(f)) — Ox(D(g)) Ringhomomorphismen sind, folgt leicht, dass alle Ox (U)
Ringe und alle Restriktionsabbildungen res;1- Ringhomomorphismen sind. Man sieht
ferner sofort, dass Ox (U) eine Prédgarbe ist. Um das erste Garbenaxiom zu zeigen, sei
U = | Uj eine offene Uberdeckung von U und s € Ox (U) mit s|y, = 0 fiiralle j € J.
Danriei;t auch s|p(y) = 0 fiir jedes f mit D(f) C U;. Sei nun D(g) C U eine beliebige
offene Basismenge. Dann ist fiir jedes j € J die Teilmenge D(g) N U; offen, daher kann
sie mit Mengen der Form D(f), die in U; enthalten sind, tiberdeckt werden. Aus Pro-
position 4. folgt dann s| () = 0. Also ist s = 0.

Um das zweite Garbenaxiom zu zeigen, sei s; € Ox(U;) gegeben mit
silu;nu; = 8jluinu;- Wieder sei D(g) C U eine offene Basismenge. Dann iiberdecken
wir jedes D(g) N U; mit Mengen der Form D(f). Die Einschrankungen der s; auf die-
se D(f) lassen sich nach Proposition 4.1l zu einem s(g) € A; = Ox(D(g)) verkleben.
(Fiihren Sie dieses Argument aus!) Dann ist

(3(9))D(g)cU

ein Element in Ox (U) mit s|y, = s; fiir alle j. O

Proposition 4.3 Fiir jedes p € X = Spec A ist Ox, ~ A,, wobei A, die Lokalisierung
von A nach p ist.

Beweis : Es ist Ox, = lim Ox(U) = lim Ox(D(f)) = lim Ay, denn die Mengen
peU peD(f) peD(f)
der Form D(f) bilden nach §4 eine Basis der Zariski-Topologie. Ist p € D(f), so gilt

f ¢ p, also haben wir eine natiirliche Abbildung

Ay — Ap, gegeben durch
a/f* = a/ft.
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Istp € D(g) C D(f), soist das Diagramm

o[/

Ay

kommutativ. Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes existiert also
ein Homomorphismus
SOZOX,p: h_n)l Af-)Ap,
peD(f)
so dass fiir alle f € A das Diagramm

| A~

Oxp

kommutativ ist.

Jedes Element in A, ist von der Form a/h mit h ¢ p, also ist a/h im Bild von A4;, — A,.

Daher ist ¢ surjektiv. Ist € lim Ay ein Element mit o(x) = 0, so gibt es ein h mit

peD(f)
h ¢ p,so dass x das Bild von a/h € A}, unter der natiirlichen Abbildung A;, — hgq Ay

peD(f)
ist. Dann ist a/h = ¢(x) = 0in A,, also existiert ein g ¢ p mit ag = 0. Dann ist aber

D(gh) € D(h) und res(a/h) = ag/gh = 0in Ag,. Also ist z = 0, d.h. ¢ ist auch injektiv.
O

Beispiele:

1) Es sei A = k ein Korper. Dann ist X = Speck = {0} als topologischer Raum eine
Einpunktmenge. Die Garbe Oy ist festgelegt durch

Ox(X) = Ox(D(1)) = k.

Mit Hilfe der Garbe O x bekommt man also die Information zuriick, um welchen
Korper es sich handelt.

2) Essei A = Z. Da Z ein Hauptidealring ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge von
X = SpecZ von der Form V ((f)) fiir ein f € Z. Also ist jede offene Teilmenge U
von X von der Form U = D(f). Es gilt definitionsgemafs

OX(U):Zf:{%:aGZ,kzo}CQ.
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3)

4)

Ferner ist D(g) C D(f) genau dann, wenn ¢" = bf fiireinn = 0 und ein b € Z.
Also ist jeder Primteiler von f auch ein Primteiler von g und die Restriktionsab-
bildung respr)p(y) ist die Inklusion Z; C Z, C Q. Eine rationale Zahl § mit b # 0
und ggT(a,b) = 1liegt genau dann in Ox (D(f)) = Zs, wenn jeder Primteiler von
b auch f teilt.

Es sei k ein Korper und A = k[T der Polynomring in einer Variablen tiber k.
Da k[T'] ein Hauptidealring ist, ist jede nicht-leere offene Teilmengen U C X =
Spec[T'] von der Form U = D(f) furein f € k[T, f # 0. Es gilt also

wobei k[T]; die Menge aller Funktionen im rationalen Funktionenkorper
kE(T) = Quot(k[T)) ist, die sich als g/ f™ fiir ein g € k[T] und ein n = 0 schrei-
ben lassen. Als euklidischer Ring ist k[T’ faktoriell. k[T’]; besteht also genau aus
den rationalen Funktionen g/h € k(T), fir die ggT (g, h) = 1 ist und fiir die jeder
Primfaktor von h ein Teiler von f ist.

Ist k algebraisch abgeschlossen, so konnen wir jede rationale Funktion durch Aus-
werten als Funktion von k£ nach kU{oo} betrachten. Nach dem Hilbertschen Null-
stellensatz konnen wir die Menge der maximalen Ideale in Spec k& mit & identifi-
zieren. Fuir jedes h € k[T] ist h(a) = 0 genau dann, wenn h im Ideal (T — a) liegt.
Also ist fiir U = D(f)

Ox(U)= { g¢g/h € k[T]: Dierationale Funktion g/h : k — k U {oo}
hat keinen Pol in U }.

Wir betrachten nun noch A = Z[T]. Dieser Ring ist kein Hauptidealring. Fiir jede
Primzahl p ist (T, p) C A ein maximales Ideal. In X = Spec Z[T'] betrachten wir
U=X\{(T,p)} = D(p) UD(T). Da Z[T] ein Integritdtsring ist, sind wieder alle
Restriktionsabbildungen Inklusionen von Teilmengen von Quot (Z[T]). Also ist
Ox(U) =Z[T), NZ|T); C Quot(Z[T]).

Ist 0 # f/g € Z[T], N Z[T)r, so gilt f/g = B = J& fir n,m = 0 und
hi,he € Z[T] \ {0}. Wir konnen nach eventuellem Kiirzen annehmen, dass T’
nicht hy und p nicht h; teilt. Aus dieser Gleichung folgt 7™h; = p™hg, also
n = m = 0 aufgrund der Annahmen. Somit ist Ox (U) = Z[T| = Ox (X).
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Wir schreiben auch A} = Speck[T}, ..., T;,] und nennen diesen Raum den ,n-
dimensionalen affinen Raum iiber k”.

Wir wollen nun noch folgende Tatsache festhalten, die in den Beispielen schon klar
geworden ist:

Lemma 4.4 Es sei A ein Integritdtsring und K = QuotA. Mit £ € X = Spec A be-
zeichnen wir den Punkt zum Nullideal. Dann ist Ox ¢ = K. Fiir jede offene nicht-leere

Teilmenge U C X gilt £ € U, und der kanonische Ringhomomorphismus
OU) — Ox¢
ist injektiv. Fiir alle V' C U offen ist die Restriktionsabbildung
respy : Ox(U) — Ox (V)

injektiv.

Beweis : Nach Proposition 4.3/ gilt Ox ¢ = A(p) = Quot(A) = K.Ist U # 0 offen, so
gibtesein 0 # f € Amit D(f) C U. Es folgt 0 € D(f) C U. Ferner ist Ox(D(f)) =
Ay C K. Also ist die Halmabbildung Ox(D(f)) — Ox injektiv. Fiir eine beliebige
offene Teilmenge () # U C X sei s = (s(f))p(s)cv € Ox(U) mit s¢ = 0. Dann ist
s(f)e = (resyp(r)s)e = O fiir alle i € I, woraus s(f) = 0 folgt. Also ist s = 0, d.h. die
Halmabbildung
Ox(U) = Oxe=K

ist injektiv.

Daraus folgt, dass auch alle Restriktionsabbildungen injektiv sind. O

Definition 4.5 Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Oy ), bestehend aus einem topolo-
gischen Raum X und einer Garbe von Ringen Ox auf X. Ein geringter Raum (X, Ox)
heifdt lokal geringter Raum, falls fiir jedes € X der Halm Ox , ein lokaler Ring ist.

Beispiel: Fiir jeden Ring A ist (Spec A, Ospec 4) ein lokal geringter Raum. Wir bezeich-
nen ihn meist einfach als Spec A.

Definition 4.6 Ist (X, Ox) ein lokal geringter Raum und = € X ein Punkt, so sei m, C
Ox,, das eindeutig bestimmte maximale Ideal im lokalen Ring Ox .. Dann ist x(x) =
Ox o/m, ein Korper. Wir nennen x(x) den Restklassenkorper von X in x.
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Beispiel: Ist X = SpecZ, soist x((0)) = Q. Fiir jede Primzahl pist x((p)) = Z,)/pZ ) =
[F, , wobei pZ,) das von p = p/1 erzeugte Ideal in Z,, bezeichnet. Dieses ist gleich
S~1(p) fur S =Z\ (p).

Definition 4.7 Ein Morphismus
(f, %) : (X,0x) = (Y, Oy)

geringter Rdume besteht aus einer stetigen Abbildung f : X — Y und einem Garben-
morphismus ff: 0y = f.Ox von Ringgarben auf Y.

Sind (f, f*) : (X,0x) — (Y, 0y) und (g,9%) : (Y,0y) — (Z,0z) Morphismen gering-
ter Rdume, so ist die Verkniipfung (g, g*) o (f, f*) definiert durch die stetige Abbildung
go f: X — Z und den Garbenmorphismus

# L(ft
Oz g_> g*OY Qﬂ; ) g*(f*OX),
wobei (g« f*)y = fg—l(v) ist.

Ist (f, %) : (X,0x) — (Y,Oy) ein Morphismus geringter Rdume, so haben wir fiir
jedes V' C Y offen einen Ringhomomorphismus

fi 2 Ov(V) = L.Ox(V) = Ox (£ (V).
Istx € f~1(V), dann induziert dies einen Homomorphismus
Oy (V) = Ox(f71(V)) = Ox.

Nach der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir einen Ringhomo-
morphismus der Halme
ff : OY,f(w) — OX@.

Definition 4.8 Ein Morphismus
(f, f%) : (X,0x) = (Y, Oy)

geringter Riume heifst Morphismus lokal geringter Raume, falls fiir jedes = € X die
Abbildung
FH Oy gy = Oxa

ein lokaler Homomorphismus ist, d.h. falls gilt (f7)~!(m,) =m F(z)-
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Definition 4.9 Ein Isomorphismus
(£, )+ (X, O0x) = (Y, Oy)

(lokal) geringter Rdume ist ein Morphismus (lokal) geringter Rdume, fiir den ein Mor-
phismus
(9.9%) = (Y, Oy) = (X, 0x)

(lokal) geringter Riume existiert, so dass

(f, %) o (9,9" = id(y,0,) und
(gvgﬁ) o (fa fﬁ) = id(X,OX)

gilt.

Also ist (f, f*) genau dann ein Isomorphismus, wenn f : X — Y ein Homdomorphis-
mus und f*: Oy — f.Ox ein Isomorphismus von Garben ist.

Definition 410 i) Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox ), der iso-
morph zu (Spec A, Ospec a) fiir einen kommutativen Ring A ist.

ii) Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox), so dass es eine offene Uberde-
ckung (U;)icr von X gibt, so dass (U;, Ox|y,) fur alle i € I ein affines Schema ist.
Die Garbe Ox |y, ist hier die Einschrankung von Ox auf U; (wie in den Ubungen
besprochen).

iii) Ein Morphismus bzw. Isomorphismus von Schemata ist einfach ein Morphismus
bzw. Isomorphismus lokal geringter Raume.

Bisher haben wir als Beispiele fiir Schemata nur affine Schemata kennengelernt. Wir
werden spéter auch Schemata untersuchen, die nicht affin (sondern , projektiv*) sind.

Wir bezeichnen ein Schema oft nur mit dem unterliegenden topologischen Raum und
denken uns die Garbe mit. Wir schreiben also X statt (X, Ox).

Lemma 4.11 Es sei X = Spec A ein affines Schema und g € A. Dann ist die offene
Teilmenge D(g) C Spec A, zusammen mit der Garbe Ox|p(,) ein affines Schema, das
isomorph zu Spec A, ist.
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Beweis : Es sei Y = Spec A, und j : A — A, der kanonische Ringhomomorphismus.
Wir betrachten die dadurch induzierte stetige Abbildung Spec A, — Spec A, gegeben
durch p ~ j~1(p). Diese Abbidung induziert eine Bijektion (Ubungsaufgabe)

i: Spec Ay — D(g).

Ist a ein Ideal in A, so ist i(V(a)) = V(i '(a)) N D(g), also bildet i abgeschlossene
Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen ab. Somit ist ¢ ein Homdomorphismus.
Fiirjedes h € Amit D(h) C D(g) gilt h"* = bg fiir ein b € A und ein n 2 0. Nach Lemma
L5l gilt i~ ' (D(h)) = D(j(h)). Mit (Ag);(n) bezeichnen wir die Lokalisierung von A,
nach j(h). Dieser Ring besteht aus allen Elementen der Form (1/h*) (a/¢g™) = a/h*g™
fir a € Aund k,m 2 0. Man zeigt leicht, dass die Abbildung

(Ag)iny — An

a/hkgm — abm/hk“’m

ein Isomorphismus ist.
Alsoist Ox (D(h)) = Ay ~ (Ag)jn) = Oy (D(j(h))) = Oy (i~*D(h)). Man rechnet leicht
nach, dass fiir D(hg) C D(h1) das Diagramm

Ox(D(h1)) —= Oy (i ' D(h1))

resl J/res

Ox(D(h2)) — Oy (i ' D(hs))

kommutiert.

Also erhalten wir fiir jede offene Teilmenge U C D(g) einen Isomorphismus
it - Ox(U) 5 Ospec 4g(i710),

der mit den  Restriktionsabbildungen  vertrdglich  ist. ~ Daher  ist
(i,i%) : Spec Ag — (D(g), Ox|p(g)) ein Isomorphismus lokal geringter Riume. Da
(D(9), Ox|p(g)) ein Schema ist (Ubungsaufgabe), handelt es sich um einen Isomorphis-
mus von Schemata. O

Jetzt wollen wir fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : A — B einen Schemamorphis-
mus f : Spec B — Spec A definieren. Dabei gehen wir dhnlich vor wie im Beweis von
Lemma Nach Lemma 4.5 induziert ¢ eine stetige Abbildung f : Spec B — Spec A
der topologischen Rdume. Diese ist definiert als f(p) = ¢~ (p).
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Proposition 4.12 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und f : Spec B — Spec A
die zugehdrige stetige Abbildung. Dann gibt es einen Garbenmorphismus
fﬁ : OSpecA — f*OSpecBa

so dass (f, f*) : Spec B — Spec A ein Morphismus von Schemata ist.
Wir erhalten die Abbidung ¢ zuriick als ¢ = fgpec 4 ¢ A = Ospeca(SpecA) —
f«Ospec B(Spec B) = B.

Beweis : Fiirjedes g € Aist f~1(D(g)) = D(¢(g)) nach Lemma 4.5. Der Ringhomomor-
phismus ¢ : A — B induziert auf natiirliche Weise einen Homomorphismus
ff)(g) : OSPQCA(D(Q)) - Ag - B‘P(g) = OSPECB(f_lD(g)) = f*OSpecB(D(g)>
a/g® = pla)/p(g)"
Diese Homomorphismen sind vertraglich mit den Restriktionsabbildungen fiir D(g1) C

D(g2), wie man leicht nachrechnet.
Also induzieren sie fiir jedes U C Spec A offen einen Homomorphismus

f[ﬁ] : OSPECA(U) — OSpecB(f_1U> = f*OSpecA(U)7

der mit den Restriktionsabbildungen vertraglich ist.
Fiir jedes p € Spec B ist die Halmabbildung

f{l : (’)speCA’@fl(p) =A,1p) — Bp=O0specByp gegeben durch
a/f = la)/e(f),

denn diese wird im direkten Limes durch die Abbildung f]ﬁj(g) fur p € D(g) induziert.
Nun ist (f)"1(pB,) = ¢ ' (p)Ap-1(y), also ist fI ein lokaler Homomorphismus. Also
ist (f, f*) : Spec B — Spec A ein Morphismus lokal geringter Raume, d.h. ein Schema-
morphismus. Da Spec A = D(1) ist, folgt in der Tat

fpeecn=9:A—B.

Definition 4.13 Ein Morphismus von Schemata f : X — Y heifit offene Immersion,
falls es eine offene Teilmenge U C Y und einen Isomorphismus

f:(X,0x) = (U,0v|p)

gibt, so dass f die Verkniipfung von f mit der Inklusion i : (U, Oy|y) — (Y, Oy) ist.
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Beispiel: Ist Y = Spec A fiir einen Ring A und g € A, so induziert nach Lemma
4.11] der kanonische Ringhomomorphismus j : A — A, einen Schemamorphismus
f : SpecA; — Spec A, der eine offene Immersion ist. Das offene Unterschema von

Spec A, welches isomorph zu Spec A, ist, ist hier (D(g), Ospec Al p(q))-

Definition 4.14 Ein Morphismus von Schemata f : X — Y heifst abgeschlossene Im-
mersion, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge Z C Y/, so dass f einen Homdomorphis-
mus f: X — Z vermittelt.

ii) Der Garbenmorphismus f* : Oy — f.Ox ist surjektiv.

Das Paradebeispiel fiir abgeschlossene Immersionen wird in folgenden Lemma disku-

tiert.

Lemma 4.15 Essei A ein Ring und a C A ein Ideal. Der Ringhomomorphismus ¢ : A —
A/a induziert nach Proposition 4.12]einen Schemamorphismus f : Spec A/a — Spec A.
Dieser ist eine abgeschlossene Immersion.

Beweis : Die stetige Abbildung f : Spec A/a — Spec A ist gegeben durch p — ¢~ (p).
Fiir jedes Primideal p in A/a gilt a C ¢~ 1(p), also ¢~ (p) € V(a) C Spec A. Umgekehrt
gibt es fiir jedes Primideal q in A mit a C q ein Primideal p in A/a (ndmlich p = ¢(q))
mit p~!(p) = q. Also induziert f eine bijektive stetige Abbildung

Spec A/a — V(a).

Man rechnet leicht nach, dass fiir jedes Ideal b C A/a die abgeschlossene Teilmenge
V(b) in Spec A/a unter f auf V(¢ ~1(b)) abgebildet wird. Also ist diese Abbildung ein
Homoomorphismus.

Jetzt betrachten wir den Garbenmorphismus f* : Ospec A = [+Ospec 4/q- Fiir jede offene
Menge U C Spec A\ V(a) ist f~1(U) = 0, also ist f(ﬁ] surjektiv. Somit ist auch fiir alle
q € Spec A\ V(a) die Halmabbildung ff surjektiv.

Ist g € V(a), so gibt es ein Primideal p in A/a mit ¢~ !(p) = g. Die Halmabbildung ff
ist dann gegeben durch

fq': Ospecapmi(p) = Ap-1(p) = (A/0)p = Ospec a/ap

a/f = ela)/e(f).
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Da ¢ surjektiv ist, ist auch diese Halmabbildung surjektiv.
Also ist der Garbenmorphismus f* surjektiv auf den Halmen und damit definitionsge-
maf surjektiv. Daher ist f : Spec A/a — Spec A eine abgeschlossene Immersion. O

Definition 4.16 Es sei X ein Schema.

i) Ein offenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (U, Ox|y) fiir eine offe-
ne Teilmenge U C X.

ii) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (Z, Oz) fir
eine abgeschlossene Teilmenge Z C X zusammen mit einer abgeschlossenen Im-

mersion
(fafﬁ) : (ZaOZ) — (X,Ox),

wobei f : Z — X die Inklusionsabbildung ist.

Die Strukturgarbe eines offenen Unterschemas von X ist also eindeutig bestimmt als
Einschrankung der Strukturgarbe Ox.

Auf einer abgeschlossenen Teilmenge Z C X kann es aber mehrere Strukturgarben O
geben, die Z zu einem abgeschlossenen Unterschema machen.

Beispiel: Die abgeschlossene Teilmenge {3} C SpecZ wird zusammen mit der
konstanten Garbe F3 = Z/3Z und zusammen mit der konstanten Garbe Z/9Z ein
abgeschlossenes Unterschema von SpecZ. Im ersten Fall ist das abgeschlossene
Unterschema isomorph zu Spec F3, im zweiten Fall zu Spec Z /97.

Definition 4.17 Es sei S ein Schema. Ein S-Schema (oder ein Schema tber S) ist ein
Schema X zusammen mit einem Morphismus 7 : X — S. Der Morphismus 7 heifst
Strukturmorphismus und S wird auch Basisschema genannt. Ein Morphismus von
S—Schemata von 7 : X — Snacho : Y — Sist ein Schemamorphismus f : X — Y,

der das Diagramm

x—1 sy

N

S

kommutativ macht.
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Sind X,Y Schemata, so bezeichnen wir mit Mor (X,Y) die Menge aller Schema-
morphismen von X nach Y. Sind X und Y S—Schemata, so bezeichnen wir mit
Morg (X, Y') die Menge aller S—Schemamorphismen von X nach Y.

Fiir jedes S—Schema X schreiben wir
X (S) =Morg(S, X)

tiir die Menge der S—Schemata Morphismen von S nach X.

Fiir zwei Ringe A, B setzen wir
Homginge(A, B) = {¢ : A — B Ringhomomorphismus}.

Wir haben in Proposition jedem ¢ € Homginge(A, B) ein Element (f, ™M
in Mor(Spec B, Spec A) zugeordnet. Umgekehrt konnen wir fiir beliebige Schema-
ta X und Y jedem Schemamorphismus f : X — Y einen Ringhomomorphismus
ff/ 10y (Y) = (f:Ox)(X) = Ox(f~1Y) = Ox(X) zuordnen.

Lemma 4.18 Sind X = Spec B und Y = Spec A affine Schemata, so sind diese beiden
Konstruktionen invers zueinander. Also ist die Abbildung

Homginge(A, B) — Mor(Spec B, Spec A)

aus Proposition bijektiv.

Beweis : Ist ¢ € Homginge(A, B) gegeben, so hat der Morphismus f : Spec B — Spec A
aus Proposition [4.12| die Eigenschaft fﬁﬁf = . Ist f : X — Y gegeben, so miissen wir
noch zeigen, dass wir f erhalten, indem wir die Konstruktion aus Proposition d.12] auf
den Ringhomomorphismus fﬁ, : A — Banwenden. Es sei p € Spec Bund q = f(p) €
Spec A. Dann ist das Diagramm

#
Oy(Y) = A—D B— 0y(X)

J |

Ov,1(p) = Aq fT> By = Oxp
p
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kommutativ. Ist a € A\ q, so ist das Bild von a in A, invertierbar, wird also unter ff
auf ein invertierbares Element abgebildet. Da dies von fiﬁ/(a) € B induziert wird, folgt
fi(a) ¢ p. Somit folgt

fyﬂ/(A\Cl) C B\p, alsoauch
(fi)m) < a

Nun ist ff lokal, d.h. das Urbild des maximalen Ideals p B, in B, ist das maximale Ideal
qAq, also folgt fiir alle a € q nach dem obigen Diagramm flﬁ/(a) /1 = fH(a/1) € pBy,
woraus f@(a) € p folgt. Somit ist (ff,)*l(p) =q.

Also ist die stetige Abbildung f : Spec B — Spec A tatsdchlich die durch den Ringho-
momorphismus flﬁ/ : A — Binduzierte. Ist g € A, so gilt also f~1(D(g)) = D( fiﬁ/(g))
Das Diagramm

v =A— L B (o)

|

D(g) = A —>Bfu( = (f:0x)D(g)

D(g)

kommutiert, da f* ein Garbenmorphismus ist. Nach der universellen Eigenschaft der
Lokalisierung stimmt also fﬁD(g) mit der Abbildung
Ay = Bf% (9)
afg" = fa)/ (o)
tiberein, die dasselbe Diagramm kommutativ macht. Nach Proposition4.12ist also der
durch ff/ induzierte Garbenmorphismus Oy — f.Ox auf allen offenen Mengen der
Form D(g) gerade die Abbildung f. Da zwei Garbenschnitte gleich sind, wenn sie

auf einer offenen Uberdeckung gleich sind, stimmen die beiden Garbenmorphismen
tiberall tiberein. O

Proposition 4.19 Es sei Y = Spec B ein affines Schema und X ein beliebiges Schema.
Dann ist die Abbildung

Mor(X,Y) — Homginge(Oy(Y), Ox (X))
foe R
bijektiv.
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Beweis : Es ist X = |J U, fiir affine Schemata U;. Fiir jeden Index i ist also nach Lemma

118 '

Mor(U;,Y) — Homginge(B, Ox (Us))
f= f

bijektiv.
Bezeichnen wir mit f; : U; — Y die Verkniipfung von f mit der offenen Immersion
Ui — X, so gilt

(fi)y = resxu, o fi-

Sind nun f,¢g € Mor(X,Y) mit ff, = gg/ gegeben, so folgt (fl-ﬂ)y = (gf)y, also f; = g;.
Daher ist f = g (Ubungsaufgabe).

Ist umgekehrt ein Ringhomomorphismus ¢ : B — Ox(X) gegeben, so liegt
¢; = resxy; o9 : B — Ox(X) — Ox(U;) in Homginge(B, Ox(U;)). Also existiert
ein Schemamorphismus f; : U; — Y mit ( fiﬁ)y = ;. Ist V. C U; N U; eine offene affine
Teilmenge, so kommen f;|y : V — U; — Y und fj|y : V — U; — Y beide von dem
Ringhomomorphismus resxy o ¢ her, sie stimmen also nach Lemma uberein. Al-
so konnen wir die f; : U; — Y zu einem Morphismus f : X — Y zusammensetzen
(Ubungsaufgabe). Da res x, o ff, = ( ff)y = ; = resxy, o  fiir alle 7 gilt, folgt ff/ = .
Also ist die betrachtete Abbildung auch surjektiv. O

5 Projektive Schemata

Jetzt wollen wir eine Garbe von Ringen auf Proj B definieren, die Proj B zu einem Sche-
ma macht. Fiir jedes homogene Element f € B, sei

Dy(f) ={p€ProjB: f ¢ p} = Proj B\ V((/))-

Die offenen Mengen D (f) fiir homogene f € B, bilden eine Basis der Topologie auf
Proj B, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p € Proj B enthalt ein D, (f). Dies
sieht man folgendermafien ein. Es gilt U = Proj B \ V' (a) fiir ein homogenes Ideal a mit
a ¢ p.FallsanB, C p,sofolgtanBy ¢ p, da ahomogen ist. Also existiert ein f € aN By
mit f ¢ p. Da By ¢ pist, gibt es zusétzlich ein g € B4 mit g ¢ p. Also folgt fg ¢ p, aber
fg € an B;. Das steht im Widerspruch zur Annahme a N B C p. Diese ist also falsch.
Fir f € an By mit f ¢ p folgtnunp € D, (f) C U.

Wir setzen Oproj 5(D+(f)) = B(y) = {7« € By : deg a = n deg f} fiir jedes homogene
Element f, sieche Definition Jetzt wollen wir Restriktionsabbildungen definieren.
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Wir nehmen nun an, fiir homogene Elemente f,g € B, gilt D (g) C Dy(f). Dann
folgt V((f)) € V((g)), also mit Lemma (9) N By C \/(f). Insbesondere ist g €
\/m, d.h.esgiltg = bf" firein b € B und einn = 0. Da f und g homogen sind,
konnen wir b homogen wihlen. Die natiirliche Abbildung By — B, induziert einen
Ringhomomorphismus

1es p. (5)D4 (g) * Oproj B(D+(f)) = B(y) = B(g) = Oproj B(D+(9))-
Lemma 5.1 Es gelte D (f) = ‘UI D, (f;) fiir homogene Elemente f, f; € B.
i€
i) Ist s € By mitres p, (yp,(,)s = 0ftirallei € I, soist s = 0.
ii) Sind s; € By,) gegeben mitres p_ (), (f.f;,)5i = T€S D (f;,)Do(fif;)Si fur alle i, j €

I, so existiert ein s € B(y) mitres p_(s)p, (s,)s = si furallei € I.

Beweis : Das folgt aus Proposition 4.1l a

Nun definieren wir wie im Falle von Spektren

OProjB(U)
= {6 rpipcv s(f) € Bipyund resp, (1)p, (79)5(f) = 75D, (9D (19)5(9) }

Mit Hilfe von Lemma B.I]folgt, dass Oproj p eine Garbe auf B ist.
Lemma 5.2 Sei p € Proj B. Dann gilt fiir den Halm von Opyj g in p

Oproj Bp ~ Byp).-

Beweis : Es gilt

OPrOjB,p = hﬂ OProjB(U)
peU offen
= lim  Oproja(D+(f))
fép

f€By homogen
= lig — Bp) > Biy).-
fép

¢
f€B4 homogen

mit demselben Argument wie in Proposition 4.3 O
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Der Ring B(p) ist lokal mit maximalem Ideal

{9 :bep,cép,bund chomogen vom selben Grad}.
C

Also ist Proj B ein lokal geringter Raum.

Proposition 5.3 Essei f € B ein homogenes Element. Dann ist (D (f), Oproj B|p, (£))
als lokal geringter Raum isomorph zu Spec By).

Beweis : Wir haben in Proposition gesehen, dass die Abbildung

e:Di(f)— Spec By,

gegeben durch ¢(p) = pBy N By, ein Homdomorphismus ist.

Wir zeigen nun, dass fir alle Di(9) C Dy(f) gilt ¢(D4+(9)) = D(a), wobei
a = g"/f™ € By mitr = grad (f) und m = grad(g) ist. Istp € D, (f) mitg € p,
so ist offenbar o € p By N B(y) = p(p). Istp € D, (f) mit g ¢ p, so rechnet man nach,
dass a ¢ pBy N By gilt. Somit folgt (D4 (g)) = D(«).

Aus D, (g) C D4 (f) folgt g" = fbfureinn 2 0 und ein b € B. Da g und f homogen
sind, konnen wir b homogen wihlen, indem wir nur die Komponente im Grad mn — r
betrachten.

Der Ringhomomorphismus resp, (y)p_ (q) * B(y) — By bildet a = J?—:n auf das inver-
tierbare Element % in B(,) ab. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung
induziert er also einen Homomorphismus SO%HQ) : (B())a — B(g)- Eine etwas miihseli-
ge, aber elementare Rechnung zeigt, dass diese Ringhomomorphismen @%Jr (g) Mt den
Restriktionsabbildungen vertrdglich und Isomorphismen sind. Also kdnnen wir sie zu
einem Garbenisomorphismus

Spﬁ : OSpecB(f> - QD*OD+(f)
zusammensetzen. O
Korollar 5.4 (Proj B, Oprj p) ist ein Schema.

Beweis : Der lokal geringter Raum (Proj B, Opyj ) besitzt nach Proposition 5.3 eine
offene Uberdeckung aus affinen Schemata. O
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Lemma 5.5 Ist B eine graduierte A-Algebra, so ist Proj B ein A-Schema.

Beweis : Der Ringhomomorphismus o : A — B, der B zu einer A-Algebra macht,
landet definitionsgemafs in By. Fiir jedes homogene f € B, induziert o also einen
Ringhomomorphismus « : A — By definiert durch a(a) = a/1. Diese Ringhomo-
morphismen vertragen sich mit der Restriktionsabbildung fiir D (g) C Dy(f). Also
erhalten wir einen Ringhomomorphismus

A— OProj B(PI‘Oj B)

Nach@.19induziert dieser einen Schemamorphismus Proj B — Spec A. a
Beispiel: Es sei A ein Ring und B = A [z, ..., ] der Polynomring mit der oben defi-
nierten Graduierung. Dann ist By = (o, ..., z,). Jedes homogene Primideal p in B mit

B, ¢ p enthdlt mindestens eines der zj, nicht, liegt also in mindestens einem D (zy,).
Somit bilden D, (zo), ..., Dy(x,) eine offene Uberdeckung von ProjB. Sei k ¢
{0, ..., n}. Dann ist

Oproj B(Dy(71)) = Alz0 -, Tnl(zy)-
Im folgenden bedeutet das Zeichen " iiber einer Variable, dass diese weggelassen wer-
den soll. Wir haben einen Isomorphismus

o i‘; Tn
A[CC(), vy SUn](mk) — A Ty ey Ty ey, —
Tk Tk Tk
der fiir ein Element , 4
> arxy ... Ty
I:(io,...,in),io—i-...—l—in:d
d
L

gegeben ist durch

i0 in
Yoarxzy ...xy io N ik in
I &) - G) - (3)
Ty (T) (T ()
€T €T T
Lk 7 k k k
Die Umkehrabbildung wird auf Monomen gegeben durch
axéo TR Ll z0\ " zp \* Tn )"
F— —mal—) . |—) . |—] -
xd T Tk T Tk

Daher wird der projektive Raum P’} von n+ 1 Kopien des affinen Raums A’} {iberdeckt.

U
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Lemma 5.6 Es seien B = @ B, und C = @ Cy graduierte Ringe und ¢ : B — C ein
d>0 d>0
graduierter Homomorphismus, d.h. es gibt ein r = 1 mit ¢(B,;) C C,q fiir alle d = 0. Es

sei a das homogene Ideal a = ¢(B, ) C in C. Dann induziert ¢ einen Morphismus von
Schemata
f:ProjC\ V(a) = Proj B.

Fiir jedes homogene b € By gilt f~'(D (b)) = Dy (p(b)) und f|p, () ist gerade der
Morphismus affiner Schemata, der durch den Ringhomomorphismus

Bw = Cew

/i = o(a)/e(b)

induziert wird.

Beweis : Ist p ein homogenes Primideal in C, so ist ¢ 1(p) ein homogenes Primideal
in B, da ¢ mit der Graduierung vertréglich ist. Gilt a ¢ p, so folgt B. ¢ ¢~ '(p), also
erhalten wir eine Abbildung

f:ProjC\V(a) — ProjB
P 0 (p):

Diese ist offenbar stetig.
Ist b € B} homogen und p € ProjC \ V(a), so ist p(b) € p genau dann, wenn b € ¢~ 1(p)
gilt. Daraus folgt f~*D, (b) = D (p(b)). Wir definieren einen Ringhomomorphismus

oo OrrpB(D1(0) = Bay = Cluy = Obrojerve(f ' Dy (b)) durch
a/bt = p(a)/p(b)".
Da ¢ graduiert ist, wird ein Element vom Grad 0 in B, auf ein Element vom Grad 0 in
C(v) abgebildet, diese Abbildung ist also wohldefiniert.
Man tiberpriift leicht, dass die Ringhomomorphismen fjﬂj+ ®) mit den Restriktions-

abbildungen vertraglich sind. Also kdonnen wir sie zu einem Garbenmorphismus
It Orroj B = [+Oproj 0\ (a) Zusammensetzen. O

Ist a C B ein homogenes Ideal in dem graduierten Ring B, so ist auch der Quotienten-
ring B/a graduiert, indem wir

(B/a)g = Ba/(an By)

setzen. Wir betrachten nun den Fall B = A [y, ..., z,] flir einen Ring A.
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Proposition 5.7 Ist a C A [z, ..., x,] ein homogenes Ideal, so vermittelt der graduierte
Homomorphismus ¢ : A [z, ..., z,] = Alao, ..., ay]/a eine abgeschlossene Immersion

f : Proj (A |zo, ..., x5)/a) = P,

so dass das Bild der zugehorigen stetigen Abbildungen die abgeschlossene Teilmenge
V(a) C P} ist.

Beweis : Wir setzen B = Az, ..., ;). Der Homomorphismus ¢ erfiillt
¢(By) = (B/a)4, also erhalten wir einen Morphismus

f : ProjB/a — Proj B =P}

mit Lemma
Ist p C B ein beliebiges homogenes Primideal mit B, ¢ p und a C p, so ist p(p) ein
homogenes Primideal in B/a mit (B/a)+ ¢ ¢(p). Dies definiert eine Umkehrabbildung
V(a) — Proj B/a. Man priift leicht nach, dass f(V (b)) = V(¢ ~1(b)) fiir jedes homogene
Ideal b C B/a gilt. Daher ist f ein Homoomorphismus auf die Teilmenge V' (a) C P'}.
Der Garbenmorphismus

£ Opn = £.0bo; B/as

ausgewertet auf D (b) C P’} liefert nach Lemma [5.6 einen surjektiven Ringhomomor-
phismus. Da die offenen Mengen der Form D (b) eine Basis der Topologie bilden, ist
f* surjektiv. Somit ist f nach Definition E.14]in der Tat eine abgeschlossene Immersion.

(]

Definition 5.8 Es sei A ein Ring. Ein projektives A-Schema ist ein A-Schema X —
Spec A, so dass es eine abgeschlossene Immersion 7 : X — P”; von A-Schemata gibt.

6 Faserprodukte

Wir wollen nun das richtige Produkt in der Kategorie der Schemata kennenlernen.

Definition 6.1 Es sei S ein Basisschema. Sind X und Y S-Schemata, so heifit ein S-
Schema Z zusammen mit zwei S-Morphismenyp : Z — X und ¢ : Z — Y Faserprodukt
von X und Y tiber S, falls gilt:
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Fiir jedes S-Schema T' zusammen mit S-Morphismen 7" — X und 7" — Y gibt es genau
einen S-Morphismus T' — Z, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

A

Falls das Faserprodukt Z von X und Y tiiber S existiert, so ist es durch die universelle
Eigenschaft bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen
esmit Z = X XgY und nennen die Abbildungenp : X xgY — Xundq: X xgY =Y
die Projektionen.

Zur Erinnerung: Ein S-Schema ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus
f:X —=858Snd(X,f: X = S)und (Y,g : Y — S) zwei S-Schemata, so ist ein
S-Morphismus von X nach Y ein Morphismus h : X — Y, so dass das Diagramm

X % Y
N
S
kommutativ ist.

Proposition 6.2 Ist S = Spec A affin und sind X = Spec B und Y = SpecC affine
S-Schemata, so ist Z = Spec (B ®4 C) zusammen mit den Morphismen Z — X und
Z — 'Y, die von den Ringhomomorphismen B — B ®4 C und C — B ® 4 C induziert
werden, das Faserprodukt von X und Y {tiber S.

Beweis : Zu den Schemamorphismen X — S und ¥ — S gehoren Ringhomomor-
phismen A — B und A — C. Diese machen B und C zu A-Algebren. Wir priifen die
universelle Eigenschaft von Z = Spec (B ®4 C') nach. Es sei T ein S-Schema zusammen
mit S-Morphismen 7" — X = Spec B und T'— Y = Spec C'. Nach [KA], Proposition
7.19 ist fiir jedes affine Schema Spec D die Abbildung

Mor (T, Spec D) — Homginge (D, Or(T'))
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bijektiv. Also gibt es Ringhomomorphismen A — Or(T), B — Or(T) und C — Or(T),
so dass die Diagramme

A——B und A—C
N N
Or(T) Or(T)

kommutativ sind. Also sind B — O7(T) und C — Or(T") A-Algebrenhomomorphis-
men. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert genau ein A-
Algebrahomomorphismus

p: By C — Op(T),

so dass das Diagramm

kommutiert. Also gibt es genau einen S—Schemamorphismus T — Z =Spec(B®a C),
so dass das Diagramm

kommutiert. O

Lemma 6.3 Es seien X und Y S-Schemata, so dass das Faserprodukt X xg Y existiert.
Mitp : X xgY — X bezeichnen wir die Projektion nach X. Fiir jedes offene Untersche-
ma U von X ist dann das offene Unterschema p~!(U) C X x5 Y das Faserprodukt von
UundY tiber S.

Beweis : Wir priifen nach, dass p~!(U) zusammen mit den auf p~!(U) eingeschrénkte
Projektionen die universelle Eigenschaft des Faserproduktes U x g Y erfiillt. Sei T" ein
S-Schema zusammen mit S-Morphismen 7" — U und 7" — Y. Dann betrachten wir
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T — U — X und erhalten aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserprodukts
genau einen Morphismus
f T — X XgY,

/

der das Diagramm

Y
kommutativ macht.
Also liegt p o f(T) in der offenen Teilmenge U von X. Somit ist f(T) C p~!(U). Daher
gibt es genau einen S-Morphismus f : T — p~!(U), der das Diagramm

/\

kommutativ macht. O

Lemma 6.4 Es seien X und Y S-Schemata und {X;},c; eine offene Uberdeckung von
X. Existieren dann alle Faserprodukte X; xg Y, so existiert auch das Faserprodukt
X xg Y. Analog gilt fiir eine offene Uberdeckung {Yi}icr von Y: Existieren alle Fa-
serprodukte X xg Y}, so existiert auch X xgY.

Beweis : Es sei p; : X; xgY — X; die Projektion nach X;. Wir setzen fiir alle 4, j €
Ul’j = p;l(Xi N Xj) C X; XgY.

Dann ist U;; nach Lemma [6.3| das Faserprodukt von X; N X; mit Y iiber S. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Definition 1.4 existiert ein eindeutig bestimmter Isomor-
phismus

Wij * Uij — Uji.
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Wir definieren nun ein neues Schema Z wie folgt: Der topologische Raum ist
[ ]
Z=J(X;xgY)/ ~,wobeia ~ bgenau dann gilt, wenn es 7, j mit a € Uj;,b € Uj; und
el
Pij (a) =b gibt.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation. Den Raum Z aller Aquivalenzklassen statten wir
mit der Quotiententopologie aus. Wir haben kanonische stetige Projektionen

pi:XZ'XSY—>Z.

Mit Z; = pi(X; xs Y') bezeichnen wir das Bild in Z.Es ist offen und p; : X; xg Y — Z;
ist ein Homoéomorphismus. Ferner gilt p;(Us;) = Z; N Z; = p;(Uj;). Wir setzen

OZZ' = pi* (9)(Z ><5Y

Der Isomorphismus <p§j : Ouy; = (9ij)«Ou,; liefert Isomorphismen
al] : OZj|Ziij = p]* (OX] XSY‘Uﬂ) = pj* (OUji)

=~ pj. (¢ijx)Ouy; = pi.(Ouy;) = pi(Ox,xsv(0i;) = Ol 0z, -

Mit Hilfe dieser Isomorphismen definieren wir wie folgt eine Garbe Oz auf Z. Fiir
U C Z sei

Oz(U) = {(Si)ie[ 18 € Ozi(Uﬂ Zi) . ozij(sj |UmZiij) = S; ‘Uﬂquij fflI‘ alle Z,]}

Dann ist (Z,0z) ein Schema (UA). Wir nennen dieses Schema , die Verklebung der
X; x5 Y entlang der Isomorphismen ¢;;“. Wir behaupten, dass (Z, Oz) die universelle
Eigenschaft des Faserprodukts von X und Y iiber S hat.

Die Projektionen
Di - XixgY = X;

und
Qi:Xi ><5Y—>Y

erfiillen p; o ¢;; = p; und g; o ;; = ¢;. Also kdnnen wir sie zu Projektionen p : 7 — X
und ¢ : Z — Y zusammenkleben.

Sei nun T ein S-Schema mit S-Morphismen T % X und T L Y. Wir setzen Tj =
a~1(X;) C T.Dann existiert fiir jedes i € I genau ein S-Morphismus f; : T; — X; xg Y,
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der das Diagramm

N

T X xgY

Y
kommutativ macht.

Aufgrund der Eindeutigkeit ist y;; o f; = f; auf T; N T;. Also verkleben sich die f; zu ei-
nem S-Morphismus f : T' — Z. Dieser ist eindeutig bestimmt, da seine Einschrankung
auf alle T} eindeutig bestimmt ist. Die analoge Aussage fiir Y zeigt man genauso. [

Lemma 6.5 Es sei U C S ein offenes Unterschema. Esseienu : X — Sundv:Y — S
zwei S-Schemata, so dass u : X — S als

X— U

N

Falls das Faserprodukt X x v~ (U) existiert, soist X xyv~!(U) auch das Faserprodukt
von X und Y tiber S, d.h. es gilt

faktorisiert.

X xypv Y U) ~ X xgY.

Beweis : Es sei T" ein S-Schema mit S-Morphismena : T — X und b: T — Y. Da

Tvx

kommutiert, faktorisiert der Strukturmorphismus 7" — S tiber U. Nun kommutiert das
Diagramm

\U\ﬁu
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also gilt b(T') C v~1(U). Es existiert also genau ein Morphismus

T — X xyov 1(U),

so dass
T X Xy vt (U)
b v=H(U)
Y
kommutiert. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 6.6 Es sei S ein beliebiges Schema und X und Y seien zwei S-Schemata. Dann
existiert das Faserprodukt X xg Y.

Beweis : Es seien v : X — Sund v : Y — § die Strukturmorphismen. Wir wahlen
eine offene affine Uberdeckung (Si)ier von S und betrachten die offenen affinen Un-
terschemata X; = = 1(S;) C X und Y; = v=1(S;) C Y. Jetzt wihlen wir offene affine
Uberdeckungen (Ui, ) jes und (Vj, )rex von X; bzw. von Y;. Dann existieren nach Propo-
sition[6.2]alle Faserprodukte U; ; Xs; Uy, Wir halten 7 € I und k € K fest. Dann kdnnen
wir die (Us; x s, Vi, ) jes nach Lemmal6.4lzu dem Faserprodukt X; x g, V;, verkleben. Wir
wenden Lemmal6.4 erneut an und verkleben die (X; xg, Vi, )xex zu dem Faserprodukt
X; xg,Y;. Nach Lemmal6.5lgilt X; x5, Y; = X; x Y. Jetzt wenden wir wieder Lemmal6.4]
auf die offene Uberdeckung {X}icr von X an und verkleben die X; xgY zu X xgY.

U

Proposition 6.7 Es seien X, Y und Z S-Schemata fiir ein beliebiges Basisschema S.
Dann gilt:

i) Es gibt kanonische Isomorphismen
XxgS ~ X
X xgY Y xg X und
(X xsY)xsZ =~ Xxg(Y xg2)

12
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ii) Esseia: Z — Y ein Y-Schema, das wir via Z — Y — S als S-Schema betrachten.
Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus von S-Schemata (X xgY) xy

Z ~ X xg Z,wobei wir X xgY tiber die Projektion X xgY — Y als Y-Schema
auffassen.

iii) Sind f : X — X'und ¢ : Y — Y’ Morphismen von S-Schemata, so existiert genau
ein Morphismus

fxg: XxgY =X xgY,

der das folgende Diagramm kommutativ macht:

X—f>X’

d ¥
fxg

XXSY%X/XSY/

Y ——5——Y

iv) Esseieni : U — X und j : V < Y offene Unterschemata. Dann induziert der
Morphismus

1Xxj:UxgV > X xgY

einen Isomorphismus von U xg V auf das offene Unterschema p~1(U) N ¢~ (V)
von X xgY.

Beweis :

i) Ista : T'— S ein beliebiges S-Schema, so gibt es nur einen S-Morphismus 7" — S,
also einen Morphismus, der

T——S
N\ S
S
kommutativ macht, ndmlich den Strukturmorphismus a selbst.
Sind somit S-Morphismen f : T' — X und g : T' — S vorgegeben, so ist g = q,
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und es existiert genau ein Morphismus 7" — X, namlich f, der das Diagramm

N
N

S

kommutativ ist. X erfiillt also die universelle Eigenschaft des Faserprodukts von
X mit S liber S. Daher gibt es wegen der Eindeutigkeit des Faserproduktes genau
einen Isomorphismus

X xgS5—=X,

X
N
Xxg§——mX

N

kommutiert. Diesen nennt man kanonisch.

so dass das Diagramm

Analog zeigt man die anderen beiden Isomorphismen.

ii) Wir zeigen, dass das S-Schema (X xgY) xy Z zusammen mit den Projektionen
(XxsY)xy Z P X sy P4 xund (X x5Y) xy Z 22 Z die universelle Eigen-
schaft des Faserproduktes X xg Z erfiillt. Sei T" ein S-Schema mit S-Morphismen
T — X und T'— Z. Dann definieren wir einen S-Morphismus 7" — Y als Kom-
position

T—2Z5%Y.

Nach der universellen Eigenschaft von X xg Y gibt es einen eindeutig bestimm-
ten S-Morphismus 7' — X xg Y, der das folgende Diagramm kommutativ macht
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T X xgY

N
\Z
AN

Y

Betrachten wir X xgY tiber die Projektion als Y-Schema, so ist T — X xgY
ein Morphismus von Y-Schemata. Nach Konstruktion ist auch ' — Z
ein Morphismus von Y-Schemata. Also gibt es genau einen Y-Morphismus
T — (X xgY) xy Z, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

Dann kommutiert auch das Diagramm

X\
XXSY

T

(X XSY) XyZ

T

A

Also erfiillt (X xgY) xy Z in der Tat die universelle Eigenschaft von X xg Z.
Daher gibt es einen eindeutig bestimmten (kanonischen) Isomorphismus

(X xsY)xy Z5 X x5 7,

der mit den Projektionen vertraglich ist.
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iii) Wir haben Morphismen

Y =Y’

also mit der universellen Eigenschaft des Faserproduktes die gewtiinschte Abbil-
dung.

iv) Man zeigt, dass p~1(U) N ¢~ 1(V) die universelle Eigenschaft des Faserproduktes
U xg V erfillt.
U

Definition 6.8 Es sei S ein Basisschema und a : X — S ein Morphismus, der X zu
einem S-Schema macht. Fiir jedes S-Schema S’ nennen wir das Faserprodukt X xg S’
zusammen mit der Projektion

a: X xgS =5
den Basiswechsel von a vermoge S’ — S.Ist f : X — Y ein Morphismus von S-
Schemata, so heifdt der S-Morphismus

for = fxidg : X x5 8 =Y xg 8

der Basiswechsel von f.

Beispiel: Sei A ein Ring und X = SpecA[z, ..., z,|/(P, ..., Pp) fiir Polynome
Py, .., P, € Alzy,..,z,). Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und
Spec B — Spec A der zugehorige Schemamorphismus. Dann ist

X Xspec A Spec B = Spec By, ..., 2]/ (0(P1), ..., 9(Pn))

der Basiswechsel des A-Schemas X mit Spec B. Hier ist ¢(F;) das Bild von P; unter der
Fortsetzung von ¢ zu einem Ringhomomorphismus A [z1, ..., z,] = Bx1, ..., Zy].

Definition 6.9 Es sei f : X — Y ein beliebiger Morphismus von Schemata. Fiir jedes
y € Y betrachten wir den Restklassenkorper «(y). Es existiert ein nattirlicher Morphis-
mus

Speck(y) = Y,
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der den einzigen Punkt in Spec x(y) auf y abbildet. Der Basiswechsel von f mit dem
Y-Schema «(y)
fy : Xy = X xy Speck(y) — Speck(y)

heifst Faser von f im Punkt y.

Beispiel: Sei 0 # m € Z und X = SpecZ|z, y|/(zy — m) mit dem natiirlichen Morphis-
mus X — SpecZ. Dann ist die Faser von X tiber (0) € SpecZ das Q-Schema

XQ = SpeCQ[mv y]/(xy - m) = SpeCQ[mv 1/.73]

Fiir jede Primzahl p ist die Faser von X tiiber (p) € SpecZ das F,-Schema
Xr, = SpeclF,[z,y]/(xy — m). Es ist Xp, ~ SpecF,[z, 1/z], falls p { m, und
Xr, ~ SpeclF,lx, y]/(xy), falls p|m. Im zweiten Fall zerfillt Xy, in zwei irreduzible

Komponenten.

Bemerkung 6.10 Es sei f : X — Y ein Schemamorphismus. Fiir jedes y € Y induziert

dann die erste Projektion
p: Xy =X xy Speck(y) - X

einen Homdomorphismus des Schemas X, auf die Faser f~!(y) C X, ausgestattet mit

der Relativtopologie.

Beweis : Wir konnen nach Ubergang zu einer offenen affinen Umgebung U =~ Spec A
um y annehmen, dass Y affin ist. Sei p das Primideal in A zu y.

Ferner sei V@ C X eine offene affine Teilmenge. Nach Lemma ist
p Y (V) =~V xy Speck(y). Also geniigt es, die Behauptung fiir alle offenen affinen
Teilmengen von X zu zeigen. Wir konnen daher X ~ Spec B affin annehmen. Sei
¢ : A — B der Ringhomomorphismus zu f: X — Y. Nach Proposition ist
Xy ~ Spec (B ®4 k(y)) und p : X, = X gehort zu dem nattirlichen Ringhomomorphis-
mus B — B®a k(y) = B®a Ap/pA,. Wir zerlegen diesen Homomorphismus in zwei
Teile:

BL BoaA, S Boa(Ay/pAy).

Essei S = p(A\ p). Dann ist die Abbildung

ST'B — B®a4,
b/p(a) — b®1l/a
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ein Isomorphismus. (Das Tensorprodukt vertauscht ndmlich mit Lokalisierungen,
siehe Ubungen.)

Also vermittelt f eine Bijektion von Spec (B ®4 A,) auf die Menge der Primideale in
B, die disjunkt zu ¢(A \ p) sind.

Ferner priift man nach, dass g einen Isomorphismus
S™IB/o(p)S™IB 5 B ®4 (Ap/pA,) induziert, denn die linke Seite besitzt die uni-
verselle Eigenschaft des Tensorproduktes rechts. Also vermittelt g eine Bijektion von
Spec (B ®4 (Ap/pAp)) auf die Menge der Primideale in S™!B, die iiber ¢(p)S~1B
liegen.

Daher induziert die Komposition g o f eine Bijektion von Spec (B ® 4 (A4,/pAy)) auf die
Menge aller Primideale in B, die tiber ¢(p)B liegen und disjunkt zu ¢(A \ p) sind. Das
sind genau die Primideale g C B mit »~!(q) = p. Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 6.11 Es sei P eine Eigenschaft eines Morphismus von Schemata. Wir sagen,
P ist stabil unter Basiswechsel, falls gilt:
Erfillt f : X — Y die Eigenschaft P, so erfiillt fiir jeden Morphismus Y’ — Y auch der
Basiswechsel

fy i X xy Y =Y’

die Eigenschaft P.

Proposition 6.12 Offene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.

Beweis : Seii : X — Y eine offene Immersion, also ein Isomorphismus auf eine offene
Teilmenge V' C Y. Wir betrachten fiir Y/ — Y das Diagramm

Xnylg)Y/
b
X— 5y

Aus X ~ V folgt X xy Y’ @ x xyg (V) rE g1 (V) C Y, also folgt die Behauptung.

O

Proposition 6.13 Sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter Ba-
siswechsel ist. Sind X und Y S-Schemata und f : X — Y ein S-Morphismus, der P
erfiillt, so erfiillt fiir jedes S-Schema Z auch

fxidz: X x¢Z =Y xgZ
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die Figenschaft P.

Beweis : Da P stabil unter Basiswechsel ist, erfiillt auch der Basiswechsel
X xy (Y xgZ) =Y xg Zvon f die Eigenschaft P. Nunist X xg Z ~ X xy (Y xg Z)
nach Proposition [6.7] und die Abbildung X xgsZ ~ X xy (Y xg Z) = Y xg Z macht

das Diagramm

;)Y

|
1

kommutativ. Sie stimmt also mit f x idz Uberein. O

Proposition 6.14 Es sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter
Basiswechsel und Komposition ist. Erfiillen f : X — Sund g : Y — S die Eigenschaft
P, so erfiillt auch

fxXg: X xXgY 5 85%xg85~8

die Eigenschaft P.

Beweis : Wir konnen f x g als Komposition

XxsY XY ovsyay Sy

schreiben. Der Morphismus X xgY fX—id>Y S xgY ~Y ist die Projektion auf Y, also der

Basiswechsel von f mitY — S. O

Definition 6.15 Es sei S ein beliebiges Schema. Dann gibt es einen eindeutigen Mor-
phismus S — SpecZ. Das Schema A% = AgpecZ Xspecz S = Spec Z[z1, ..., Tpn| Xspecz S
heifst n-dimensionaler affiner Raum iiber S.

Das Schema P? = ngecZ Xspecz S = ProjZ[xzo, ..., 2n] Xspecz S heifst n-dimensionaler
projektiver Raum iiber S.

Da AQPQCA ~ Spec A[zq, ..., xp] und ngecA ~ Proj Alxzo, ..., z,] (siehe Ubungen) ist,

passt dies mit unseren fritheren Definitionen zusammen.
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Definition 6.16 Ein Morphismus f : X — S heifst projektiv, falls es eine abgeschlosse-
ne Immersion i : X — P¢ fiir ein n 2 0 gibt, so dass

xe—* P
S
kommutiert, d.h. so dass i ein S-Morphismus ist.

Beispiele:

i) Fiir jedes S ist die Projektion
p:Pg— S

projektiv.

ii) Jede abgeschlossene Immersion f : X — S ist projektiv, die Bedingung ist dann
fir PY = S erfiillt.

iii) Fiir jeses homogene Ideal a C A[xy, ..., ;] ist der Morphismus
Proj Alxo, ..., zp|/a — Spec A

projektiv.
7 Eigenschaften von Schemata und ihren Morphismen

Definition 7.1 Ein Schema X heifst reduziert, falls fiir alle z € X der Halm Ox , ein

reduzierter Ring ist.

Lemma 7.2 i) Ein affines Schema X =~ Spec A ist genau dann reduziert, wenn A

reduziert ist.

ii) Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C X
der Ring Ox (U) reduziert ist.

Beweis : Ein Ring A ist genau dann reduziert, wenn das Nilradikal
NilA=vV0={fe€A: f*=0fireinn > 0}

gleich Null ist.
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i) Fiir jede multiplikative Teilmenge S C A gilt Nil (S~ A) = S~!Nil (A) (Ubungs-
aufgabe). Ist A ein reduzierter Ring, so ist somit fiir jedes Primideal p € Spec A
auch A, reduziert. Also ist definitionsgemafs Spec A reduziert. Umgekehrt neh-
men wir an, dass X =~ Spec A reduziert ist, d.h. alle Halme Ox , sind reduziert.
Ist s € A >~ Ox(X) ein nilpotentes Element, so ist also fiir alle z € X der Keim
sy = 0. Daraus folgt s = 0, d.h. A ist reduziert.

ii) Dasselbe Argument wie in i) zeigt, dass in einem reduzierten Schema X alle Ringe
Ox (U) reduziert sind. Wir nehmen umgekehrt an, alle Ox (U) sind reduziert. Es
sei X = |JU; mit U; ~ Spec A; eine offene affine Uberdeckung von X. Dann ist

7
A; ~ Ox(U;) reduziert, also ist nach i) U; ein reduziertes Schema. Da fiir alle
xz € U; gilt Ox . = Oy, 4, ist X ein reduziertes Schema.
O

Satz 7.3 i) Ist X ein beliebiges Schema, so gibt es ein eindeutig bestimmtes abge-
schlossenes Unterschema
i Xl X

von X, das denselben unterliegenden topologischen Raum hat.
Ist f : Y — X ein Morphismus von einem reduzierten Schema Y nach X, so gibt
es genau einen Morphismus

g:Y = X™d,

so dass das Diagramm

N A

Xred

kommutativ ist.
ii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge Z von X gibt es genau eine Strukturgarbe, die
Z zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema von X macht.
Beweis :

i) Wir definieren fiir alle U C X offen

NU)={s€Ox(U):s, €Nil(Ox,,) furallex € U}.
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N(U) ist ein Ideal in Ox (U). Man priift leicht nach, dass N eine Untergarbe von
Ox ist. Die Quotientengarbe Ox /N ist eine Garbe von Ringen auf X. Es sei X red
der lokal geringte Raum (X, Ox/N).Ist U ~ Spec A C X eine offene affine Teil-
menge, so sei i : Spec A/Nil (A) — Spec A die abgeschlossene Immersion zur
Quotientenabbildung A — A/Nil (A) (siehe Lemma[.15). Fiir jedes g € A ist

Kerni*(D(g)) = Nil (4), = N(D(g)),

wie man leicht nachpriift (Ubungsaufgabe). Daraus folgt Kerni# = N|. Also ist
(U,0u/(N|y)) =~ Spec (A/Nil (A)) ein affines Schema. Somit hat X™ eine offene
Uberdeckung aus reduzierten affinen Schemata, es ist also ein reduziertes Sche-
ma.

Wir definieren i : X™¢ — X durch die Identitdt auf dem topologischen Raum X
und die kanonische Garbenabbildung

’L'ﬁ : OX — OX/N

Die universelle Eigenschaft von X™¢ priift man nun auf einer offenen affinen
Uberdeckung nach (Ubungsaufgabe).

Essei Z C X eine abgeschlossene Teilmenge. Wir priifen zunédchst die Eindeutig-
keit einer reduzierten abgeschlossenen Unterschemastruktur (Z, Oz) auf Z nach.
Ist U ~ Spec A C X offen affin, so ist (U N Z, O|ynz) ein abgeschlossenes Unter-
schema von U = Spec A. Nach Proposition [Z4l ist dieses isomorph zu Spec A/a
fur ein Ideal a C A, und es gilt V(a) = U N Z. Da (Z, Oz) reduziert ist, ist

Oz(UﬂZ) = A/Cl

ein reduzierter Ring. Also folgt a = y/a. Somit ist a durch V' (a) = U N Z eindeutig
bestimmt. Also ist auch (Z, Oyz) eindeutig bestimmt.

Nun zeigen wir fiir Z C X abgeschlossen noch die Existenz einer reduzierten
abgeschlossenen Unterschemastruktur. Es sei | JU; = X eine offene affine Uber-

deckung. Fiir alle ¢ ist Z N U; eine abgeschlossszene Teilmenge von U; ~ Spec A;,
also von der Form Z N U; ~ V() fir ein Ideal a; C A;. Das reduzierte
affine Schema Spec A/,/a; hat als unterliegenden topologischen Raum gerade
V(ya;) = V(a;) ~ ZNU;. Also liefert Ospec 4/ /a; €ine Garbe Ozqy, auf ZNU;, die
Z N U; zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema von U; macht. Auf-
grund der gerade gezeigten Eindeutigkeit gilt Oz, | znuinu; = Oznu; | Z0UNU; -
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Also konnen wir die Garbe Ozny, zu einer Garbe Oy verkleben, die Z zu einem
reduzierten abgeschlossenen Unterschema von X macht.
O

Nun miissen wir noch das folgende Resultat nachtragen:

Proposition 7.4 Es sei X = Spec A ein affines Schema und ¢ : Z — X ein abge-
schlossenes Unterschema. Dann gibt es ein Ideal a C A und einen Isomorphismus
Z ~ Spec A/a, so dass das Diagramm

Z———SpecAla
N

kommutiert. Hier ist 7 die natiirliche Abbildung aus Lemma .15l Insbesondere ist jedes
abgeschlossene Unterschema eines affinen Schemas selbst affin.

Beweis : Definitionsgemaf ist ¢ ein Homoomorphismus
i:Z—i(2),

und Ox — .07 ist surjektiv.

Die Idealgarbe J sei der Kern dieser Garbenabbildung. Aufierdem sei a = J(X) =
Kern(Ox(X) — Oz(Z)) und i : SpecA/a — X = SpecA die zugehorige abgeschlosse-
ne Immersion (Lemma 4.15). Nun kann man zeigen, dass fiir alle g € SpecA das Ideal
ady C Ay gerade J(D(g)) ist. (Das ist technisch etwas aufwéndig.)

Daraus folgt fiir alle z € SpecA : a - Ox; = J,. Damit erhalten wir

i(Z2) = {z€X:(i,0z), £ 0}
= {zeX:J, #0x,}
= {$€X:0.OX,I7§OX@}
= {zeX: (i«Ospeca/a)z 7# 0}
= i(SpecA/a)

Alsoisti~! oi: Z — SpecA/a ein Homdomorphismus.
Mit Hilfe der Vertraglichkeit von J und a kann man nachpriifen, dass dies auch einen
Isomorphismus auf den Strukturgarben vermittelt. O

Korollar 7.5 Abgeschlossene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.
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Beweis : Sei i : X — Y eine beliebige abgeschlossene Immersion und f : Y/ — Y ein
Morphismus. Sei SpecA ~ U C Y eine offene affine Teilmenge und setze V = i~1(U).
Dann ist auch

i‘v V=U
eine abgeschlossene Immersion (Ubungsaufgabe). Nach Proposition [Z4] ist also V =~
SpecA/a fiir ein Ideal a C A.

Nun sei SpecB ~ U’ C Y’ eine offene affine Teilmenge mit f(U’) C U. Wir betrachten
den Basiswechsel

iy/ :XXyY/%Y/

| )

X— 5y

Nunistiy, (U') ~ X xy U’ ©.3)
i U) xg U’ (6.5)
Spec(A/a®4 B) (6.2)

~ Spec(B/aB), (Ubungsaufgabe),
wobei aB das via A — B erzeugte Ideal von B ist.

Loy iy+(U') — U’ gerade der Morphismus zur Quotientenabbildung

12

12

Ferner ist iy|.

z{,‘,
B — B/aB (UA), also ist iy~ ) eine abgeschlossene Immersion. Indem wir Y’
Y/
durch solche offenen affinen Teilmengen U’ iiberdecken, folgt die Behauptung. O

Definition 7.6 Ein Schema X heifit integer, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C X
der Ring Ox (U) nullteilerfrei ist.

Lemma 7.7 Ein affines Schema X ~ Spec A ist genau dann integer, wenn A ein Integri-
tatsring ist.

Beweis : Ist X ~ Spec A integer, so ist A ~ Ox (X) nullteilerfrei, d.h. ein Integritatsring.
Ist umgekehrt A ein Integritdtsring, so sei U # () eine beliebige offene Teilmenge von
X = Spec A. Ferner seien s,t € Ox (U) gegeben mit

st=0

in O(U). Da A ein Integritatsring ist, ist (0) ein Primideal in A. Es sei n € Spec A
der zugehorige Punkt. Dann ist € U. Wir betrachten die Keime s, und ¢, in
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Ox,n =~ A() = Quot A. Es ist s,t, = 0, also s, = 0 oder ¢, = 0. Nach Lemma (4.4 ist
Ox(U) — Ox,, injektiv, woraus s = 0 oder ¢ = 0 folgt. Daher ist Ox (U) nullteilerfrei.
O

Vorsicht: Ist X ein integres Schema, dann sind alle Oy, Integritdtsringe. Die Umkeh-
rung gilt aber nicht. (Ubungsaufgabe)

Proposition 7.8 Ein Schema X ist genau dann integer, wenn X reduziert und irreduzi-
bel ist.

Beweis : Falls X integer ist, so sind alle Ox (U) Integritatsringe, also insbesondere re-
duziert. Daher ist X reduziert.

Angenommen X = X; U X, fiir abgeschlossene Teilmengen X; und X, von X. Dann
sind die offenen Teilmengen U; = X \ X; und U; = X \ X, disjunkt. Also ist nach den
Garbenaxiomen die Abbildung

OX(UlUUQ) — OX(Ul)XOX(UQ)
f = (f|U17f|U2)

ein Isomorphismus. Da Ox (U; U Us) keine Nullteiler besitzt, folgt U; = () oder Uy = 0,
also X7 = X oder X5 = X. Daher ist X irreduzibel.

Wir nehmen nun an, X ist irreduzibel und reduziert. Es sei U C X of-
fen und f,g € Ox(U) mit fg = 0. Wir betrachten Y;={zx € U : f, € m;} und
Y, ={x € U : g, € m;}. Diese Teilmengen sind abgeschlossen in U (Ubungsaufgabe).
Da fiir alle z € U gilt f,g9, =0 € m,, folgt U = Yy UY,. Da X irreduzibel ist, ist nach
Lemma [[.9 auch U irreduzibel. Also ist U = Y; oder U = Y,. Wir kénnen ohne Ein-
schrainkung U = Y; annehmen. Es sei V' C U eine beliebige offene affine Teilmenge.
Aus D(f|lv) =V N (U \Yy) = 0 folgt, dass f|y nilpotent ist. Nun ist Ox (V) reduziert,
also ist f|[V = 0. Also ist die Einschrankung von f auf alle offenen affinen Teilmengen
von U trivial. Daraus folgt f = 0. O

Lemma 7.9 Sei X ein irreduzibles Schema. Dann gibt es einen Punkt n € X, der in
jeder nicht-leeren offenen Teilmenge U C X enthalten ist. Es gilt X = {1}, wobei {n}
der Abschluss der Einpunktmenge {7} ist. Der Punkt n heifit generischer Punkt von
X.
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Beweis : Sei ) # U = Spec A C X eine offene affine Teilmenge. Dann ist U nach Lemma
irreduzibel. Nach Proposition gilt also Spec A = V(p) = {p} fiir ein Primideal
p von A. Sei  der zugehorige Punkt in X. Es ist X = {n} U (X/U), also folgt {n} = X
aus der Irreduzibilitit von X. Aus {n} = {¢} = X folgt n = ¢ (Ubungsaufgabe), also ist
n unabhédnging von der Wahl von U. Da jede nicht-leere offene Teilmenge von X eine
offene affine Teilmenge von X enthilt, folgt die Behauptung. O

Definition 7.10 i) Ein Schema X heifst noethersch, falls X eine endliche offene af-
fine Uberdeckung X = |J U; besitzt, so dass Ox (U;) fiir alle i € {1, ..., n} ein
=1

noetherscher Ring ist. B
ii) Ein Schema X heifit lokal noethersch, wenn jeder Punkt eine offene affine Um-

gebung U besitzt, so dass Ox (U) noethersch ist.

Beispiel:
i) Ist A ein noetherscher Ring, so ist Spec A ein noethersches Schema.

ii) Fiir jeden noetherschen Ring A ist der projektive Raum P’ ein noethersches Sche-

ma.

Wir haben hier die Eigenschaft noethersch jeweils nur fiir eine spezielle offene affine
Uberdeckung gefordert. Mit dieser Definition ist nicht a priori klar, dass fiir ein noether-
sches affines Schema Spec A der Ring A noethersch sein muss. Dies folgt aber aus dem

nichsten Lemma.

Lemma 7.11 Ein Schema X ist genau dann lokal noethersch, wenn fiir jede offene affine
Teilmenge U C X der Ring Ox (U) noethersch ist.

Beweis : Sei U ~ Spec A eine offene affine Teilmenge von X. Da X eine Uberdeckung
durch Spektren noetherscher Ringe besitzt und Lokalisierungen noetherscher Ringe
noethersch sind, besitzt X eine Basis der Topologie bestehend aus Spektren noether-
scher Ringe. Somit ist U = J U; mit U; ~ Spec B; fiir geeignete noethersche Ringe B;.

7

Wir wéhlen f; € A ~ Ox(U) mit D(f;) C U;. Wir betrachten die Restriktionsabbildun-
gen
Ox(U) —— Ox(U;) —— Ox(D(f:))

l

A B; Ay,

3

l l
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Es sei g; = fi|p,. Da das Bild von g; unter res, p(fy) : Bi — Ay, eine Einheit ist, kénnen
wir diesen Homomorphismus nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung zu
einem Homomorphismus (B;),, — Ay, fortsetzen. Dieser ist surjektiv, wie man sich
anhand des obigen Diagramms leicht tiberlegt. Also ist auch Ay, ein noetherscher Ring.
Wir konnen daher annehmen, dass die Uberdeckung (U;); von der Form U; = D(f;)

ist. Da U =~ Spec A quasi-kompakt ist, kénnen wir nach Ubergang zu einer endlichen
Teiliiberdeckung sogar U = |J D( f;) mit noetherschen Ringen Ay, annehmen.

=1
Esseia C A ~ Ox(U) ein Ideal. Dann ist fiir alle i das zugehorige Ideal aAy, in der

Lokalisierung Ay, endlich erzeugt. Gilt

a; a;,
ad;, — (f f;w>
(2 K]

€ aund r = r(i), so betrachten wir das Ideal b C a, das von allen

fir gy oeey Qg

ai; (i = 1,..,n,j = 1, .., r(i)) erzeugt wird. Da nur endlich viele Indizes im Spiel
sind, ist b endlich erzeugt. Ferner gilt

bAy =ady fur i=1,..,n.

Sei g ein beliebiges Element von a. Es gibt ein m = 0 mit f/"¢g € b fiir alle i. Aus
U = U D(f;) folgt (f1, ..., fn) = A. Daherist1 = c1f1 + ... + ¢, f, flir geeignete
i=1

Cly weny En € A

Fir N =2 nm kommt in jedem Summanden der ausmultiplizierten Summe
(c1fi + o+ cnfa)N ein f vor. Also ist g = 1g = (c1f1 + ... + cnfn)Vg € b, woraus
a = b folgt. Also ist a endlich erzeugt, und A ist noethersch. O

Definition 7.12 Es sei A ein Ring und B eine A-Algebra, d.h. wir haben einen Ringho-
momorphismus A — B gegeben. Dann heifit B von endlichem Typ iiber A, falls B
als A-Algebra endlich erzeugt ist, d.h. falls es einen surjektiven Homomorphismus von
A-Algebren

Y Alxy, ..., Ty = B

gibt. Ist zusdtzlich der Kern von ¢ ein endlich erzeugtes Ideal in Afx1, ..., ], so heifst
B von endlicher Prasentation iiber A.

Ist A noethersch, so ist nach dem Hilbertschen Basissatz auch A[zy, ..., ;] noethersch.
In diesem Fall sind die beiden Begriffe von endlichem Typ und von endlicher Présen-
tation also dquivalent.
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Lemma 7.13 i) Sind A -+ B — C Ringhomomorphismen und ist B als A-Algebra
von endlichem Typ sowie C als B-Algebra von endlichem Typ, so ist auch C als
A-Algebra von endlichem Typ.

ii) Eine analoge Aussage wie in i) gilt fiir ,,von endlicher Prédsentation”.

iii) Ist A ein Ring und g € A, so ist die Lokalisierung A, eine A-Algebra von endli-

chem Typ.
iv) Ist A — B ein surjektiver Ringhomomorphismus, so ist B eine A-Algebra von
endlichem Typ.
Beweis : In den Ubungen. O

Definition 7.14 i) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifst lokal von end-
lichem Typ, falls es eine Uberdeckung von Y durch offene affine Teilmengen
U; ~ Spec A; gibt, so dass fiir alle i das Urbild f~1(U;) C X eine offene affine
Uberdeckung f~!(U;) = |JSpec By, besitzt, fiir die fiir alle i und j der zugehérige

J
Ringhomomorphismus A; — B;; den Ring B;; zu einer A;-Algebra von endli-
chem Typ macht.

ii) f : X — Y heifit von endlichem Typ, falls Y eine offene affine Uberdeckung
durch U; ~ Spec A; hat, so dass fiir alle i das Urbild f~!(U;) C X eine endliche

offene affine Uberdeckung f~1(U;) = |J Spec B; ; besitzt, fiir die fiir alle 7 und
j=1
J der Ringhomomorphismus A; — B;; den Ring B;, zu einer A;-Algebra von

endlichem Typ macht.

Definition 7.15 i) ein Morphismus f : X — Y heifst lokal von endlicher Prasenta-
tion, wenn die Bedingung aus Definition[7.14!i) mit , von endlicher Prasentation”
statt ,von endlichem Typ” erfiillt ist.

Proposition 7.16 Ein Morphismus f : Spec B — Spec A ist genau dann von endlichem
Typ, wenn der zugehorige Ringhomomorphismus A — B aus B eine A-Algebra von
endlichem Typ macht.

Ein analoges Resultat gilt fiir ,von endlicher Prasentation” statt fiir von endlichem Typ.
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Beweis : Ist A — B von endlichem Typ, so ist definitionsgemdfs auch
f : Spec B — Spec A von endlichem Typ.

Wir nehmen umgekehrt an, der Schemamorphismus f : Spec B — Spec A ist von endli-
chem Typ. Nach Voraussetzung existiert eine offene affine Uberdeckung SpecA = |J U;

mit U; ~ SpecA;, so dass f~1(U;) = |JV;; mit Vj; ~ SpecB;; fiir A;-Algebren B;; von

endlichem Typ gilt. Jedes U; ist affinf also quasi-kompakt. Daher ldsst es sich durch
endlich viele offene Standardmengen D(h;, ) fiir h;, € A tiberdecken. Die Inklusion
a : U; — U entspricht einem Ringhomomorphismus ¢ = resyy, : A — A;. Es gilt
D(hi,) = a='(D(hi,)) = D(p(hi,)), woraus Ap, = (4;),n, ) folgt.

Ferner gilt f(D(hy)) N Viy = F1D(p(hy) N Vg = (flu) ' (De(hy)) =
D(¢ o ¢(hi,)) ~ Spec (Bij)woso(hik)' Nun ist (Bij)¢0¢(hik) von endlichem Typ tiiber
(Ai)(hi, ) = An,, , also nach Lemma [Z.13lauch von endlichem Typ iiber A.

Es gilt Spec By ~ D(g) = i~ '(D(g)) = D(p(g)) =~ Spec (Bj)y(g), also By ~ (Bj)y(g)-
Daher ist B, nach Lemma 2.13 eine Bj-Algebra von endlichem Typ, also auch eine
A-Algebra von endlichem Typ. Wir kénnen somit nach Verfeinern der Uberdeckung
annehmen, dass alle V; offene Standardmengen der Form V; = D(g;) fiir g; € B sind.
Da Spec B quasi-kompakt ist, reichen endlich viele V; aus, um Spec B zu iiberdecken.
Fir alle j aus der endlichen Indexmenge J wiahlen wir Erzeuger
bgj)/g;“(j), ey bgj)/g?(j) der A-Algebra B, aus (mit r = r(j)).

Fiir b € B und ein j betrachten wir nun b/1 € B,,. Nach Voraussetzung lésst sich dieses

Element als Polynom in bgj ) / g;-“(j ), s bty / g;-”(j ) mit Koeffizienten in A schreiben. Da-
her gibt es nach Multiplikation mit einem geeignetem g ein Polynom in bgj ), s bY ), 9;

mit Koeffizienten in A, das gleich g;?b ist. Da nur endlich viele j auftauchen, konnen
wir n unabhéngig von j wihlen. Nun ist D(g;) = D(g}). Aus Spec B = |J D(g7}) folgt

jeJ
>~ (g97) = B. Also existieren Elemente h; € B mit ) h;g7? = 1.
JjeJ e
Somit ist b = »_ h;g}b ein Polynom in allen bZ(] ), gj und h; mit Koeffizienten in A. Da
JjeJ
dies insgesamt endlich viele Elemente sind, ist B als A-Algebra endlich erzeugt. O

Korollar 7.17 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata ist genau dann lokal von
endlichem Typ, wenn fiir jede offene affine Teilmenge U ~ SpecA C Y und jede offene
affine Teilmenge V =~ SpecB C f~1(U) der Ringhomomorphismus A — B zu f|y :
V' — U den Ring B zu einer A—Algebra von endlichem Typ macht.

Beweis : Das folgt aus Proposition[7.16] O
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Lemma 7.18 i) Offene Immersionen sind lokal von endlichem Typ.
ii) Abgeschlossene Immersionen sind von endlichem Typ.

iii) Sind f : X - Y und g : Y — Z Morphismen lokal von endlichem Typ bzw. von
endlichem Typ, so ist auch die Komposition g o f : X — Z lokal von endlichem
Typ bzw. von endlichem Typ.

Beweis : In den Ubungen. O

Definition 7.19 Es sei k ein Korper. Ein k-Schema X heifit algebraisch, falls der Struk-
turmorphismus X — Speck von endlichem Typ ist.

Beispiel:

i) FirjedesIdeal a C k[zy, ..., x,] ist X = Speck[z1, ..., x,]/a ein (affines) algebrai-
sches k-Schema.

ii) Fiirjedes homogeneldeal b C k[xo, ..., zy] ist Proj (k[zo, ..., ,]/b) als abgeschlos-
senes Unterschema des P} ein algebraisches k-Schema.

Proposition 7.20 Es sei X ein algebraisches k-Schema. Ein Punkt € X ist genau dann
abgeschlossen (d.h. {z} ist abgeschlossen), wenn der Restklassenkorper x(x) eine end-

liche Korpererweiterung von £ ist.

Beweis : Nach Voraussetzung hat X eine endliche offene affine Uberdeckung X =

J Vj mit V; ~ Spec Bj, so dass die B, als k-Algebren von endlichem Typ sind. Falls alle
j=1
V; die Behauptung erfiillen, so auch X. Wir kdnnen also annehmen, dass X ~ Spec B

affin ist. Ein Punkt = € X ist genau dann abgeschlossen, wenn das zugehorige Ideal in
B maximal ist. Ist 2 abgeschlossen mit zugehorigem maximalen Ideal m,, C B, so gilt

k(z) ~ Bm,/MyBn, = B/m,.

Nach Lemma [7.13]ist mit B auch der Quotient x(z) ~ B/m, eine k-Algebra von end-
lichem Typ. Also ist x(x)/k eine endliche Korpererweiterung, vergleiche [AGG], Satz
3.12.
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Ist umgekehrt x(x)/k eine endliche Korpererweiterung, so sei p, C B das Primideal zu
z. Da

k C B/p; C Quot(B/ps) = By, /p2Bp, ~ k()

gilt, ist dann «(z) erst recht als B/p,-Modul endlich erzeugt. Nach Lemma [AGG], 3.9
ist B/p, also ein Korper, d.h. p, ist ein maximales Ideal. O

Lemma 7.21 Die Eigenschaften von endlichem Typ, lokal von endlichem Typ, von end-
licher Prasentation und lokal von endlicher Prasentation sind stabil unter Basiswechsel.

Beweis : Nach Wahl geeigneter offener affiner Uberdeckungen fithrt man die Behaup-
tung auf folgendes Problem zuriick: Ist B eine A—Algebra mit einer der vier Eigen-
schaften aus der Behauptung und ist C' eine beliebige A—Algebra, so hat auch B ® 4 C
als C'—Algebra die entsprechende Eigenschaft. Dies folgt aus der Tatsache, dass ein
surjektiver A—Algebren-Homomorphismus

(x) Alxyi,...,x) > B
nach Tensorieren mit C' einen surjektiven C'—Algebren-Homomorphismus
Clz1,. .. x| ~ Alzy, ..., 2] @4 C - By C

ergibt, dessen Kern als Ideal in C'[z; ... z,] von denselben Erzeugern erzeugt wird wie
der Kern von (x). O

8 Separierte und eigentliche Morphismen

Wir betrachten zunichst einen topologischen Raum 7'. Der Raum 7T ist genau dann
Hausdorffsch, wenn das Bild der Diagonalabbildung

AT — TxT

x = (z, )

eine abgeschlossene Teilmenge von T' x T ist. Eine dhnliche Bedingung kann man fiir
Schemata formulieren.

Definition 8.1 Essei f : X — Y ein Morphismus von Schemata.
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i) Die Diagonalabbildung zu f ist definiert als der eindeutige Morphismus
A f- X —- X xy X,

der folgendes Diagramm kommutativ macht:

2N

X— X xy X
PN
X

Die Existenz von A folgt natiirlich aus der universellen Eigenschaft des Faser-
produktes.

ii) Der Morphismus f heift separiert, falls /A ; eine abgeschlossene Immersion ist. In
diesem Fall sagen wir auch einfach, X ist separiert tiber Y.

iii) Ein Schema X heifst separiert, falls der eindeutig bestimmte Morphismus
X — SpecZ separiert ist.

Nun sind Schemata nur in trivialen Féallen Hausdorffsch als topologische Raume. Trotz-
dem ist separiert eine sinnvolle Eigenschaft. Ein separiertes Schema muss namlich
nicht Hausdorffsch als topologischer Raum sein. Das liegt daran, dass der topologische
Raum des Schemas X Xgpecz X im allgemeinen nicht das Produkt des topologischen
Raumes zu X mit sich selbst ist (siehe Ubungen).

Proposition 8.2 Ist f : Spec B — Spec A ein Morphismus zwischen affinen Schemata,
so ist f separiert. Insbesondere ist jedes affine Schema separiert.

Beweis : f entspricht einem Ringhomomorphismus ¢ : A — B. Die Diagonalabbildung
Ay : Spec B — Spec B Xgpec 4 Spec B =~ Spec B ®4 B wird von dem Ringhomomor-
phismus

Yv:B®s B — B,
Z ai(bi ® Ci) — Z SO(az’)biCi
induziert. Dieser Ringhomomorphismus ¢ definiert ndmlich einen Schemamorphis-

mus Spec B — Spec (B ®4 B), der das definierende Diagramm zu A; kommutativ
macht. Da 1) surjektiv ist, ist A eine abgeschlossene Immersion. O
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Beispiel: Es sei k ein Korper und X; = Ai sowie Xy = A,lg. Wir betrachten die offenen
Teilmengen U; = A} \ {0} C X; und Us = A} \ {0} C X5.Seip =id : Uy — Us.
Entlang dieser Abbildung verkleben wir X; und X5 zu einem Schema X. Wir erhalten
eine affine Gerade A} mit doppeltem Nullpunkt:

2]

Das Faserprodukt X Xgpecj, X ist dann die affine Ebene A% mit verdoppelten Koordi-
natenachsen und vierfachem Nullpunkt. Das Bild der Diagonalabbildung enthilt aber
nur zwei dieser Nullpunkte. Es ist also nicht abgeschlossen (Ubungsaufgabe).

Lemma8.3 i) Offene und abgeschlossene Immersionen sind separiert.
ii) Separiertheit ist stabil unter Komposition.
iii) Separiertheit ist stabil unter Basiswechsel.

Beweis :

i) Isti: U < X eine offene Immersion, soist U x x U ~ U xy U = U nach Lemma

p1
und Proposition Die Diagonalabbildung A; : U — U xx U ist also ein
Isomorphismus. Ist i : ¥ < X eine abgeschlossene Immersion, so sei Spec A ~
U C X eine offene affine Teilmenge. Dann ist

i1 : i~ Y (U) — U ~ Spec A

eine abgeschlossene Immersion. Nach Proposition [Z4] ist i~!(U) ~ Spec 4/a
fir ein Ideal aC A. Nun ist i }(U) xy X =i 1(U) xy i"1(U) eine of-
fene Teilmenge von X xy X. Ferner ist A;[;-1) gerade die Diagonal-
abbildung Spec A/a ~ i Y(U) — i 1(U) xy i} (U) ~ Spec (4/a ®4 A/a), und
p1: Spec(A/a ®4 A/a) — Spec A/a ist ein Isomorphismus, denn

AJa — Aj/a®y Ala
a+a — (a+a)®1
ist ein Isomorphismus. Also ist A; auf i 1 (U) ~ Spec A/a ein Isomorphismus.

Daher ist AA; ein Isomorphismus und insbesondere eine abgeschlossene Immersi-

on.
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ii) Es seien f: X — Y und g:Y — Z separiert, das heifit Ay : X — X xy X und
Ag:Y =Y xzY sind abgeschlossene Immersionen.
Die  Diagonalabbildung Ay y: X - X xz X  ist die  Kompositi-
on von Af: X3 XXxyX~XxyYxyX mit dem Morphismus
idy x Ay xidy : X Xy V¥ Xy X = X xy (Y xzY) xy X ~ X xz X,
denn diese Komposition macht das verlangte Diagramm kommutativ. (Wir
benutzen hier Proposition[6.71)
Nun sind abgeschlossene Immersionen nach Korollar [7.5]stabil unter Basiswech-
sel, also ist nach Proposition auch idx x A, x idx eine abgeschlossene
Immersion. Da abgeschlossene Immersionen stabil unter Komposition sind
(Ubungsaufgabe), folgt die Behauptung.

iii) Es sei f : X — Y separiert und g : Y/ — Y ein beliebiger Morphismus. Es sei
X' = X xy Y'. Wir wollen zeigen, dass die Projektion f’' : X' = X xy Y’ — Y’
separiert ist. Der Morphismus

Apxidy : X' =X xy Y = X xy X xyY’
(X xy Y') xyr (X xy Y')
~ X' xyr X'

12

macht das Diagramm

[N

X — s X! xyr X!
X/

kommutativ, er stimmt also mit A ¢/ tiberein. Da abgeschlossene Immersionen sta-
bil unter Basiswechsel sind, ist nach Korollar [Z.5 mit A auch A¢ x idy~ eine ab-
geschlossene Immersion. Also ist Ay eine abgeschlossene Immersion, d.h. f” ist
separiert.

U

Definition 8.4 i) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifst abgeschlossen,
wenn das Bild jeder abgeschlossenen Teilmenge von X abgeschlossen in Y ist.

ii) f: X — Y heif3it universell abgeschlossen, falls fiir jedes Y-Schema Y’ der Ba-
siswechsel fys : X xy Y’ — Y’ abgeschlossen ist.
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Analog definiert man die Eigenschaften offen und universell offen fiir Morphismen von
Schemata.

Definition 8.5 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit eigentlich, falls f von
endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist.

Proposition 8.6 i) Abgeschlossene Immersionen sind eigentlich.
ii) Eigentliche Morphismen sind stabil unter Komposition und Basiswechsel.
Beweis :

i) Nach Lemma und Lemma 8.3 sind abgeschlossene Immersionen von endli-
chem Typ und separiert. Da abgeschlossene Immersionen abgeschlossen sind und
der Basiswechsel einer abgeschlossenen Immersion nach Korollar[7.5 wieder eine
abgeschlossene Immersion ist, sind abgeschlossene Immersionen auch universell

abgeschlossen.

ii) Die Eigenschaften von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen
sind stabil unter Komposition (Lemma Lemma B3] und Ubungsaufgabe).
Nach Lemma und Lemma [8.3 sind die Eigenschaften von endlichem Typ
und separiert stabil unter Basiswechsel. Die Eigenschaft universell abgeschlossen
ist definitiongemaf stabil unter Basiswechsel.

O

Beispiel: Sei k ein Korper. Das Schema A}, ist nicht eigentlich iiber Speck. A}, ist zwar
von endlichem Typ tiber k& und als affines Schema auch separiert iiber %, aber nicht
universell abgeschlossen. Um das einzusehen, betrachten wir den Basiswechsel

2 1 1 1

von
A} — Speck.

Der zugehorige Ringhomomorphismus ist die Einbettung

¢ kly] — klz,y].

Wir betrachten die Zariski-abgeschlossene Teilmenge V((zy — 1)) in A2. Dann
ist fiir jedes b # 0 in k das Ideal (z — b™1,y —b) € V((zy — 1)), und es gilt
(y —b) = o Y(z — bt y —b)). Also ist das Primideal (y — b) C k[y] im Bild
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p2(V((xy — 1))). Andererseits gibt es kein Primideal p C k[z, y] mit (zy — 1) C p und
y € ¢ 1(p), denn ein solches Primideal wiirde y und zy — 1, also 1 enthalten. Daher
ist das Primideal (y) nicht in pa(V((zy — 1))). Nun sind die Zariski-abgeschlossenen
Teilmengen von A} gerade die endlichen Mengen abgeschlossener Punkte sowie () und
Al. Daher kann fiir einen unendlichen Kérper k die Menge po(V ((zy — 1))) nicht ab-
geschlossen sein. Also ist A} — Speck fiir unendliche Korper nicht abgeschlossen. Ist
k ein endlicher Korper, so ist A} — Spec k(z) zumindest nicht universell abgeschlossen.

Ein fundamentales Beispiel fiir einen eigentlichen Morphismus ist ein projektiver Mor-
phismus.

Proposition 8.7 Projektive Morphismen sind eigentlich.

Beweis : Sei f : X — S ein projektiver Morphismus. Dann gibt es eine abgeschlossene
Immersion i : X — PY, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

X————P
N
S.

Nach Proposition [8.6 ist ¢ eigentlich, und eigentliche Morphismen sind stabil unter
Komposition. Also geniigt es zu zeigen, dass die Projektion P'é — S eigentlich ist. Nach
Proposition sind eigentliche Morphismen stabil unter Basiswechsel, also miissen
wir nur zeigen, dass P, — SpecZ eigentlich ist. Nun ist P}, von endlichem Typ und
separiert iiber SpecZ (Ubungsaufgabe). Also geniigt es zu zeigen, dass P? — SpecZ
universell abgeschlossen ist. Daher miissen wir also fiir jedes Schema S nachweisen,
dass 7 : P — S abgeschlossene Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen abbil-
det. Ist S = |J S; eine offene affine Uberdeckung von S, so ist P = UIP’gZ eine offene

Uberdeckung. Wir konnen Abgeschlossenheit einer Menge durch Schneiden mit allen
Mitgliedern einer offenen Uberdeckung testen. Also kénnen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass S = Spec A affin ist. Dann ist P4 = P}, jede abgeschlossene Teilmenge
ist also von der Form V' (a) fiir ein homogenes Ideal a C Afz, ..., ). Wir miissen zei-
gen, dass die Abbildung 7 : P’} — Spec A = S die Menge V'(a) auf eine abgeschlossene
Teilmenge von S abbildet. Dazu gentigt es zu zeigen, dass S\ 7(V (a)) offen ist. Fiir ein
s € S betrachten wir die Faser von 7 in s, also P} x gSpec k(s) ~ Pes) (Ubungsaufgabe).
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Nun ist

p (V(ena(s)) = p ' (V(a))
= V(a8)7

wobei a; C k(s)[xo, ..., zp] das von a C Alzy, ..., z,] induzierte Ideal ist.

Nun ist s genau dann in S \ 7(V(a)) enthalten, wenn V(a) N 7~ 1(s) leer ist. Das ist
dquivalent zu V(as) = 0 = V((zo, ..., z,)) also nach Satz [L.7 zu (zo, ..., zn) C /8s.
Nun ist (2, ..., ¥,) C /as genau dann, wenn es ein d = 0 gilt mit zg, ..., ¢ € a,
und dies ist dquivalent zu der Tatsache, dass fiir einen geeigneten Grad m = 0 jedes
homomogene Polynom vom Grad m in k(s)|xo, ..., ] in a, enthalten ist.

Wir schreiben kurz B = A [z, ..., ). Mit By, tm, k(8)[Z0, .., Tn]m, (as)m bezeichnen
wir jeweils den homogenen Anteil vom Grad m beziiglich der Graduierung. Offenbar
ist (B/a)y = By, /. Es ist (as),, das Bild von a,, unter der natiirlichen Abbildung

B = Alxo, ..., zp) = &(S)[z0, vy Tn).

Nun ist (a5)m = @, ®4 £(s) (Ubungsaufgabe). Wir haben oben gezeigt, dass s genau
dannin S\ 7(V(a)) enthalten ist, wenn

K(8)[z0, -y Tn)m = (as)m
gilt, also genau dann, wenn
B, ®4 K(8) = apy, @4 K(S)

gilt. Nach dem Lemma von Nakayama, angewandt auf (B/a), ®4 Og, s, ist also
(B/am) ®a Og, s = 0. Dies ist die Lokalisierung von (B/a),, nach allen Elementen aus
A, die nicht im zu s gehorigen Primideal liegen. Da (B/a),, als A-Modul endlich er-
zeugt ist, finden wir ein f in der Nennermenge mit f(B/a),, = 0. Dann ist s € D(f).
Jedes Primideal p € D(f) C SpecA = S erfiillt (B/a),, ®4 Ay, = 0, also gilt auch
(B/a)m ®4 k(p) = 0. Nach den obigen Uberlegungen folgt daraus p € S\ 7(V (a)). Also
ist S\ m(V (a)) in der Tat offen. O
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