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1 Mengen und Abbildungen

Um ganz genau zu sein, miifiten wir erst tiber die axiomiatische Begriindung der
Mengenlehre sprechen. Das dauert jedoch zu lange, daher geben wir uns mit einem
naiven Mengenbegriff zufrieden.

Eine Menge X ist eine Zusammenfassung gewisser Objekte, diese nennt man Ele-
mente. Wir schreiben z in X (bzw. © ¢ X), wenn z ein Element von X (bzw. kein
Element von X) ist.

Die folgenden Mengen betrachten wir als gegeben:

) = leere Menge
N = {1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen
No = {0,1,2...}, die Menge der natirliche Zahlen mit Null
Z = {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, die Menge der ganzen Zahlen
Q = {g :p,q € Z,q # 0}, die Menge der rationalen Zahlen
R = die Menge der reellen Zahlen.

Eine Menge ist vollstindig durch ihre Elemente bestimmt. Eine Menge X ist eine
Teilmenge von Y (wir schreiben X C Y), falls alle Elemente von X auch Elemente
vonY sind. Sogiltetwal) CNC Ny CZC QCR.

Zwei Mengen sind gleich genau dann, wenn sie dieselben Elemente haben. Also ist
X =Y gleichbedeutend mit X C Y und Y C X.

Um Widerspriiche zu vermeiden, schreiben die Mengenaxiome fiir die Bildung von
Mengen gewisse Regeln vor. Beispielsweise darf eine Menge niemals sich selbst als
Element enthalten. Aus diesem Grund ist auch die Gesamtheit aller Mengen kei-
ne Menge! (Sondern eine Klasse). Ohne solche Vorsichtsmafsnahmen greift das Rus-
sell’sche Paradox: Wir betrachten alle Mengen A mit A ¢ A. Angenommen, man
konnte alle diese A zu einer Menge X zusammenfassen. Dann ist entweder X € X
oder X ¢ X.Im ersten Fall widerspricht das der Tatsache, dass fiir alle A € X die
Bedingung A ¢ A gilt. Im zweiten Fall widerspricht das der Tatsache, dassalle A ¢ X
die Bedingung A € A erfiillen.

Folgende Prozesse zur Mengenbildung sind hingegen erlaubt.

i) Teilmengen ausschneiden durch eine Bedingung: Ist X eine Menge und P(z)
eine Bedingung an die Elemente von X, so istauchY = {z € X : P(x)} eine
Menge. Ein Beispiel ist die Menge der positiven reellen Zahlen R~o = {z € R :
x> 0}
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ii)

ii)

iv)

V)

Potenzmengen bilden: Ist X eine Menge, so istauch P(X) = {Y : Y C X} eine
Menge, die sogenannte Potenzmenge von X.

Vereinigung und Durchschnitt: Sei X eine Menge und I eine weitere Menge,
deren Elemente wir als Indizes verwenden wollen. Ist fiir jedes i € I eine Teil-
menge X; C X gegeben, so sei

UXi ={z e X : esgibteini € I mitz € X;}
i€l
die Vereinigung der X; und
(1 Xi={re X :zeXfiralleic I}
iel
der Durchschnitt der X;. In beiden Fallen ist dies wieder eine Teilmenge von X.
Ist I ={1,2,...,n} endlich, so schreiben wir auch X; U---U X,, bzw. Xy N---N
X,
Zwei Teilmengen X; und X5 von X heiflen disjunkt, falls X; N X, = 0 gilt.

Differenz: Sind X1, X» Teilmengen von X, soist X1 \ Xo = {z € X7 : = € X}
eine Teilmenge von X, die Differenz von X; und X5.

Kartesisches Produkt: Sind Xi,..., X,, Mengen, so ist die Menge der n-Tupel
mit Komponenten z; € X;, also

X1X---XXn:{(.Z‘l,...,LCn)Z.CEleXl,...,l’nEXn},

wieder eine Menge. Hier gilt (x4, ..., 2,) = (2, ..., 2,) genau dann, wenn z; =
..., ¢, =z ist. Wir schreiben auch [] X; = X7 x---x X,,.Sind alle X; = X,
i=1

so schreiben wir auch X" statt X x --- x X.

————

n-mal
Ist I eine beliebige Indexmenge und ist fiir alle ¢ € I eine Menge X; gegeben,
soistauch [ X; = {(xi)ier : 2; € X;} wieder eine Menge. Mit (z;);c; meinen
iel

wir ein Tupel, das fiir jeden Index ¢ € I eine Komponente hat.

Eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen zwei Mengen ist eine Vorschrift, die jedem = €
X ein eindeutig bestimmtes Bild ¢(z) € Y zuordnet. Statt Abbildung sagt man auch

Funktion (und meint dasselbe). Wir nennen X den Definitionsbereich und Y den
Wertebereich oder Zielbereich der Abbildung ¢. Nach Definition ist jedes Bildelement
¢(x) in Y enthalten, es ist aber moglich, dass es Elemente y € Y gibt, die nicht Bild

eines x € X unter ¢ sind.
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Wir schreiben manchmal kurz zur Angabe der Funktionsvorschrift + +— y anstatt
¢(x) = y. Zu jeder Menge X gibt es die identische Abbildung

idx : X — X, definiert durch

Tr = .

Ist p : X — Y eine Abbildung und ¢ : ¥ — Z eine Abbildung, dann kénnen wir ¢
und 1 komponieren (hintereinander ausfiihren) und erhalten eine Abbildung

Yoy : X — Z, gegeben durch
@ = P(p(x)).

Das ist nur dann definiert, wenn der Definitionsbereich von ¢ mit dem Wertebereich
von ¢ tibereinstimmt.
Das Bild einer Abbildung ¢ : X — Y ist die Menge

e(X)={yeY: esgibteinz € X mit p(x) = y}.

(X)) ist eine Teilmenge von Y. Wir schreiben auch Bild(y) (in der englischen Litera-
tur auch im(yp)) fir o(X).

Falls das Bild von ¢ gleich Y ist, d.h. falls ¢(X) = Y gilt, so nennen wir ¢ surjektiv.
Also ist ¢ genau dann surjektiv, wenn jedes y € ¥ von der Form ¢(x) fireinz € X
ist.

Die Abbildung ¢ heifst injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente aus X auch
verschiedene Bilder in Y haben. Das ist dquivalent dazu, dass aus ¢(z1) = ¢(z2)
schon z; = x» folgt. Man kann also nach Anwenden der Abbildung ¢ verschiedene
Elemente von X noch auseinanderhalten.

Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv ist, heifit bijektiv.

Ist ¢ : X — Y eine Abbildung, so nennen wir eine Abbildung ¢ : ¥ — X eine
Umkehrabbildung oder inverse Abbildung, zu ¢, falls ot : ¥ — Y und pop : X —
X jeweils die identischen Abbildungen sind, d.h. falls fiiralley € Y o(¥(y)) =y
und firallex € X ¢ (p(x)) = z gilt. In diesem Fall bezeichnen wir ¢ auch mit 1) ~1.

Lemma 1.1 Eine Abbildung ¢ : X — Y hat genau dann eine Umkehrabbildung,
wenn sie bijektiv ist.

Beweis : Wir nehmen zunéchst an, dass ¢ eine Umkehrabbildung ) : Y — X besitzt,
und zeigen, dass ¢ injektiv und surjektiv ist. Angenommen, es gilt p(z1) = ¢(z2).
Dann folgt wegen ¢ o p = id x:

z1 =Y(p(21)) = Y(p(r2)) = 22
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Also ist ¢ injektiv.
Ferner gilt fiir jedes y € Y
y=»y),

also liegt iy im Bild von ¢. Daher ist ¢ auch surjektiv.

Nun nehmen wir umgekehrt an, ¢ sei bijektiv. Dann ist ¢ surjektiv, d.h. jedes y € Y
ist von der Form y = ¢(z) fiir ein « € X. Da ¢ injektiv ist, gibt es nur ein z € X, das
dieser Gleichung gentigt. Wir definieren 1(y) als dieses eindeutig bestimmte x € X
mit y = ¢(z). Dann gilt offenbar ¢(¢(y)) = y und ¥ (p(x)) = z fiur alley € ¥ und alle
x € X. (Prifen Sie das!) Also ist ¢ eine Umkehrabbildung zu ¢. O

Essei ¢ : X — Y eine Abbildung von Mengen und U eine Teilmenge von Y. Das
Urbild von U ist definiert als die Menge

p I(U) ={z € X : ¢(z) €U}

Achtung: Diese Menge ist auch dann definiert, wenn ¢ kein Inverses hat! ¢ =(U) ist
eine Teilmenge von X.

Lemma 1.2 Essei ¢ : X — Y eine Abbildung von Mengen.

i) Fiir jede Teilmenge V von Y ist p(¢~'(V)) C V. Ist ¢ surjektiv, so gilt

P (V) =V.
ii) Fiir jede Teilmenge U von X ist U C ¢ '(p(U)). Ist ¢ injektiv, so gilt U =
e (e(U))-
Beweis :

i) Wir zeigen zunichst o(¢=1(V)) C V.Isty € p(p~1(V)), so gibt es ein z €
o (V) mit p(z) = y. Alsoist p(z) € V, d.h. y € V. Ist o surjektiv, so zeigen wir
zusitzlich V C ¢(p=1(V)). Es sei y € V. Da ¢ surjektiv ist, existiert ein x € X
mit p(z) = y. Aus p(z) € V folgt z € =1 (V). Also folgt y € p(¢~1(V)).

ii) Wir zeigen zunédchst U C ¢~ !(p(U)). Sei € U. Dann ist p(z) € p(U), also
z € o Hp(U)). Ist ¢ injektiv, so zeigen wir zusitzlich ¢~ (p(U)) C U.Istz €
o Hp(U)), so gilt p(x) € p(U). Also existiert ein 2’ € U mit p(z) = ¢'(z'). Da
¢ injektiv ist, folgt z = 2’ € U.
([

Eine Menge X heifit endlich, falls sie endlich viele Elemente enthilt. In diesem Fall
bezeichnen wir die Anzahl der Elemente von X auch mit | X | und nennen diese Zahl
die Kardinalitdt oder die Méachtigkeit der Menge X . Ist X unendlich, so schreiben wir
|X| = .
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Satz 1.3 Essei ¢ : X — Y eine Abbildung zwischen zwei endlichen Mengen.
i) Ist ¢ injektiv, soist | X| < |Y].
ii) Ist ¢ surjektiv, soist | X| > [Y].

iii) Ist|X| = |Y], so ist ¢ entweder bijektiv oder weder injektiv noch surjektiv.

Beweis :
i) Wir schreiben X = {zi,...,z,} mit n = |X|. Fur jedes ¢ = 1,...,n sei
y; = ¢(z;). Dann sind die Elemente y1,...,y, von Y paarweise verschieden.

Ist namlich y; = y;, d-h. p(x;) = ¢(z;), so folgt aus der Injektivitdt von ¢, dass
x; = xj, d.h. i = j gilt. Also folgt |Y'| > n = | X|.

ii) Essei Y = {y1,...,ym} mit m = [Y|. Da ¢ surjektiv ist, existiert zu jedem
t=1,...,mein z; € X mit p(z;) = y;. Die Elemente z1,...,x,, von X sind
paarweise verschieden, denn aus z; = z; folgt y; = ¢(z;) = ¢(x;) = y;, d.h.
i=7j.Alsoist |X|>m=|Y].

iii) Es sei |X| = |Y| und ¢ nicht bijektiv. Ist ¢ nicht injektiv, so seien z,z’ € X

Elemente mit p(z) = p(z’). Angenommen, ¢ ist surjektiv. Dann betrachten wir

¢ = olx\{ary : X \ {2’} — Y. Diese Abbildung ist immer noch surjektiv, d.h.

nach ii) ist | X| — 1 = |X \ {«’}| > |Y|, was der Voraussetzung | X| = |Y| wi-

derspricht. Also ist ¢ auch nicht surjektiv. Ist ¢ nicht surjektiv, so sei y € Y

ein Element, das nicht in Bild(y) liegt. Angenommen, ¢ ist injektiv. Dann be-

trachten wir die Abbildung ¢ : X — Y \ {y}, definiert als ¢(z) = ¢(z). ¢ ist

immer noch injektiv, nach i) gilt also |X| < Y\ {y}| = [Y] — 1, was | X]| = |Y|
widerspricht. Also ist ¢ auch nicht injektiv.

(]

Die Umkehrung von Satz 1.3 i) nennt man auch das
Schubfachprinzip: Ist | X| > |Y|, so ist ¢ nicht injektiv.
Verteilt man etwa 27 Socken in 20 Schubladen, so enthilt eine Schublade mindestens
zwei Socken.
Auch fiir unendliche Mengen kann man noch verschiedene Groéf8en (Kardinalitdten)
definieren. Wir nennen eine unendliche Menge X abzihlbar, falls es eine bijektive
Abbildung

p:N—- X

von der Menge der natiirlichen Zahlen nach X gibt. (Wir kénnen X also mit
o(x1), p(x2),... komplett aufzdhlen). Gibt es keine solche Abbildung, so heifit X
tiberabzdhlbar.
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Satz 1.4 Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabz&hlbar.

Beweis : Der folgende Beweis heifst auch Cantor’sches Diagonalargument. Wir be-
nutzen die Tatsache, dass jede reelle Zahl eine Dezimaldarstellung der Form

ab1b2b3 e

mit einer ganzen Zahl a und abzdhlbar unendlich vielen Nachkommastellen
b1,b2,bs ... hat. Dabei gibt es reelle Zahlen, die zwei Dezimalentwicklungen haben,
so ist etwa 0,99999 - .- = 1,00000....

Angenommen, ¢ : N — R ist eine Abbildung. Dann schreiben wir jede der reellen
Zahlen ¢(1),¢(2),¢(3) ... in Dezimaldarstellung. Wir lassen alle diejenigen Zahlen
weg, fiir die in der Dezimalentwicklung eine Neun oder eine Null vorkommt. So er-
halten wir eine Liste 7, 72,73 ... reeller Zahlen. Wenn ¢ surjektiv ist, so muss jede
reelle Zahl, deren Dezimalentwicklung keine Neun und keine Null enthilt, in dieser
Liste vorkommen. Das wollen wir jetzt widerlegen, indem wir eine Zahl = konstruie-
ren, die in der Liste nicht vorkommen kann. Es existiert namlich eine Zahl der Form

$:07b1b2b3...,

wobei alle b; # 0 und # 9 sind und so gewdhlt sind, dass b; ungleich der ersten
Nachkommastelle von 71, b, ungleich der zweiten Nachkommastelle von 73, b3 un-
gleich der dritten Nachkommastelle von r3 usw. ist. Also ist = eine reelle Zahl, in
deren Dezimalentwicklung weder Nullen noch Neunen auftreten und die trotzdem
nicht auf unserer Liste steht. O

Wir wollen jetzt das sogenannte Zorn’sche Lemma kennenlernen, das ein niitzliches
Hilfsmittel fiir die Handhabung tiberabzdhlbarer Mengen ist. Das Zorn’sche Lemma
ist logisch dquivalent zum sogenannten Auswahlaxiom, das Teil der Mengenaxiome
ist. Wir werden es hier nicht beweisen. Zundchst erkldren wir einige Begriffe.

Definition 1.5 i) Essei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C

X x X.Die Menge R besteht also aus gewissen Paaren (z,z’) firz € X, 2’ € X.

ii) Eine Relation R auf X heifst partielle Ordnung, und wir schreiben auch z < 2’
statt (z,2") € R, wenn folgende Bedingungen gelten:

a) x <zfirallex € X
b) Ausz <z’ und 2’ < z folgt x < z.

¢) Ausz <z’ und 2’ < z folgt z = 2/.
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Eine partielle Ordnung heifst Totalordnung, falls zusétzlich gilt:
d) Furalle z,2’ € X istxz < 2’ oder 2’ < .

In einer partiellen Ordnung miissen zwei Elemente also nicht vergleichbar sein. So
definiert zum Beispiel die Relation

A < B genau dann, wenn A C B ist,

eine partielle Ordnung auf der Potenzmenge P(R) von R, aber keine Totalordnung.
(Uberlegen Sie sich das!) Die gewohnliche Ordnung < auf R ist hingegen eine Total-
ordnung.

Ist A eine Teilmenge einer Menge X und < eine partielle Ordnung auf X, so heifst ein
s € X obere Schranke von 4, falls fiir alle a € A gilt: @ < s.

Es muss also jedes Element von A

i) mit s vergleichbar und
ii) < ssein.

(Aber s muss nicht in A liegen.) Ein m € X heifst maximales Element von X, wenn fiir
alle z € X aus m < x schon m = z folgt. Das bedeutet: Sind m und z vergleichbar, so
istz < m. Es kann aber nattirlich Elemente x geben, die nicht mit m vergleichbar sind.
Hat X ein maximales Element m, so muss m daher keine obere Schranke von X sein.
Betrachtet man etwa die Menge X der Teilmengen von {1,...,n}, die # {1,...,n}
sind, versehen mit der partiellen Ordnung A < B genau dann, wenn A C B ist,
so besitzt X die maximalen Elemente {2,3,...,n},{1,3,4,...,n},{1,2,4,...,n} etc,
aber keine obere Schranke (Priifen Sie das!).

Satz 1.6 (Zorn’sches Lemma) Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Besitzt je-
de Teilmenge A C X, die beztiglich der Einschrankung von < auf A total geordnet
ist, eine obere Schranke in M, so hat X ein maximales Element.

Wir werden dieses Prinzip etwa anwenden, um zu zeigen, dass jeder Vektorraum
eine Basis besitzt.

Wir wollen zum Abschluss dieses Paragraphen noch das Prinzip der vollstindigen
Induktion besprechen. Dies ist eine Methode, um eine Folge von Aussagen (P,)nen
zu beweisen. P, ist hier eine Behauptung, die von einer natiirlichen Zahl n abhéngt.
Um die Aussage P, fiir alle n € N zu beweisen, geniigt es nach dem Prinzip der
vollstindigen Induktion, zwei Dinge zu tun:

i) Induktionsanfang: Man zeigt, dass P; gilt.
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ii) Induktionsschluss: Man zeigt fiir alle £ € N, dass aus der Giiltigkeit von P
die Giiltigkeit von Pyy; folgt. Mit anderen Worten, man zeigt fiir all £ € N die
Folgerung P, = Pj1. Die Aussage P, nennt man dann die Induktionsvoraus-
setzung.

Man muss sich klarmachen, dass ii) alleine nichts dartiber sagt, ob P, gilt oder nicht.
Es besagt nur: Wenn P, stimmt, so stimmt auch Pj;. Zum Beispiel ist es leicht zu
zeigen, dass fiir die Aussage

Py, : k(k + 1) ist eine ungerade Zahl

die Bedingung ii) erfiillt ist. Ist ndmlich k(k + 1) ungerade, so ist (k + 1)(k + 2) =
(k + 1)k + (k + 1)2 als Summe einer ungeraden und einer geraden Zahl ebenfalls
ungerade. Trotzdem ist k(k + 1) fiir jede nattirliche Zahl gerade, d.h. P, ist immer
falsch! (Wieso?) Hier fehlt ndmlich der Induktionsanfang.

Wir wollen jetzt ein Beispiel fiir einen Induktionsbeweis sehen. Es sei P (n) die Men-
ge aller k-elementigen Teilmengen von {1,2,...,n}. Ferner sei fiir jede natirliche
Zahl r die Zahl r! (sprich ,, r Fakultat”), definiert als r! := 1-2- - - r. Wir setzen aufSer-
dem 0! = 1.

Satz 1.7 Fiir alle natiirlichen Zahlen k& und n mit k£ < n ist

n!

Pu) = T

Die Zahl auf der rechten Seite bezeichnet man auch mit (Z) = #Lk), (sprich ,, n tiber
k*). Aus Satz 1.7 folgt insbesondere, dass (Z) eine nattirliche Zahl ist, was man dem
Bruch nicht auf den ersten Blick ansieht.

Beweis : Wir zeigen fiir jede nattirliche Zahl »n die Aussage

n!

mit Induktion nach n.
Induktionsanfang: Ist n = 1, so muss auch & = 1 sein. Offenbar ist |P;(1)] = 1.

Andererseits ist 1}—('), =1, die Aussage P; stimmt also.

Induktionsschluss: Wir zeigen fiir alle n > 2, dass P,,—1 = P, gilt.

Ist T C {1...,n} eine beliebige k-elementige Teilmenge, so ist entweder n ¢ T
und somit 7' C {1,...,n — 1} oder aber n € T und somit T\ {n} eine (k — 1)-
elementige Teilmenge von {1, ...,n — 1}. Umgekehrt ist jede k-elementige Teilmenge
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von {1...,n — 1} auch eine k-elementige Teilmenge von n, und fir jede (k — 1)-
elementige Teilmenge 7" von {1,...,n — 1} ist T U {n} eine k-elementige Teilmenge
von {1,...,n}. Daher ist

[Pr(n)] = [Pr(n — 1) + [Pr—1(n — 1)|.

Nach Induktionsvorausetzung ist [Py (n — 1)| = (";') und [Py_1(n — 1)| = (37}).

k k—1
Also gilt
~ (n—1 n—1\  (n—1)! (n—1)!
Pr(n)l = ( k > * </<;—1) T Mo 1R k=Dl R)!
 (n=k)n-D'+kn-1)! n(n-1)
B El(n — k)! ~kl(n—k)!
n! n
T K-k </<;>
Also gilt P,. O

Eine Variante des Prinzips der Vollstindigen Induktion ist folgendes Prinzip: Um
eine Aussage P, fiir alle n € N zu beweisen, gentigt es, fiir alle n € N zu zeigen: Gilt
P, fir alle £ < n, so gilt auch P,. Man beachte, dass man so P, mit beweist, da es
keine natiirlichen Zahlen < 1 gibt. Manchmal ist dieser Ansatz praktischer, wie etwa
im Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.8 Jede nattirliche Zahl n > 1 lasst sich als Produkt von Primzahlen schreiben.

Beweis : Wir zeigen fiir alle n > 1:

Lasst sich jedes k mit 1 < k£ < n als Produkt von Primzahlen schreiben, so ldsst sich
auch n als Produkt von Primzahlen schreiben. Ist n selbst eine Primzahl, so sind wir
fertig. Andernfalls hat » einen Teiler a mit 1 < a < n. Dann gilt n = ab mit einer Zahl
b, fiir die ebenfalls 1 < b < n gilt. Wir kénnen die Induktionsvoraussetzung also auf
a und b anwenden und beide Zahlen als Produkt von Primzahlen schreiben. Dann ist
aber auch n das Produkt von Primzahlen. O

2 Matrizen

Wir wollen zeigen, dass die Zeilenstufenform, in die man eine gegebene Matrix A
durch elementare Zeilenumformungen iiberfiithren kann, eindeutig bestimmt ist. Es
kommt also nicht auf die gewihlte Folge elementarer Umformungen an.
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Satz 2.1 Sei C eine m x n-Matrix. Sind A und B Matrizen in Zeilenstufenform, die
aus C durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen hervorgehen, so gilt A = B.

Beweis : Da man alle elementaren Zeilenumformungen mit elementaren Zeilenver-
formungen vom selben Typ umkehren kann, miissen wir nur zeigen: Sind A und B
zwei Matrizen in Zeilenstufenform, so dass man A mit einer Folge elementarer Zeile-
numformungen in B {iberfiihren kann, so gilt A = B.

Nach Voraussetzung gibt es Elementarmatrizen L1, ..., L, mit L,L,_;---L1A = B.
Essei L = L, --- Ly das Produkt der Elementarmatrizen, d.h. es gilt LA = B. Ist A =
0, so folgt B = 0,also B = A. Wir kénnen also A # 0 annehmen. Da L invertierbar ist,
ist dann auch B # 0. Beide Matrizen enthalten also mindestens einen Pivot. Es seien
(1,71),...,(r,j-) die Positionen der Pivots in 4, d.h. A hat die Form

0O -« 0 1 *...x 0 * -+ % 0 =
0 1
0
: r
0
1
0 0
m—r
0 --- e 0
—_— ] ! )
ji—1 J1 J2 Jr
Mit (1,%1),...,(s,ks) bezeichnen wir die Positionen der Pivots in B. Die ersten

(j1 — 1) Spalten von B = LA sind Nullspalten, da die ersten (j; — 1) Spalten von
A Nullspalten sind. Wir bezeichnen fiir alle v € {1,...,m} mit e, den Spaltenvek-
tor e, = (0,...,0, 1 ,0,...0)". Die Spalte j; in B ist gerade Le;. Das kann nicht

Null sein, da L inver:ierbar ist, also ist dies die Spalte mit dem ersten Pivot in B, d.h.
j1 = kyund Le; = ey.

Nun ist aber Le; gerade die erste Spalte von L. Also gilt fiir die Koeffizienten (I;;)
von L : [;; = 0 fiir ¢ > 1. Wir zeigen nun mit Induktion nach v € {1,...,r}, dass gilt

i) j, <k, oderv > s.

ii) In den ersten v Spalten von L sind hochstens die ersten v Eintrdge # Null, d.h.
lij=0fturj <vundi>wv.
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Den Anfang v = 1 haben wir gerade erledigt. Also nehmen wir an, i) und ii) gilt fiir
Jv und zeigen es flr j,41.

Sind (b;;) die Koeffizienten von B, so sehen die ersten Eintrdge der (v + 1)-ten Zeile
von B folgendermaflen aus:

byy1; = ((v + 1)-te Zeile von L) - (j-te Spalte von A).

Ist j < ju41, so folgt

bu+1j:(0-'-0*---*) =0

0
Da k, 41 fur v + 1 < s die Position des ersten von Null verschiedenen Eintrags in der
(v + 1)-ten Zeile von B ist, folgt k,4+1 > j,+1 oder aber v + 1 > s, falls die (v + 1)-te
Zeile keinen Pivot enthélt. Da die j,1-te Spalte von A gerade e, 1 ist, ist die j,41-te
Spalte von B gleich Le, 11, also gleich der (v + 1)-ten Spalte von L. Aus j,+1 < k41
folgt, dass die Eintradge in dieser Spalte unterhalb der (v + 1)-ten Zeile alle Null sind.
Damit ist i) und ii) auch fiir v + 1 gezeigt und die Induktion beendet.

Nun entsteht auch A aus B durch elementare Zeilenumformungen, d.h. wir wissen
aus Symmetriegriinden auch:

k, < j, fur alle v < min{r, s}.

Also folgt k, = j, fir alle v < min{r, s}., Wir nehmen nun r < s an, d.h. die Anzahl
der Pivots in A sei < der Anzahl der Pivots von B. Ist s < r, so funktioniert der Rest
des Beweises genauso, indem man die Rollen von A und B vertauscht. Dann ist fiir
alle v < r die j,-te Spalte von A und B gerade e,. Aus B = LA folgt, dass die v-te
Spalte von L genau derselbe Spaltenvektor ist. Also sieht L so aus:

L= (E " *> .
0 =*
Da A genau r Pivots hat, sind die letzten (m — r) Zeilen von A Null, d.h. A hat die

A
Form ( 01> fiir eine r x n-Matrix A;. Man kann nun leicht berechnen, dass

(5 )(8)- (1)

Seite 11



gilt. O

3 Permutationen

Wir wollen uns nun etwas ausfiihrlicher mit der sogenannten Leibniz-Formel oder
vollstindigen Entwicklung der Determinante beschéftigen.

Definition 3.1 Sei n € N. Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n} heifit
Permutation von {1,...,n}. Die Menge aller Permutationen von {1,...,n} nennt
man auch , symmetrische Gruppe” und bezeichnet sie mit S,,. Eine Permutation 7,
die zwei Zahlen i # j vertauscht und alle anderen festldsst, heif3t Transposition. Man

1 2 ..
schreibt eine Permutation manchmal in der Form n In der
ol) o(2) ... oln)

unteren Zeile steht jede der Zahlen 1, .. ., n genau einmal.
Beispiel:

. 1 2 AU (AN . .

i) ist eine Permutation.

n n—1 ... 1

(12 3 4y, . o\
ii) ist eine Transposition.
3 2 1 4

Lemma 3.2 [S,| =nl.

Beweis : mit Induktion nach n. Offenbar ist S; = {id}, also |Si| = 1! = 1. Ange-

nommen, |S,,—1| = (n — 1)! fiir ein n > 2. Fiir jedes i € {1,...,n} bildet die Menge
aller Permutationen o von {1,...,n} mit o(n) = ¢ die Menge {1,...,n — 1} bijektiv
auf {1,...,n} \ {i} ab. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung |S,_1| = (n — 1)!
viele Permutationen o mit o(n) = 4. Da es n Wahlen fiir die Zahl i gibt, folgt
|Spl =n-(n—1)! =nl O
Sind o, 7 : {1,...,n} — {1,...,n} Permutationen, so ist
or=co71:{l,...,n} — {1,...,n}
ko= o(r(k))

ebenfalls eine Permutation. Wir nennen o7 auch das Produkt von ¢ und .

Lemma 3.3 Jedes o € S, ldsst sich als Produkt von Transpositionen schreiben.
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Beweis : Fiir jede Permutation o sei r(c) > 0 diejenige Zahl, fir die (i) = ¢ fur
i=1,...,r7(c)und o(r(c) + 1) # r(o) + 1 ist. Schreiben wir

so ist (o) die Stelle, bis zu der unten dasselbe wie oben steht. Ist o(1) # 1, so ist
r(o) = 0. Wir fihren fiir festes n eine absteigende Induktion nach r (o).

Ist r(0) = n, so ist o = id und somit das leere Produkt von Transpositionen. Das
ist der Induktionsanfang. Wir nehmen nun fiir den Induktionsschluss an, die Be-
hauptung gelte fiir alle ¢ mit (o) > r und zeigen sie fiir alle o mit r(o) = 7 < n.
Aus r(o) = r folgt o(r + 1) # r + 1. Da o auf {1,...,r} die Identitdt ist, folgt
o(r +1) > r + 1. Ist 7y die Vertauschung von r + 1 und o(r + 1), so lasst o die
Zahlen 1,2,...,r 4+ 1 unverdndert, d.h. esist r(710) > r + 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist also 70 = 7 - - - 74 das Produkt von Transpositionen 75, . .., 7. Da 2 =id
ist, folgt hieraus ¢ = 7172 - - - 7, durch Multiplikation mit 7; auf beiden Seiten, d.h. ¢
ist ebenfalls Produkt von Transpositionen. O

Diese Darstellung von o als Produkt von Transpositionen ist allerdings nicht ein-
deutig. Wir kénnten etwa an beliebiger Stelle noch 7 = id fiir eine Transposition
T einfligen.

Wie wir im Basiskurs gelernt haben (Definition 3.22), ist eine Permutationsmatrix eine
Matrix, so dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 und sonst nur Nullen
stehen.

Jede Permutation o € S,, definiert eine (n x n)-Matrix

n

Py =3 es

=1

Sind p;; die Koeffizienten von P, so gilt also

0 furo(j)#1

Pij =
1 firo(j) =i

Offenbar steht hier in allen Spalten genau eine 1 (in Zeile o(j)) und sonst Nullen.

Da o bijektiv ist, existiert nach Lemma 1.1 die Umkehrabbildung o= : {1,...,n} —
{1,...,n}, die ebenfalls eine Permutation ist. In der i-ten Zeile von P, steht somit
auch genau eine 1 (ndmlich in der Spalte 0~ (i)) und sonst Nullen. Also ist P, eine
Permutationsmatrix. Ist o eine Transposition, so ist P, eine Elementarmatrix vom Typ
1T (Ubungsaufgabe).
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Wir bezeichnen wieder mit e; den n-dimensionalen Spaltenvektor, der in der j-ten
Zeile den Eintrag 1 hat und sonst nur aus Nullen besteht. Jede Permutationsma-
trix P definiert eine Permutation o = of : {1,--- ,n} — {1,...,n} durch Pe; =
e, 7 (;)-(Ubungsaufgabe: o ist bijektiv).

Lemma 3.4 Die Zuordnung

S, — {n x n-Permutationsmatrizen}

c — P,
ist bijektiv mit Umkehrabbildung P — o”.

Beweis : Nach Lemma 1.1 miissen wir nur nachrechnen, dass 6% = ¢ furallec € S,
und P,r = P fiir alle Permutationsmatrizen P gilt. Nun hat P, von links nach rechts
gelesen die Spalten e, (1), . . ., €5(n). Also ist P, (e;) = e, (), woraus ols = o folgt.

Ist P gegeben, so gilt fiir o = o, dass Pe; = e,(;) gilt. Also hat P von links nach
rechts gelesen die Spalten e, (1), . . ., €5(,). Daher ist P = P,. O

Definition 3.5 Das Signum sgn(o) der Permutation o ist definiert als die Determi-
nante der zugehorigen Permutationsmatrix:

sgn(o) = det P,.

Man sieht leicht, dass P, = P, P; ist (siehe Proposition 3.25, Basiskurs).
Nach Lemma 3.3 gibt es fiir jedes o € S,, Transpositionen 7, ..., 7, mitoc =71 -... 7,.
Dannist P, = P, --- Pr,.Da P, ..., P., Elementarmatrizen vom Typ Il sind, entsteht
P, durch s Zeilenvertauschungen aus der Einheitsmatrix. Nach Satz 3.12 (Basiskurs)
folgt also

sgn(o) = det P, = (—1)°.

Dies zeigt, dass zumindest die Paritdt der Anzahl der Transpositionen, in die man o
zerlegen kann, nur von ¢ und nicht von der Auswahl der Transpositionen abhangt.
Wir wollen jetzt eine direkte Formel fiir sgn(o) beweisen, die ohne den Umweg tiber
Permutationsmatrizen auskommt. Ein Paar (4, j) mité,5 € {1,...,n}, so dassi < j,
aber (i) > o(j) ist, nennt man einen Fehlstand von ¢. Mit f(o) bezeichnen wir die
Anzahl der Fehlstinde von o, d.h.

flo) = H(i.5) € {1,...,n}* i < j,o(d) > o(j)}|

Satz 3.6 Firalle o € S, gilt
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i) sgn(o) = (~1)77

i) sgn(o) = ] ZL=ol

1<i<j<n

Beweis :

1) Wir zeigen zunachst

(—1)f @ = H o(j) — U(i)'

i< I
Es gilt
[I G- "% I e0-o)
1<i<j<n o(k)<o(l)
_ [I ©o-ek)y- [] (@) -0ok)
k<l,o(k)<o(l) k>lo(k)<o(l)
= [T ©o-c6)y- J[ () -0oG)
i<j,o(i)<a(j) i<j,0(j)<o(i)
= H(q)su (o() — o(i)) mit
o 0 fallso(i) < o(j)
Yl fallso(i) > o))
Also folgt

) . [1(c(4) — o(d))
11 ()=o) i<y

g I iI;[j(j ~)
11(e(j) = o(®)
1<J -
— - — = —1)%4
Mo —ow ~ Y
1<J
— (_1)f(0)
denn ) s;; zdhlt, wie oft fiir ¢ < j die Ungleichung o (i) > o(j) gilt.
i<y
2) Seinun 7 eine Transposition. Wir zeigen jetzt, dass (—1)f(") = —1 gilt. 7 vertau-

sche die Zahlen ¢ und j mit ¢ < j, d.h. es gilt

1 2 ... i—1 i i+1 ... j—1 j j+1 ... n
T =
1 2 ... i—1 4 i+1 ... j—1 4 j+1 ... n
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Die Fehlstande von 7 liegen einerseits bei den Paaren (i,i41), (¢,i+2), . .., (i, )
und andererseits in (i + 1,7), (i + 2,j),...,(j — 1,4). Das sind zusammen (j —
i)+ (j — 1 —1i) = 2j — 20 — 1 Stiick, woraus (—1)f(7) = —1 folgt.

3) Jetzt zeigen wir fiir alle p, o € S,,, dass (—1)7(#??) = (—1)/(@)+/(@) jst. Es gilt

(—1)/te) L Hpa(j)—pa(i)

L L J—1
1<J
_ [ -pe) el -t
HoGy=ot U775
D (—1)f D+,
po(j)—po(i) _ pd)—p(@) s
falls ];[ o ()=o) = H p=; gilt.
1<j 1<]
Das rechnen wir jetzt nach:
H po(j) — pa(i)
L6 =00
_ I po(4)) = plo(i)) 11 plo(5)) = plo(i))
i<j,o(i)<o(j) (7) = a@) i<j,0(i)>0(4) o(j) —a(i)
_ pl) — p(k) 11 p(k) — p(l)
-k —1
k<l,c=1(k)<oc—1(l) k<l,c=1(k)>c—1(l)
- 11 p(l) — p(k)
-k
k<l
4) Seio € Sp,. Nach Lemma 3.3ist o = 71 - ... 7, mit Transpositionen 71, . .., 7. Es

gilt sgn(o) = (—1)°, wie wir oben gesehen haben. Nach 2) und 3) gilt
(fl)f(tr) - (,1)f(rl)+~~+f(rs) = (—1)* = sgn(o)

Das beweist i). Aus 1) folgt damit auch die Formel ii).
[l

Die Formeln aus Satz 3.6 liefern eine Moglichkeit, das Signum einer Permutation
ohne den Umweg tiber Permutationsmatrizen zu berechnen. Jetzt wollen wir die
Leibniz-Formel fiir die Determinante beweisen - und zwar auf zwei verschiedenen
Wegen.
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Satz 3.7 (siehe auch Satz 3.27 (Basiskurs)) Fiir jede n x n-Matrix A ist

detA = Z sgn(o)ag(l)l Cee Qo)
0ES,

detA = Z sgn(o)alg(l) tee et Opo(n)-
0ES,

Es geniigt offenbar, eine der beiden Formeln zu beweisen, indem man det A = det A*
verwendet.

Beweis (Variante 1) : Wir rechnen nach, dass die Funktion d : R"*"™ — R, definiert
durch d(A) = > sgn(0)ais(1) - - - Gno(n) die drei Eigenschaften aus Satz 3.16 (Basis-

gES,

kurs) erfiillt:

1 i=j
0 itj

woraus a,,(;) = 0 folgt, falls o(i) # i ist. Also bleibt nur der Summand fiir

i) Ist A= FE,,soista;; =

o = id tibrig, und es folgt

d(E,) =sgn(id) = 1.

11) Ist A = zi| B =12z und C = zi+ 2z |,s0 gllt Uko(k) = bko(k) = Cko(k)

tir alle o € S,, und alle k # i, sowie a;;(;) + bio(i) = Cio(i) fliralle o € S,,.

Somit folgt
d(C) = Z Sgn(g)cla(l) * " Cno(n)
oeS,
= Z sgn(0)cio(1) - (Qio(i) + bic(i)) - - * Cno(n)
oeS,

ceS, cES,

Analog zeigt mand | az; | =a d| 2

Also ist d linear in den Zeilen.

iii) Sind zwei benachbarte Zeilen in A = (a;;) gleich, so gilt fiir einen Zeilenindex
it a;; = a1, furalle j = 1,...,n. Es sei 7 die Transposition, die ¢ und ¢ + 1
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vertauscht. Mit ¢ durchlduft auch o7 die Menge S,,. Also ist

d(A) = Z sgn(gT)alaT(l) * " Qnoor(n)
oceS,,

3;6 Z _Sgn(a)alo"r(l) * " Qnot(n)
oceS,

Z *Sgn(a)amu) © Qoo (i41) Vit 1o(i) *  Ano(n)
oceS,,

= - Z Sgn(U)amu) C Q10 (i41) Qio (i) 7 Ano(n)
cESy

woraus aus d(A) = 0 folgt.

Mit Satz 3.16 (Basiskurs) folgt also d(A) = det A fir alle A € R™*™. O

Beweis (Variante 2) : Wir benutzen die Entwicklungsformeln fiir Determinanten und
fithren Induktion nach n. Wir fixieren ein j € {1,...,n} und definieren eine Abbil-
dung

©j : Sp—1 — Snp,

indem wir einem o’ € S,,_; folgende Permutation ¢;(¢’) zuordnen:

o' (k) falls o’ (k) < j,
0i(0")(k) =< o'(k)+ 1 falls o’ (k) > j
j k=n
(Ubungsaufgabe: Das ist wirklich eine Permutation von {1,...,n}.)

Das Bild von ¢; ist also enthalten in der Menge aller ¢ € S,, mit o(n) = j. Die-
se Teilmenge von S, hat (n — 1)! viele Elemente. Ferner ist ¢’ offenbar injektiv
(Ubungsaufgabe), also mit Satz 1.3 auch surjektiv. Fiir ein beliebiges 0 € S, mit
o(n) = j gibt es also genau ein ¢’ € S,_; mit ¢;(0’) = o. Nach Satz 3.6 ist
sgn(c) = (—1)7(?), wobei f(o) die Anzahl der Fehlstande von o ist. Nun gibt of-
fenbar jeder Fehlstand von ¢’ einen Fehlstand von ¢ in der Menge {1,...,n — 1}. Da
o(n) = jist, hat ¢ auflerdem noch Fehlstinde in allen Paaren (i,n) mit ¢ < n und
o(i) > j,dh.inallen (i,n) miti € o'~'{j,...,n — 1}. Davon gibt es n — j Stiick. Also
ist f(o) = f(o') + n — j, woraus nach Satz 3.6

sgn(c) = (—1)"’sgn(o")

folgt.
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Wir nehmen nun an, dass o = ¢,(¢’) ist. Dann gilt fiir A = (ag)ki=1..., und A,; =
(bkt)k,1=1.--n—1, dass Qo (k) = bkg/(k) fir alle k # n ist.

Nun zeigen wir det(A4) = > sgn(0)ai(1) - - * Gno(n) Mit Induktion nach n.
0ES,
Der Anfang n = 1 ist klar (Ubungsaufgabe).

Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle (n — 1) x (n — 1)-Matrizen. Sei A = (a;;)
eine n x n-Matrix. Wir entwickeln det A nach der letzten Zeile (Satz 3.21 Basiskurs)
und erhalten

det A = Z(—l)j+”anj det(Ay; ).
j=1
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir A,,; = (bx)k,i=1,... n—1

det(AnJ) == Z Sgn(al)bl(,/(l) st bnfla/(nfl)

o'€Sn_1

= Z (—=1)"sgn(0)aio(1) -+ Gp—1o(n-1)

oc€Sp:o(n)=j

nach unseren obigen Uberlegungen. Also folgt

n

detA = Z(—l)jJr"anj Z (=1)"Isgn(0)aio(1) *  An-t1o(n—1)

j=1 oc€Sp:0(n)=j
Y s
Uesn

4 Gruppen und Korper

Wir zeigen zunéchst

Lemma 4.1 Eine Menge G mit einer Verkniipfung m(a,b) = ab ist genau dann eine
Gruppe, wenn gilt:

i) m ist assoziativ.
ii)" Es existiert ein e € G mit ea = a fiir alle a € G.

iii)” Fiir alle a € G existiert ein b € G mit ba = e.
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Beweis : Wir miissen zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen die stdrkeren Bedin-
gungen aus Definition 4.1 (Basiskurs) gelten. Fiir jedes ¢ € G existiert nach iii)” ein
,Linksinverses” b mit ba = e. Zu b existiert ebenfalls ein , Linksinverses” ¢ mit c¢b = e.
Also folgt:

ab ™ (ea)b = (cb)ab 2 c(ba)b = c(eb) D ep=e.
Also gilt ab = ba = e, d.h. es gilt iii) aus Definition 4.1 (Basiskurs.)
Nun sei a € G und b € G ein Element mit ab = ba = e. Dann gilt:

ae = a(ba) 2 (ab)a = ea gl a,

also ist ae = ea = a, d.h. ii) aus Definition 4.1 (Basiskurs) gilt. |

Lemma 4.2 Es sei G eine Gruppe mit Verkniipfung m(a,b) = ab. Dann ist das neu-
trale Element e und fiir jedes ¢ € G auch das Element b mit ab = ba = e eindeutig
bestimmt.

Beweis : Hat ¢’ € G ebenfalls die Eigenschaft, dass ae’ = €’a = a fiir alle a € G gilt,
so folgt e = e’e = €, da e ein neutrales Element ist. Also ist e eindeutig bestimmt.

Sei a € G und seien b und b’ zwei Elemente in G mit ab = ba = e und ab’ = b'a = e.
Dann folgt b = be = b(ab’) = (ba)/ = eb’ = V', also ist das Inverse zu a eindeutig
bestimmt. O

Wir wollen nun als Beispiel fiir den Untergruppenbegriff alle Untergruppen der abel-
schen Gruppen (Z, +) bestimmen. Dazu brauchen wir die Division mit Rest.

Lemma 4.3 Es sei ¢ € N. Jedes Element a € Z ldsst sich auf eindeutige Weise als
a=kq+r
mit einem k € Z und einem r € {0,1,...,q — 1} darstellen.

Beweis : Wir betrachten zu ¢ und ¢ die Menge R = {a — kq : k € Z} N Ny. Offenbar
ist R # (). Es sei r die kleinste Zahl in R. Diese istin {0,1,...,¢ — 1} enthalten, denn
sonst liegt r — ¢ auch in R. Also gibt es ein k¥ € Z und ein r € {0,1,...,¢ — 1}
mita = kq+r.Ista = k'q+r" mitk’ € Zund ' € {0,1,...,q — 1} eine zweite
solche Darstellung von a, so folgt r’ = k'q —a € R, also v’ > r. Aulerdem gilt
0= (q+r)—(kg+7r) =K —k)g+ (" —r),dh. v —r = (k — k')q. Nun ist
r"—re{0,...,¢— 1}, woraus ' —r =0 = (k — k') folgt. Alsoistr =" und k = &/,
d.h. die Darstellung ist eindeutig. O

Seite 20



Satz 4.4 Fir jede ganze Zahl b ist die Teilmenge bZ := {bk : k € Z} von Z mit der
Verkniipfung + eine Untergruppe von Z. Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der
Form bZ fiir ein b € Z.

Beweis : Wir priifen zunéchst, dass bZ eine Untergruppe ist. Ist bk; und bks € bZ, so

ist bk1 + bko = b(k1 + k2) € bZ. AuBerdemist 0 = b-0 € bZ und mit bk € bZ liegt auch

—bk = b(—k) in bZ. Nach Definition 4.3 (Basiskkurs) ist bZ also eine Untergruppe von

Z.

Nun zeigen wir, dass jede Untergruppe H von dieser Form ist. Da H eine Untergrup-

pe von (Z,+) ist, gilt 0 € H.Ist 0 das einzige Element in H, so ist H = {0} = 0Z von

der gewtinschten Gestalt.

Enthélt H ein a # 0 aus Z, so ist entweder a € N oder —a € N. Da H mit ¢ auch das

Inverse —a enthilt, existiert also eine natiirliche Zahl n € H. Wir definieren b als die

kleinste natiirliche Zahl in H und behaupten H = bZ.

, D" Seik € Z.Istk > 0,s0ist kb =b+---+ b € H, da H eine Untergruppe ist. Ist
—_——

k-mal

k=0,s0ist kb =0 € H.Ist k < 0, so haben wir schon gesehen, dass (—k)b € H it,
also folgt kb = —(—k)b € H.

,, C”: Sei m eine beliebige Zahl in H. Division mit Rest durch die Zahl b € H liefert
keZundr e {0,1,...,b— 1} mit

m=kb+r.

Nun ist kb € bZ C H, wie wir oben gezeigt haben. Also ist —kb € H und daher ist
auch
r=m—kb

in H. Nun ist r < b, wegen der Minimalitdt von b folgt also » = 0. Somit ist m = kb €
H. O

Lemma 4.5 Esist dZ = d'Z genau dann, wenn d = d’ oder d = —d’ ist.

Beweis : Die Richtung , <" ist klar. Wir zeigen ,=" d.h. es gelte dZ = d’Z. Dann ist
dedZ,dh.d=dkfiireink € Z. Ferner ist d’ € dZ, d.h. d’ = dl fiir ein | € Z. Somit
folgt d = d’'k = dlk.Ist d # 0, so impliziert dies 1 = Ik, d.h. [,k € {+1} und d = £d'.
Istd =0,soistauchd =dl =0,d.h.d=d'. O

Die Elemente der Untergruppe bZ von Z sind offenbar genau diejenigen ganzen Zah-
len, die durch b teilbar sind.
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Nun betrachten wir zwei ganze Zahlen a und b, die nicht beide Null sind. Es sei

aZ+bZ = {z€Z:z=r+sfurr € aZund s € bZ}
= {z€Z:z=ak+0blfurk,l € Z}.

Diese Menge ist eine Untergruppe von (Z, +) (Ubungsaufgabe). Sie heif3t die von a
und b erzeugte Untergruppe von Z.

Lemma 4.6 aZ + bZ ist die kleinste Untergruppe von Z, die a und b enthilt, d.h. ist
H C Z eine Untergruppe mit ¢ € H und b € H, so folgt aZ + bZ C H.

Beweis : Da H eine Untergruppe ist, die a enthilt, liegen 0 sowie allena =a+---+a
—_——

n-mal

firn € Nin H.

Da H mit jedem Element sein Inverses enthilt, liegt auch (—n)a = —na € H. Insge-
samt gilt also aZ C H. Genauso folgt bZ C H. Da H abgeschlossen unter + ist, folgt
aZ +bZ C H. O

Nach Satz 4.4 gibt es also ein d € Z, so dass die Untergruppe aZ + bZ von Z mit dZ
tibereinstimmt. Da ¢ und b nicht beide Null sind, ist auch d # 0. Nach Lemma 4.5 gibt
es genau ein d € N mit

aZ 4 bZ = dZ.

Wir wollen diese Zahl d jetzt untersuchen.

Satz 4.7 Esseien a,b € Z nicht beide Null und d € N die Zahl mit
aZ + bZ = dZ.
Dann gilt
i) dlasst sich schreiben als d = ax + by fiir geeignete z,y € Z
ii) d teilt a und b.
iii) Teilt eine ganze Zahl e beide Zahlen a und b, so teilt e auch d.
Beweis :
i) folgtaus d € dZ = aZ + bZ.

ii) a € aZ C aZ + bZ = dZ, also ist a = dk fiir ein k € Z. Daher ist d ein Teiler von
a. Genauso zeigt man, dass d ein Teiler von b ist.
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iii) Ist e ein Teiler von a und b, so gilt a = ek und b = el fiir k,l € Z. Alsoist a € eZ
und b € eZ, d.h. eZ ist eine Untergruppe von Z, die ¢ und b enthélt. Da dZ nach
Lemma 4.6 die kleinste solche Untergruppe ist, folgt dZ C eZ. Also gilt d = em
fureinm € Z, d.h. e teilt d.

Aufgrund der Eigenschaften ii) und iii) von Satz 4.7 nennen wir die eindeutig
bestimmte nattiirliche Zahl d mit

dZ = aZ + bZ

auch den grofiten gemeinsamen Teiler von o und b und schreiben d =
ggT(a,b). Nach Satz 4.7 i) kann man den grofiten gemeinsamen Teiler von a
und b , linear aus ¢ und b kombinieren”, d.h. es gibt ,y € Z mit d = ax + by.

Das Problem, zu gegebenen ganzen Zahlen a und b den ggT(a, b) und die Zah-
len  und y zu berechnen, ldsst sich mit dem Euklidischen Algorithmus l6sen.
O

Satz 4.8 (Euklidischer Algorithmus) Es seien a,b € Z zwei Zahlen ungleich Null.
Wir definieren induktiv eine Folge (7 )x=12... natiirlicher Zahlen durch: ro = |a|,71 =
|b|. Fur alle k = 1,2,... mit r; # 0 sei 7,41 der Rest von r_; bei Division durch ry,
d.h. es gilt 7,1 = qxTk + g1 flir rp € {0,1,...,7 — 1} und ein ¢; € Z. Nach
endlich vielen Schritten erhdlt man so erstmals ein r,, = 0. Fiir dieses n gilt

ggT(a,b) =rn_1.

Nach Konstruktion ist 7y > ry > ---ry > -+ > 0. Also erreichen wir irgendwann ein

rn = 0.

Beweis : Wir zeigen induktiv fiir alle k¥ > 0 mit 0 & {r1,..., 7}, dass ggT(a,b) =
geT(rk, re+1) gilt.

Der Induktionsanfang (k = 0) ist klar, da ggT(a, b) = ggT(|al, |b]) gilt. Angenommen,
0¢{r1,...,ry} und es gilt nach Induktionsvoraussetzung ggT(a,b) = ggT (ri, ri—1).
Da ry—1 = qurk + ri4a flr ein g € Z gilt, stimmt die Menge der gemeinsamen Teiler
von 7 und 7,1 mit der Menge der gemeinsamen Teiler von r; und ;41 tberein.
Also folgt ggT(ri, rk—1) = 88T (7%, rk+1) und damit die Behauptung.

Wir nehmen nun an, 0 ¢ {ry,...,r,_1}, aber r, = 0. Dann ist ggT(a,b) =
geT(rn—1,mn) = ggT(rn_1,0) = rn_1, wie behauptet. O

Beispiel: Wir berechnen ggT (112, 86) mit dem euklidischen Algorithmus. Es ist ry =
112,71 = 86,79 = 26,r3 = 8,74 = 2,r5 = 0. Also folgt ggT (112,86) = 2.
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Wir kénnen auch die Koeffizienten 2 und y in der Linearkombination
d=xa+yb
berechnen, indem wir den Euklidischen Algorithmus erweitern.

Satz 4.9 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus) Seien a,b € Z ungleich Null. Fer-
ner nehmen wir a > 0 und b > 0 an. Es sei (r;)x=o,... » die Folge natiirlicher Zahlen
aus dem Euklidischen Algorithmus, d.h.

T1yeeoyTn—1 7 0,70 = 0,751 = QT + Tk+1

furk=1,...,n—1, sowie r,_1 = ggT(a,b).

Esseixzg =1,21 = 0,0 = 0und y; = 1. Fernersei fiiralle k =1,...,n — 2
Tyl = QrTg + Tp—1 und
Ye+1 = QkYk T Yr—1.

Dann ist

ggT(av b) = (71)7171%”71& + (71)nyn71b-

Beweis : Wir zeigen mit vollstandiger Induktion, dass fiir alle £ = 0,...,n — 1 gilt:
i = (—1)*zka + (—=1)" yib.

Induktionsanfang (k = 0). Esist ro = |a| = a,z0 = 1,21 = 0, also stimmt die Behaup-
tung.

Fiir den Induktionsausschluss nehmen wir an, fiirein k < n — listr, = (=1)%z.a +
(—1)¢*ly.b fiir alle 0 < e < k. Dann ist

Tk+1 Tk—1 — 4kTk
(=D 'zp_ra+ (1) ye—1b] — qel(=1) zra + (1) y,b]
= (D)"Y ap_1 + gerr)a + (D" (yeo1 + qryr)b

(=D i1a + (= 1) 2y,

LV.

wie behauptet.
Insbesondere gilt ggT(a,b) = rp—1 = (—1)"'z_1a + (—1)"Yn_1b. O

Seite 24



Beispiel: Fiir a = 112 und b = 86 wie oben berechnen wir:

112 = To = 17’1 +T’2, To = 1, Yo = 1
86 = T1:37’2+7’3, $3:3, y3:4
26 = o = 37’3 + 2, Ty = 107 Yg = 13
8 = rg=4ry+0, x5=43, ys=2>53
= 7"4
0 = Ts.
Tatsdchlich gilt
2 = x4-112—y,-86

= 1120—-1118.

Die Bedingung @ > 0 und b > 0 in Satz 4.9 ist keine echte Einschrankung. Es ist
namlich ggT(a, b) = ggT(|al, |b]), und aus

ggT(lal, b]) = z|af + ylb]
folgt

la|

g T(e.t) = ggT(ll, ) = (12 )+ (51) 0

durch Einftigen der Vorzeichen % bzw. \_ZI

Der Euklidische Algorithmus ist niitzlich, um das multiplikative Inverse einer Zahl
in einem endlichen Kérper IF;, zu berechnen.

Beispiel: Wir wollen 117! in F;7 berechnen. (Versuchen Sie das mal ,, zu Fuf}”!).

Aus 1 = ggT(11,17) = 211 + y17 folgt, dass 5~! = 7 ist, wobei T der Rest von
bei Division durch 17 ist. Wir miissen also nur die Folge der xj, im verallgemeinerten
Euklidischen Algorithmus berechnen:

ro=11,r1 =172 = 1,21 =0
ro=11=0r; +11, dh. ¢ =0,79=11,250 =1,
ry=17T=1ro+6, dh. g =1,r3=06,23=1,
ro=11=1rs+5, dh. gz=1,r4=>5,24 =2,
r3=6=1ry+1, d.h. qgu=1r5=125=3,
ry =4=4r5+0, dh. 1rs=0.
An der Stelle n = 6 bricht der Erweiterte Euklidische Algorithmus also ab. Wir erhal-
ten 1 =75 = (—1)x55 + y517, woraus 117! = =3 = 14 in Fy; folgt.

Zum Abschluss dieses Paragraphen wollen wir noch folgende Rechenregeln in belie-
bigen Koérpern beweisen.
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Lemma 4.10 Sei K ein beliebiger Korper. Dann gilt fiir alle a,b € K:
i) O)a=a0=0
ii) (-)a=—a
iii) Ist ab =0, so folgt @ = 0 oder b = 0.

iv) (a+b)" = Y (})arb"* fiir alle n € N. Hier ist das Produkt der natiirlichen

Zahl m = (}) mit dem Korperelement ¢ = a*b"~* wie immer definiert als

mc=c+---+c.
N————

m-mal
Beweis :

i) Esist 0a 4+ 0a = (0 4+ 0)a = Oa, woraus nach Addition von —0a die Gleichung
0a = 0 folgt. Genauso zeigt man a0 = 0.

ii) Esgilta+ (—1)a = (1 —1)a=0a 2 0,d.h. (—1)a = —a.

ili) Sei ab = 0 und a # 0. Dann besitzt a ein multiplikatives Inverses a~'. Durch

Multiplikation beider Seiten mit a ! folgt: b = (a™'a)b = a=!(ab) = a~'0 2y,

iv) Eine leichte Induktion zeigt zunichst fiirallen e Nund 1 <k < n:
n+1 n n
()= (") ()

n\ nn-1--(n-—k+1) l )
(k:)_ k(k—1)---1 _k!(n—k)!furkzl

wobei

und (j) = 1ist.

Nun zeigen wir die Behauptung mit Induktion nach n.
Fiirn = list (a + b) = (})a®" + (})at?’.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an

e =32 (s
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Dann folgt

(@+0)"" = (a+b)(a+b)"
_ - ”) akripn—Fk - (”) kpn—k+1
= Z + b
(k k=0 k
kin+l1—k kin+l1—k
b +Z( ) b
3 (e
. n+1 - n n kin+1—k n+1
= a +Z[(k_1>+<k>}ab +b
k=1
n+1
k )
wie behauptet. O

5 Vektorraume

Wir wollen zunéchst die noch offenen Aussagen aus Lemma 5.2 (Basiskurs) beweisen.
Diese formulieren wir noch einmal in folgendem Lemma:

Lemma 5.1 Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:
i) Ist Oy das Nullelement von (V,+), so ist a0y = Oy furallea € K.
ii) Istav =0y fira € Kundv € V,soista =0in K oderv =0in V.
Beweis :
i) Esist a0y + a0y = a(0y + 0y) = a0y, nach Addieren von —a0y also a0y = 0.

ii) Angenommen, av = Oy und a # 0. Dann existiert ! im Korper K. Wir mul-
tiplizieren die Gleichung Oy = av mit a~! und erhalten a0y = a™!(av) =
(a~'a)v = v. Nach i) ist a=10y = 0y, woraus v = 0Oy folgt.

(]

Im Basiskurs haben wir lineare Abhédngigkeit und Unabhéngigkeit nur fiir endliche
Mengen von Vektoren eingefiihrt. Das wollen wir jetzt allgemeiner definieren:

Definition 5.2 Eine beliebige Teilmenge M des K-Vektorraums V' heifit linear un-
abhingig, falls jede endliche Teilmenge von M linear unabhingig ist. Also ist eine
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beliebige Teilmenge M von V genau dann linear unabhingig, wenn fiir alle n € N
und alle vy, ..., v, € M gilt: Sind a4, . . ., a,, Elemente in K mit

av1 + -+ apv, =0,
sofolgta; =as =+ =a, =0.

Definition 5.3 Eine beliebige Teilmenge M von V heifit linear abhingig, falls A/
nicht linear unabhéngig ist. M ist also genau dann linear abhidngig, wenn es eine
endliche Teilmenge von M gibt, die linear abhingig ist.

Dann gilt folgende Verallgemeinerung von Proposition 5.11 (Basiskurs):

Proposition 5.4 Sei M C V eine beliebige, linear unabhingige Teilmenge und v € V.
Die Menge M U {v} ist genau dann linear unabhangig, wenn v ¢< M > gilt.

(Man beachte, dass wir die lineare Hiille < M > in Definition 5.6 (Basiskurs) fiir
beliebige Teilmengen M von V definiert haben).

Beweis : Ist v €< M >, so gibt es eine natiirliche Zahl n sowie v1,...,v, € M und
ai,...,a, € K mit

V=a1v1 + -+ apvn

Also ist a1v1 + -+ + anv, + (—1)v = 0 eine Linearkombination der 0, in der nicht
alle Koeffizienten Null sind. (Es kommt ja eine (-1) vor). Somit ist {v1,...,v,, v} eine
endliche linear abhingige Teilmenge, d.h. M U {v} ist linear abhdngig.

Umgekehrt nehmen wir an, dass M U {v} linear abhingig ist. Dann gibt es eine end-
liche Teilmenge von M U {v}, die linear abhingig ist. Also finden wir ein n € N
sowie vi,...,v, € M, so dass {v1,...,vn,v} linear abhidngig ist. Es gibt daher
ai,...,ay,b € K, die nicht alle Null sind, mit

av1 + -+ apv, +bv = 0.
Da {v1,...,v,} als endliche Teilmenge von M linear unabhingig ist, folgt b # 0. Also
ist

wie behauptet. O

Definition 5.5 Eine Teilmenge M C V heifit Basis von V, falls gilt:
i) M ist linear unabhéngig und

i) <M >=V.
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Wir wollen nun zeigen, dass auch Vektorrdume, die nicht endlich erzeugt sind, eine
Basis besitzen.

Nach Satz 5.24 (Basiskurs) ist ein Vektorraum genau dann nicht endlich erzeugt,
wenn er eine unendliche, linear unabhéngige Teilmenge besitzt.

Um zu zeigen, dass ein solcher Vektorraum auch eine Basis besitzt, benttigen wir das
Zorn’sche Lemma (siehe Satz 1.6):

Eine partiell geordnete Menge, in der jede total geordnete Teilmenge eine obere
Schranke besitzt, hat ein maximales Element.

Satz 5.6 Sei V ein beliebiger K -Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis.

Beweis : Wir wissen, dass in einem endlich erzeugten Vektorraum jede Basis B ei-
ne maximale linear unabhédngige Teilmenge ist, d.h. gilt B C L fiir eine linear un-
abhéngige Menge L, so folgt B = L. In einem beliebigen Vektorraum wollen wir
ebenfalls eine Basis als ,maximale linear unabhingige Teilmenge” definieren. Mit
dem Zorn’schen Lemma zeigen wir, dass das geht.

Dazu sei M die Menge aller linear unabhingigen Teilmengen von V, d.h.

M = {L C V : L linear unabhingig }.
M ist partiell geordnet beztiglich der Inklusion von Teilmengen, d.h. wir definieren
L; < Ly genau dann, wenn L C Lo.

Es sei nun ¥ C M eine total geordnete Teilmenge. Fiir zwei beliebige linear un-
abhingige Teilmengen L, Ly von V mit L; € ¥ und L, € ¥ gilt also L1 C Ly oder
Ly C Ly. Dann definieren wir S als Vereinigung aller L € 3, d.h.

S=|JL={veV:veLfireinLecXx}.
Lex
Wir behaupten, dass S eine linear unabhingige Teilmenge von V ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass jede endliche Teilmenge {v1,...,v,} von S linear unabhingig sind.
Nach Konstruktion von S gibt es Mengen L1,...,L, € ¥ mitv; € Ly,...,v, € L,.
Wir zeigen nun, dass eine der Mengen L; alle anderen enthilt. Da ¥ total geordnet ist,
folgtaus L; ¢ L, bereits L; C L;. Angenommen, keine der Mengen L; enthlt alle an-
deren, dann kénnen wir also induktiv eine Kette Ly C L;;, C L;, € --- C L;, € --- de-
finieren, wobei alle L;, € {L1,...,, L,} sind. An einer Stelle dieser Kette miisste sich
dann ein Element aus {L1, ..., L, } wiederholen, was zu einem Widerspruch fiihrt.
Also gibt es ein ¢ mit L; C L, fur alle j = 1,...,r. Dann gilt {v1,...,v,} C L;. Da
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L; linear unabhéngig ist, ist auch {v1, ..., v, } linear unabhingig. Also haben wir ge-
zeigt, dass S linear unabhéngig ist. Das Element .S € M ist somit eine obere Schranke
von .

Nach dem Zorn’schen Lemma besitzt M nun ein maximales Element, d.h. es gibt eine
linear unabhéingige Teilmenge L C V/, so dass fiir jede linear unabhdngige Teilmenge
L' mit L C L' schon L = L' folgt.

Wir zeigen nun, dass dieses L eine Basis von V' ist. Dazu bleibt zu zeigen, dass <
L >=1Vist.

Angenommen, v € V ist ein Element mit v ¢< L >. Dann ist nach Proposition 5.4
auch L U {v} linear unabhéngig. Das widerspricht aber der Maximalitdt von L’. Also
gilt V =< L >, d.h. L ist in der Tat eine Basis von V. O

Der Beweis von Satz 5.6 beweist zwar die Existenz einer Basis, er gibt aber keine
Information dartiiber, wie eine solche Basis aussieht!

Typische Beispiele fiir Vektorrdaume, die nicht endlich erzeugt sind, sind Folgen- oder
Funktionenrdume.

Beispiel 1: Sei R = {(ax)ren, : ar € R} die Menge aller reellen Folgen. Wir definie-
ren (ax)ken, + (bk)ken, = (ar + br)ren, sowie fiir ¢ € K eine skalare Multiplikation
clag)ken, = (car)ren,- Mit diesen Verkniipfungen wird R> ein R-Vektorraum.

Es sei fiir alle i € Ny (¥ die Folge

e =(0,...,0,1,0,0,...) mit 1 an der i-ten Stelle,

d.h. es ist egi) =1und e,(:) =0flr k # 4.
Dann ist die unendliche Menge

M= {e":ieNy}

linear unabhédngig in R*°.
Ist ndmlich {e(®), ... (")} C M eine endliche Teilmenge und gilt

ale(il) + e + ane(in) = 0
furai,...,a, € K, so gilt fur die einzelnen Folgenglieder, d.h. fiir alle k € Ny:

alegl) 4t aneg") =0.

(41)

i1

(i2)

i1

Ist k = 41, s0 gilt also 0 = ase;, "’ + age; > + -+ + aneg") = a;. Genauso zeigt man
a2:...:an:().
Da R*° die unendliche, linear unabhingige Teilmenge M besitzt, kann R* nicht end-

lich erzeugt sein (siehe Satz 5.24 (Basiskurs)).
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Wir zeigen jetzt
(M) = {(ar)ren, € R> : alle bis auf endlich viele Folgenglieder sind Null }.

Ist a = (ay) € (M), so gibt es endlich viele (), ... eli") € M und cy,...,c, € K mit
a = Cle(il) et Cne(i”).

Also ist ap = O fur alle k ¢ {i1,...,i,}, d.h. fast alle Folgenglieder in @ sind Null.
Ist umgekehrt a = (ax)ren, eine Folge, so dass ap = 0 ist fiir k& > ko, so ist a =
areV) + ...+ akoe(’%) € (M).

Die Menge der konvergenten Folgen

Ukonv. = {(ax)k>0 € R, (ay)) konvergent}
und die Menge der Nullfolgen
Unr = {(ar)k>0 € R™ : ar, — 0}
sind Untervektorraume des R* mit
(M) C Unr C Ukony. C R,
Beispiel 2: Die Menge der Funktionen
F={f:R—R}

ist zusammen mit der Addition (f+g)(x) = f(x)+g(z) und der skalaren Multiplikati-
on (af)(z) = af(z) ein R-Vektorraum (siehe Ubungsaufgabe 1 auf dem Zusatzblatt).
Die Menge der stetigen Funktionen

Fstet = {f R—R stetig}
sowie die Menge der differenzierbaren Funktionen
Fair = {f : R — R differenzierbar }

sind Unterrdaume von F mit
Faiee C Fstet C F.

Wir definieren nun einen weiteren Unterraum von F.

Definition 5.7 Es sei K ein Korper. Der Polynomring K[X] in einer Variablen tiber K
ist definiert als die Menge aller (formalen) Summen der Form

a0+a1X+a2X2+...+anX"
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fur ao, . ..,a, € K und beliebiges n € Ny.

(,,Formal” bedeutet hier, dass wir das + stur hinschreiben und uns tiber die Bedeu-
tung keine Gedanken machen.)

Zwei solche formalen Summen f(z) =ap+a1 X +...+a, X" und g(X) = bo+ b6 X +
...+ b, X™ sind gleich, falls fiir alle ¥ < N = max{n, m} gilt: ar, = by. Fallsn < N, so
setzen wir hier a,41 = ... = ay = 0 und analog, falls m < N,by41 =... =by =0.
Fir f(X) und g(X) wie oben definieren wir ferner

F(X) +9(X) = (a0 + bo) + (a1 + b1)X + ...+ (an + bn) X",

wobei wir wieder die tiberzihligen Koeffizienten gleich Null gesetzt haben.
Fiir ¢ € K definieren wir noch

cf(X)=cap+car X + ...+ ca, X"
Beispiel:
i) Furjedes a € K ist f(X) = a ein Polynom.
il) f(X)=32>+452%+7,9(X) = X3 — 2sind Polynome.

iii) Fiirjedes k € Ny ist [;,(X) = X" ein Polynom (Dabei ist es Io(X) = 1.)

Lemma 5.8 Mit der oben definierten Addition und skalaren Multiplikation ist K [X]
ein K-Vektorraum. Die Teilmenge B = {l), : k € Ny} ist eine Basis von K[X].

Beweis : Wir erinnern uns (hoffentlich) an die Definition eines K-Vektorraums in
Definition 5.1 (Basiskurs). Es ist leicht nachzurechnen, dass (K [X], +) eine abelsche
Gruppe mit neutralem Element 0(X) = 0 und inversem Element —f(X) = —ao —
a1 X — ... — a, X" bildet. Ferner gilt fir f = ag + a1 X + ... + a, X in K[X] offenbar
1f = fund fiir a,b € K auch

(ab)f = (ab)ag+ (ab)ar X + ...+ (ab)a, X"
= a(bag +ba1 X + ...+ ba, X")
= a(bf).

Die Distributivgesetze (a+b)f = af + bf sowie a(f + g) = af + ag fir g € K[X] und
a,b € K rechnet man ebenfalls sofort nach.

Fiir jedes Polynom f(X) = ap + a1 X + ... + a, X™ ist f(X) = aolo(X) + a1l1(X) +
...+ anly(X), also liegt f in < B >. Somit ist < B >= K[X], d.h.. B ist ein Erzeu-
gendensystem von K[X]. Wir priifen jetzt, dass B auch linear unabhingig ist. Dazu
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sei {lg,,...,lk, } C B eine endliche Teilmenge. Gegeben seien a1, ..., a, € K mit

allkl + ...+ anlkn =0.

Das bedeutet

a X+ 4 a, X =0,
woraus a; = ... = a, = 0 folgt, da die kq, ..., k, paarweise verschieden sind. Also
ist B eine Basis von K[X]. O

Somit ist K[X] ein Beispiel fiir einen K-Vektorraum, der eine abzdhlbar unendliche
Basis hat.
Ist K =R, so definiertjedes f = ap + a1 X + ... + a, X" € R[X] eine Abbildung

f:R —- R
s — ag+tais+...+a,s"
Diese Abbildung ist differenzierbar (Analysis), also ist R[X] C Fgir. Man rechnet

leicht nach, dass R[X] ein Untervektorraum von Fy; ist.
Also haben wir eine Kette von R-Vektorrdumen

R[X] C Faitt C Fstet C F,

wobei schon der kleinste Vektorraum R[X ] nicht endlich erzeugt ist. Daher sind auch
die R-Vektorrdaume Fgisf, Fstet und F nicht endlich erzeugt.

6 Ringe

Am Ende des letzten Paragraphen haben wir fiir jeden Korper K den Polynomring
K[X] ={ao+aX+ - +a,X":n € Ny,a; € K} kennengelernt. K[X] ist eine
abelsche Gruppe beziiglich der Add1t1on von Polynomen.

Fur f(X) = Z a; X"und g(X) = Z b; X7 definieren wir nun das Produkt fg € K[X]

=0 Jj=
durch

z
Dieses Produkt entsteht, indem man ( ) (X) formal ausmultipliziert und dann
nach Potenzen von X sortiert.

Dann rechnet man leicht nach, dass fg = gf sowie f(gh) = (fg)hund 1f = f1 = f
fuir das Polynom ag = 1 ist. Mit ein bisschen Schreibarbeit zeigt man auflerdem fiir
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f,g,h € K[X], dass man in bekannter Weise Klammern auflosen kann:

(f +9)h = fh+gh.
Also ist K[X] ein ,kommutativer Ring mit 1, was in folgender Definition erklart
wird:
Definition 6.1 Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen
+: Rx R— Rund
RxR— R,
so dass gilt:
i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) Die Multiplikation - ist assoziativ und besitzt das neutrale Element 1, d.h. fiir
aller € Ristlr =rl=r.

iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle r, s, ¢ € R ist

r(s+t) = rs+rtund
(r+s)t = rt+ st.

R heifst kommutativer Ring mit 1, falls zusatzlich die Multiplikation kommutativ ist.

Beispiel: Z ist ein kommutativer Ring mit 1.

In Lemma 4.3 haben wir gesehen, dass es in dem Ring Z eine Division mit Rest gibt.
Ein analoges Resultat gilt im Polynomring K [X].

Definition 6.2 Der Grad des Polynoms 0 # f(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" ist die
grofite Zahl k mit ay # 0. Wir bezeichnen den Grad von f mit grad(f) (in der engli-
schen Literatur deg( f) fiir degree). Wir setzen grad(0) = —oc.

Fiir d = grad(f) konnen wir f also schreiben als f = ag + a1 X + -+ + agX®. Der
,hochste” Koeffizient ag von f heifst auch Leitkoeffizient. Ist ag = 1, so heifst f nor-
miert.

Satz 6.3 Es sei g(X) € K[X] ein Polynom vom Grad d > 0. Dann gibt es fiir jedes
f € K[X] eindeutig bestimmte Polynome ¢(X) und r(X) € K[X]| mit grad r < d, so
dass

f=ag+r
gilt.
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Beweis : Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach grad(f). Ist grad(f) < d, so
konnen wir ¢(X) = 1 und »(X) = 0 wéhlen.

Ist n = grad(f) > d, so nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir alle Polynome vom
Grad < n.Essei f(X) =ap+a1X + -+ a, X" und g(X) = by + b1 X + -+ + bg X
mit a,, # 0und by # 0.

Dann hat das Polynom

F(X) - Z—ZX"’%(X)

einen grad < n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also
An e _

JOO) = 5o X"9(X) = §(X)g(X) + r(X)
fur ¢,r € K[X] mit grad r < d.
Also gilt f(X) = ¢(X)g(X)+r(X) fur¢(X) = ¢(X) + “b—ZX”_d. Damit ist die Existenz
der verlangten Gleichung gezeigt. Wir miissen nun noch die Eindeutigkeit nachwei-
sen.
Gilt f =qg+r =¢ g+ fur r und »’ vom Grad < d, so folgt

(g—dq)g=1"—r

Die linke Seite ist also ebenfalls Polynom vom Grad < d. Da grad g = d ist, folgt
g =¢'. Also gilt auch r = 7. i

Wir wollen dieses Resultat nun in einen allgemeineren Rahmen einordnen.

Definition 6.4 Ein kommutativer Ring R mit 1 heifit Integritdtsring, wenn R keine
Nullteiler # 0 besitzt, d.h. wenn aus fg = 0 in R bereits f = 0 oder g = 0 folgt.

Beispiel: Z und K[X] sind Integritdtsringe.

Definition 6.5 Ein Integritdtsring R mit 1 heifst euklidisch, wenn es eine Funktion
o : R\ {0} — Ny gibt, so dass fiir alle g # 0 aus R und alle f € R Elemente ¢, € R
mitr = 0 oder o(r) < o(g) existieren, so dass

f=aqg+r
gilt.

Zmit o = | | und K[X] mit o = grad sind Beispiele fiir euklidische Ringe.
Euklidische Ringe sind also Ringe, in denen es eine Division mit Rest gibt.

Beispiel: Wir teilen f(X) = 4X° +4X* + 2X? + 1 durch g(X) = 2X3 + X? — 1 mit
Rest.
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Der Beweis von Satz 6.3 gibt uns dafiir ein Verfahren an die Hand. Da grad(g) <
grad(f) ist, berechnen wir

f(X)—2X%9(X) = 4X°+4X*+2X2 +1—4X° —2X* 4 2X?
= 2X*+4X%+1.

Der Grad dieses Polynoms ist immer noch > gradg, also berechnen wir

2X* 44X 41 - Xg(X) = 2X'4+4X?2+1-2X' - X34+ X
= X3 4H4X?2+ X +1.

Und noch einmal:

1 1 1
7X3+4X2+X+1+59(X) = 7X3+4X2+X+1+X3+§X2—§
9 1
= “X’4+X+-.
gt ATy

Alsoist f(X) = (2X2 - X + 1)g(X) + (3X? + X + 1).

Wir haben in § 5 schon gesehen, dass der Polynomring K[X] tiber einem Korper K
ein K-Vektorraum ist. Einen solchen Ring, der auch noch ein K-Vektorraum ist, nennt
man K-Algebra.

Definition 6.6 Es sei K ein Korper. Ein Ring R mit 1, der aufserdem eine skalare Mul-
tiplikation K x R — R besitzt, so dass

i) (R,+) mit dieser skalaren Multiplikation ein K -Vektorraum ist und

ii) a(fg) = (af)g = f(ag) furallea € K,und f, g € R gilt,
heifst K-Algebra (genauer gesagt K-Algebra mit 1).

Beispiel 1: K[X]ist eine K-Algebra.
Beispiel 2: Fiir alle n € N ist K™*" mit der Addition, Multiplikation und skalaren
Multiplikation von Matrizen eine K-Algebra.

Der Polynomring ist eine besonders ausgezeichnete K -Algebra, wie wir jetzt erkldren
wollen.

Betrachtet man Abbildungen zwischen Strukturen wie Gruppen, Ringen, Vek-
torraumen oder Algebren, so nennt man eine solche Abbildung einen Homomorphis-
mus, wenn sie mit den jeweiligen Rechenstrukturen vertrédglich ist. Genauer gesagt:
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Definition 6.7

i) Eine Abbildung f : G — G’ zwischen zwei (additiv geschriebenen) Gruppen G
und G’ heifit Gruppenhomomorphismus, falls

fla+b) = fla)+ f(b)
fir alle a,b € G gilt.
ii) Eine Abbildung f : R — R’ zwischen zwei Ringen R und R’ heifit Ringhomo-

morphismus, falls fiir alle a, b € R

fla+b) = fla)+ f(b),
flab) = [f(a)f(b)
sowie f(1) = 1

gilt.

iii) Eine Abbildung f : A — A’ zwischen zwei K-Algebren A und A’, die sowohl
ein Ringhomomorphismus als auch eine lineare Abbildung ist, nennt man K-
Algebrenhomomorphismus.

iv) Eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen nennt man analog auch
Homomorphismus von Vektorrdaumen.

Ein Gruppenhomomorphismus f : G — G’ bildet automatisch das neutrale Element
0 € G auf das neutrale Element 0 € G’ ab, denn es gilt f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
woraus nach Addition von — f(0) sofort f(0) = 0 folgt. Ebenso kann man zeigen, dass
furallea € G f(—a) = —f(a) gilt, d.h. dass f mit Inversenbildung vertauscht.

Nun gilt fiir den Polynomring:

Satz 6.8 Es sei A eine beliebige K-Algebra. Zu jedem ¢ € A gibt es genau einen K-
Algebrenhomomorphismus
p: K[ X]— A

mit ¢(X) = t. Esist

@(Z a; X% = Z ait'.
i=0 i=0

Wir nennen ¢ auch Einsetzungshomomorphismus.
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Beweis : Wir definieren wie angegeben
n n
@(Z a; X)) = Z a;t’
=0 i=0

fiir alle Polynome f: a; X' e K[X].
=0

Hier wird " a;t* in der K-Algebra A ausgerechnet. Man rechnet leicht nach, dass ¢
i=0

mit der Addition, der Multiplikation und der skalaren Multiplikation vertauscht und

dass ¢(1) = 1 gilt. Also ist ¢ ein K-Algebrenhomomorhpismus mit ¢(X) = t. Ist ¢

ein weiterer K-Algebrenhomomorphismus mit ¢(X) = ¢, so gilt

n

P (Z aiXi> = Zw(aiXi) = Zaﬂ/)(Xi) = Zaﬂ/}(X)i = Zaiti =g <Z aiX>
i=0 i=0 =0 =0 =0

=0
Also ist ¢ eindeutig bestimmt. O

Beispiel: Sei ¢ € K. Dann definiert c einen K-Algebrenhomomorphismus

K[X] —» K
f(X):ZaiXi — Zaici:f(c).
i=0 i=0

Das Polynom f(X) wird also auf die reelle Zahl abgebildet, die sich durch Einsetzen
von cin f ergibt.
Eine Zahl ¢ € K heifit Nullstelle von f, falls f(c) = 0 gilt.

Lemma 6.9 Sei f € K[X]und a eine Nullstelle von f. Dann gibt es ein ¢ € K [X] mit
f(X) = (X = a)g(X).

Beweis : Wir teilen f durch (X — a) mit Rest und erhalten f(X) = (X —a)q(X)+r(X)
fur ¢,r € K[X] mit gradr < 1. Alsoist #(X) = cfireinc € K.Da 0 = f(a) = r(a) ist,
folgt r = 0. O

Gilt in einem Integritdtsring R die Gleichung f = pq, so heiffen p und ¢ Teiler von f.
Wir schreiben auch p|f bzw. g|f.

Definition 6.10 Sei f € K[X]. Fiir a € K sei ord,(f) definiert als die grofite Zahl
k € Ny, so dass (X — a)*|f gilt. Wir nennen ord, (f) die Vielfachheit der Nullstelle a
von f.

Aus Gradgrinden gilt ord,(f) < n.Ist f(a) # 0, so ist ord,(f) = 0. Offenbar ist
ord,(fg) = ord,(f) + ord.(g).
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Satz 6.11 Sei f # 0 in K[X]. Seien a4, . . ., a, paarweise verschiedene Nullstellen von
f mit k; = ord,, (f). Dann gilt

flz)=(X—a)® ... (X —a,)fg(X)
mit einem g € K[X],so dass g(a;) #Oistfuri=1,...,r.

Beweis : Mit Induktion nach 7.

Fur r = 1 folgt durch wiederholtes Anwenden von Lemma 6.9, dass f(X) = (X —
a1)™ - g(X) fir ein m > 0 und ein g € K[X] mit g(a;) # 0ist. Dann ist ord,, (f) = m,
denn sonst hitten wir eine Gleichung der Form f(X) = (X — a;)™™'h(X) = (
a1)™g(X) fir ein h € K[X]. Da K[X] nullteilerfrei ist, folgte (X — a1)h(X) = g(X),
was g(a1) # 0 widerspricht.

Fiir den Induktionsschluss kénnen wir annehmen, dass f(X) = (X —ay)® ... (X —
ar—1)Fr=1h(X) fiir k; = ord,, (f) und h € K[X] gilt.

Wir wenden den Induktionsanfang auf 4 und a,- an. Dann ist h(X) = (X — a,)* g(X)
fir ein ¢ € K[X] mit k, = ord,, (h) = ord,, (f) und g(a,) # 0. Daraus folgt die
gewiinschte Darstellung f(X) = (X —a1)* -... - (X —a,)* g(X). O

Wir sagen, f # 0 zerféllt vollstandig in Linearfaktoren tiber K, wenn sich f in K[X]
schreiben ldsst als f(X) = ¢(X —a1) - ... (X — ap,) mit ¢ € K und nicht notwendig
verschiedenen a; € K.

Dann ist n = grad(f) und c der Leitkoeffizient.

Beispiel: (X? — 1) = (X — 1)(1 + X + X?) zerfdllt iiber R nicht vollstindig in Linear-
faktoren (wohl aber tiber C).

(X% - 2) = (X — V2)(X + V/2) zerfallt tiber R vollstindig in Linearfaktoren, nicht
uber tiber Q.

Korollar 6.12 Ein Polynom f # 0 in K[X] vom Grad n hat hochstens n verschiedene
Nullstellen in K.

Beweis : Das folgt sofort aus Satz 6.11. O
Beispiel:

i) (X% +1) € R[X] hat keine Nullstelle in R.

ii) (X2 —1) € R[X] hat zwei Nullstellen in R.

Spéter werden wir den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra kennenlernen,
der besagt, dass jedes Polynom f # 0 in C[X] eine Nullstelle besitzt. Einen Korper
mit dieser Eigenschaft nennt man tibrigens algebraisch abgeschlossen.

Jetzt wollen wir Satz 6.8 benutzen, um Matrizen in Polynome einzusetzen.
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Definition 6.13 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei C' = (¢;;);,j=1,....n € R"*"
eine (n x n)-Matrix mit Koeffizienten a;; € R.
Dann definieren wir die Determinante von C durch die Leibnizformel:

det C = Z sgN(0)Cig(1) * -+ Cno(n) € R.
gES,
Auch fiir Determinanten von Matrizen in R™*" gilt

i) det ist linear in den Zeilen und Spalten (vgl. Satz 3.5 (Basiskurs) und Korollar
3.20 (Basiskurs)).

ii) det(C) =0, falls C eine Nullzeile enthilt (vgl. Korollar 3.6 (Basiskurs)).

iii) det (C') = —det(’, falls C" durch Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten aus
C hervorgeht (vgl. Satz 3.12 und Korollar 3.20 (Basiskurs)).

iv) det C' = det C*
v) die Entwicklungsformeln Satz 3.21 (Basiskurs).

Die Beweise kann man dhnlich wie tiber K fiihren.

Bei Korollar 3.18 (Basiskurs) und auch bei elementaren Umformungen vom Typ III
muss man allerdings etwas aufpassen. Es gilt stattdessen: C' € R™*" ist invertierbar
genau dann, wenn det(C) invertierbar in R ist, d.h. wenn eseinr € Rmitdet(C)r =1
gibt.

Wir betrachten nun fiir A = (a,;) € K™*" die Matrix

X —an —a12 e a1in
—a91 X — a9 N —Qagn
XE,—A= . . . € (K[X])™ "
—an1 —an2 . X —ann

und setzen x 4(X) = det(X E,, — A) (vgl. Definition 7.10 (Basiskurs)). Nach der Leib-
nizformel ist das ein Polynom in X, d.h. esist x4 (X) € K[X].
Wir nennen x 4(X) das charakteristische Polynom von A.

Lemma 6.14 Fiir alle o € K ist x4 () = det(aE,, — A).

Beweis : x4 («a) ist das Bild von x4(X) unter dem Einsetzungshomomorphismus
¢ : K[X] — K, der X auf o abbildet. Es ist xy4(X) = det(XE, — 4) =
ngn(o)blg(l)(X) s bna(n) (X) fur XEn — A= (b” (X))%] mit bw(X) € K[X] Da
¢ ein Ringhomomorphismus ist, folgt xa(a) = > sgn(o)bio) (@) - bpom)(a) =
det(aE, — A). O
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Nach Proposition 7.11 (Basiskurs) ist xy4(«a) = 0 genau dann, wenn « ein Eigenwert
von A ist.
Wir betrachten nun fiir A € K™*™ den Einsetzungshomomorphismus

p: K[X]— K™,

der nach Satz 6.8 durch ¢(X) = A definiert wird. Wir schreiben auch suggestiv
F(A) = ¢(f)-

Satz 6.15 (Satz von Cayley-Hamilton) Esist x4(A) = 0.

Beweis : x4(A) ist eine n x n-Matrix tiber K. Es geniigt zu zeigen, dass Kern
(xa(A)) = K" gilt. Sei v € K" ein Vektor # 0. Wir betrachten v, Av, A%v,... und

wihlen r minimal, so dass (v, Av, . .., A"v) linear unabhéngig, aber (v, Av, ..., A" 1v)
linear abhingig ist. Dann ist by = v,b; = Av,...,b, = A"v eine Basis von U =
(v, Av, ..., A"v). Diese ergdnzen wir zu einer Basis B = (bo, ..., by, by41,...,by) von

K". Die lineare Abbildung

A=A K" — K"

v — Av

erftillt offenbar A(U) C U. Also hat die Koordinatenmatrix A, g g von A beziiglich B

die Gestalt
C
A =
e (€3)

mit der (r + 1) x (r + 1)-Matrix

0 0 0 ¢

1 0 c1
C=10 1

: 0 :

0 1 ¢,

wobei A"ty = cyv+c1Av+- - -+ ¢, A" gilt, und einer (n —r — 1) X (n —r — 1)-Matrix
D.
Es ist

xo(X)=det(XE, -C)=X"" —¢, X" — 1 X — ¢y,

wie man durch Entwickeln nach der letzten Spalte errechnet. Also ist

xo(Aw = A"y —c, A" — i Av — co = 0,
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woraus nach Ubungsaufgabe 20

xa(A)v = (xp(A) - xc(A)v =0

folgt. O

Definition 6.16 Das Minimalpolynom p4(X) € K[X] einer Matrix A € K"*" ist
definiert als das normierte Polynom kleinsten Grades mit p4(A) = 0.

Dann teilt p4(X) in K[X] jedes Polynom ¢(X) mit ¢(A) = 0, nach Satz 6.15 also
insbesondere x 4 (X ). Das zeigt man genau wie Lemma 6.9.
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