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1 Einfiihrung

Gebéaude sind kombinatorische Objekte (genauer gesagt Simplizialkomplexe), die besonders
in der Strukturtheorie von Gruppen eine wichtige Rolle spielen.

Wir werden spéter solche Gebdude als Vereinigung von Apartments, die Coxeterkom-
plexe sind, definieren. Danach zeigen wir, dass man bestimmten Gruppen ein Gebdude
zuordnen kann, auf dem die Gruppe in interessanter Weise operiert.

Mittlerweile hat man in miihevoller Arbeit sémtliche endlichen nichtabelschen einfachen
Gruppen klassifiziert. Es gibt bis auf Isomorphie die folgenden drei Typen:

1. alternierende Gruppen
2. endliche Gruppen vom Lietyp

3. 26 sporadische Gruppen

Alle endlichen Gruppen vom Lietyp besitzen etwa ein Gebédude. Ein Beispiel fiir eine solche
Gruppe ist die Gruppe

d 0
PSLn(IFp):SLn(IFp)/{<O d):d”:l}.

Bevor wir die allgemeine Theorie entwickeln, studieren wir ein Beispiel.

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem beliebigen Koérper K. Wir be-
trachten die Menge aller nicht-trivialen Unterrdume von V:

X(V)={W CV:0#W #V Untervektorraum}
Wir nennen jede aufsteigende Kette von Unterrdumen
(F) 0£A£W WL, G ... SW GV

eine Flagge in V. Die Zahl k heifit Lange der Flagge (F'). Wir sagen, die Flagge (F) ist in
der Flagge

enthalten, wenn {Wy,... , Wy} C {W{,...,W/} ist, d.h., wenn (F”) eine Verfeinerung von
(F) ist. Ist (by,...,b,) eine Basis von V| so ist

0#<bl)C<b1,62)CC(bl,,bn>:V

eine Flagge der Lénge n—1. Diese ist maximal, d.h. in keiner echt gréfieren Flagge enthalten.

Ist (F) eine beliebige Flagge, so konnen wir stets eine maximale Flagge finden, die (F')
enthélt.



Definition 1.1 Der Flaggenkomplex (V') ist die partiellgeordnete Menge aller Flaggen
(F) in' V' zusammen mit der Relation (F') C (F").

Die Gruppe GL(V) operiert auf A(V'), indem wir fiir jedes g € GL(V') die Flagge
(F) 0Cms..SWmsV

auf

(gF) oggwlg...;gwkgv

d
abbilden. Analog operiert auch SL(V') und PGL(V) = GL(V)/ { ( ; > 1d e KX}
auf A(V).

Lemma 1.2 GL(V) operiert transitiv auf der Menge der mazimalen Flaggen.

Beweis : Jede maximale Flagge (F') ist von der Form

0 (b)) G (bi,b2) & ... GV

fiir eine Basis (b,...,b,) von V. Daraus folgt die Behauptung. OJ

Die partiell geordnete Menge A(V') besteht aus endlichen Teilmengen von X (V). Sie hat
folgende Eigenschaft: Jede Teilmenge einer Flagge ist wieder eine Flagge. Daher ist A(V)
ein abstrakter Simplizialkomplex im Sinne der folgenden Definition.

Definition 1.3 Fine Familie A\ von endlichen Teilmengen einer Menge X ist ein abstrakter
Simplizialkomplez, falls fiir jedes X € A und jedes Y C X auch

YeA

gilt. /\ ist also abgeschlossen unter Teilmengenbildung.

Die Elemente von A heiflen Seiten des Simplizialkomplexes. Die Eckenmenge eines Simpli-
zialkomplexes ist die Menge
via)y=|JFcXx
FeA
Eine maximale Seite F' (d.h. eine Seite F, die nicht in einer echt groBeren Seite enthalten
ist), heifit Facette von A.

Abstrakte Simplizialkomplexe haben geometrische Realisierungen. Ist A ein abstrakter
Simplizialkomplex, so definieren wir | A | als die Teilmenge aller Tupel ¢ € [0, 1] = {¢ :
X — [0, 1]}, die folgende Bedingungen erfiillen:

) Yt =1

zeX



i) {reX:t, >0} € A.

Beispiel: Fiir jedes n € Nsei X = {1,...,n} und A = P(X) die Potenzmenge von X.
Dann ist A offenbar ein abstrakter Simplizialkomplex.

| A | ist die Teilmenge {(t1,...,t,) : D> t; = 1} von R", also ist | A | das Standard
(n — 1)— Simplex im R™.

Ist X eine endliche Menge, so ist [0, 1]* in einem endlich-dimensionalen R—Vektorraum
enthalten. Daher triagt | A | auf natiirliche Weise eine Relativtopologie. Fiir unendliche
Mengen X kann man ebenfalls eine Topologie auf | A | definieren. Wir nehmen im folgenden
an, dass V ein Vektorraum iiber einem endlichen Koérper ist. Dann ist X (V') endlich und
wir kénnen dem Simplizialkomplex A (V') seine geometrische Realisierung

| A(V) |

in einem RY zuordnen. Dies ist das sphirische Gebdude zur Gruppe GL(V'), wie wir spiter
sehen werden.

Wenn V' eindimensional ist, so ist X (V') = (). Ist V' zweidimensional, so besteht X (V)
aus allen Geraden in V. In diesem Fall gibt es nur Einpunktmengen als Flaggen, der Sim-
plizialkomplex A(V') besteht also aus endlich vielen Punkten. Das ist topologisch nicht so
interessant.

Der erste interessante Fall ist dim V' = 3. Wir nehmen K = [, an und identifizieren
V' mit F3 nach Wahl einer Basis. Dann enthélt V' die sieben Geraden (hier durch einen
Erzeuger angegeben)

1 0 0 1 1 0 1
o, {1, lol.[2]).lo],l1]. (1
0 0 1 0 1 1 1

und die sieben Ebenen, die wir jeweils als Kern einer linearen Abbildung beschreiben:
{1’1:07 IQIO, IgIO, I1+£L’2:0, I1+.T3:0, 1’2+I3:0, I1+JI2+I3:0}.

A(V) enthéalt auBer diesen vierzehn Einpunktflaggen auch noch 7-3 = 21 Flaggen, denn fiir
jede Gerade gibt es genau drei Ebenen, die die Gerade enthalten. Wir kénnen den abstrakten
Simplizialkomplex A(V') folgendermafien als Graph zeichnen, dessen Ecken die Ecken des
Simplizialkomplexes sind und dessen Kanten den Flaggen der Linge 2 entsprechen:



Dies ist der Inzidenzgraph der sogenannten Fano-Ebene.

Fiir einen beliebigen k—Vektorraum V nennen wir jede Teilmenge von A(V') der Form
A(B) ={(F): (F) ist in der durch B definierten maximalen Flagge enthalten}

fiir eine Basis B von V' ein Apartment von A(V). Wir werden spéter sehen, dass solche
Apartments Coxeterkomplexe sind.

2 Coxetergruppen

Sei S eine endliche Menge. Dann ergéinzen wir S um neue Symbole S™' = {s7! : s € S}.
Ein Wort iiber S U S~! ist dann eine endliche Folge von Elementen aus S U S~!. Wir
nennen auch die leere Folge ein Wort.



Beispiel:

i) Ist S = {s}, so ist ein Wort eine Folge der Form

k1

shigThegmhs  g7hm

fur ky, ..., ky € Z.
ii) Ist S = {s1, s2}, so sind etwa
-1
815251, S187 S15251

Worter iiber S U S™L.

Wir nennen ein Wort w = s -+ - s, iiber S U S~ reduziert, falls fiir alle ¢ = 1,...,¢ — 1
gilt:

Siy1 7 57
wobei wir fiir alle s7! € §—1

(s t=s

setzen.

Beispiel: Das Wort s 3231_1 aus dem obigen Beispiel ii) ist reduziert, das Wort 3131_131 $951
ist nicht reduziert.

Definition 2.1 Die Menge Fs aller reduzierten Worter iiber S U S™% zusammen mit der
Hintereinanderschaltung von Wortern (gefolgt vom Streichen aller ss™' an der Schnittstel-
le) bildet eine Gruppe, deren neutrales Element das leere Wort ist. Fs heifit die von S
erzeugte freie (nicht-abelsche) Gruppe. Wir schreiben die Gruppenoperation multiplikativ
und bezeichnen das leere Wort mit 1.

Definition 2.2 FEine beliebige Gruppe G heifst endlich erzeugt, falls es eine freie Gruppe
Fg fiir eine endliche Menge S gibt, so dass ein surjektiver Gruppenhomomorphismus

v:Fs— G
existiert.
Eine Gruppe G ist also genau dann endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente ¢4, ..., g, €
G gibt, so dass jedes g € G als Produkt der g; und ihrer Inversen geschrieben werden kann.
Wir nennen {¢i, ..., g,} dann ein Erzeugendensystem von G.

Ist ¢ : Fg — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, so bezeichnet man die Ele-
mente im Kern von ¢ als Relationen von ¢ und nennt ¢ auch eine Présentation von G.

Wir betrachten nun eine endliche, multiplikativ geschriebene Gruppe W mit einem end-
lichen Erzeugendensystem .S, so dass gilt



i) 1¢ 5

ii) jedes s € S hat Ordnung 2, d.h. es gilt s* = 1.

Beispiel: Jede Permutationsgruppe S, ist erzeugt von Transpositionen, also von Elementen
der Ordnung 2.

Definition 2.3 Fiir s, s’ € S bezeichnen wir mit m(s,s’) die Ordnung von ss' in W. Es sei
p:Fg =W

der surjektive Gruppenhomomorphismus, der ein Wort sy ... s, auf das Produkt s; - ... - 54
in W abbildet. (W, S) heifit Cozetersystem, falls gilt

(C) Kern (@) ist der kleinste Normalteiler in Fs, der fir alle s,s' € S das Element
(SS/)m(ss/)

enthdlt.

Wir nennen W dann auch eine Coxetergruppe und unterschlagen das Erzeugendensystem

S.

Beispiele:

i) Die triviale Gruppe W = {1} zusammen mit S = () ist ein Coxetersystem.

ii) Die Gruppe W = {£1} mit S = {—1} ist ein Coxetersystem. Hier ist Fg ~ Z und
v : Fg ~7Z — {+1} = W der Homomorphismus m — (—1)™.

iii) Jetzt betrachten wir ein Erzeugendensystem S = {s,t} mit zwei Elementen. Es sei
N C Fy der kleinste Normalteiler, der die Elemente s?, ¢ und (st)™ enthélt. Dann ist
die Quotientengruppe

Doy = Fs/N

zusammen mit S ein Coxetersystem. Die Gruppe D,,, heifit Diedergruppe.

In Ds,, gilt also s = s7!, ¢+ = ¢! und (st)™ = 1. Daher ist jedes Element aus D,,, das
Bild eines der Elemente
1,s,st,sts,...,(st)" s,

Somit hat D,,, hochstens 2m Elemente.

Wir wollen nun durch eine alternative Beschreibung zeigen, dass Dy, genau 2m Elemente
hat.

Dazu betrachten wir die Menge

G = {£1} x Z/mZ

6



versehen mit der folgenden Verkniipfung:
(e,2) - (€,2)

= (e',x +2').

Man rechnet leicht nach, dass diese Verkniipfung assoziativ ist und das neutrale Element
(1,0) besitzt.

Da fiir alle € € {£1} und = € Z/mZ
(€,2) - (¢, —€ex) = (1,ex —ex) = (1,0) = (¢, —ex) - (€, )

ist, besitzt G inverse Elemente. Somit ist G eine Gruppe. Offenbar hat G' 2m Elemente. In
G gilt fiir
o= (—1,0)und 7 = (—1,1 4+ mZ) :

o = (1,0)
7 = (1,0) und
or = (1,14 mZ)

woraus (o7)™ = (1,0) folgt.

Wir betrachten den eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
¢ : F{&t} — G,

der s auf ¢ und t auf 7 abbildet. Er ist surjektiv und sein Kern ist ein Normalteiler, der
52 t* und (st)™ enthilt. Nach dem Homomorphiesatz faktorisiert 1) durch einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus

’l; : ng — G.
Da | D,, |< 2m und | G |= 2m gilt, ist 1 ein Isomorphismus, und es gilt | D, |= 2m.

Wir wollen jetzt Coxetergruppen geometrisch beschreiben.

Definition 2.4 Sei (W, S) ein endliches Coxetersystem mit S = {sy,...,sn} und (e1,...,en)
die kanonische Basis des RY. Dann definieren wir eine symmetrische Bilinearform

B(_v _)

auf RN durch

B(e;, e;) = — cos

N

m(i, j)

wobei wir m(i,j) = m(s;, s;) = ord (s;,sj) schreiben.

Fiir i = 1,..., N betrachten wir nun die lineare Abbildung 7; : RN — R" definiert durch
ri(v) =v —2B(e;,v)e;

7



Dann ist

7”1'(62‘) = 61-—B(ei,ei)ei

= —€;.

Fiir jeden beziiglich B zu e; orthogonalen Vektor v, d.h. fiir alle v mit B(e;,v) = 0 gilt
ri(v) = v.

Mit (e;)* = {v € V : B(e;,v) = 0} bezeichnen wir das orthogonale Komplement von
v € V beziiglich B.

Da e; anisotrop ist (d.h. da B(e;,e;) # 0 gilt), ist
V = <61> %) <€i>l.

Somit ist r; € GLy(R) die Spiegelung an der Hyperebene (e;)* in RY beziiglich der Biline-
arform B.

Lemma 2.5 Fiir alle v,w € RY gilt

B(ryv,r;w) = B(v,w).

Beweis : Wir berechnen

B(rv,rw) = B(v — 2B(e;,v)e;, w — 2B(e;, w)ei)
= B(v,w) —2B(e;,v)B(e;, w) — 2B(e;, w)B(e;, v) + 4B(e;, v) B(e;, w)B(e;, €;)
= B(v,w),

da B(e;, e;) =1 gilt. O

Satz 2.6 Die Abbildung

S; oy
lisst sich zu einem Gruppenhomomorphismus
W — GLy(R)
fortsetzen. Fiir alle i, 7 gilt
ord(r;r;) = ord(s;s;).
Beweis : Wir zeigen zunéchst fir alle 4,5 € {1,..., N}

ord(r;r;) = ord(s;s;).

8



Fiir ¢« = j sind beide Seiten gleich eins, also kénnen wir ¢ # j annehmen. Es sei V' =
(e;,e;) C RN, Dann wird V von r; und 7; in sich iiberfiihrt, und es gilt

RVN=vev:

Auf V* operieren r; und r; trivial. Die Einschrinkung von B auf V hat die Koordinaten-

matrix
r— ( B(ei,ei) B(ei,ej) ) _ ( I % )
Blej, €;) Blej,¢;) po I
fiir p1 = — cos 55f=s €] —1,0].

Da I' nach dem Hauptminorenkriterium positiv definit ist, ist B |y« ein Skalarprodukt.
Also ist das Produkt der zwei Spiegelungen r; und r; eine Drehung um den zweifachen
Winkel zwischen w und v, wobei w € {(e;)* und v € (e;)* Erzeuger der Fixgeraden der
Spiegelungen sind. Um die Orientierung des Winkels kiimmern wir uns hier nicht. Wir
konnen etwa

w = e;— Blej,e)e; =e; — pe;
und v = e, — Ble;, ej)e; = e; — pie;
wéahlen. Dann ist
B
cos <(v, w) = (v, w)
v B(w,w)\/B(v,v)
B(w,w)=B(v,v) B(U, w)

B(v,v)
p—p—ptpd  pt—p
1_'u2_,u2_|_'u2 ]-_MQ

T
= — L = COS —F——
a ord(s;s;)
Somit ist r;7; eine Drehung um 2<((v, w) = 25t hat also die Ordnung ord(s;s;).
i5j

Nun betrachten wir den Gruppenhomomorphismus
p: Fs — GLy(R),

der ein Wort s, ... s, auf das Produkt r-...-r, abbildet. Der Kern von ¢ ist ein Normalteiler,
der alle (s;s;)™*%) enthilt. Also faktorisiert  durch einen Gruppenhomomorphismus

bW — GLy(R).

Definition 2.7 Sei (W,S) ein Cozetersystem. Fiir jedes w € W mit w # 1 definieren wir

(w)=min{k 2 1:w=us1-... 8 fiir s1,...,8: €S}



Auflerdem setzen wir [(1) = 0. Wir nennen [(w) die Wortlédnge von w.

Definition 2.8 Es sei (W, S) ein Cozetersystem. Dann nennen wir jedes zu einem s € S
konjugierte Element in W eine Spiegelung. Die Menge der Spiegelungen ist somit

[ ={wsw':weW,seS}

Die Menge H = T' x {£1} heifit Menge der Halbriume. Fir h = (w,e) € H und s € S
definieren wir

(sws, €) falls s # w

Das liefert eine Operation von S auf H.

sh = { ('LU, _E) = (Swsa _E) falls S =w

Lemma 2.9 Es seien si,...,s, in S. Wir definieren Elemente in I' durch hy = s1,he =
$15951, hy = (5152)s3(5251), ..., hg = (S1+ ... - Sq—1)Sq(Sg—1 - - .. - $1). Dann gilt

{heT: sg-...-s1(h,e) = ((sq...51)h(s1...50),—€)} T {h1,..., he}.

Beweis : Nach Definition der Operation von S auf H ist
s(h,€) = (shs, —¢)

(d.h. es passiert ein Vorzeichenwechsel im zweiten Argument) nur dann der Fall, wenn h =
s. Angenommen, bei s1(h, €), ses1(h,€),...,(Sg...s1)(h,€) passiert kein Vorzeichenwechsel,
aber bei sy ...51(h,€) wird das Vorzeichen im zweiten Argument gewechselt. Dann ist

Sk...81(h,€) = (Sk...81hsy... Sk, €)

und
Skt ---S1(h,€) = (Sg...s1,hs1,. .. Sk, —€)

und es gilt sp11 = Sk ... S1,hs1,... 5, also h = hgyq.

Fir h ¢ {hy,...,h,} passiert also nie ein Vorzeichenwechsel. O

Korollar 2.10 Firw e W gilt

#{h e X :wh,e) = (whw ', —e)} < l(w).

Beweis : Wir schreiben w = s,...s; mit s; € S und ¢ = [(w). Dann folgt die Behauptung
aus Lemma 2.9. 4
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Korollar 2.11 Esseiw = s1-...-s, € W mit ¢ = l(w).. Dann sind die Elemente hy, ..., h,
aus Lemma 2.9 paarweise verschieden und es gilt

{heX:whe)=(w'hw,—e)} = {h1,..., hy}.

Beweis : Es ist definitionsgeméf

hl = 51

hg = 8515951

h3 = (3182)83(8281)

hy = (s1+...84-1)Sq(Sq=1 .. 51).

Angenommen, zwei dieser Elemente stimmen iiberein, d.h. es gilt fir 1 Sv < pu < g

h, = h,.
Aus (s1+...-8,)Sps1(Sp v o51) = (S1+--SuSut1 - Su—1)Su(Su—1-- - Sps15, ... 51) folgt dann
Sy41 = Sp41 -+ " Su—1SuSpu—1 -+ - Sv+1,
also 1 = 5,418,412 ... " Su—1545,—1 - - - S, und somit
Syt Sy = Spy41 - Sp—1
Dann gilt
W o= S1-...-8

= (S1..-Su—1)(Spt1 - 8u—1)Sus1 - - - Sqs

was [(w) = ¢ widerspricht!
Also sind hy, ..., hy paarweise verschieden, falls [(w) = ¢ ist.

Wir betrachten nun die Folge von Elementen
T =S ... s1(h,€)

in H =% x {£1}. Wir schreiben z}, = (yx, &) fiir y € 3 und ¢, € {+1}. Im Beweis von

Lemma 2.9 haben wir gesehen, dass aus €¢; = ... =¢,_1 = e und ¢ = —¢
h = hy
folgt. Da die hy, ..., hy paarweise verschieden sind, gibt es also zwei Moglichkeiten fiir ein g €

Y. Entweder g ¢ {hi,...,h,}, dann findet in der Folge €, ..., ¢, nie ein Vorzeichenwechsel
statt und
g {heX wl(he) = (w'hw, —e)}.

Oder aber g = hy, fiir genau ein k € {1, ..., ¢}. Dann findet ein Vorzeichenwechsel statt und
ge{heX wl(h,e) = (w hw, —e)}.

Daraus folgt die Behauptung. U

11



Korollar 2.12 Es sei w = s;1...5, mit ¢ > l(w). Dann gibt es 1 = v < p < q mit

Beweis : Sei h € H. Wir betrachten wieder die Elemente

Ly = Sk = ..." Sl(h,E) = (yk,ek).

Nach Definition der S—Operation auf H ist yp = sp - ... s1thsy...s;. AuBerdem ist
w™(h, €) = z,. Aus Korollar 2.10 folgt

#{heX:w(he)=(wrhw —e)} Zil(w™) =1l(w) < q.

Falls {h € ¥ : w(h,e) = (whw,—€)} = {hy,...,h,} ist, miissen zwei Elemente der
Menge auf der rechten Seite gleich sein und es folgt die Behauptung. Ansonsten existiert
ein h, mit w='(h,,€) = (wth,w,€). Nun gilt

Yy1 = Sy—1" ... S1husi...5,-1 = 5,,

also folgt

Yu = Su(Yp—1,€u) = (SuYpu—15u —€p)-

Damit w™*(h,, €) wieder dasselbe Vorzeichen im zweiten Argument hat wie (h,,, €), muss
also ein zweiter Vorzeichenwechsel in der Folge der ¢ stattfinden. Also existiert ein v # p
mit s, = Y,—1 = Sy—1...51h,S1...8,_1, woraus h, = h, folgt. O

Wir betrachten jetzt eine endliche Gruppe G zusammen mit einem Erzeugendensystem S,
das folgenden Bedingungen geniigt:

)1¢s

ii) jedes s € S erfiillt s? = 1.

In einer solchen Gruppe G kann man genau wie in Definition 2.7 eine Lénge von Elementen
als
(w)=min{k 2 1:w=us1-...-s; fiir s1,...,5, € S}

definieren.

Wir wollen nun Bedingungen finden, unter denen G eine Coxetergruppe ist, d.h. die
Eigenschaft (C') aus Definition 2.3 besitzt.

Definition 2.13 Sei G eine endliche Gruppe mit einem Erzeugendensystem S, das i) und
ii) erfillt.

12



i) Wir sagen, G erfiillt die Loschbedingung (,,Deletion condition®), falls folgendes gilt:

(D) Istsy,...,sq€ S undw=s;-...-s, mit l(w) < q, dann existieren Indizes v < [

in{1,...,q}, so dass
n
w = H S;
i=1

IFEV,

gilt. War konnen also in der Produktdarstellung von w die beiden Faktoren s, und s,
einfach weglassen.

it) Wir sagen, G erfillt die Austauschbedingung (,,Exchange condition®), falls folgendes
qgilt:
(E) Istsy,...,sp € Sundw =s;-...-s, mitl(w) = q, so gilt fiir jedes s € S entweder
l(sw) = l(w) + 1 oder es gibt ein p < q mit

Lemma 2.14 FErfillt (G,S) die Bedingung (D), so erfillt (G,S) auch die Bedingung (E).

Beweis : Es sei w = s; -...- s, mit [(w) = ¢. Wir betrachten sow fiir ein Element sy € S.
Falls I(sow) = l(s¢s1...5,) # l(w) + 1 gilt, so folgt aus der Loschbedingung (D), dass es
Indizes v < p in {so, ..., s,} gibt, so dass sow = [] s; gilt. Falls v 2 1 ist, so folgt

£V,

i,
n
also w = [] s;. Das ist ein Widerspruch zu [(w) = ¢. Also muss v = 0 sein, woraus
i=1
i,
Sow = ﬁ s; folgt. Nach Multiplikation mit sy ergibt sich
=

UJ:||SZ

=

SN
T =

Satz 2.15 FEine Coxetergruppe (W,S) erfillt die Loschbedingung (D), nach Lemma 2.14
also auch die Austauschbedingung (E).
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Beweis : Es sei w = s;-... 5, € W ein Element mit [(w) < ¢g. Wir miissen zeigen, dass
wir in dieser Produktdarstellung von w zwei Faktoren 16schen konnen. Wir definieren die
Elemente

hl = 51
hy = 51528
hq = 851...8¢-15¢S¢-1---51

wie in Lemma 2.9. Nach Korollar 2.12 gibt es Indizes v < p mit
h, = hy.
Also gilt

(51..-8p—1)8u(Sp—1...81) = (51-..Sp—1)(Sp - - Su—1)Su(Spu—1 - Spr1)(8p ... 51)

woraus
1=s, Su—18uSu—1 Sy+1
folgt. Daraus ergibt sich
Sytl e Su—1 =5y S
woraus
n
w =81 Sq = H S;

i=1

1AV,
folgt. U

Wir betrachten wieder eine Gruppe G zusammen mit einem endlichen Erzeugendensystem
S, das aus Elementen der Ordnung zwei besteht.

Definition 2.16 Wir nennen eine Darstellung w = s;...s5, von w € G als Produkt von
Elementen aus S reduziert, falls ¢ = l(w) gilt. Wir betrachten nun Worte (s1,...,S,) in
der freien Gruppe Fs. Mit M bezeichnen wir die Matrix

(ord(s - t>)s,t€S'

Definition 2.17 s sei (S1,...,84) € Fs. Eine elementare M— Operation auf (s1,...,S,)
ist eine der folgenden Anderungen dieses Wortes:

(1) Streichen eines Ausdrucks der Form (s, s) aus w.

(II) Ersetzen eines alternierenden Teilworts der Form (s,t,s,t,...) der Linge m(s,t)
durch das Teilwort (t,s,t,s,...) der Linge m(s,t).

Wir nennen ein Wortw € Fs M —reduziert, falls es nicht durch eine elementare M — Operstion
vom Typ (1) oder (I1I) in ein kiirzeres Wort verwandelt werden kann.
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Satz 2.18 Angenommen, (G, S) erfillt die Austauschbedingung (E). Dann gilt

i) Das Element w = s1...s, € G ist reduziert genau dann, wenn das Wort (sq,...,5,)
M —reduziert ist.

i) Falls w = s1...5, = t1...t, zwei reduzierte Darstellungen von w € G sind, dann
lasst sich das Wort (s1,...,8,) durch Anwenden elementarer M— Operationen vom
Typ (1) in das Wort (tq,...,t,) dberfihren.

Beweis : Wir zeigen zunichst (ii). Angenommen, in G gilt

mit [(w) = q.

Wir zeigen mit Induktion nach ¢, dass sich (s, ..., s,) durch Operationen vom Typ (II)
in (t1,...,t,) iberfithren ldsst. Fiir ¢ = 1 ist nichts zu zeigen. Also nehmen wir ¢ > 1 an.
Falls dann s; = t; ist, so gilt

Sg...8;=1ta...1,

in G, und die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung. Wir kénnen also sy # t;
annehmen. Nun wenden wir die Austauschbedingung (E) an. Aus #18152...5, = ta...1,

folgt I(tyw) < I(w) + 1, also ist w = t; [[ s;. Hier ist das gestrichene Element s, nicht
£

s1, denn sonst wiirde aus s1q = t;s2...5s, die Gleichheit s; = ¢; folgen. Also hat w eine

reduzierte Darstellung, die mit ¢;s; beginnt. Ist m = m(sy,t;) = 2, so ist t;s; = s1ty.

Ist m = m(sy,t1) > 2, so wenden wir wieder die Austauschbedingung auf s; und
t151 [ s; an und erhalten

i22

i#Ep

w = t181 HSZ' = 51t151 H Si.

=2 122
iFEp A,V

Auch hier kann das gestrichene Element weder ¢; noch s; sein. Wir fahren so lange fort, bis
wir eine reduzierte Darstellung von w der Form

Sty ...t 11 s; m gerade

eIc{2,...,n}
w= Sty ...51 [T si m ungerade
€lC{2,...,n}
erhalten. Nun geht (sy,...,s,) durch Operationen vom Typ (II) in (sq,...,¢;/s1,s;) tiber,
————

da die Anfangselemente gleich sind. Dieses Wort lédsst sich mit einer Operation vom Typ
(IT) in das Wort

(t1781, .. -751/t1/7 Si)

'
m

verwandeln. Letzteres lasst sich wegen Gleichheit der Anfangselemente in (¢4, .. ., ¢,) tiberfithren.
Damit haben wir ii) gezeigt.
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i) Offenbar ist fiir jede reduzierte Darstellung w = s; ... s, das Wort (s, ..., s,) M —redu-
ziert. Wir nehmen umgekehrt an, dass w = s ... s, keine reduzierte Darstellung ist,

d.h. dass

l(w) <gq
gilt und zeigen mit Induktion nach ¢, dass (sy,...,s,) M—reduziert ist. Fiir ¢ = 1 ist
nichts zu zeigen. Also sei ¢ > 1. Falls s .. .-s, ebenfalls nicht reduziert ist, so folgt die
Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Also nehmen wir an, w’ = sy-...- 5, ist

reduziert. Da [(s;w') = l(w) < ¢ = [(w") 4 1 ist, gibt es nach der Austauschbedingung
(E) eine Darstellung

w/:81t2'...'tq_2 fiir tg,...,tq_g S {SQ,...,Sq}.

Nach Teil ii) kénnen wir das Wort (sa, ..., s,) durch elementare M —Operationen vom
Typ (II) in das Wort

(51, tz, . ,tq,2>
tiberfithren. Also konnen wir (s1,...,s,) durch elementare M —Operationen in

(s1,51,t2,...,t,—2) und damit auch in (¢, ..., t,_2) iiberfithren. Daher ist (sq,...,s,)
nicht M —reduziert.

g

Satz 2.19 Fulls (G, S) die Behauptung (E) erfillt, dann ist (G, S) eine Cozxetergruppe, d.h.
sie erfillt die Bedingung (C).

Beweis : Wir betrachten den kanonischen Gruppenhomomorphismus
p:Fs =G

(S15-++,8g) > Si+..."Sq.

Wir miissen zeigen, dass Kern ¢ der kleinste Normalteiler ist, der alle Elemente der Form
(st)rd(st) enthilt. Sei N ein Normalteiler, der alle diese Elemente enthilt, mit N € Kern ¢.

Angenommen, (si,...,s,) € Fs liegt im Kern von ¢, d.h. es gilt s1-... s, =1 in G.
Das Element s .. .- s, ist also nicht reduziert, also ist nach Satz 2.18 das Wort (sq, ..., s,)
auch nicht M —reduziert. Es ldsst sich also durch elementare M —Operationen auf ein Wort
(t1,...,t,) mit p < ¢ verkiirzen. Nach Definition der elementaren M —Operationen gilt in

G

tl'...'tp:Sl'...'qul.

Das folgt fiir Operationen vom Typ (I) aus ord(s) = 2 fiir alle s € S und fiir Operationen
vom Typ (II) aus (st)™*" = 1, denn das impliziert

ft{ i }/:ts...{ ! }/

v~ N~

m(sjt) m(s,t)
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Nun gilt aber aus demselben Grund auch in Fg/N
s?=1firseS
und (st)™) =1 fiir s,¢ € S. Also folgt auch in Fg/N
by oo oty =8;..." 8.
Mit Induktion nach ¢ kénnen wir so zeigen, dass
$1+... 8¢ =11in Fg/N

gilt. Also folgt sy -...- s, € N. Daher gilt N = Kern ¢ und somit die Bedingung (C). O

Korollar 2.20 Fir eine Gruppe (G, S) wie oben sind die Bedingungen (C), (D) und (E)
dquivalent.

3 Coxeterkomplexe

Es sei (W, S) eine Coxetergruppe.

Definition 3.1 Fir jede Teilmenge T C S sei Wr = (T) ={t1-...-t, : t € T,r =2 0} die
von T erzeugte Untergruppe von W.

Lemma 3.2 Fir alle T C S ist auch (Wyp,T) eine Coxetergruppe.

Beweis : Aus der Bedingung (D) in (W, .S) folgt sofort die Bedingung (D) in (Wr,T). O

Korollar 3.3 Fiir 11,15 C S ist
W, " Wrp, = Wrar,.

Auflerdem gilt
VVT1 = WT2 T =T

und
VVT1 C WT2 < T, CTs.

Ferner st Wp, NS =1Tj.
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Beweis : Wir zeigen zunéchst Wy, NS = T3. Hier ist nur ,, C “ zu zeigen. Also sei s € S
ein Element mit einer Darstellung

Sztl'...'tr

fir t1,...,t, € T1. Wir zeigen s € T1 mit Induktion nach r. Fir r = 1 ist s = ¢; € T}. Fiir
r>1ist l(s) =1 < r, also folgt aus der Bedingung (D)

s = H tz
£ p,v

Nach Induktionsvoraussetzung ist also s € Tj.

Nun zeigen wir Wy, C Wy, < 17 C Ts. Die Richtung ,, <= “ ist klar. Die andere Richtung
folgt aus
Tl :WTIHSCWTQQS:TQ.

Daher gilt auch
WT1 = WT2 = T1 = TQ.

Es bleibt W, N Wp, = Wr A, zu zeigen. Die Inklusion ,, D “ folgt aus 7} N73 C 17 und
Ty NTy C T;. Die Inklusion ,, C “ zeigen wir folgendermaflen. Angenommenﬂw € W, NWr,.
Die Lénge von w in W, bzw. Wr, ist dieselbe wie die Lénge von w in W (Ubungsaufgabe).
Also gilt

w="t ..ty =ty

mit ¢, € Ty, t} € Ty und ¢ = l(w). Wir zeigen w € Wr, a7, mit Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 1
ist w=1t, =t] € Ty NT;. Also sei ¢ > 1. Dann ist

I(tfw) =1(ty ... t;) <q+1,
also folgt aus der Bedingung (E)
q
w=t] [
o

Daher gilt J]# =5 -...-t; und die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung. [J
iFp
Definition 3.4 Wir nennen jede Nebenklasse
o(w,T) =wWr

beziiglich einer der Untergruppen Wy fiir T' C S eine spezielle Nebenklasse. Die Menge aller
speziellen Nebenklassen bezeichnen wir mit

(W, S).
Wir definieren eine partielle Ordnung auf >(W,.S) durch

wy Wr, < wyWr,
<:>QUQWT2 C ’UJ1WT1.

(Achtung: die Reihenfolge dreht sich hier um!)
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Es gilt also wi Wy, < woWr, genau dann, wenn weWr, C w Wy, ist. Das ist dquivalent zu
Wr, Cwy 1w1WT1. Da diese Nebenklasse das Einselement enthélt, folgt

-1
wy wy € Wry.

Daher gilt nach Korollar 3.3 wy Wy, < wyWr, genau dann, wenn wy Lw, € W, und T, C T
ist. Insbesondere ist W selbst eine spezielle Nebenklasse mit

W < o(w,T)

fir jede andere spezielle Nebenklasse o(w, T').

Da wir Wy = {1} zulassen, bilden ferner alle Elemente w aus W spezielle Nebenklassen
{w} = o(w, ¢). AuBerdem ist fiir jedes s € S und w € W die Menge o(w, S\{s}) = wWs\ (s
eine spezielle Nebenklasse. Ist o(u',T) ein Element mit

o(u,T) = o(w, S\{s}),
so folgt aus w™lu € Wy und S\{s} C T, dass entweder T' = S und damit o(u,T) = W
oder S\{s} =T und damit ulWVp = wWg\ (5}, d.h. o(u,T) = o(w, S\{s}) gilt.

Das einzige Element in (W, S), das echt kleiner als o(w, S\{s}) ist, ist also das minimale
Element W. Wir nennen jede spezielle Nebenklasse der Form o(w, S\{s}) eine Ecke von
X(W,S). Mit M bezeichnen wir die Menge aller Ecken (W, S).

Satz 3.5 Die partiell geordnete Menge (Z(VV, S), < ) st ein Simplizialkomplex. Genauer
gesagt: Die Abbildung

W, 8) — PM)
o(w,T) = {aeM:a=o(w,T)}

ist eine Bijektion von (W, S) auf einen Simplizialkomplex im Sinne von Definition 1.3.

Beweis : Es sei A die Menge aller Teilmengen von M der Form
X={aeM:a<o(wT)}

fiir eine spezielle Nebenklasse o(w,T). Angenommen, Y ist eine Teilmenge von X. Wir
miissen zeigen, dass dann auch Y von einer speziellen Nebenklasse herkommt. Es sei

o(wy, S\{s1}),...,0(w,, S\{s})

eine Aufzidhlung der Ecken in Y. Dann folgt aus

o(wi, S\{s:}) = o(w,T),

dass T C S\{s;} und w™w; € Ws\{s;} gilt. Fiir S’ = [ S\{s:} = S\{s1...s,} gilt nach
i=1
Korollar 3.3 .
Wsr = [ Ws\(s)-

i=1
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Also ist
o(w;, S\{s:}) < o(w, Ws).

Ist o(u, S\{t}) eine beliebige Ecke von X mit,
o(u, S\{t}) = o(w, Ws),

so folgt
S S\{t} und wlu € Wa ).

Alsoist t = s; fiirein i € {1,...,7}. Aus w™ v und ww; € W (5,3 folgt v w; € Wy s,
also
uWs\j1p = WilWs\(s.3-

Wir haben also gezeigt, dass

Y={aeM:a=o(w Ws} ist.
Ein &hnliches Argument zeigt, dass die Abbildung von ¥ (W, S) nach A injektiv ist. U
Ist A ein Simplizialkomplex im Sinne von Definition 1.3, so bezeichnen wir die Elemente

von A als Simplizes. Fiir jedes 0 € A heifit | o | —1 die Dimension von o. Wie im Beweis
von Satz 3.5 zeigt man, dass die Dimension von o(w, Wr) gleich | S\T' | —1 ist.

Definition 3.6 Sei A ein Simplizialkomplex im Sinne von Definition 1.3.

i) A heifit rein, wenn jedes o € /\ in einem (beziglich Inklusion) mazimalen Simplex
enthalten ist und wenn alle mazimalen Simplizes dieselbe Dimension haben.

Beispiel:

rein nicht rein

Die maximalen Simplizes heiffen dann Kammern.

ii) Sei I\ ein reiner Simplizialkomplex. Der Kammerngraph zu /\ ist definiert als der
Graph, dessen Ecken den Kammern von /A entsprechen, wobei zwei Ecken §, T genau
dann durch eine Kante verbunden werden, wenn

dim(e N7) =dim(c) — 1

qgilt.

A heiffit Kammerkomplex, wenn dieser Kammergraph zusammenhdngend ist. Wege
in Kammergraphen nennt man dann Galerien.

Lemma 3.7 Es sei (W,S) ein Cozetersystem. Dann ist der Coxetergraph S(W,S) ein
Kammerkomplez.
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Beweis : X(W, S) ist rein, da die maximalen speziellen Nebenklassen genau die Nebenklas-
sen der Form {w} = o(w, () sind. Diese sind alle | S | —1 dimensional (Ubungsaufgabe).
Nun sind die Simplizes der Dimension | S | —2 gerade diejenigen speziellen Nebenklassen
o(w,T), die in genau | S | —1 vielen Ecken o(w;, S\{s;}) vorkommen. Daraus folgt

T ={t} fireint €T,
also W = {1,t} und somit
o(w,T) = {w,wt}.

Die Kammern {w} und {v} schneiden sich also genau dann in einem Simplex der Dimension
| S| —2, wenn
v=wtfireint e S

gilt. Somit sind die Galerien in (W, S) genau die Folgen

W, WS, WS189, - . ., WSSy . . . Sk
fiir s1,...,s, € S. Da S ein Erzeugendensystem von W ist, ist der Kammergraph zusam-
menhéngend, als X(W,.S) in der Tat ein Kammerkomplex. O

Definition 3.8 Wir statten den Coxeterkomplex (W, S) auf folgende Weise mit einer
Typfunktion T aus:

T:X(W,S) — P(S)

Die Typfunktion ist ordnungserhaltend, wenn wir die Potenzmenge P(S) mit der Inklusion
als partieller Ordnung versehen.

Die Coxetergruppe W operiert auf natirliche Weise auf dem Cozeterkomplez X(W,S),
indem wir
w(o(w',T)) = o(ww',T),

also w(w'Wr) = (ww")Wr setzen. Diese Operation erhdlt die Dimension und den Typ eines
Simplex.

Beispiel: Es sei W = Ds,, die Diedergruppe mit Erzeugern S = {s,¢} der Ordnung
zwei, so dass die Ordnung von st gleich m ist. Dann enthélt 3(W, S) das minimale Element
0(1,8) = W der Dimension —1. Ferner enthalt (W, .S) 2m Simplizes der Dimension 0. Sie
sind von der Form o(w, {s}) = {w,ws} beziehungsweise o(w, {t}) = {w,wt}. Schlieflich
gibt es noch 2m Simplizes der Dimension 1, ndmlich o(w, ) = {w} fiir alle w € Dy,,. Diese
Simplizes sind die Kammern. Zwei Kammern {w} und {v} haben genau dann eine Ecke
gemeinsam, wenn w = vs oder w = vt gilt. Also ist (W, S) ein Graph mit 2m Ecken und
2m Kanten, bei dem jede Kante zwei Kantennachbarn hat. Daher ist (W, S) als Graph
ein 2m—Eck:

21



Dy

Wir wollen nun zeigen, dass wir die Coxetergruppe W aus dem Coxeterkomplex zuriick-
gewinnen konnen. Dazu brauchen wir einige Begriffe.

Definition 3.9 FEs seien Y1 und Xy Simplizialkomplexe. Eine Abbildung
Q Y1 —> 2o

heifst requldre simpliziale Abbildung, falls sie ordnungserhaltend (das heifst a C b =
¢(a) C ¢(b)) und dimensionserhaltend ( das heifit dim(a) = dim (b)) ist.

Beispiel: Die Typfunktion
t:2(W,S) — P(9)

ist eine reguldre simpliziale Abbildung, wenn wir P(S) mit der Inklusion als Simplizialkom-
plex im Sinne von Definition 1.3 verstehen.

Definition 3.10 FEine Abbildung ¢ : X1 — Yo ist ein Isomorphismus von Simplizialkom-
plexen, falls ¢ bijektiv und falls © und o= ordnungserhaltend sind.

Ein Isomorphismus von Simplizialkomplexen ist dimensionserhaltend, also eine regulére
simpliziale Abbildung.

Definition 3.11 Es sei X ein Simplizialkomplex und a € ¥. Dann definieren wir den Link
von a als

lk(a) =lks(a)={beX:anb=0,aUbe X}
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Der Link von a ist also als partiell geordnete Menge isomorph zu X5, := {c € ¥ : ¢ D a},
denn

lk(a) — Eza
b — aUbd

ist eine ordnungserhaltende Bijektion.

Beispiel: Fiir ¥ = P({1,...,n}) und a = {1} ist lk(a) = P({2,...,n}). Die geometrische
Realisierung von ¥ ist ein (n — 1)—dimensionaler Simplex. Fiir n = 3 erhalten wir also als

Beispiel

Ry lk(a)

Proposition 3.12 FEs sei (W, S) ein Cozetersystem mit Cozetergraph (W, S). Fir ein
Simplex a € S(W, S) sei §' = S\t(a) und W' = Wg 2 (S).

Dann ist lks(a) als partiell geordnete Menge isomorph zum Cozxeterkomplex (W', S").

Beweis : Nach Lemma 3.2 ist zunéchst (W', S”) auch ein Coxetersystem. Das Simplex a in
Y(W,S) ist von der Form woWrp, fiir ein wy € W und Ty C S. Also ist

S" = S\t(a)
= S\(5\To)
= Tb.

Wir haben oben gesehen, dass lkx(a) als partiell geordnete Menge isomorph zu ¥, =
{wWrp : wWyp CwoWr,} = {wWy : T C Ty und w™twy € Wy, } ist.

Die Multiplikation mit wy* liefert also einen Isomorphismus partiell geordneter Mengen

Ega — E(WTO,T())
wWer — (wy'w)Wr,,

woraus die Behauptung folgt. O

Sind nun s # t in S gegeben, wenden wir Proposition 3.12 auf die spezielle Nebenklasse
a = Wisyy in X(W,S) an und erhalten einen Isomorphismus von

lksw,s)(a) mit S(Wis e, {s,t}).

Nun ist Wy, 4 eine Diedergruppe. Im obigen Beispiel haben wir gesehen, dass 3(Wi, 4, {s,1})
ein 2m—Eck ist fiir m = ord(st).
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Definition 3.13 Wir definieren den Durchmesser diam(X) eines Kammerkomplezes ¥ als
den Durchmesser des zugehorigen Kammergraphen. Dabei ist der Durchmesser eines zu-
sammenhdngenden Graphen definiert als der maximale Abstand zwischen zwei Ecken.

Beispiel: Der Durchmesser eines 2m—FEcks ist gleich m.

Korollar 3.14 Sei X(W,S) ein Coxeterkomplex. Dann gilt fir alle s,t € S :

ord (st) = diam lk(Wis4y).

Beweis : Nach Proposition 3.12 ist

diam lkE(W,S)(W{s,t}> = diam E(W{s,t}7 {s,t})
= ord (st),

denn Wiy, 4y ist eine Diedergruppe. U
Dieses Korollar zeigt, dass man fir alle s,t € S die Zahl ord(st) aus der Geometrie des

Coxeterkomplexes (W, S) ablesen kann. Aufgrund der definierenden Eigenschaft (C') einer
Coxetergruppe legt der Coxeterkomplex (W, .S) also die Gruppenstruktur von W fest.

4 Gebaude

Definition 4.1 Sei S eine endliche Menge. Ein Simplizialkomplex tiber S ist ein Simplizi-
alkomplex 3 zusammen mait einer requldren simplizialen Abbildung

t:% — P(S).

Man kann sich das so vorstellen: S ist eine Menge von Farben, und wir fdrben jede Ecke
{v} von ¥ mit einer Farbe {t(v)}, so dass in jedem Simplex jede Farbe hichstens einmal
auftritt.

Ein Homomorphismus von Simplizialkomplexen (Xq,t1) und (Xo,t3) tber S ist eine re-
guldre simpliziale Abbildung ¢ : X1 — s, die das Diagramm

21 22
P(5)

kommutativ macht.
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Beispiel: Fiir ein Coxetersystem (17, S) und ein Element wy € W ist

S(W,S) — S(W,S)
wWr —  wowWrp
ein Homomorphismus iiber der in Definition 3.8 definierten Typabbildung ¢ : (W, S) —
P(S).

Definition 4.2 (Gebdude) Sei (W, S) wie immer eine endliche Cozetergruppe. Ein Gebiude
vom Typ (W, S) ist ein Simplizialkomplex A\ iiber S zusammen mit einer Menge A von Un-
terkomplexen mit folgenden Figenschaften:

(B1) Fiir jedes ¥ € A gibt es einen Isomorphismus
0 :2(W,8) =%
tiber S.
(B2) Sind %1 und 3q in A sowie a,b € X1 N Xy, so gibt es einen Isomorphismus tiber S
QY — Yo
mit p(a) = a und ¢(b) = b.

(B3) Fliir alle a,b € A gibt es einen Unterkomplez ¥ € A mit a,b € .

Wir nennen jedes ¥ € A ein Apartment. A heifst auch ein Apartmentsystem von /\.

Lemma 4.3 Jedes Gebdude A ist ein Kammerkomplex.

Beweis : Je zwei Kammern von A liegen nach (B3) in einem gemeinsamen Apartment.
Dies ist nach (B1) isomorph zu einem Coxeterkomplex, hat also einen zusammenhéngenden
Kammergraphen. Im Kammergraphen von A gibt es somit einen Weg zwischen den beiden
Kammern. U

Beispiel: Jeder Coxeterkomplex Y (W)S) ist ein Gebdude mit dem Apartmentsystem
{Z(W.9)}.

Ist d die Dimension der Kammern in einem Gebaude A, so liegt jedes Simplex der Di-
mension d— 1 in mindestens zwei Kammern. Dazu betrachten wir ein Apartment, das dieses
Simplex enthilt. Da jedes Apartment isomorph zu (W, .S) ist, entspricht dem Simplex der
Dimension d — 1 eine spezielle Nebenklasse der Form

wWigy = {w,ws}

fir ein s € S (vergleiche den Beweis von Lemma 3.7).
Diese liegt in den Kammern {w} und {ws}.

25



Definition 4.4 FEin Gebdiude /N mit Kammerdimension d heifit dick, falls jedes Simplex
der Dimension d — 1 in mindestens drei Kammern liegt. Fin Gebdude heifit dinn, wenn es
nicht dick ist.

Beispiel: Wir betrachten den Flaggenkomplex A(V) fiir V = F3 aus der Einfiihrung. Es
sei W = 83 und S = {712, 723}, wobei 712 und 793 die entsprechenden Transpositionen sind.

Wir definieren den Typ einer Gerade in F3 als {712} und den Typ einer Ebene in F} als
{793}. Volle Flaggen in F3 erhalten den Typ S. Damit haben wir eine Typfunktion

t:A(V)— P(S)
definiert.

Nun sei A = {A(B) : B Basis von F3}. Dann ist (A(F3),A) ein Gebdude im Sinne von
Definition 4.2. Es ist ein dickes Gebdude im Sinne von Definition 4.4.

Lemma 4.5 FEs sei (W, S) ein Cozetersystem. Ist ¢ : (W, S) — (W, S) ein typerhalten-
der Isomorphismus mit ¢(a) = a fir ein a € X(W,S), so folgt o(b) = b fiir alle b € (W, .S)
mit b < a.

Beweis : Es ist a = wWyp fiir ein w € W und ein 7' C S, und b = vWp, mit T" C Ty
und v~'w € Wy, Da ¢ typerhaltend ist, folgt o(b) = v'Wyp, mit v € W. Aus b < a
folgt ferner ¢(b) < p(a) = a, also v "'w € Wr,. Daraus ergibt sich v='v' € Wx,, woraus
o(b) = v'Wrp, = oWy, = b folgt. O

Proposition 4.6 Sei A\ ein Gebiude vom Typ (W, S) mit Apartmentsystem A. Fiir jedes
Simplex o vom Typ T ; S ist dann der Link

HCA (O’)
ein Gebaude vom Typ (We\r,S\T) mit Apartmentsystem

A, ={lks(0) : X € A mit o € A}

Beweis : Jedes ¥ in A ist nach (B1) aus Definition 4.2 isomorph zu (W, S). Aus Propo-
sition 3.12 folgt also

lk‘z(O’) ~ E(SS\T7S\T>
Dieser Isomorphismus ist nach Konstruktion typerhaltend (UA), wobei wir als Typfunktion

auf lka (o) die Einschrankung der Typfunktion auf A nehmen. Somit gilt Bedingung (B1)
fir lka(o).
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Nun seien a, b € lky, (o) Nlks,(0) gegeben. Dann ist cUa € ;N3 und cUb € 31 NEs.
Also gibt es nach Eigenschaft (B2) des Gebaudes A einen Isomorphismus iiber S

@221%22

mit p(ocUa) =cUa und p(c Ub) = o Ub.

Aus Lemma 4.5 folgt ¢(0) = o sowie ¢(a) = a und ¢(b) = b. Daher vermittelt ¢ einen
Isomorphismus

lkzl (O’) — lkEQ (O’),

der a und b festlasst.

Die Eigenschaft (B3) fiir [ka (o) folgt sofort aus der Eigenschaft (B3) fiir A. O
Es sei A ein Gebdude vom Typ (W, S) mit Apartmentsystem A. Wir wollen nun fiir jede
Wahl eines Apartments A € A und einer Kammer ¢ € A eine Retraktionsabbildung
P = PAc - A=A

konstruieren.

Ist 0 € A ein beliebiges Simplex, so wéhlen wir nach (B3) ein Apartemnt B € A, das ¢
und o enthélt. Nach (B2) existiert ein Isomorphismus

p:B— A

iiber S, der c¢ festlasst. Wir definieren dann

Wir miissen uns natiirlich iiberlegen, dass diese Abbildung wohldefiniert, das heifft un-
abhéngig von allen getroffenen Wahlen ist.

Ist B’ ein weiteres Apartment, das ¢ und o enthéalt, und ¢’ : B’ — A ein weiterer
Isomorphismus iiber S, der ¢ festlisst, dann ist auch

o ltoy :B - B
ein Isomorphismus iiber S, der ¢ festldsst. Nach (B2) gibt es einen Isomorphimus
v :B — B

iiber S, der ¢ und o festldsst. Wir betrachten ¢/ = ¢t o oy’ : B’ — B’. Nach Lemma
4.5 ldsst ¢ mit ¢ auch alle Simplices b < ¢ mit um eins verminderter Dimension fest. Da
B’ ein diinner Kammerkomplex ist, liegt b in genau zwei Kammern ¢ und ¢. Wird ¢ von v’
festgelassen, so wird also auch ¢’ von v’ festgelassen. Da B’ ein Kammerkomplex ist, folgt
' = idp, also
v=pl oy
Somit lisst auch ¢! o ¢ das Simplex a fest, das heifit, es gilt ¢(a) = ¢'(a). Daher ist p
wohldefiniert.
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Proposition 4.7 p = pac: A = A ist ein reguldrer simplizialer Homomorphimus diber S

mait
p [a=ida
und p* = p.
Beweis : Das folgt aus der Konstruktion von p. U

5 Gruppen mit BN—Paar

Wir wollen jetzt zu gewissen Gruppen G ein Gebaude konstruieren, auf dem G als Auto-
morphismengruppe operiert. Dazu brauchen wir zunéchst Doppelnebenklassen.

Definition 5.1 Sei G eine Gruppe mit Untergruppen H und K. Eine Teilmenge von G der
Form

HgK = {hgk:h e H he K}

heifst Doppelnebenklasse. Die Doppelnebenklassen entsprechen genau den Bahnen unter der
folgenden Operation von H auf der Menge der Nebenklassen G/K von K in G:

HxG/K — G/K
(h,gK) +— hgK.

Insbesondere sind zwei Doppelnebenklassen entweder gleich oder disjunkt. Wir schreiben
H\G/K

fiir die Menge aller Doppelnebenklassen.
Jetzt konnen wir Tits-Systeme definieren.

Definition 5.2 Es set G eine Gruppe, B,N C G seien Untergruppen und S C N eine
Teilmenge. Dann heifit (G, B, N, S) Tits-System, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(T1) G wird von BUN erzeugt und T := BN N ist ein Normalteiler in N.

(T2) Fir die Gruppe W = N/T gilt: Die Nebenklassen sT fir s € S erzeugen W und haben
die Ordnung 2.

(T3) Fir alles € S undn € N ist

BnBsB C BnBU BnsB
(T4) Fiir alle s € S ist sBs™' # B.
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Manchmal wird ein Tits-System auch Gruppe mit BN —Paar genannt.

Beispiel : Sei G = GL,(K) fiir einen beliebigen Koérper K. Ferner sei B C G die Unter-
gruppe der oberen Dreiecksmatrizen und N C G die Normalisatorgruppe der Untergruppe
T der Diagonalmatrizen. Dann besteht N genau aus den invertierbaren Monomialmatrizen,
das heifit, den invertierbaren Matrizen, die in jeder Zeile und Spalte genau einen Eintrag
# 0 besitzen. Nach Konstruktion ist 7= B N N ein Normalteiler in N. Durch Anwenden
elementarer Zeilenoperationen auf eine Matrix kann man ferner zeigen, dass G von BU N
erzeugt wird. Also gilt (T1).

W = N/T ist hier isomorph zur symmetrischen Gruppe S,,. Wir wihlen S C N so, dass

die Menge der sT genau der Menge der Transpositionen {72, ..., 7, 1 »} entspricht. Dann
gilt (T2) und (T4). Die Eigenschaft (T3) zeigen wir hier nur fiir das Beispiel G = GLy(K).

Dann ist
v~ {(3 )0 (3 3)-me)
und W = N/T = Sy ~ {£1}.

Da BnB = BntB fiir jedes t € T gilt, muss man (T3) nur fiir ein Vertretersystem der
Restklassen in W = N/T iiberpriifen. Ist n = 1, so gilt

BnBsB = BsB

und es ist nichts zu zeigen. Ist n = s = ( ? (1) >, S0 ist

0 1 0 1
nBs—<1 O)B(l O>_.B

die Gruppe der unteren Dreiecksmatrizen. Wir miissen B_ C BsB U B zeigen. Sei also eine

untere Dreiecksmatrix g = ( ch 2 ) € B_ gegeben.

Ist c=0,s0ist g € B. Ist ¢ # 0, so gilt
10 01 1 2
0 ¢ 10 0 —%
(a1 1 2
~ e 0 0 —%
- c b =9,

Im folgenden sei (G, B, N, S) ein Tits System. Fiir w € W setzen wir

also ist g € BsB.

C(w) = BwB,

wobei wir definieren: BwB = BnB fiir jeden beliebigen Vertreter n der Restklasse w €
W =N/T.
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Dann ist C'(1) = B und C(w™!) = C(w) ™! sowie C(wiw,) C C(w;)C(ws), wobei wir fiir
Teilmengen M;, My von G immer M;* = {g7' : g € M;} und MMy = {mymy : m; € M;}
setzen. Axiom (T3) ldsst sich dann ausdriicken als

C(n)C(s) C C(n)UC(ns).

Das Produkt C'(n)C(s) ist abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen aus B von
rechts und von links. Es ist also disjunkte Vereinigung von Doppelnebenklassen aus B\G/B.
Offenbar ist die Doppelnebenklasse

C(ns) = BnsB in C(n)C(s) = BnBsB
enthalten. Mit Hilfe von (T3) gilt also

| C(n)uC(ns) falls C'(n) C C(n)C(s)
Cn)C(s) = { C(ns) falls C'(n) ¢ C(n)C(s).

Fiir n = s ist C(n)C(s) = BsBsB. Nach (T4) ist sBs # B, also folgt C(s)C(s) # C(s*) =
C(1) = B. Daher muss hier der erste Fall eintreten, das heift, es gilt

C(s)C(s) = C(s)uC(l).
= BsBUB.
= P,

Lemma 5.3 Fliir jedes s € S ist P, eine Untergruppe von GG, die B enthdlt. Jede solche
Untergruppe nennen wir eine Parabolische in G.

Beweis : Da 1 € B C P; ist, miissen wir nur die Abgeschlossenheit unter Multiplikation
und Inversenbildung zeigen. Seien g, h € P;. Ist eines dieser Elemente in B, dann folgt sofort
g-h € P;. Sind g und h aus BsB, dann ist gh € BsBsB = C(s)C(s) = P;.

Ist g € B, so liegt g~ € B. Ist g € BsB, so liegt g~! € Bs™'B = BsB. O

Aus C(s)C(s) = C(s) UC(1) folgt fiir jedes n € N
C(n)C(s)C(s) C C(n)C(s)UC(n)C(1)
= C(n)C(s)uC(n).
Lemma 5.4 Sei (G, B, N,S) ein Tits System und w € W sowie sy,...,s, € S. Dann gilt

Cw)C(sy-...-s4) C U C(ws;, - ... si,)

11<i2<...1p<q,
1=p=q
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Beweis : mit Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 1 ist dies das Axiom (T3). Angenommen, die
Behauptung gilt fiir ¢. Dann ist

C(w)C(s1+ ... 5g41) = C(W)C((s1+ ... Sq) * Sgt1)
C C(w)C(s1...84)C(8g41)
Ig U C(wsi, - .- 5i,)C(Sq41)

i1<...<ip=q,
1=p=q

@ U (Clwsy, - ...+ 55,) UC(wsy, ...+ Si, * Sqr1))

11<...<ipSq
1=p<q

= U Clwsg, ...~ 8;,).

i1<...<ip<q+1
1Sp<q+1

Satz 5.5 (Bruhat-Zerlegung)

Sei (G, N, T,S) ein Tits System. Dann ist G die disjunkte Vereinigung

G = UC(w)

Beweis : Wir zeigen zunichst, dass fiir verschiedene v,w € W die Doppelnebenklassen
C(w) und C(v) disjunkt sind.

Wir konnen lg(w) 2 lg(v) = ¢ 2 0 annehmen, wobei die Langenfunktion beziiglich des
Erzeugendensystems wie in Definition 2.7 definiert ist.

Fiir ¢ = 0ist v = 1. Also ist w # 1. Sei n € N ein Vertreter von w. Falls C'(w)NC(1) =
BnB N B # () ist, so folgt n € B, also n € BN N = T nach (T1). Dann ist aber w = 1.
Also sind C'(w) und C(1) disjunkt fiir w # 1. Mit Induktion nach ¢ kénnen wir annehmen,
dass C(w) N C(v) = 0 ist firr lg(w) = ls(v) = ¢ — 1. Wir betrachten nun w # v mit
ls(w) 2 lg(v) = ¢ und wihlen ein s € S mit lg(vs) = ¢ — 1. Dann ist w # vs und vs # ws.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt also C'(w) NC'(vs) = 0 und C(ws) NC(vs) = (). Aus
C(w) = C(v) wiirde also folgen



was im Widerspruch zu C(vs) N C(w) = @ und C(vs) N C(ws) = O steht. Also sind die
Doppelnebenklassen C'(w) und C'(v) disjunkt.

Nun setzen wir
X = U Clw)C G
weWw

Es bleibt zu zeigen, dass X = G ist. Nach Lemma 5.4 ist X abgeschlossen unter Multipli-
kation. Ferner enthdlt X die Untergruppe B = C(1) sowie N. Da B und N nach (T1) die
Gruppe G erzeugen, folgt X = G. O

Lemma 5.6 Sei (G, B, N,S) ein Tits System. Firw € W und s € S mit
ls(sw) 2 lg(w)

gilt dann

Beweis : mit Induktion nach ¢ = lg(w). Ist ¢ = 0, so folgt w = 1 und unsere Behauptung
stimmt, da

C(s)C(1) =C(s)B =C(s)
ist.

Also nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir alle Elemente der Linge ¢. Sei w € W mit
ls(w) =q+ 1 und lg(sw) = lg(w) = g+ 1.

Dann schreiben wir w = vs’ mit einem v € W der Léange lg(v) = ¢. Nach Induktions-
voraussetzung gilt

C(v)C(s")
— O(U—l)—lc(sl—l)—l
= (o)
8/—1U—1)—1

vs').

I
Q

(
= O

Aus lg(sw) 2 lg(w) folgt Ig(sv) = ls(v) = g, also ergibt sich aus der Induktionsvorausset-

zung auch

Daraus folgt

Nach (T3) ist



und somit

C(s)C(w) C C(sv) U C(sw).
Axiom (T3) liefert ferner

ClwHC(s™H cClwHuC(wts™),

also nach Invertieren

C(s)C(w) C C(w) U C(sw).

Unsere Behauptung C'(s)C(w) = C(sw) folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass
C(s)C(w)NC(w) =0
ist. Angenommen g € C(s)C(w) N C(w). Dann folgt
g € C(sv) oder g € C(sw).

Nach Satz 5.5 sind fiir verschiedene Elemente aus W die Doppelnebenklassen C'(—) disjunkt.

Also folgt sv = w oder sw = w. Beides ist unmdoglich, denn aus sv = w folgte v = s?v = sw

im Widerspruch zu lg(sw) 2 ¢+ 1, und aus sw = w folgte s = 1.

Also gilt in der Tat C(s)C(w) = C(sw). O

Satz 5.7 Sei (G, B, N, S) ein Tits System mit W = N/T. Dann ist (W, S) ein Cozetersy-
stem.

Beweis : Wir zeigen die Austauschbedingung (E). Sei w = s - ... - s, mit lg(w) = ¢ und
s €S mit [(sw) < lg(w) = q.

Dann ist zu zeigen, dass es ein u < ¢ gibt mit

Nun ist I (s(sw)) = ls(w) = ¢ = ls(sw), also kénnen wir Lemma 5.6 anwenden und folgern
C(s)C(sw) = C(w).
Daraus ergibt sich mit C(s)C(s) = C(1) U C(s) :
C(s)C(w) = C(s)C(s)C(sw) = (C(1) U C(s))C(sw) = C(sw) U C(w).
Also ist C(s)C/(w) N C(w) # 0, woraus sBw N BwB # () folgt.

Dabher ist
sBN BwBw ™ #,
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also auch
BsBN BwBw™'B # (.

Die Teilmenge BwBw™'B = C(w)C(w™) ist also eine Vereinigung von Doppelnebenklas-
sen, die BsB = (C(s) enthélt. Nach Lemma 5.4 gilt

C(w)C(w™)
= C(w)C(sq-...-51)
U Clws;, - ... 8;).
i1<...<ip<q
1<p<q
Also ist C'(s) eine dieser Doppelnebenklassen:

C(s) = C(ws;, - ... si,),

woraus mit Satz 5.5

5 = WSj ... S,
alsow = s -...-s; folgt.

Wegen ls(w) = qist p =2 ¢ — 1. Da w # ss; -...- s, = sw ist, folgt p = ¢ — 1 und damit

unsere Behauptung. O

Satz 5.8 Sei (G, B, N, S) ein Tits-System. Fir R C S sei Wg die von allen rT firr € R
erzeugte Untergruppe von W. Dann ist

Pr=|J C(w)

eine Untergruppe von G. Es gilt

RC R & P C Pp.

Beweis : Aus Lemma 5.4 folgt, dass Pr abgeschlossen unter der Multiplikation ist. Ferner
ist 1 € B =C(1) C Pg, und wegen C(w)~! = C(w) ist P auch abgeschlossen unter
Inversenbildung. Also ist Pg eine Untergruppe von G. Offenbar folgt aus R C R/, dass
Pr C Pg gilt. Ist umgekehrt Pr C Pg/, so folgt aus Satz 5.5 Wxr C Wg. Da nach Satz 5.7
W eine Coxetergruppe ist, konnen wir mit Korollar 3.3 R C R’ schlieflen. Il

Die Untergruppen Pr C G heilen standard Parabolische von G. Fiir R = {s} ist Pg = P;.

Korollar 5.9 Fir R C S ist (Pg, B, Ng, R) ein Tits System, wobei Ng C N das Urbild
von Wg unter der Quotientenabbildung N — W = N/T ist.

Beweis : Nach Definition von Pg ist Pg von Ng und B erzeugt und BNNr = (BNN)NNg
ist ein Normalteiler in Ng. Daher gilt (T1). (T2) ist erfiillt, da Wg von allen rT fiir r € R
erzeugt ist. Die Eigenschaften (T3) und (T 4) vererben sich von G auf Pg. O
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Proposition 5.10 Fir R, R’ C S und w € W gilt

PRU)PR/ = BWRU)WR/B.

Beweis : Die Inklusion ,, D “ ist klar. Um ,, C “ zu zeigen, betrachten wir s;,...,s, € R
und si,...,s; € R'. Dann ist

C(spe... 5,)C(w)C(s) ... 8))

q
nach Lemma 5.4 die Vereinigung von Doppelnebenklassen der Form
C(vw')

fir v € Wg und v’ € Whp.

Jede solche Doppelnebenklasse ist in BWgrwW g B enthalten. U

Satz 5.11 (Gebdude zu einem Tits System)
Sei (G, B, N, S) ein Tits System. Wir betrachten die Menge
A=ANA(G,B,N,S)= | ] G/Px
RCS

aller Nebenklassen von G nach einer der standard Parabolischen Pr. Wir versehen /A mit
der partiellen Ordnung
gPr < g'Pr < ¢'Pr C gPrg,

die durch die Umkehrung der Inklusion gegeben ist. Ferner definieren wir eine Typabbildung
t: A —P(S)

durch t(gPr) = S\R.

Wir definieren ferner eine Abbildung
p: LW, 8) = A
durch
wWg — wPR,

wobei X(W, S) den Cozeterkomplex zum Cozetersystem (W, S) bezeichnet. Dann vermittelt
@ einen typerhaltenden Isomorphismus auf einen Unterkomplexr von /. Wir setzen ¥y =
Bild(yp) und

A={g9(0) : g € G}.

Dann ist A\ ein dickes Gebdude vom Typ (W,S) mit Apartmentsystem A, auf dem die
Gruppe G durch simpliziale Isomorphismen operiert.
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Beweis : Wir betrachten die Abbildung ¢ : (W, S) — A mit p(wWg) = wPg. Aus
wPr C w'Pr und Satz 5.8 folgt, dass

w™lw € Ppund R C R

gilt. Also ist w'~'w € Pr N W. Nach Definition von Py existiert ein v € Wr mit w'~lw €
C(v). Mit Satz 5.5 folgt daraus w''w = v € Wg. Also ist wWpr C w'Wg. Insbesondere
ist ¢ injektiv und ¢ sowie die Umkehrabbildung auf Bild (¢) sind ordnungserhaltend. Defi-
nitionsgeméf ist ¢ typerhaltend und damit dimensionserhaltend. >y = (p(Z(VV, S )) ist ein
Unterkomplex von A, denn aus

g Pr SwPr € %

folgt wPr C ¢ Ppr, also ¢~ 'w € Prp und R C R'. Daher ist auch ¢’Pr = wPpr € . Also
ist ¢ ein Isomorphismus iiber S
(W, S) = .

Fiir jedes h € G haben wir einen natiirlichen Isomorphismus iiber S

h:A — A
gPR — thR

Daher sind auch alle Unterkomplexe g(3) tiber S isomorph zu (W, S), und es gilt Axiom
(B1) aus Definition 4.2.

Wir zeigen nun Axiom (B2). Angenommen, a und b sind in den beiden Apartments
hi(20) und h(X) fir hy, h € G enthalten. Wir suchen einen Isomorphismus

(Yol h1(20> — h(zo)
iiber S, der a und b festliasst. Indem wir den Isomorphismus
hit: A — A

auf a,b, hy(Xy) und h(3y) anwenden, konnen wir h; = 1 annehmen. Die Simplizes a und b
sind als Elemente von >y von der Form

a = n1Pr, und b = nyPp,

fiir ny,ne € N und Ry, Ry C S.

Aus a € h(Xy) folgt a = hmy Pg, fir ein m; € N (h ist typerhaltend). Nun ist

ml:EO — 20
nWR — manR

ein Isomorphismus, also ist h(Xg) = hm (), und wir kénnen m; = 1 annehmen, indem
wir h durch hm, ersetzen. Daher ist

a = anRl = hPRl,
also ny'h € Pg,. Aus b € h(X) folgt b = hmyPg,, und somit

n2PR2 = thPR2
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fiir ein my € N, woraus nj 'noPr, = (n;'h)myPr, € Pg,myPgr, und daher ny'n, €
Pr,myPp, folgt. Nach Proposition 5.10 gilt

PleQPR2 = BWleQWR2B,
also existieren wy € Wg,, ws € Wg, mit
nl_lng € Buwymows B.

Aus der Bruhat-Zerlegung Satz 5.5 folgt daraus

nl_lng = wiMmaws in W

wobei n +— 1 die Quotientenabbildung N — T bezeichnet.

Daher existiert ein m € NRla so dass
1 1 € BW
m o ng N2 o Ry

gilt, woraus

~1, -1
m~ny ng € mePr,

folgt. Nun betrachten wir den Isomorphismus
ho m_l o TLl_l 20 — h(ZO)

Es gilt einerseits

homton;'(a) = hom 'on;'(nPg)

=  hom 'Pp,

meP,
L
= a

und andererseits
homton; () = hom ™ on; (nyPr,)

= ho(m 'oni'ony)Pg,

= h mo PR2

— b,

dieser Isomorphismus leistet also das Verlangte.
Es bleibt das Axiom (B3) zu zeigen. Dazu betrachten wir Elemente
ar = g1Pr, und ay = gPp,

in A. Wir zeigen, dass a; und a, in einem gemeinsamen Apartment liegen. Dazu kénnen
wir wie im Beweis von (B2) g; = 1 annehmen.

Mit Hilfe der Bruhat-Zerlegung Satz 5.5 ist
g = bnt’
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fiir b,' € Bund n € N.

Also folgt
as = gPg, P b, Pr,.
Also ist b7 (az) € 3o, das heit, ay € b(X).
Auflerdem gilt
b~'ay = b "' Pg, = Pg,,
daher ist auch a; € b(Xy).

Dies ist also das gesuchte Apartment. U

Wir wollen nun das Beispiel
G =GL,(K)

naher betrachten. Hier ist

B = Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen,
N = Gruppe der Monomialmatrizen,

W =N/T ~S§,und S ={m2,...,Th_1,} das Erzeugendensystem von W zu den (n—1)
sukzessiven Transpositionen.

Satz 5.11 liefert ein Gebdaude A zum Tits-System (G, B, N, S), dessen Simplizes von der
Form

g Pr

fir g € G und R C S sind. Wir identifizieren Elemente in W mit den zugehérigen Mono-
mialmatrizen. Sei

Fy:(0) C(e1) C (e1,e9) C...C{e1,...,6p1) CV

die Standardflagge in K™.

Offenbar ist B =Stab(Fy) der Stabilisator der Flagge F unter der Operation von
GL,(K) auf K"

Es sei R C S. Wir schreiben R als Vereinigung von ,,zusammenhéngenden Stiicken*:

R = {Ti1,i1+17 Tig+1,614+25 « - - 7Ti1+k1—17i1+k1}
U {Tig,ingl; Tig+1,ia+25 - - - 7Ti2+k2*17i2+k2}
U {TiTair‘i‘l? Tir+17ir+27 A 7Tir+kr_1uir+kr}
wobei 19 > 11 + kl, i3 > 1y + ]{ZQ, R R k,_1 sind.

Fp sei die Flagge aus allen



fﬁI‘].ék’<Z'1,’L'1+]€1,...,Z'2—1,i2+k’2,...,’i7«—]_,Z'T—FICT,Z'T—FI{?T—FL...

Wir nehmen also fiir alle Indizes
ke [7;1,...,2.1—{—]{'1—1]U[i2,...,i2+k2—1]

U Ufipy . oyie + ke — 1]

den Vektorraum (ey, ..., e) aus Fy heraus.

Lemma 5.12 FEs ist Pp = Stab Fg.

s ln-

Beweis : Das kann man mit der Bruhatzerlegung fiir GL,,(K) auf den einzelnen Stiicken

zeigen.

g

Die Standardparabolischen sind also genau die Stabilisatoren von Unterflaggen von F.

Beispiel: n = 4. Hier ist S = {7'12,7'23, 7'34}. Fir R = {T12} ist

)

Pr =

O O *x ¥
S O % %
O ¥ * ¥
I S

Fir R = {T12,7'23} ist

O % ¥ ¥
O ¥ x %
O %k ¥ ¥
* % X X

Fiir 7 = {719, 734} ist

Py =

S O ¥ ¥
O O *x %
* % X X
* % X X

Nun definieren wir eine Abbildung

®: A — {Flaggenin K"}
9Pr = g(Fr).

Diese erhilt die partielle Ordnung, denn aus gPr < ¢ Pr folgt ¢'Prr C gPgr, also R C R

und ¢~ '¢’ € Pg. Daher ist Fr C Fg, also

9Fr = 9(97'9)(Fr)
= ¢'Fg
C g’FR/.
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® ist injektiv, denn aus g, (Fg) = g2 (Fr) folgt g5 '91(Fr) = Fgr. Nach der Bruhat-Zerlegung
Satz 5.5 gilt fiir g = g5 'g1
g = bnb’

mit b0’ € B. Da B alle Unterflaggen von Fy stabilisiert, folgt nFr = Fg. Daraus folgt
induktiv R = R’ und n € Stab (Fgr) = Pg. Also ist g = bnb’ € Pg, woraus

G1Fr = g2FRp = g2 Fpr
folgt.
® ist offenbar auch surjektiv, da man jede beliebige Flagge in K™ als gFg fiir geeignetes

g € GL,(K) und R C S schreiben kann. Die Abbildung & ist ein Isomorphismus von
Simplizialkomplexen. Damit sehen wir, dass der Flaggenkomplex A(K™) ein Gebéude ist.
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