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1 Euklidische Bewegungen

Wir wollen das Studium interessanter Untergruppen der Euklidischen Bewegungs-

gruppe fortsetzen, das wir in LAAG II begonnen haben. Dazu wiederholen wir

zunächst einige Begriffe und Resultate aus dem Aufbaukurs LAAG II.

Definition 1.1 Eine Abbildung β : R2 → R2 heißt euklidische Bewegung oder Iso-

metrie des R2, falls β abstandstreu ist, d.h. falls für alle x, y ∈ R2 gilt

||β(x) − β(y)|| = ||x− y|| (1)

Hier ist ||z|| =
√

〈z, z〉 die Länge eines Vektors bezüglich des kanonischen Skalarpro-

dukts 〈, 〉.

Ist β eine abstandstreue lineare Abbildung, so nennen wir β eine lineare Isometrie.

Im Aufbaukurs LAAG II, Lemma 9.2, haben wir gesehen, dass jede Isometrie β :

R2 → R2 mit β(0) = 0 eine lineare Isometrie ist.

Für eine lineare Isometrie β : R2 → R2 folgt aus β(0) = 0 die Gleichung ||β(x)|| = ||x||

für alle x ∈ R2.

Da für beliebige x, y ∈ R2

||x+ y||2 = ||x||2 + 2〈x, y〉 + ||y||2

gilt, folgt daraus 〈β(x), β(y)〉 = 〈x, y〉, d.h. β lässt das kanonische Skalarprodukt in-

variant.

Daher ist die Koordinatenmatrix Aβ,B,B von β bezüglich der kanonischen Basis

B eine orthogonale Matrix, d.h. ein Element von O(2,R). Insbesondere gilt also

detAβ,B,B ∈ {±1}.

Paradebeispiel einer nicht-linearen Isometrie ist die Translation (Verschiebung)

tb : R2 → R2

x 7→ x+ b

um ein b ∈ R2.

Ist β : R2 → R2 eine beliebige Isometrie und b = β(0), so lässt γ = t−b ◦ β den

Nullpunkt fest, ist also eine lineare Isometrie. Also ist β = tb ◦ γ die Komposition

einer linearen Isometrie mit einer Translation.

Daraus folgt insbesondere, dass β bijektiv ist, mit Umkehrabbildung β−1 = γ−1 ◦ t−b.

Also ist β−1 auch eine Isometrie. Daher ist

B2 = {β : R2 → R2 Isometrie }
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eine Gruppe, wir nennen sie die euklidische Bewegungsgruppe des R2. Schreiben

wir ein Element β ∈ B2 als Komposition β = tb ◦ γ einer linearen Isometrie γ mit der

Translation tb, so sind b und γ eindeutig bestimmt. Aus tb ◦ γ = tc ◦ σ mit b, c ∈ R2

und linearen Isometrien γ und σ folgt nämlich

t−c ◦ tb = σ ◦ γ−1,

also ist t−c ◦ tb = tb−c eine lineare Abbildung, woraus b − c = 0 folgt. Daher ist b = c

und γ = σ.

Wir können also definieren:

Definition 1.2 Sei β ∈ B2 mit β = tb ◦ γ für eine lineare Isometrie γ und ein b ∈ R2.

Dann heißt β orientierungserhaltend, falls det(γ) = 1 und orientierungsumkehrend,

falls det(γ) = −1 ist.

Hier ist natürlich det(γ) die Determinante einer (und damit jeder) Koordinatenmatrix

von γ.

Sind β1 = tb1 ◦ γ1 und β2 = tb2 ◦ γ2 zwei Euklidische Bewegungen, so ist

β1 ◦ β2 = tb1 ◦ γ1 ◦ tb2 ◦ γ2

= tb1 ◦ tγ1(b2) ◦ γ1 ◦ γ2,

da γ1(x + b2) = γ1(x) + γ1(b2) gilt. Also ist die Komposition von orientierungser-

haltenden Abbildungen wieder orientierungserhaltend. Allgemeiner folgt aus dieser

Gleichung, dass die Orientierungsabbildung

B2 → {±1}

β = tb ◦ γ 7→ det(γ)

ein Gruppenhomomorphismus ist.

In vielen Anwendungen tauchen Untergruppen der eukldidischen Bewegungsgrup-

pe (und andere Gruppen) als Symmetriegruppen auf.

Definition 1.3 Ist F ⊂ R2 eine Teilmenge der Ebene, so heißt β ∈ B2 eine Symmetrie

von F, falls β(F ) = F gilt.

Proposition 1.4 Die Menge aller Symmetrien einer Teilmenge F ⊂ R2 ist eine Grup-

pe (bezüglich Verknüpfung). Wir nennen sie die Symmetriegruppe von F .

Beweis : Offenbar ist id(F ) = F . Gilt β(F ) = F und β′(F ) = F , so folgt auch β′ ◦

β(F ) = F sowie β−1(F ) = F .
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Die Symmetriegruppen von Tapetenmustern, die zwei unabhängige Translations-

symmetrien haben, werden wir später ausführlich studieren.

Jetzt wollen wir zunächst die Elemente in B2 noch etwas genauer beschreiben. Wir

geben die Elemente von B2 in Koordinaten bezüglich der kanonischen Basis von R2

an. Also gilt:

1) Die Translation tb um b =
(

b1
b2

)

∈ R2 ist die Abbildung tb
(

x1

x2

)

=
(

x1+b1
x2+b2

)

.

2) Die Drehung dθ (gegen den Uhrzeigersinn) um den Winkel θ ∈ [0, 2π[ um 0 ist

die lineare Abbildung

dθ

(

x1

x2

)

=

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(

x1

x2

)

.

Wir verwenden die Notation dθ auch für beliebige θ ∈ R. Natürlich gilt dθ+2π =

dθ.

3) Die Spiegelung s an der x1-Achse ist gegeben durch

s

(

x1

x2

)

=

(

1 0

0 −1

)(

x1

x2

)

=

(

x1

−x2

)

.

Ist γ eine lineare Isometrie, so ist die Koordinatenmatrix A von γ bezüglich der kano-

nischen Basis des R2 ein Element aus O(2, R). Gilt det γ = detA = 1, so folgt mit der

Gleichung AAt = E2 die Existenz eines θ ∈ [0, 2π[mit

A =

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

, d.h. γ = dθ.

Ist det γ = detA = −1, so folgt mit der Gleichung AAt = E2 die Existenz eines

θ ∈ [0, 2π[mit

A =

(

cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)

,

vgl. Aufgabe 36 in LAAG II. In diesem Fall ist γ die Spiegelung an der Geraden l, die

im Winkel θ
2 zur x1-Achse 〈

(

1
0

)

〉 steht, d.h. es ist γ(y1 + y2) = y1 − y2, falls y1 ∈ l und

y2 ∈ l⊥ ist. Wir schreiben für diese Abbildung auch γ = sl. Nun gilt
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(

1 0

0 −1

)

=

(

cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)

.

Also folgt sl = dθ ◦s, d.h. eine beliebige Spiegelung lässt sich immer als Verknüpfung

der Spiegelung an der x1-Achse mit einer Drehung schreiben. Somit ist jedes β ∈ B2

entweder von der Form β = ta ◦ dθ oder von der Form β = ta ◦ dθ ◦ s.
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Ab jetzt lassen wir die Verknüpfungszeichen ◦weg und notieren die Verknüpfung in

B2 einfach als Multiplikation. �

Lemma 1.5 In B2 gelten folgende Rechenregeln für a, b ∈ R2 und θ, η ∈ [0, 2π[:

i) tatb = ta+b

ii) dθdη = dθ+η

iii) s2 = 1

iv) dθta = tdθ(a)dθ

v) sta = ts(a)s

vi) sdθ = d−θs

Beweis : Übungsaufgabe. �

Die Gruppe B2 enthält für jeden Punkt a ∈ R2 die Drehung (gegen den Uhrzeiger-

sinn) dθ,a um amit Winkel θ ∈ [0, 2π[. Diese ist nämlich gerade die Abbildung

dθ,a = tadθt−a.

(Machen Sie sich das geometrisch klar!).

Mit Hilfe der Rechenregeln aus Lemma 1.5 gilt also

dθ,a = ta+dθ(−a)dθ.

Ferner ist dθ = dθ,0.

Für jede Gerade l ∈ R2 und jedes a ∈ R2 ist a+ l eine affine Gerade in R2.

Die Gruppe B2 enthält das Element

sl,a = taslt−a.

Diese Abbildung ist gerade die Spiegelung an der affinen Geraden a+ l. (Machen Sie

sich das geometrisch klar!).

Mit Hilfe der Rechenregeln aus Lemma 1.5 gilt also

sl,a = ta+sl(−a)sl.

Ferner ist sl = sl,0.

Ist b ∈ l, so nennt man die Komposition tbsl,a eine Gleitspiegelung. Erst wird an einer

affinen Gerade gespiegelt, dann parallel zu dieser Geraden verschoben.
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Satz 1.6 i) Jede orientierungserhaltende Isometrie β ∈ B2 ist entweder eine Trans-

lation (d.h. β = ta für ein a ∈ R2) oder eine echte Drehung um einen Punkt

a ∈ R2 (d.h. β = dθ,a für ein θ ∈]0, 2π[).

ii) Jede orientierungsumkehrende Isometrie β ∈ B2 ist entweder eine Spiegelung

an einer affinen Geraden (d.h. β = sl,a für eine Gerade l und ein a ∈ R2) oder

eine echte Gleitspiegelung (d.h. β = tbsl,a für eine Gerade l, ein a ∈ R2 und ein

b ∈ l, b 6= 0).

Beweis :

i) Es sei β eine orientierungserhaltende Isometrie, die keine Translation ist. Wir

müssen zeigen, dass β dann eine Drehung um ein a ∈ R2 ist.

Jedes Element aus B2 ist von der Form tbdθ oder tbdθs. Da tbdθs orientierungs-

umkehrend ist, muss

β = tbdθ

für ein b ∈ R2 und ein θ ∈ [0, 2π[ sein. Nach unserer Annahme gilt θ 6= 0.

Wir zeigen nun, dass β einen Fixpunkt hat, d.h. dass es ein a ∈ R2 gibt mit

β(a) = a. Dazu zeigen wir, dass die Gleichung tbdθ(x) = x in R2 lösbar ist.

Definitionsgemäß gilt tbdθ(x) = dθ(x) + b. Die Gleichung tbdθ(x) = x ist also

äquivalent zu dem homogenen linearen Gleichungssystem

x− dθ(x) = b.

Dieses hat die Koeffizientenmatrix
(

1 − cos θ sin θ

− sin θ 1 − cos θ

)

,

deren Determinante

(1 − cos θ)2 + sin2 θ = 2 − 2 cos θ

wegen θ ∈]0, 2π[ ungleich Null ist. Somit ist die Koeffizientenmatrix invertier-

bar, d.h. die Gleichung x − dθ(x) = b hat eine eindeutig bestimmte Lösung

a ∈ R2.

Aus β(a) = a folgt nun, dass

t−aβta(0) = 0
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ist. Somit ist t−aβta eine lineare Isometrie, also eine Drehung oder Spiege-

lung. Da das Produkt von orientierungserhaltenden Abbildungen wieder ori-

entierungserhaltend ist, muss t−aβta eine Drehung, also t−aβta = dη für ein

η ∈ [0, 2π[ sein. Da β keine Translation ist, gilt sogar η ∈]0, 2π[. Somit folgt

β = tadηt−a = dη,a,

also ist β eine Drehung um a.

ii) Es sei β eine orientierungsumkehrende Isometrie. Da jedes Element aus B2 sich

entweder als tbdθ oder als tbdθs schreiben lässt, folgt β = tbdθs für ein b ∈ R2

und ein θ ∈ [0, 2π]. Nun gilt dθs = sl, für die Gerade l ⊂ R2, die im Winkel θ
2

zur x1-Achse 〈
(

1
0

)

〉 steht. Also ist d−θ/2(dθs)dθ/2 = s, die Spiegelung an der x1-

Achse. Das ist geometrisch sofort klar. Man kann es auch mit den Rechenregeln

aus Lemma 1.5 nachprüfen:

(d−θ/2dθ)(sdθ/2) = dθ/2sdθ/2 = dθ/2d−θ/2s = s.

Somit folgt

d−θ/2βdθ/2 = d−θ/2tb(dθs)dθ/2

1.5
= td−θ/2

(b)d−θ/2(dθs)dθ/2

= tcs

für den Punkt c = d−θ/2(b) ∈ R2. Schreiben wir c =
(

c1

c2

)

, so ist

tcs

(

x1

x2

)

=

(

x1 + c1

−x2 + c2

)

.

Dies ist eine Gleitspiegelung an der affinen Geraden a+ l0, wobei

l0 =

〈(

1

0

)〉

die x1-Achse bezeichnet und

a =

(

0
1
2c2

)

ist. Das kann man sich geometrisch leicht klarmachen und algebraisch folgen-

dermaßen nachrechnen. Mit b =

(

c1

0

)

∈ l0 gilt

tbsl0,a

(

x1

x2

)

= tb

(

x1

−x2 + c2

)

=

(

x1 + c1

−x2 + c2

)

.
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Also folgt d−θ/2βdθ/2 = tbsl0,a .

Somit gilt

β = dθ/2tbsl0,ad−θ/2 = (dθ/2tbta)s(t−ad−θ/2)

1.5
= tdθ/2

(b)tdθ/2
(a)dθ/2sd−θ/2tdθ/2(−a)

= tb′ta′(dθs)t−a′

für b′ = dθ/2(b) und a
′ = dθ/2(a).

Ist l die Gerade mit dθs = sl, so gilt b
′ ∈ l, also ist β eine Gleitspiegelung an der

affinen Geraden a′ + l.

Im Fall b′ = 0 ist β eine Spiegelung an der affinen Geraden a′ + l, im Fall b′ 6= 0 ist β

eine echte Gleitspiegelung. �

Diese Klassifikation der Isometrien hat bemerkenswerte Konsequenzen. Es folgt zum

Beispiel, dass die Komposition von zwei Drehungen um verschiedene Punkte eine

Translation oder eine Drehung um einen dritten Punkt ist, da sie die Orientierung

erhält. Diese Tatsache ist nicht offensichtlich.

Translationen und echte Gleitspiegelungen haben offenbar keine Fixpunkte. Eine ech-

te Drehung um einen Punkt a (d.h. dθ,a mit θ 6= 0) hat genau einen Fixpunkt, nämlich

a. Eine Spiegelung sl,a hat als Fixpunktmenge genau die Spiegelachse a+ l.

Es seien sl,a und sl′,a′ zwei Spiegelungen an nicht-parallelen affinen Geraden a + l

und a′ + l′ (d.h. es gelte l 6= l′). Dann ist sl,a, sl′,a′ als Komposition zweier orien-

tierungsumkehrender Abbildungen orientierungserhaltend. Da l 6= l′ ist, haben die

affinen Geraden a+ l und a′ + l′ genau einen Schnittpunkt b. Dieser ist ein Fixpunkt

von sl,asl′,a′ . Nach Satz 1.6 ist also die orientierungserhaltende Abbildung sl,asl′,a′

eine Drehung um ihren Fixpunkt b.

Definition 1.7 Eine Untergruppe G der Euklidischen Bewegungsgruppe B2 heißt

diskret, falls es ein ε > 0 gibt, so dass die folgenden Bedingungen gelten:

i) Ist ta ∈ G und a 6= 0, so ist |a| ≥ ε.

ii) Ist dθ ∈ G und θ 6= 0, so ist |θ| ≥ ε.

G ist also diskret, falls G keine beliebig
”
kleinen“ Translationen oder Drehungen

enthält.

Mit T bezeichnen wir die Untergruppe aller Translationen in B2. Die Abbildung

ϕ : R2 → T

a 7→ ta
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vermittelt nach Lemma 1.5 einen Gruppenisomorphismus. Ist G eine diskrete Unter-

gruppe von B2, so vermittelt ϕ einen Isomorphismus von LG = {a ∈ R2 : ta ∈ G}

auf die Untergruppe T ∩ G von G. Da G diskret ist, existiert ein ε > 0, so dass gilt:

Ist a ∈ LG mit |a| < ε, so folgt a = 0. Eine Untergruppe von Rmit dieser Eigenschaft

nennt man auch diskrete Untergruppe von R2.

Lemma 1.8 Eine Untergruppe L ⊂ R2 ist genau dann diskret, wenn es ein ε > 0

gibt, so dass der Abstand zwischen verschiedenen Elementen a, b ∈ L mindestens ε

beträgt.

Beweis : Haben verschiedene Elemente in L mindestens den Abstand ε, so folgt we-

gen 0 ∈ L für alle a 6= 0, dass ||a|| = ||a − 0|| ≥ ε ist. Gilt umgekehrt ||a|| ≥ ε für alle

a 6= 0 aus L, so folgt für a 6= b in L wegen a − b ∈ L auch ||a − b|| ≥ ε. Also ist der

Abstand von a und b ≥ ε. �

Satz 1.9 Sei L eine diskrete Untergruppe von R2.

i) Eine beschränkte TeilmengeM ⊂ R2 enthält nur endlich viele Elemente aus L.

ii) Ist L 6= {0}, so enthält L einen Vektor a 6= 0 minimaler Länge, d.h. für jedes

b 6= 0 in L gilt ||b|| ≥ ||a||.

Beweis :

i) Ist M ⊂ R2 beschränkt, so ist M in einer genügend großen Kreisscheibe Sr =

{x ∈ R2 : ||x|| ≤ r} enthalten. Es genügt zu zeigen, dass L∩ Sr endlich ist. Sind

a und b zwei verschiedene Punkte in L, so sind für geeignetes ε > 0 die offenen

Kreisscheiben

Dε/2(a) = {x ∈ R2 : ||x− a|| <
ε

2
} und

Dε/2(b) = {x ∈ R2 : ||x− b|| <
ε

2
}

disjunkt, da L diskret ist.

Wir können nach Vergrößern von r annehmen, dass für alle a ∈ L ∩ Sr auch

Dε/2(a) in Sr enthalten ist.

Angenommen, L ∩ Sr wäre unendlich. Dann enthielte Sr also unendlich

viele disjunkte Kreisscheiben vom Radius ε/2. Das kann nicht sein, da der

Flächeninhalt der Kreisscheibe Sr endlich ist.
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ii) Ist L 6= 0, so existiert ein b 6= 0 in L. Die Kreisscheibe {x ∈ R2 : ||x|| ≤ ||b||}

vom Radius ||b|| um 0 enthält nach i) nur endlich viele Elemente in L. In dieser

endlichen Menge gibt es ein a ∈ L mit a 6= 0, so dass ||a|| minimal ist. Man

beachte, dass a nicht eindeutig bestimmt ist.

�

Den Beweis von i) des vorangehenden Satzes kann man mit ein paar topologischen

Grundkenntnissen auch so führen: Ist M beschränkt, so ist M in einer kompakten

Teilmenge K ⊂ R2 enthalten. Für verschiedene a, b ∈ L ist höchstens eines der Ele-

mente a, b in einer beliebigen offenen Kreisscheibe vom Radius ε/2. Wir betrach-

ten nun die offene Überdeckung von K , die aus den offenen Kreisscheiben vom

Radius ε/2 um alle Punkte bedeutet. Da K kompakt ist, enthält sie eine endliche

Teilüberdeckung. Also istK ∩ L endlich.

Nun können wir die diskreten Untergruppen von R2 folgendermaßen beschreiben:

Satz 1.10 Für eine diskrete Untergruppe L von R2 gibt es die folgenden drei

Möglichkeiten:

i) L = {0}

ii) Es gibt ein a 6= 0mit

L = {ma : m ∈ Z} = Za,

d.h. L ist die von a erzeugte zyklische Untergruppe von R2.

iii) Es gibt zwei linear unabhängige Vektoren a, b in R2 mit

L = {ma+ nb : m,n ∈ Z} = Za+ Zb.

In diesem Fall nennt man L ein Gitter in R2 und das Erzeugendensystem (a, b)

heißt auch Gitterbasis von L.

Beweis : Wir nehmen an, dass L 6= 0 eine diskrete Untergruppe von R2 ist. Dann

müssen wir zeigen, dass einer der Fälle ii) oder iii) eintritt.

1. Fall: Es gibt eine Gerade l ⊂ R2 mit L ⊂ l.

In diesem Fall wählen wir mit Hilfe von Satz 1.9 ii) einen Vektor a 6= 0 in L mit

minimaler Länge. Wir behaupten, dass

L = {ma : m ∈ Z} = Za

gilt.
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DaL eine Untergruppe desR2 ist, gilt Za ⊂ L. Sei umgekehrt v ∈ L. Da a ein Erzeuger

der Geraden l ist und L ⊂ l gilt, gibt es ein r ∈ Rmit v = ra. Wir können r schreiben

als r = n+ r0 mit n ∈ Z und 0 ≤ r0 < 1. Dann ist v − na = ra − na = r0a ein Vektor

in L, für den

||v − na|| = r0||a|| < ||a||

gilt. Aufgrund der Minimalität von a folgt v − na = 0, d.h. v = na liegt in der Tat in

Za. Also ist L vom Typ ii).

2. Fall: Es gibt zwei linear unabhängige Vektoren (a′, b′) in L. Es sei l = 〈a′〉 die von

a′ aufgespannte Gerade, und a ein Vektor 6= 0 in l ∩ L mit minimaler Länge. Dann

wissen wir nach dem ersten Fall

l ∩ L = Za

Wir betrachten nun das Parallelogramm P ′ mit den Eckpunkten 0, a, b′ und a+ b′.

P ′ enthält als beschränkte Menge nach Satz 1.9 nur endlich viele Elemente aus L.

Unter diesen endlich vielen Gitterpunkten wählen wir ein b 6∈ l in P ′ ∩ L aus, dessen

Abstand zur Gerade l minimal ist. Hier ist der Abstand von b zu l natürlich definiert

als

d(b, l) = inf{||b− c|| : c ∈ l}.

Nun betrachten wir das Parallelogramm P mit den Eckpunkten 0, a, b, a+ b.

Wir wollen nun zeigen, dass P ∩ L = {0, a, b, a+ b} gilt. Es sei c 6= 0 in P ∩ L. Dann

zeigen wir zunächst, dass c oder c − a in P ′ liegt. Es gilt nämlich c = xa + yb mit

0 ≤ x, y ≤ 1. Ferner ist b ∈ P ′, also b = ra+ sb′ für 0 ≤ r, s ≤ 1. Daraus folgt

c = (x+ ry)a+ syb′

mit 0 ≤ x + ry ≤ 2 und 0 ≤ sy ≤ 1. Also ist entweder c oder c − a von der Form

ua+ vb′ für 0 ≤ u, v ≤ 1, d.h. c oder c− a liegt in P ′.

Ist c ∈ P ′, so gilt entweder c ∈ l, d.h. c = a, oder es folgt aufgrund der Minimalität

von b, dass d(c, l) ≥ d(b, l) gilt. Wir behaupten, dass daraus schon y = 0 oder y = 1

folgt. Ist nämlich y 6= 0, so ist der Abstand von c = xa + yb zu dem Punkt λa ∈ l mit

λ ∈ R gleich

||c− λa|| = ||(x − λ)a+ yb|| = y||b−
λ− x

y
a||.

Gehen wir auf beiden Seiten zum Infimum über alle λ über, so folgt d(c, l) ≤ yd(b, l),

wegen d(c, l) ≥ d(b, l) folgt somit y = 1.

Ist c − a ∈ P ′ und c 6= a, so folgt aufgrund der Minimalität von b, dass d(c − a, l) ≥

d(b, l) gilt. Auch hier folgt daraus schon y = 0 oder y = 1. Ist nämlich y 6= 0, so gilt

Seite 10



für alle λa ∈ l(λ ∈ R)

||c− a− λa|| = ||(x− 1 − λ)a+ yb|| = y||b−
λ+ 1 − x

y
a||.

Daraus folgt wie oben

d(c, l) ≤ yd(b, l),

woraus sich y = 1 ergibt.

Also ist c = xa oder c = xa + b für ein x ∈ [0, 1]. Ist c = xa, so liegt c in L ∩ l = Za,

woraus wegen c 6= 0 bereits c = a folgt. Ist c = xa+ b, so ist c− b ∈ L∩ l = Za, woraus

x ∈ {0, 1}, also c = b oder c = a+ b folgt.

Somit gilt in der Tat P ∩ L = {0, a, b, a + b}. Das folgende Lemma zeigt nun, dass

L = {ma+ nb : m,n ∈ Z}, also vom Typ ii) ist. �

Lemma 1.11 Es seien a und b linear unabhängige Vektoren in einer Untergruppe L

von R2. Ferner sei P das Parallelogramm, das von a und b aufgespannt wird. Falls

L ∩ P nur aus den Eckpunkten 0, a, b und a+ b besteht, so ist

L = {ma+ nb : m,n ∈ Z} = Za+ Zb.

Beweis : Es sei v ∈ L. Da (a, b) eine Basis von R2 ist, können wir v darstellen als

v = ra + sb mit r, s ∈ R. Wir schreiben r = m + r0 und s = n+ s0 mit m,n ∈ Z und

r0, s0 ∈ [0, 1[. Dann ist r0a + s0b = v −ma − nb in P ∩ L, also einer der Eckpunkte

0, a, b und a + b. Wegen r0, s0 < 1 folgt r0a + sbb = 0, also v = ma + nb. Daher ist

L ⊂ {ma+ nb : m,n ∈ Z}. Da L eine Untergruppe von R2 ist, die a und b enthält, gilt

auch die andere Inklusion. �

Ein Element v eines Gitters L heißt primitiv, falls aus v = mw mit m ∈ Z und x ∈ L

schon v = ±w folgt.

Korollar 1.12 Jedes primitive Element eines Gitters lässt sich zu einer Gitterbasis

ergänzen.

Beweis : Das zeigt man genauso wie den 2. Fall im Beweis von Satz 1.10. �

Satz 1.13 Es sei L ⊂ R2 ein Gitter. Dann besitzt L eine Gitterbasis (a, b), die genau

eine der folgenden Bedingungen erfüllt:

i) ||a|| < ||b|| < ||a− b|| < ||a+ b||.

In diesem Fall heißt L schiefes Gitter.

Seite 11



ii) ||a|| < ||b|| < ||a− b|| = ||a+ b||

In diesem Fall heißt L rechtwinkliges Gitter.

iii) ||a|| = ||b|| < ||a− b|| = ||a+ b||.

In diesem Fall heißt L quadratisches Gitter.

iv) ||a|| < ||b|| = ||a− b|| < ||a+ b||.

In diesem Fall heißt L rechtwinklig flächenzentriertes oder Rautengitter.

v) ||a|| = ||b|| = ||a− b|| < ||a+ b||.

In diesem Fall heißt L hexagonales Gitter.

Beweis : Es sei (a, b) eine Gitterbasis vonL. Wir können nachKorollar 1.12 annehmen,

dass a ein Vektor minimaler Länge in L ist. Indem wir evtl. b durch a − b ersetzen,

können wir außerdem ||a− b|| ≥ ||b|| annehmen. Ersetzen wir dann ggf. noch b durch

−b, so können wir ||a+ b|| ≥ ||a− b|| annehmen.

Also gilt

||a|| ≤ ||b|| ≤ ||a− b|| ≤ ||a+ b||.

Es gilt ||a− b|| = ||a+ b|| genau dann, wenn 〈a, b〉 = 0 ist, d.h. wenn a und b senkrecht

aufeinander stehen. In diesem Fall ist ||a− b||2 = ||a||2 + ||b||2 > ||b||2, also tritt einer

der Fälle ii) und iii) ein. Ist ||a− b|| < ||a+ b||, so muss einer der Fälle i), iv),v) oder

||a|| = ||b|| < ||a− b|| < ||a+ b||

eintreten.

In diesem Fall bilden a − b und a + b ein Rechteck, und wir sind nach geeignetem

Basiswechsel im Fall iv). �
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2 Tapetengruppen

Jetzt wollen wir diskrete Untergruppen G ⊂ B2 klassifizieren, für die die Untergrup-

pe

LG = {a ∈ R2 : ta ∈ G}

des R2 ein Gitter ist. Solche Gruppen nennt man auch Tapetengruppen.

Wir haben zu Beginn von § 1 nachgerechnet, dass für Elemente β1 = tb1γ1 und β2 =

tb2γ2 in B2 mit b1, b2 ∈ R2 und linearen Isometrien γ1, γ2 gilt

β1β2 = tb1+γ1(b2)γ1γ2.

Bezeichnen wir die Gruppe der linearen Isometrien des R2 mit O(R2), so ist die Ab-

bildung

Φ : B2 → O(R2)

β = tbγ 7→ γ

ein Gruppenhomomorphismus. Also ist G := Φ(G) ⊂ O(R2) eine Untergruppe. Sie

wird auch Punktgruppe von G genannt. Der Kern des surjektiven Gruppenhomo-

morphismus

Φ : G→ G

ist gerade die zu LG isomorphe UntergruppeG∩T vonG. Wir haben also eine exakte

Sequenz 0 → LG → G → G → 0. Φ bildet definitionsgemäß die Drehung dθ,a um

a auf die Drehung dθ um 0 ab, die Spiegelung sl,a auf die Spiegelung sl sowie die

Gleitspiegelung tbsa,l(b ∈ l) ebenfalls auf sl. Mit G ist auch G diskret.

Lemma 2.1 Diskrete Untergruppen von O(R2) sind endlich.

Beweis : Ist H eine diskrete Untergruppe von O(R2), so ist

H0 = {h ∈ H : h orientierungserhaltend }

eine Untergruppe vonH .

Die orientierungserhaltenden Abbildungen in Ho sind gerade die in Ho enthaltenen

Drehungen. Da H diskret ist, ist auch Ho diskret, also nach Übungsaufgabe 3, Blatt

3 endlich. Ist H = Ho, so sind wir fertig. Existiert ein h ∈ H \ Ho, so gilt für jedes

h′ ∈ H \Ho, dass hh′ orientierungserhaltend, also in Ho ist. Für h′ gibt es also auch

nur endlich viele Möglichkeiten. �
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Erinnerung(LAAG II):

In der linearen Algebra haben wir endliche Untergruppen von B2 studiert. Es gilt

→ Jede endliche UntergruppeH von B2 hat einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein x ∈ R2

mit h(x) = x für alle h ∈ H .

→ Ersetzt man H durch t−xHtx für den Fixpunkt x, so erhält man eine endliche

Untergruppe von B2mit Fixpunkt 0, d.h. eine endliche Untergruppe vonO(R2).

→ Jede endliche UntergruppeH von O(R2) ist entweder von der Form

Cn = {dk
θ : k = 0, . . . , n− 1}

mit θ = 2π
n

oder konjugiert zu einer Untergruppe der Form

Dn = {di
θs

j : i = 0, . . . , n− 1, j = 0, 1}

mit θ = 2π
n (d.h. es gilt H = g−1Dng für ein g ∈ B2).

Die Gruppe Cn ist die von der Drehung um den Winkel
2π
n erzeugte endliche zykli-

sche Untergruppe von O(R2). Die Gruppe Dn heißt Diedergruppe, sie besteht aus

allen Produkten von Potenzen von dθ und s (der Spiegelung an der x1-Achse). Man

sagt auch,Dn ist von dθ und s erzeugt. Mit unseren Rechenregeln Lemma 1.5 gilt

(di
θs)(d

k
θs

l) = di−k
θ sl+1,

wobei wir dn+2π
θ = dθ und sn+2 = sn benutzen können, um dieses Element in die

oben angegebene Form zu bringen.

Also erhalten wir folgendes Korollar zu Lemma 2.1:

Korollar 2.2 Für jede diskrete Untergruppe H von O(R2) gibt es ein n ≥ 1, so dass

H = Cn oderH konjugiert zuDn gilt.

Insbesondere ist für jede diskrete Gruppe G in B2 die Punktgruppe G von der Form

G = Cn oderG konjugiert zuDn. Jetzt wollen wir das Gitter LGmit der Punktgruppe

G in Verbindung bringen.

Satz 2.3 Sei G eine diskrete Untergruppe von B2 mit Translationsgitter LG und

Punktgruppe G. Dann gilt für jedes h ∈ G die Inklusion h(LG) ⊂ LG.
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Aus Satz 2.3 folgt für jedes h ∈ G, dass h(LG) ⊂ LG und h−1(LG) ⊂ LG gilt. Also ist

sogar h(LG) = LG. Daher besagt Satz 2.3, dass G eine Untergruppe der Symmetrie-

gruppe von LG ist.

Beweis von Satz 2.3 : Wir müssen für jedes a ∈ LG und jedes h ∈ G zeigen, dass

h(a) ∈ LG ist. Mit anderen Worten, ist ta ∈ G und h = Φ(g) ∈ G, so ist th(a) ∈ G zu

zeigen. Nun ist G eine Gruppe, aus g ∈ G und ta ∈ G folgt also gtag−1 ∈ G. Nach

Definition von Φ gilt g = tbh für ein b ∈ R2. Also können wir berechnen

gtag
−1 = tbhtah

−1t−b
1.5
= tbth(a)hh

−1t−b

= tbth(a)t−b = th(a).

Somit ist in der Tat h(a) ∈ LG. �

Laut Satz 2.3 operiert für jede diskrete Gruppe G die Punktegruppe G auf LG. Aller-

dings operiert im allgemeinen nicht die gesamte Gruppe G auf LG!

Jetzt können wir folgenden wichtigen Satz beweisen, der uns helfen wird, die Tape-

tengruppen zu klassifizieren:

Satz 2.4 (KristallographischesGrundgesetz) Es sei H ⊂ O(R2) eine endliche Unter-

gruppe der Symmetriegruppe eines Gitters L. Dann gilt

i) Jede Drehung dθ in H hat die Ordnung 1,2,3,4 oder 6 (d.h. θ = 2πk
n für ein

n = 1, 2, 3, 4 oder 6 und ein 0 ≤ k < n.)

ii) Es gibt ein n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}, so dassH = Cn oderH konjugiert zuDn ist.

Beweis :

i) Da H endlich ist, gibt es auch nur endlich viele Drehungen in H . Es sei dθ ∈ H

die Drehung mit dem kleinsten Drehwinkel θ ∈ [0, 2π[. Ferner sei a 6= 0 ein

Vektor minimaler Länge in L. Nach Voraussetzung ist dθ(a) ∈ L, also folgt

b = dθ(a) − a ∈ L.

Da aminimale Länge hat, gilt ||b|| ≥ ||a||.

Nun gilt offenbar

||b||2 = ||a− dθ(a)||
2 = ||a||2 − 2〈a, dθ(a)〉 + ||dθ(a)||

2

= 2||a||2 − 2〈a, dθ(a)〉,
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woraus mit LAAG II, Definition 10.10 (Basiskurs)

cos θ =
〈a, dθ(a)〉

||a|| ||dθ(a)||

=
1

2

2〈a, dθ(a)〉

||a||2
≤

1

2

||a||2

||a||2
=

1

2

folgt.

Also ist der Winkel θ ∈ [0, 2π[ größer oder gleich π
3 = 2π

6 .

Da H endlich ist, muss θ von der Form θ = 2π
n für ein n ∈ N sein. Also muss

1 ≤ n ≤ 6 sein.

Angenommen, n = 5, d.h. θ = 2π
5 . Dann ist b

′ = d2
θ(a) + a ∈ L. Aus

2θ =
4π

5
>

4π

6
=

2π

3

folgt

−
1

2
> cos 2θ =

〈a, d2
θ(a)〉

||a|| ||d2
θ(a)||

=
〈a, d2

θ(a)〉

||a||2
,

also −||a||2 > 2〈a, d2
θ(a)〉, woraus

||d2
θ(a) + a||2 = ||d2

θ(a)||
2 + 2〈a, dθ(a)〉 + ||a||2

= 2||a||2 + 2〈a, dθ(a)〉

< ||a||2

folgt.

Dies ist ein Widerspruch zu der Tatsache, dass a minimale Länge hat. Somit

kann der Fall n = 5 nicht eintreten.

Ist dη eine beliebige Drehung in H , so schreiben wir η = kθ + r mit k ∈ N0 und

r ∈ [0, θ[. Dann ist dη−kθ = dr in H , woraus wegen Minimalität von θ bereits

η = kθ folgt. Somit ist η = 2πk
n für ein n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

ii) Nach Korollar 2.2 ist H = Cn oder konjugiert zu Dn für ein n ≥ 1. Da Cn und

Dn jeweils eine Drehung um den Winkel θ = 2π
n enthalten, muss nach i)

n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}

gelten.

�
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Wir wollen jetzt bis auf Isomorphie alle Tapetengruppen bestimmen.

Satz 2.5 Es sei ϕ : G → G′ ein Isomorphismus von Tapetengruppen. Dann bildet ϕ

Translationen auf Translationen, Drehungen auf Drehungen, Spiegelungen auf Spie-

gelungen und echte Gleitspiegelungen auf echte Gleitspiegelungen ab. Jede Isomor-

phie erhält also den Typ eines Elementes.

Beweis : Ist g ∈ G eine Drehung oder Spiegelung, so hat g endliche Ordnung, d.h. es

gibt ein d ∈ Nmit gd = 1. Ist g eine echte Translation oder eine echte Gleitspiegelung,

so hat g keine endliche Ordnung. Mit g hat auch ϕ(g) endliche bzw. keine endliche

Ordnung.

Sei nun ta ∈ G eine echte Translation. Dann hat ϕ(ta) keine endliche Ordnung, d.h.

ϕ(ta) ist eine echte Translation oder eine echte Gleitspiegelung. Ist ϕ(ta) eine echte

Gleitspiegelung, so existiert eine Translation tb ∈ G′, so dass der Vektor b nicht auf

der Spiegelgeraden liegt.

Es gibt ein g ∈ G mit ϕ(g) = tb. Da tb keine endliche Ordnung hat, ist g eine echte

Translation oder echte Gleitspiegelung. In jedem Fall ist g2 eine Translation, kommu-

tiert also mit ta. Also kommutiert ϕ(ta) mit ϕ(g2) = t2b, was der Tatsache wider-

spricht, dass b nicht auf der Spiegelgeraden liegt Also ist ϕ(ta) eine Translation.

Ist g ∈ G eine echte Gleitspiegelung, so ist ϕ(g) eine echte Translation oder eine echte

Gleitspiegelung. Wenden wir das soeben Gezeigte auf ϕ−1 an, so folgt, dass ϕ(g)

keine Translation sein kann.

Ist g eine Spiegelung, so ist g2 = 1, also erfüllt auch ϕ(g) die Bedingung ϕ(g)2 = 1.

Somit ist ϕ(g) eine Spiegelung oder eine Drehung.

Ist ϕ(g) eine Drehung, so sei tb ∈ G eine Translation, für die der Vektor b nicht senk-

recht zur Spiegelachse steht. Dann ist mit Lemma 2.7 das Element tbg von G eine

echte Gleitspiegelung. Daher ist auch ϕ(tbg) = ϕ(tb)ϕ(g) eine echte Gleitspiegelung.

Das widerspricht der Tatsache, dass ϕ(g) eine Drehung und damit orientierungser-

haltend ist. Somit ist ϕ(g) eine Spiegelung. Ist g eine Drehung, so folgt wieder durch

Betrachten von ϕ−1, dass ϕ(g) keine Spiegelung sein kann. Als Element endlicher

Ordnung muss ϕ(g) also eine Drehung sein. �

Jetzt können wir die Tapetengruppen bis auf Isomorphie klassifzieren.

Oft werden wir eine Tapetengruppe als Symmetriegruppe einer Figur angeben.

Zeichnen wir dabei eine Figur F wie die folgende:
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so sei immer das entsprechendeMuster in die gesamte Ebene R2 fortgesetzt gemeint.

Oft geben wir eine Untergruppe von B2 über ihre Erzeuger an. Das bedeutet Folgen-

des:

Definition 2.6 Es seiH eine Gruppe und h1, . . . , hn ∈ H . Die von h1, . . . , hn erzeugte

UntergruppeH ′ = 〈h1, . . . , hn〉 ist definiert als

H ′ =







N
∏

j=1

h
σj

ij : N ∈ N, σj ∈ {1,−1} und ij ∈ {1, . . . , n} für alle j







H ′ besteht also aus beliebigen Produkten der Elemente h1, . . . , hn und h
−1
1 , . . . , h−1

n .

Man überzeugt sich sofort davon, dass diese Teilmenge von H wirklich eine Unter-

gruppe vonH ist.

Wir brauchen zur Vorbereitung noch folgendes Lemma.

Lemma 2.7 Es sei sl,a eine Spiegelung und tb eine Translation in B2. Dann ist tbsl,a

genau dann eine Spiegelung, wenn b orthogonal zur Geraden l ist. Ansonsten ist tbsl,a

eine echte Gleitspiegelung.

Beweis :Das Element tbsl,a ist orientierungsumkehrend, also nach Satz 1.6 eine Spie-

gelung oder echte Gleitspiegelung. Eine Spiegelung ist es genau dann, wenn es einen

Fixpunkt hat. Angenommen, es gilt tbsl,a(y) = y für ein y ∈ R2. Wir schreiben

y = a + y1 + y2 mit y1 ∈ l und y2 ∈ l⊥. Dann ist tbsl,a(y) = a + y1 − y2 + b. Aus

tbsl,a(y) = y folgt somit y2 = −y2 + b, also b = 2y2 ∈ l⊥.

Ist umgekehrt b ∈ l⊥, so ist sl,a(a+ 1
2b) = a− 1

2b, also hat tbsl,a den Fixpunkt a+ 1
2b,

ist also eine Drehung. �

Nun sei G eine Tapetengruppe mit Gitter LG und Punktegruppe G. Nach Satz 2.4 ist

G = Cn für n = {1, 2, 3, 4, 6} oder G konjugiert zu Dn für n = {1, 2, 3, 4, 6}.

Wir gehen jetzt nacheinander dieMöglichkeiten fürG durch. Aus Zeitmangel werden

wir allerdings nicht alle Beweise vorführen.
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Satz 2.8 Ist G = 1, so ist G = LG = Za + Zb ein Gitter. Dann ist G = SymF für die

folgende Figur F :

G heißt vom Typ p1.

Beweis : Ist G = 1, so folgt aus der exakten Sequenz 1 → LG → G → G → 1,

dass G = LG ist. F besteht aus einem nicht-drehsymmetrischen Muster, das sich

entlang eines schiefen Gitters wiederholt. Da ein schiefes Gitter offenbar von keiner

Spiegelung und nur von der Drehung um π invariant gelassen wird, ist SymF ein

Gitter, also isomorph zu G. �

Satz 2.9 Ist G = D1, also G = {1, sm} für eine Spiegelung sm, so gibt es bis auf

Isomorphie drei Möglichkeiten für G.

i) LG besitzt eine Gitterbasis (a, b) mit a ⊥ b, und für l = 〈a〉 ist G ≃ 〈ta, tb, sl〉.

Diese Gruppe besteht aus den Translationen in LG und allen Gleitspiegelungen

der Form tmasl, n
2

b für n,m ∈ Z. Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ pm.

ii) LG besitzt eine Gitterbasis (a, b)mit a ⊥ b und für l = 〈a〉 istG isomorph zu der

Gruppe, die von ta, tb und der echten Gleitspiegelung t 1
2
asl erzeugt wird. Die-

se besteht aus den Translationen in LG und allen Gleitspiegelungen der Form

t(m+ 1
2
)asl, n

2
b für n,m ∈ Z. Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :
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G heißt vom Typ pg.

iii) LG besitzt eine Gitterbasis (a, c) mit c = 1
2 (a + b) für ein b ⊥ a. Für l = 〈a〉

ist G ≃ 〈ta, tc, sl〉. Diese Gruppe besteht aus den Translationen in LG, den

Gleitspiegelungen tmasl, n
2

b für m,n ∈ Z sowie den echten Gleitspiegelungen

tm
2

asl, n
4

b fürm,n ∈ Z. Also ist G ≃ SymF für F :

G heißt vom Typ cm.

Beweis : Da G = {1, sl} ist, enthält G keine echte Drehung und alle Spiegelungen

und Gleitspiegelungen inG haben als Spiegelachse eine affine Gerade der Form x+ l.

Nach Satz 2.3 lässt sl das Gitter LG invariant. Also kann LG kein schiefes Gitter sein.

Gehen wir die Liste in Satz 1.13 durch, so stellen wir fest, dass LG zwei orthogonale

Vektoren a und b enthält, wobei wir a so wählen können, dass l = 〈a〉 gilt. Wir können

außerdem annehmen, dass a und b primitiv sind.

Ist (a, b) keine Gitterbasis von LG, so gibt es nach Lemma 1.11 einen Punkt c ∈ LG im

Parallelogramm P , das von a und b aufgespannt wird, der kein Eckpunkt ist. Schrei-

ben wir c = ra + sbmit 0 ≤ r, s ≤ 1, so ist

c+ sl(c) = 2ra ∈ LG ∩ 〈a〉.

Ferner ist

2c− (c+ slc) = 2sb in LG ∩ 〈b〉,
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woraus s ∈ {0, 1
2 , 1} folgt. Da c keiner der Eckpunkte ist und a und b primitiv sind,

folgt

c =
1

2
(a+ b).

In diesem Fall ist LG also ein Rautengitter.

EnthältG eine Spiegelung sl,y , so ersetzenwirG durch die isomorphe Gruppe tyGt−y

und können annehmen, dass sl in G liegt. Enthält G keine Spiegelung, so sei txsl,y

eine echte Gleitspiegelung in G. Wir ersetzen wieder G durch t−yGty und können

dann y = 0 annehmen. Also ist txsl ∈ G mit 0 6= x ∈ l. Indem wir mit geeigne-

tem tma,m ∈ Z multiplizieren, können wir wegen sl 6∈ G x = λa für 0 < λ < 1

annehmen. Dann ist t2x = (txsl)
2 ∈ G, also 2x ∈ LG ∩ l = Za, woraus x = 1

2a folgt.

Somit enthältG entweder sl oder t 1
2
asl. Wir haben also insgesamt vier Fälle zu unter-

suchen.

1. Fall: sl ∈ G, (a, b) Gitterbasis

Ist dann g ∈ G \ LG, so ist g = txsl,y eine Spiegelung oder echte Gleitspiegelung.

Schreiben wir y = αa+ βbmit α, β ∈ R, so ist y + l = βb+ l, also können wir y ∈ 〈b〉

annehmen. Dann ist

gsl = txtyslt−ysl ∈ G,

also x+ y − sl(y) = x+ 2y ∈ LG, woraus

x ∈ Za und y ∈
1

2
Zb

folgt. Somit liegt g in 〈ta, tb, sl〉. Wir sind also im Fall i) der Behauptung.

2. Fall: t 1
2
asl ∈ G, (a, b) Gitterbasis

Ist dann g ∈ G \ LG, so ist wie oben g = txsl,y mit x ∈ 〈a〉 und y ∈ 〈b〉. Also ist

t 1
2
aslg = t 1

2
asltxtyslt−y ∈ G,

woraus

(x+
1

2
a) − 2y ∈ LG

folgt. Somit ist (x + 1
2a) ∈ Za und y ∈ 1

2Zb. Wir sind also im Fall ii) der Behauptung.

3. Fall: sl ∈ G, (a, c) Gitterbasis für c = 1
2 (a+ b)

Ist dann g ∈ G \ LG, so ist wieder g = txsl,y mit x ∈ 〈a〉 und y ∈ 〈b〉. Also folgt

gsl = txtyslt−ysl ∈ G, und somit

x+ y − sl(y) = x+ 2y ∈ LG = Za+ Zc.
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Also liegt

g = tx+2ysl

in der von sl, ta und tc erzeugten Gruppe, wir sind also im Fall iii) der Behauptung.

4. Fall: t 1
2
asl ∈ G, (a, c) Gitterbasis für c = 1

2 (a+ b)

Dann ist

t− 1
2
(a+b)t 1

2
asl = t− 1

2
bsl ∈ G

Nach Lemma 2.7 ist das eine Spiegelung. ErsetzenwirG durch die isomorphe Gruppe

t− 1
4
bGt 1

4
b, so können wir annehmen, dass sl ∈ G ist, also sind wir im Fall iii) der

Behauptung. �

Satz 2.10 Wir nehmen an, dass G die Drehung dπ enthält, aber keine weiteren echten

Drehungen. Dann gibt es folgende Möglichkeiten für G:

i) Für eine Gitterbasis (a, b) von LG ist

G ≃ 〈ta, tb, dπ〉

Diese Gruppe besteht aus den Translationen in LG und allen Drehungen der

Form dπ, ma+nb
2

für ,m, n ∈ Z.

Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ p2.

ii) LG besitzt eine Gitterbasis (a, b)mit a ⊥ b, und für l = 〈a〉 ist G ≃ 〈ta, tb, dπ, sl〉.

Dann ist G ≃ SymF für folgende Figur F :
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G besteht aus den Translationen in LG, den Drehungen dπ, ma+nb
2

für m,n ∈ Z

sowie den (Gleit-)-Spiegelungen tmasl, n
2

b und tmbsl⊥, n
2

b fürm,n ∈ Z.

G heiß vom Typ pmm.

iii) LG besitzt eine Gitterbasis der Form (a, c) mit c = 1
2 (a + b) und a ⊥ b, und für

l = 〈a〉 ist G ≃ 〈ta, tc, dπ, sl〉.

Also besteht G aus den Translationen in LG, den Drehungen dπ, ma+nc
2

für

m,n ∈ Z, den (Gleit-)spiegelungen tmasl, n
2

b und tmbsl⊥, n
2

a, sowie den echten

Gleitspiegelungen tm
2

asl, n
4

b und tm
2

bsl, n
4

a, jeweils fürm,n ∈ Z.

Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ cmm.

iv) LG besitzt eine Gitterbasis (a, b)mit a ⊥ b und für l = 〈a〉 ist

G ≃ 〈ta, tb, dπ , sl, 1
4

b〉

Dann ist G ≃ SymF für folgende Figur F :
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G heißt vom Typ pmg.

v) LG besitzt eine Gitterbasis der Form (a, b) mit a ⊥ b und für l = 〈a〉 ist G ≃

〈ta, tb, dπ, t 1
2

asl 1
4
b〉.

Dann ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ pgg.

Beweis : Da G die Drehung dπ enthält, enthält G eine Drehung der Form txdπ für ein

x ∈ R2. Es ist txdπ = tx/2dπd−x/2 = dπ, x
2
. Wir ersetzen G durch die zu G isomorphe

Gruppe t− x
2
Gt x

2
und können annehmen, dass dπ ∈ G gilt.

Ist dθ,y eine beliebige echte Drehung in G, so ist dθ,y = dθ ∈ G, also ist θ = π.

Aus dπ,y ∈ G folgt t2y = dπ,ydπ ∈ G, also 2y ∈ LG. Daher ist dπ,y = t2ydπ in der

von dπund ta, tb erzeugten Untergruppe von B2, wenn α, β eine Gitterbasis von LG

ist. EnthältG keine Spiegelungen oder Gleitspiegelungen, so folgt daraus bereitsG ≃

〈ta, tb, dπ〉 für eine Gitterbasis (a, b) von LG, d.h. wir sind im Fall i).

Wir können also annehmen,G enthält eine Gleitspiegelung txsl,y . Dann ist sl ∈ G und

auch sl⊥ = sldπ ∈ G. Da LG von G invariant gelassen wird, kann LG kein schiefes

Gitter sein. Wie im Beweis von Satz 2.9 finden wir also primitive Vektoren a und b in

LG mit l = 〈a〉 und a ⊥ b. Somit ist l⊥ = 〈b〉.
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Enthält G eine Spiegelung sl,y , so können wir wie in Satz 2.9 y ∈ l⊥ annehmen. Dann

enthält G auch sl,ydπ = tyslt−ydπ = t2ysldπ = t2ysl⊥ , woraus nach Quadrieren 4y ∈

LG folgt. Also gilt 4y ∈ LG ∩ l⊥ = Zb, d.h. y ∈ 1
4Zb.

Ist y ∈ 1
2Zb, so ist sl = t−2ysl,y ∈ G. Also liegt entweder sl oder sl, 1

4
b in G. Ein

analoges Argument zeigt, dass entweder sl⊥ oder sl⊥, 1
4
a in G liegen, wenn G eine

Spiegelung mit zu l⊥ paralleler Achse enthält.

Enthält G keine Spiegelung der Form sl,y , aber eine echte Gleitspiegelung txsl,y mit

x ∈ l und y ∈ l⊥, so folgt 2x ∈ LG ∩ l = Za und x 6∈ LG ∩ l = Za, also x ∈ 1
2Za \ Za.

Indem wir mit geeignetem tma(m ∈ Z)multiplizieren, erhalten wir t 1
2

asl,y ∈ G. Also

enthält G auch

t 1
2
asl,ydπ = t 1

2
atyslt−ydπ = t 1

2
a+2ysl⊥ ,

woraus nach Quadrieren

1

2
a+ 2y + sl⊥(

1

2
a+ 2y) = 4y ∈ LG

folgt.

Wie oben schließen wir, dass entweder t 1
2
asl oder t 1

2
asl, 1

4
b in G liegen.

Ein analoges Argument zeigt im Fall, dass G keine Spiegelung, aber eine echte Gleit-

spiegelung mit zu l⊥ paralleler Achse enthält, dass t 1
2
bsl⊥ oder t 1

2
b, sl⊥ 1

4
a in G liegen.

Da G nur die Drehung dπ enthält, kann G höchstens die Spiegelungen sl und sl⊥

enthalten.

Nun betrachten wir folgende Fälle:

1) sl ∈ G. Dann ist auch sl⊥ = sldπ ∈ G.

Ist (a, b) eine Gitterbasis von LG, so gilt für eine beliebige Gleitspiegelung

txsl,y(x ∈ l, y ∈ l⊥) in G:

tx, sl,ysl = tx+2y ∈ G, also x+ 2y ∈ LG,

woraus x ∈ Za, y ∈ 1
2Zb folgt. Somit ist txsl,y ∈ 〈ta, tb, sldπ〉.

Analog ist eine beliebige Gleitspiegelung an einer zu l⊥ parallelen Achse in

〈ta, tb, sl⊥〉 ⊂ 〈ta, tb, sl, dπ〉. enthalten, wir sind also im Fall ii).

2) Es sei wieder sl ∈ G, aber (a, b) keine Gitterbasis von LG. Dann zeigt man wie

in Satz 2.9, dass (a, c) für c = 1
2 (a+ b) eine Gitterbasis von LG ist.

Ist nun txsl,y(x ∈ l, y ∈ l⊥) eine beliebige Gleitspiegelung in G, so folgt nach

Multiplikation mit sl wieder x + 2y ∈ LG, d.h. tx+2y ∈ 〈ta, tc〉 woraus tx, sl,y ∈

〈ta, tc, sl, dθ〉 folgt.
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Analog verfährt man für Gleitspiegelungen entlang zu l⊥ parallelen Achsen.

Also sind wir im Fall iii).

3) Es sei sl 6∈ G, also sl, 1
4
b ∈ G. Dann folgt sl⊥ 6∈ G. Ferner ist die Gleitspiegelung

sl, 1
4
bdπ = t 1

2
bsldπ = t 1

2
bsl⊥ ∈ G.

Falls nun die Spiegelung sl⊥, 1
4

a ∈ G ist, so ist auch

sl⊥, 1
4
asl, 1

4
b = t 1

2
asl⊥t 1

2
bsl = t 1

2
(a+b)

in G, also ist LG ein Rautengitter, erzeugt von (a, c) mit c = 1
2 (a + b). Insbe-

sondere enthält G die Drehung tcdπ = dπ, 1
4
(a+b). Die zu G isomorphe Gruppe

t− 1
4
(a+b)Gt 1

4
(a+b), enthält somit dπ und die Spiegelungen

sl = d− 1
4
(a+b)sl, 1

4
bd 1

4
(a+b) sowie

sl⊥ = d− 1
4
(a+b)sl⊥, 1

4
ad 1

4
(a+b),

somit sind wir wieder bei 2).

4) Es sei sl 6∈ G, aber sl, 1
4
b ∈ G undG enthalte keine Spiegelung an zu l⊥ paralleler

Achse. Dann enthält G die Gleitspiegelung

sl, 1
4
bdπ = t 1

2
bsl⊥ .

Wäre (a, b) keine Gitterbasis, so könnten wir wie in Satz 2.9 zeigen, dass c =
1
2 (a + b) in LG liegt. Dann wäre t− 1

2
(a+b)sl⊥, 1

4
b = t− 1

2
asl⊥ in G, was unserer

Annahme widerspricht, da dieses Element nach Lemma 2.7 eine Spiegelung ist.

Wir behaupten nun, dass G ≃ 〈ta, tb, dπ, sl, 1
4
b〉 ist, d.h. dass wir im Fall iv) sind.

Ist nämlich für x ∈ l und y ∈ l⊥ das Element txsl,y ∈ G eine beliebige Gleitspie-

gelung an zu l paralleler Achse, so folgt

txsl,ysl, 1
4
b = txtyslt−yt 1

4
bslt− 1

4
b = tx+2y+ 1

2
b ∈ G,

d.h.

tx+2y+ 1
2
b ∈ 〈ta, tb〉.

Also ist txsl,y ∈ 〈ta, tb, sl, 1
4

b〉.

Ist tysl⊥,x ∈ G eine Gleitspiegelung an zu l⊥ paralleler Achse mit y ∈ l⊥, x ∈ l,

so folgt

tysl⊥,x, sl, 1
4
bdπ = tysl⊥,xt 1

2
bsl⊥ = ty+2x+ 1

2
b ∈ G,

also

tysl⊥,x ∈ 〈ta, tb, dπ, sl 1
4
b〉.
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5) Angenommen, G enthält keine Spiegelung an einer zu l parallelen Achse. Falls

G eine Spiegelung an einer zu l⊥ parallelen Achse enthält, so vertauschen wir a

und b (und damit l und l⊥) und sind im Fall 4).

6) Es bleibt der Fall, dass G nur echte Gleitspiegelungen entlang zu l und l⊥ par-

allelen Achsen enthält. Dann kann weder t 1
2
asl noch t 1

2
bsl⊥ in G sein, denn

t 1
2
asldπ = t 1

2
asl⊥

und

t 1
2
bsl⊥dπ = t 1

2
bsl

sind Spiegelungen nach Lemma 2.7. Wie in 4) zeigt man, dass (a, b) eine Gitter-

basis ist. Also ist t 1
2
asl, 1

4
b ∈ G und t 1

2
bsl⊥, 1

4
a ∈ G.

Man beachte, dass

t 1
2
bsl⊥, 1

4
a = t 1

2
asl 1

4
bdπ

gilt. Mit den üblichen Argumenten zeigt man

G ≃ 〈ta, tb, dπ , t 1
2

a, sl, 1
4
b〉.

�

Satz 2.11 Wir nehmen an, dass G die Drehung dπ/2 enthält. Dann gibt es folgende

Möglichkeiten für G.

i) Es gibt eine Gitterbasis (a, b) von LG mit b = dπ/2(a) und G ≃ 〈ta, dπ/2〉

Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ p4.
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ii) LG hat eine Gitterbasis (a, b)mit b = dπ/2(a) und für l = 〈a〉 ist

G ≃ 〈ta, dπ/2, sl〉.

Also ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ p4m.

iii) LG besitzt eine Gitterbasis (a, b)mit einem kürzesten Vektor a und b = dπ/2(a),

und für l = 〈a〉 ist G ≃ 〈ta, dπ/2, t 1
2
asl, 1

4
b〉.

Dann ist G ≃ SymF für folgende Figur F :

G heißt vom Typ p4g.

Beweis : Da G eine Drehung um π
2 enthält und LG invariant lässt, muss LG ein qua-

dratisches Gitter sein. Es sei (a, b) eine Gitterbasis von LG mit a ⊥ b und ||a|| = ||b||,

wobei a und b Vektoren minimaler Länge sind. Dann ist dπ/2a = ±b, wir können al-

so dπ/2a = b annehmen. G enthält eine Drehung der Form dπ
2

,y für ein y ∈ R2. Nach

Übergang zu der isomorphen Gruppe t−y/2Gty/2 können wir annehmen, dass dπ ∈ G

gilt.

1. Fall: G enthält keine Spiegelung oder Gleitspiegelung.
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Dann ist jedes Element inG eine Translation oder Drehung. Ist g ∈ G eine Translation,

also g = tc für ein c ∈ LG, dann ist g ∈ 〈ta, tb〉. Wegen dπ/2tad
−1
π/2 = tdπ/2(a)dπ/2d

−1
π/2 =

tb folgt also g ∈ 〈ta, dπ/2〉.

Ist g = dθ,y ∈ G eine Drehung, so ist dθ ∈ G. Da dπ/2 ∈ G ist, folgt nach Satz 2.4, dass

θ = k π
2 für ein k ∈ {0, 1, 2, 3} ist.

Somit ist

dθ,yd−kπ/2 = tydθt−yd−kπ/2 = ty+dθ(−y) ∈ G,

also y + dθ(−y) ∈ LG. Somit ist dθ,y ∈ 〈ta, tb, dπ/2〉 = 〈ta, dπ/2〉.

Also gilt hier G = 〈ta, dπ/2〉, d.h. wir sind im Fall i).

Wir können also annehmen, dassG eine Spiegelung enthält. Diese lässt LG invariant.

Also muss sie als Spiegelachse die Gerade 〈a〉, 〈b〉, 〈a + b〉 oder 〈a − b〉 haben. Nach

Multiplikation mit Potenzen von dπ/2 sehen wir, dass G in jedem Fall die Spiegelung

sl an l = 〈a〉 enthält. Somit ist txsl,y ∈ G für ein x ∈ l und ein y ∈ l⊥. Wie im Beweis

von Satz 2.9 folgt x ∈ − 1
2Za und y ∈ 1

4Zb, d.h. eines der Elemente sl, sl, 1
4
b, t 1

2
asl oder

t 1
2
asl 1

4
b liegt in G.

2. Fall: sl ∈ G.

Dann sind auch die Spiegelungen an l⊥ = 〈b〉, an 〈a+ b〉 und an 〈a− b〉 in G. Mit den

üblichen Argumenten zeigt man G ≃ 〈ta, dπ/2, sl〉, wir sind also im Fall ii).

3. Fall: sl 6∈ G.

Wäre sl 1
4
b ∈ G, so wäre auch

dπ/2sl, 1
4

bdπ/2 = tdπ/2(
1
2
b)dπ/2sldπ/2 = t− 1

2
asl

in G, also

sl, 1
4

bt− 1
2
asl = t 1

2
(b−a) ∈ G,

somit 1
2 (b−a) ∈ LG. Da dies ein Vektor kleinerer Länge als a ist, kann dieser Fall nicht

eintreten. Wäre t 1
2

asl ∈ G, so folgte dπ/2t 1
2
asldπ/2 = tdπ/2(

1
2
a)dπ/2sldπ/2 = t− 1

2
bsl ∈ G,

also wieder t 1
2
(a−b) ∈ G, was zu einemWiderspruch führt.

Also muss t 1
2
asl, 1

4
b ∈ G gelten. Wie zuvor zeigt man G = 〈ta, dπ/2, t 1

2
asl, 1

4
b〉. �

Mit den Sätzen 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 haben wir alle Tapetengruppen G klassifiziert, für

dieG nur Drehungen der Ordnung 1,2 oder 4 enthält. Nach dem kristallographischen

Grundgesetz Satz 2.4 bleiben die Fälle zu untersuchen, in denen G eine Drehung der

Ordnung 3 oder 6 enthält.

Satz 2.12 Es sei d2π/3 ∈ G, aber d2π/6 6∈ G. Dann ist LG ein hexagonales Gitter, und

es gibt folgende Möglichkeiten für G.
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i) Es gibt eine Gitterbasis von LG der Form (a, b)mit b = dπ/3(a) und

G ≃ 〈ta, tb, d2π/3〉.

Dann enthältG keine (Gleit-)spiegelungen. Es istG ≃ SymF für folgende Figur

F :

G heißt vom Typ p3.

ii) Es gibt eine Gitterbasis von LG der Form (a, b) mit einem kürzesten Vektor a

und b = dπ/3(a) und für l = 〈a〉 gilt

G ≃ 〈ta, tb, d2π/3, dπ/3sl〉.

Dann liegen alle Drehmittelpunkte auf Spiegelachsen. Es ist G ≃ SymF für

folgende Figur F :

G heißt vom Typ p3m1.

iii) Es gibt eine Gitterbasis von LG der Form (a, b) mit einem kürzesten Vektor a

und b = dπ/3(a), und für l = 〈a〉 gilt

G ≃ 〈ta, tb, d2π/3, sl〉.

In diesem Fall gibt es Drehmittelpunkte, die nicht auf Spiegelgeraden liegen.

Es ist G ≃ SymF für F :
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G heißt vom Typ p31m.

(Vorsicht: Die letzten beiden Bezeichnungen gehen in der Literatur etwas

durcheinander.).

Satz 2.13 Es sei dπ/3 = d2π/b in G. Dann ist LG ein hexagonales Gitter, und es gibt

folgende Möglichkeiten für G:

i) Es gibt eine Gitterbasis (a, b) von LG mit einem kürzesten Vektor a und b =

dπ/3(a) und G ≃ 〈ta, dπ/3〉.

Dann enthältG keine (Gleit-)spiegelungen. Es istG ≃ SymF für folgende Figur

F :

G heißt vom Typ p6.

ii) Es gibt eine Gitterbasis (a, b) von LG mit einem kürzesten Vektor a und b =

dπ/3(a), so dass für l = 〈a〉

G ≃ 〈ta, dπ/3, sl〉

gilt.

Dann enthält G auch die Spiegelungen an den Geraden im Winkel

π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6 an l. Es ist G ≃ SymF für folgende Figur F :
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G heißt vom Typ p6m.

Damit haben wir alle Tapetengruppen bis auf Isomorphie bestimmt.

Um den Isomorphietyp einer Tapetengruppe G zu bestimmen, kann man wie folgt

vorgehen:

Kleinste

Drehung Enthält G eine Spiegelung?

in G ja nein

d2π/6 = dπ/3 p6m p6

d2π/4 = dπ/2 Gibt es Spiegelachsen im Winkel π/4? p4

Ja: p4m

Nein: p4g

d2π/3 Gibt es Drehmittelpunkte außerhalb

der Spiegelachsen?

p3

Ja: p31m

Nein: p3m1

dπ Gibt es Spiegelachsen im Winkel π/2? Enthält G eine

Gleitspiegelung?

Ja Nein

Gibt es Drehmittelpunk-

te außerhalb der Spiegel-

achsen?

pmg

Ja: cmm

Nein: pmm

Ja: pgg

Nein: p2

Keine Gibt es eine Gleitspiegelachse, die

keine Spiegelachse ist?

Enthält G eine

Gleitspiegelung?

Ja: cm Ja: pg

Nein: pm Nein: p1
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Tapetengruppen werden auch kristallographische Gruppen in Dimension 2 ge-

nannt. In höheren Dimensionen sind kristallographische Gruppen definiert als dis-

krete Untergruppen G der euklidischen Bewegungsgruppe des Rn, deren Translati-

onsuntergrupppe LG ein Gitter im Rn ist.

3 Gruppen

Wir haben in der linearen Algebra schon die Definition einer Gruppe kennengelernt:

Eine Gruppe G ist eine Menge mit einer Verknüpfung G × G → G, die wir oft als

(a, b) 7→ ab schreiben, so dass gilt:

i) Die Verknüpfung ist assoziativ

ii) Es gibt ein neutrales Element 1, d.h. für alle a ∈ G ist 1a = a = a1.

iii) Zu jedem a ∈ G gibt es ein inverses Element b ∈ G, d.h. es gilt ab = ba = 1.

Das neutrale Element und das inverse Element zu a sind eindeutig bestimmt. Wir

bezeichnen das Inverse zu a auch mit a−1. Gilt zusätzlich

iv) ab = ba für alle a, b ∈ G,

so heißt G kommutativ oder abelsch.

Eine TeilmengeH ⊂ G heißtUntergruppe vonG, falls i) 1 ∈ H , ii) a, b ∈ H ⇒ ab ∈ H

und iii) a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H gilt.

Eine Abbildung ϕ : G → G′ zwischen zwei Gruppen heißt Gruppenhomomorphis-

mus oder einfach Homomorphismus, falls für alle a, b ∈ G gilt

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Dann folgt ϕ(1) = 1 und ϕ(a−1) = ϕ(a)−1.

Der Gruppenhomomorphismus ϕ : G → G′ heißt Isomorphismus, falls ϕ ein In-

verses besitzt, d.h. falls es einen Gruppenhomomorphismus ψ : G′ → G gibt mit

ψ ◦ ϕ = idG und ϕ ◦ ψ = idG′ .

Ein injektiver Gruppenhomomorphismus heißt Monomorphismus, ein surjektiver

Gruppenhomomorphismus heißt Epimorphismus.

Definition 3.1 Sei ϕ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphismus.

i) Der Kern von ϕ ist definiert als Kernϕ = {a ∈ G : ϕ(a) = 1} ⊂ G.
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ii) Das Bild von ϕ ist definiert als Bildϕ = {b ∈ G′ : es gibt ein a ∈ G mit ϕ(a) =

b} ⊂ G′.

Lemma 3.2 Sei ϕ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphismus.

i) Kernϕ ist eine Untergruppe von G, Bildϕ ist eine Untergruppe von G′.

ii) ϕ ist ein Monomorphismus⇔ Kernϕ = {1}.

iii) ϕ ist ein Epiomorphismus⇔ Bildϕ = G′.

iv) ϕ ist ein Isomorphismus⇔.

ϕ ist ein Monomorphismus und ein Epimorphismus (d.h. injektiv und surjek-

tiv).

Beweis :

i) Das haben wir in Übungsaufgabe 1, Blatt 3 gezeigt.

ii) Sei ϕ ein Monomorphismus (d.h. injektiv). Ist a ∈ Kernϕ, so gilt ϕ(a) = 1 =

ϕ(1), also a = 1. Daher ist Kernϕ = 1. Ist umgekehrt Kernϕ = 1, so sei ϕ(a) =

ϕ(b). Dann folgt

ϕ(ab−1) = ϕ(a)ϕ(b−1) = ϕ(a)ϕ(b)−1 = 1,

also wegen Kern ϕ = 1 schon ab−1 = 1, d.h. a = b. Daher ist ϕ injektiv.

iii) ist klar.

iv)
”
⇒ “: klar

”
⇐ “: Ist ϕ : G→ G′ injektiv und surjektiv, so definieren wir

ψ : G′ → G

b 7→ das eindeutig bestimmte a ∈ Gmit ϕ(a) = b.

Man rechnet leicht nach, dass ψ ein Gruppenhomomorphismus mit ψ ◦ϕ = idG

und ϕ ◦ ψ = idG′ ist.

�

Definition 3.3 SeiG eine Gruppe. Eine UntergruppeH ⊂ G heißtNormalteiler (No-

tationH �G), falls für alle h ∈ H und alle g ∈ G gilt

ghg−1 ∈ H.
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Mit der Bezeichnung gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} können wir das auch so ausdrücken:

H ist Normalteiler in G genau dann, wenn für alle g ∈ G die Gleichung gHg−1 = H

gilt.

Beispiel:

i) Ist ϕ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kernϕ ein Normalteiler in

G.

ii) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

Definition 3.4 Ist G eine Gruppe, so heißt die Teilmenge

Z(G) = {z ∈ G : gz = zg für alle g ∈ G}

das Zentrum von G.

Z(G) ist eine Untergruppe von G, da aus gz1 = z1g und gz2 = z2g für alle g ∈ G

bereits

g(z1z2) = (gz1)z2 = (z1g)z2 = z1(gz2)

= z1(z2g) = (z1z2)g

und somit z1z2 ∈ Z(G) folgt.

Das Zentrum vonG ist sogar einNormalteiler vonG. Ist nämlich g ∈ G und z ∈ Z(G),

so ist gzg−1 = zgg−1 = z, also insbesondere gZ(G)g−1 = Z(G).

Beispiel:

i) Ist G eine abelsche Gruppe, so gilt Z(G) = G.

ii) Z(GL(n,K)) = K× für jeden Körper K (Aufbaukurs LAAG II).

Definition 3.5 Es seiG eine Gruppe undH ⊂ G eine Untergruppe. Eine Linksneben-

klasse vonH in G ist eine Teilmenge von G der Gestalt

aH = {ab : b ∈ H}.

Beispiel: Es sei

V =

{(

1 0

0 1

)

,

(

−1 0

0 −1

)

,

(

1 0

0 −1

)

,

(

−1 0

0 1

)}
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mit derMatrixmultiplikation die sogenannteKleinscheVierergruppe undH die Un-

tergruppe

H =

{(

1 0

0 1

)

,

(

1 0

0 −1

)}

.

Dann ist
(

1 0

0 1

)

H = H,

(

−1 0

0 −1

)

H =

{(

−1 0

0 −1

)

,

(

−1 0

0 1

)}

,

(

1 0

0 −1

)

H = H,

(

−1 0

0 1

)

H =

{(

−1 0

0 1

)

,

(

−1 0

0 −1

)}

Lemma 3.6 Sei G eine Gruppe und H ⊂ G eine Untergruppe. Für zwei Linksneben-

klassen aH und bH in G sind äquivalent:

i) aH = bH

ii) aH ∩ bH 6= ∅

iii) a ∈ bH

iv) b−1a ∈ H .

Beweis : i) ⇒ ii) Es sei aH = bH . Dann ist a = a1 ∈ aH , also aH 6= ∅, daher ist

aH ∩ bH = aH 6= ∅.

ii) ⇒ iii) Ist c ∈ aH ∩ bH , so gilt c = ah1 = bh2 für h1, h2 ∈ H . Daraus folgt a =

bh2h
−1
1 ∈ bH .

iii)⇒ iv) Ist a ∈ bH , so ist b−1a ∈ b−1bH = H .

iv)⇒ i) Ist b−1a ∈ H , so folgt a ∈ bH , also auch aH ⊂ bH . DaH eine Untergruppe von

G ist, ist mit b−1a auch (b−1a)−1 = a−1b in H . Also ist b ∈ aH und daher bH ⊂ aH .

Insgesamt folgt aH = bH . �

Satz 3.7 Zwischen je zwei Linksnebenklassen von H in G gibt es eine bijektive Ab-

bildung. (Man sagt auch, sie sind gleichmächtig).

Zwei Linksnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich. G ist disjunkte Vereini-

gung von Linksnebenklassen.

Beweis : Für a, b ∈ G betrachten wir die Abbildung

f : G→ G

g 7→ ba−1g.
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Die Einschränkung von f auf aH vermittelt eine Abbildung

f|aH
: aH → bH.

Diese ist bijektiv mit Umkehrabbildung

bH → aH, g 7→ ab−1g.

Die zweite Behauptung folgt aus Lemma 3.6. Da jedes a ∈ G in der Linksnebenklasse

aH liegt, istG die Vereinigung aller Linksnebenklassen, mit Lemma 3.6 also disjunkte

Vereinigung gewisser Linksnebenklassen. �

Die Elemente einer Linksnebenklasse aH werden auch Vertreter (oder Re-

präsentanten) dieser Linksnebenklasse genannt. Für jeden Vertreter b von aH , also

jedes Element b ∈ aH gilt bH = aH nach Lemma 3.6.

Definition 3.8 Mit G/H bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen von H in

G.

Ganz analog kannman auch RechtsnebenklassenHa definieren, nämlich als Teilmen-

gen von G der Form

Ha = {ha : h ∈ H}.

Die bijektive Abbildung

G → G

g 7→ g−1

induziert eine Bijektion zwischen der Menge der Linksnebenklassen G/H und der

Menge der Rechtsnebenklassen, die wir mit H/G bezeichnen.

Definition 3.9

i) Die Anzahl der Elemente in G/H bezeichnen wir als (G : H), wir nennen

(G : H) den Index von H in G.

ii) Ist G endlich, so bezeichnen wir mit ord(G) (Ordnung von G) die Anzahl der

Elemente in G.

Satz 3.10 (Satz von Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe,

so gilt

ord(G) = ord(H)(G : H).
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Beweis : Nach Satz 3.7 ist G die disjunkte Vereinigung von (G : H)-vielen Links-

nebenklassen. Jede Linksnebenklasse hat genauso viele Elemente wie 1H = H , also

folgt die Behauptung. �

Aus Satz 3.10 folgt, dass für eine endliche Gruppe G die Ordnung jeder Untergruppe

ein Teiler von ord(G) ist.

Lemma 3.11 Die Untergruppe H ⊂ G ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn

für alle g ∈ G

gH = Hg

gilt, d.h. wenn für jedes g ∈ G die zugehörige Linksnebenklasse mit der Rechtsne-

benklasse übereinstimmt.

In diesem Fall nennen wir die Nebenklasse gH = Hg auch Restklasse von g modulo

H .

Beweis : Das folgt sofort aus Definition 3.3 �

Nun wollen wir zeigen, dass man für einen Normalteiler H in G eine Quotien-

tengruppe G/H definieren kann. Das funktioniert ähnlich wie für Quotientenvek-

torräume.

Wir definieren ganz allgemein für Teilmengen X und Y von G das Produkt

XY = {xy : x ∈ X, y ∈ Y }

Lemma 3.12 Ist H ⊂ G ein Normalteiler, so gilt für alle a, b ∈ G die Gleichung

(aH)(bH) = abH . In diesem Fall definiert

G/H ×G/H → G/H

(aH, bH) 7→ (aH)(bH) = abH

eine Verknüpfung, dieG/H zu einer Gruppe macht. Das neutrale Element ist 1H , das

Inverse zu aH ist a−1H .

Ist H ein Normalteiler, so heißt G/H Faktor- oder Restklassengruppe von Gmodulo

H .

Beweis : Es gilt (aH)(bH) = a(Hb)H = abHH = abH . Die Gruppenaxiome lassen

sich leicht nachrechnen. �

Beispiel: Z/pZ = Fp aus LAAG I (Aufbaukurs).

Ist H kein Normalteiler in G, so funktioniert diese Argumentation nicht. Dann muss

nämlich das Produkt von zwei Linksnebenklassen keine Linksnebenklasse sein.
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Korollar 3.13 Ist H⊂ G ein Normalteiler, so ist die Abbildung

π : G→ G/H

a 7→ aH

ein Epimorphismus mit Kernπ = H .

Beweis : Da

π(a)π(b) = (aH)(bH) = abH = π(ab)

gilt, ist π ein Homomorphismus. Offensichtlich ist π surjektiv. Ferner gilt

a ∈ Kernπ ⇔ aH = 1H = H
3.6
⇔ a ∈ H.

�

Wie viele algebraische Konstruktionen hat auch die Quotientenabbildung π : G →

G/H eine universelle Eigenschaft.

Satz 3.14 (Homomorphiesatz) Es sei ϕ : G→ G′ ein Gruppenhomomorphismus und

H ⊂ G ein Normalteiler mit H ⊂ Kernϕ.

Dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus

ϕ : G/H → G′,

so dass das Diagramm

G
ϕ

π

G′

G/H

ϕ

kommutiert. (Mit anderenWorten, es gilt ϕ = ϕ ◦ π).

Es gilt Bild ϕ = Bildϕ,Kernϕ = π(Kernϕ) und Kernϕ = π−1(Kernϕ). Insbesondere

ist ϕ genau dann injektiv, wennH = Kernϕ gilt.

Beweis : Wir suchen einen Homomorphismus ϕ : G/H → G′ mit ϕ(a) = ϕ(πa) =

ϕ(aH). Da π : G → G/H surjektiv ist, ist ϕ durch diese Gleichung schon eindeutig

bestimmt. Wir müssen also nur prüfen, dass die Abbildung

ϕ : G/H → G′

aH 7→ ϕ(a)

wohldefiniert und ein Homomorphismus ist. Gilt aH = bH , so ist nach Lemma 3.6

b−1a ∈ H . Wegen H ⊂ Kernϕ folgt ϕ(b−1a) = 1, also ϕ(a) = ϕ(b). Daher ist ϕ in
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der Tat wohldefiniert. Es gilt ϕ(ab) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(a)ϕ(b), somit ist ϕ ein

Gruppenhomomorphismus. Offenbar ist Bildϕ = Bildϕ und Kernϕ = π(Kernϕ).

Es bleibt noch Kernϕ = π−1(Kernϕ) zu zeigen. Ist a ∈ Kernϕ, d.h. ϕ(a) = 1, so

folgt ϕ(π(a)) = ϕ(a) = 1, also a ∈ π−1(Kernϕ). Ist umgekehrt a ∈ π−1(Kernϕ), also

ϕ(π(a)) = 1, so ist ϕ(a) = 1, also a ∈ Kernϕ. �

Korollar 3.15 Ist ϕ : G → G′ ein Epimorphismus, so ist G′ ≃ G/Kernϕ mit einem

kanonischen (
”
ausgezeichneten“) Isomorphismus.

Beweis :Nach Satz 3.14 existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus

ϕ : G/Kernϕ→ G′ mit ϕ = ϕ ◦ π.

Da Kernϕ = π(Kernϕ) = 1 und Bildϕ = Bildϕ = G′ ist, ist ϕ bijektiv und somit ein

Isomorphismus. �

Korollar 3.16 Ist ϕ : G → G′ ein Gruppenhomomorphismus und G endlich, so gilt

ord(G) = ord(Kernϕ)ord(Bildϕ).

Beweis : Ist G endlich, so sind auch die Gruppen Kernϕ und Bildϕ endlich. Nach

Korollar 3.15 gilt G/Kernϕ ≃ Bildϕ, mit Satz 3.10 folgt

ord(G) = ord(Kernϕ)(G : Kernϕ)

= ord(Kernϕ)ord(Bildϕ).

�

Definition 3.17 IstM eine beliebige Teilmenge einer Gruppe G, so ist die Menge

〈M〉 = {xσ1

1 : · · · : xσ1

n : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈M,σ1, . . . , σn ∈ {±}}

eine Gruppe (ÜA). Sie heißt die vonH erzeugte Untergruppe von G.

Diese Definition verallgemeinert Satz 2.5, in dem wir nur endliche Teilmengen M

betrachtet haben.

Wir nennen eine Gruppe endlich erzeugt, falls es eine endliche Teilmenge M ⊂ G

mit 〈M〉 = G gibt. Die Elemente ausM heißen auch die Erzeuger von G.
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Definition 3.18 Eine Gruppe G heißt zyklisch, falls es ein g ∈ Gmit

G = 〈{g}〉

gibt. Dafür schreiben wir auch G = 〈g〉. Also gilt G = {gn : n ∈ Z}. Offenbar ist jede

zyklische Gruppe abelsch.

Satz 3.19

i) Eine GruppeG ist genau dann zyklisch, wenn es einen surjektiven Gruppenho-

momorphismus Z → G gibt.

ii) Für eine zyklische Gruppe gilt:

G ≃ Z, falls ord(G) = ∞

G ≃ Z/mZ, falls ord(G) = m <∞.

Hier ist mZ = {mk : k ∈ Z} die von m erzeugte zyklische Untergruppe von

Z. Diese ist ein Normalteiler in Z, da Z abelsch ist. Die Faktorgruppe Z/mZ

können wir identifizieren mit der Menge {0, 1, . . . ,m− 1}, auf der die Addition

als Rest modulom der gewöhnlichen Addition in Z definiert ist.

Beweis :

i) Ist G = 〈g〉 = {gn : n ∈ Z}, so definiert n 7→ gn einen Epimorphismus Z → G.

Ist umgekehrt ψ : Z → G ein Epimorphismus, so sei g = ψ(1). Da ψ surjektiv

ist, ist jedes h ∈ G von der Form ψ(n) = ψ(n · 1) = ψ(1)n = gn. Also ist G = 〈g〉.

ii) Ist G = 〈g〉, so betrachten wir wieder

ψ : Z → G

n 7→ gn.

Dann gilt nach Korollar 3.15 Z/Kernψ ≃ G. Kernψ ist als Untergruppe von Z

der Form dZ für ein d ∈ Z (LAAG I, ). Ist ord(G) = ∞, so muss dZ = 0 sein,

woraus Z ≃ G folgt. Ist ord(G) = m <∞, so mussm = d, also Z/mZ ≃ G sein.

�

Satz 3.20

i) Ist G eine zyklische Gruppe, so ist auch jede UntergruppeH ⊂ G zyklisch.
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ii) Ist G zyklisch und ϕ : G → G′ ein Gruppenhomomorphismus, so sind auch

Kernϕ und Bildϕ zyklisch.

Beweis :

i) Sei ψ : Z → G ein Epimorphismus. Dann ist ψ−1(H) eine Untergruppe von Z,

also von der Form mZ für ein m ∈ Z. Somit ist ψ−1(H) = 〈m〉 zyklisch. Daher

ist ψ(ψ−1(H)) = 〈ψ(m)〉 eine zyklische Gruppe. Da ψ surjektiv ist, gilt ferner

H = ψ−1(H)).

ii) Ist G = 〈g〉, so ist Bildϕ = 〈ϕ(g)〉 ebenfalls zyklisch. Kernϕ ⊂ G ist als Unter-

gruppe von G nach i) zyklisch.

�

Definition 3.21 Es sei G eine Gruppe und a ∈ G. Die Ordnung von a (Notation

ord(a)) ist definiert als die Ordnung der Gruppe 〈a〉 = {1, a, a−1, a2, a−2, . . . }.

Da 〈a〉 zyklisch ist, gilt nach Satz 3.19 〈a〉 ≃ Z, falls ord(a) = ∞, und 〈a〉 ≃ Z/mZ,

falls ord(a) = m <∞. Ist ord(a) = m <∞, so folgt aus diesem Isomorphismus

ak = 1 ⇔ ord(a) | k.

Also ist ord(a) die kleinste positive Zahl k mit ak = 1.

Satz 3.22 (Kleiner Fermat’scher Satz) Sei G eine endliche Gruppe und a ∈ G. Dann

ist ord(a) ein Teiler vor ord(G). Insbesondere gilt aord(G) = 1.

Beweis : Aus dem Satz von Lagrange 3.10 folgt ord(G) = ord(a)(G : 〈a〉). Also gilt

ord(a) | ord(G), woraus aord(G) = 1 folgt. �

Manchmal wird auch nur die entsprechende Aussage für G = (Zn/Z)× als kleiner

Fermat’scher Satz bezeichnet. Hier ist (Z/nZ)× die Gruppe der Einheiten in demRing

Z/nZ (siehe LAAG I). Es gilt (Z/nZ)× = {d ∈ {0, 1, . . . , n − 1} : ggT(d, n) = 1}. Ist

nämlich d + nZ invertierbar in Z/nZ, so gibt es ein e ∈ Z mit de ≡ 1modn, d.h.

n | (de− 1). Jeder gemeinsame Teiler k von d und n teilt also die Eins. Ist umgekehrt

ggT(d, n) = 1, so gibt es (nach LAAG I Basiskurs, Proposition 4.9) ganze Zahlen k, l

mit 1 = kd+ ln, woraus

kd ≡ 1mod n,

also d ∈ (Z/nZ)× folgt.
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Mit ϕ(n) bezeichnet man die Ordnung der Gruppe (Z/nZ)×, also die Anzahl der zu n

teilerfremden Zahlen zwischen 0 und (n−1). Die Funktion n 7→ ϕ(n) heißt Euler’sche

Phifunktion. Für eine Primzahl p gilt offenbar ϕ(p) = p − 1. Der kleine Fermat’sche

Satz sagt nun in (Z/nZ)×: Ist a teilerfremd zu n, so ist aϕ(n) ≡ 1mod n. Ist n = p eine

Primzahl, so gilt also für jedes a ∈ Zmit p ∤ a:

ap−1 ≡ 1mod p.

Diese Tatsache ist Grundlage einfacher Primzahltests.

Korollar 3.23 Es sei G eine Gruppe, so dass ord(G) = p eine Primzahl ist. Dann ist G

zyklisch, G ≃ Z/pZ, und für jedes a ∈ Gmit a 6= 1 gilt ord(a) = p. Jedes a 6= 1 aus G

ist ein Erzeuger von G.

Beweis : Sei a 6= 1 in G. Dann ist ord(a) > 1 und nach Definition 3.21 ein Teiler von

ord(G) = p, woraus ord(a) = p = ord(G) folgt. Also ist 〈a〉 ⊂ G eine Untergruppe

mit voller Elementezahl, woraus 〈a〉 = G folgt. �

Sind G und G′ Gruppen, so kann man auf der Produktmenge G×G′ durch (g1, g
′
1) ·

(g2, g
′
2) = (g1g2, g

′
1g

′
2) eine Verknüpfung definieren, dieG×G′ zu einer Gruppemacht.

Dann sind die Projektionen

p : G′ ×G′ → G

(g, g′) 7→ g

und

p′ : G×G′ → G′

(g, g′) 7→ g′

Homomorphismen.

Allgemeiner definiert man für jede Familie (Gi)i∈I von Gruppen, wobei I eine beliebi-

ge Indexmenge ist, die Produktgruppe
∏

i∈I

Gi als die Produktmenge
∏

i∈I

Gi = {(gi)i∈I :

gi ∈ Gi} zusammen mit der Verknüpfung

(gi)i∈I(hi)i∈I = (gihi)i∈I .

Das Produkt hat folgende universelle Eigenschaft.

Satz 3.24 Es seiH eine Gruppe. Die Homomorphismen Φ : H → G×G′ entsprechen

bijektiv den Paaren (ϕ,ϕ′) von Homomorphismen ϕ : H → G und ϕ′ → G′. Bei

dieser Zuordnung ist KernΦ = Kernϕ ∩ Kernϕ′.
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Beweis : Ist Φ : H → G × G′ ein Homomorphismus, so sind ϕ := p ◦ Φ : H → G

und ϕ′ := p′ ◦ Φ : H → G′ Homomorphismen, wobei p : G × G′ → G und p′ :

G × G′ → G′ die Projektionen sind. Sind umgekehrt ϕ : H → G und ϕ′ : H → G′

Homomorphismen, so ist auch

Φ : H → G×G′

h 7→ (ϕ(g), ϕ(g′))

ein Homomorphismus mit Kern Φ = Kernϕ ∩ Kernϕ′.

Man rechnet leicht nach, dass diese Konstruktionen invers zueinander sind. �

Eine analoge Aussage gilt für ein Produkt der Form
∏

i∈I

Gi.

Proposition 3.25 Es seien r, s ∈ N teilerfremd und G eine zyklische Gruppe der Ord-

nung rs. Dann gibt es eine Untergruppe H1 von G der Ordnung r und eine Unter-

gruppe H2 der Ordnung s, so dass gilt

G ≃ H1 ×H2.

Beweis : Es sei g ein Erzeuger von G, also G = 〈g〉. Dann ist ord(g) = rs. Wir zeigen

nun, dass ord(gr) = s gilt. Ist nämlich (gr)k = grk = 1 für ein k ∈ N, so folgt rs | rk,

also s | k. Daher gilt in der Tat ord(gr) = s. Genauso zeigt man ord(gs) = r. Also

ist H1 = 〈gs〉 eine Untergruppe der Ordnung r und H2 = 〈gr〉 eine Untergruppe der

Ordnung s. Wir betrachten den Homomorphismus

Φ : G → H1 ×H2

gm 7→ (gsm, grm)

Ist gm ∈ KernΦ, so gilt gsm = 1 und grm = 1, also rs | sm und rs| rm, d.h. r | m

und s | n. Da r und s teilerfremd sind, folgt rs | m und somit gm = 1. Also ist Φ

injektiv. Da G undH1 ×H2 dieselbe Anzahl rs von Elementen haben, ist Φ nach dem

Schubfachprinzip auch surjektiv, also ein Isomorphismus. �

Jetzt wollen wir noch einen wichtigen Satz über die simultane Erfüllbarkeit von Kon-

gruenzen zeigen:

Satz 3.26 (Chinesischer Restsatz) Es seien n1, . . . , nr paarweise teilerfremde

natürliche Zahlen und n =
r
∏

i=I

ni. Mit βi bezeichnen wir die natürliche Abbildung

βi : Z/nZ → Z/niZ

a+ nZ 7→ a+ niZ.
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Dann ist

β = (β1, . . . , βr) : Z/nZ →
r
∏

i=1

Z/niZ

a+ nZ 7→ (a+ n1Z, . . . , a+ nrZ)

ein Isomorphismus von Gruppen. Für beliebig vorgegebene Restklassen (a1 +

n1Z, . . . , ar + nrZ) gibt es also genau eine Restklasse a + nZ mit a ≡ ai mod ni

für alle i = 1, . . . , r.

Beweis : Da nZ ⊂ niZ ist, ist βi wohldefiniert. Offenbar ist βi ein Gruppenhomomor-

phismus. Also ist auch die Produktabbildung β ein Homomorphismus.

Ist a + nZ ∈ Kernβ, so ist a ∈ n1Z ∩ · · · ∩ nrZ, d.h. ni | a für alle i = 1, . . . , r. Da

n1, . . . , nr paarweise teilerfremd sind, folgt n | a, also a + nZ = 0 in Z/nZ. Daher ist

β injektiv.

Nun setzen wir Ni =
∏

k 6=i

nk. Da n1, . . . , nr paarweise teilerfremd sind, haben

N , . . . ,Nr keinen gemeinsamen Teiler 6= 1. Wir betrachten die Untergruppe N1Z +

· · · + NrZ von Z. Diese ist von der Form dZ für ein d ∈ Z, also folgt NiZ ⊂ dZ, und

daher d | Ni für alle i = 1, . . . , r. DaN1 . . . ,Nr keinen gemeinsamen Teiler 6= 1 haben,

folgt d = 1, d.h.

N1Z + · · · + NrZ = Z.

Somit gibt es ganze Zahlen q1, . . . , qr mit N1q1 + · · · + Nrqr = 1. Für i 6= k ist nk ein

Teiler von Ni, woraus

1 + nkZ =

r
∑

i=I

Niqi + nkZ = Nkqk + nkZ

folgt. Nun können wir zeigen, dass β surjektiv ist. Es sei (a1 + n1Z, . . . , ar + nrZ) ∈
r
∏

i=I

Z/niZ. Wir setzen

a =

r
∏

i=I

aiNiqi.

Dann ist a + nkZ = akNkqk + nkZ, denn nk | Ni für i 6= k. Da Nkqk ≡ 1 mod nk ist,

folgt a+nkZ = ak +nkZ für alle k = 1, . . . , r. Somit ist β(a+nZ) = (a+n1Z, . . . , a+

nrZ) = (a1 + nZ, . . . , ar + nrZ). Daher ist β ein Isomorphismus. �

Wir wollen jetzt noch zwei Isomorphiesätze für Gruppen beweisen.
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Satz 3.27 (1. Isomorphiesatz) Es sei G eine Gruppe, H ⊂ G eine Untergruppe und

N ⊂ G ein Normalteiler. Dann ist HN eine Untergruppe von G,N ist ein Normaltei-

ler vonHN undH ∩N ist ein Normalteiler vonH . Die Inklusion H ⊂ HN induziert

einen Isomorphismus

H/H ∩N
∼
→ HN/N.

Beweis : Da N ein Normalteiler in G ist, gilt HN = NH . Nach Übungsaufgabe 3

(Blatt 6) istHN daher eine Untergruppe von G. Da N normal in G ist, istN erst recht

normal in HN . Der Homomorphismus

α : H →֒ HN → HN/N

h 7→ h 7→ hN

ist surjektiv, denn es gilt für h ∈ H und n ∈ N die Gleichung hnN = hN , also ist

α(h) = hnN ∈ HN/N . Es gilt

Kernα = {h ∈ H : hN = 1}

= {h ∈ H : h ∈ N}

= H ∩N.

Somit ist H ∩N ein Normalteiler inH . Mit Korollar 3.15 folgt

H/H ∩N
∼
→ HN/N.

�

Satz 3.28 (2. Isomorphiesatz) Es sei G eine Gruppe und H und N seien zwei Nor-

malteiler in G mit N ⊂ H . Dann ist N auch ein Normalteiler in H , und man kann

H/N als Normalteiler von G/N auffassen. Der kanonische Gruppenhomomorphis-

mus

(G/N)/(H/N) ≃ G/H

ist ein Isomorphismus.

Beweis :N ist normal inG, also erst recht inH . Die InklusionH ⊂ G vermittelt einen

Homomorphismus

α : H →֒ G
π
→ G/N.

Es ist Kernα = {h ∈ H : h ∈ N} = H ∩ N = N . Nach Satz 3.14 gibt es einen

Gruppenhomomorphismus

α : H/N → G/N
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mit Kernα = πH(Kernα) = πH(N) = 1, wobei πH : H → H/N die Quotientenabbil-

dung ist. Also ist α injektiv und erlaubt uns, H/N als Untergruppe von G/N aufzu-

fassen. Wir identifizieren alsoH/N mit α(H/N) ⊂ (G/N).

Ferner induziert der Epimorphismus

G→ G/H

wegen N ⊂ H nach Satz 3.14 einen Epimorphismus

β : G/N → G/H,

dessen Kern mit dem Bild von H unter der Quotientenabbildung G → G/N

übereinstimmt. Also ist Kernβ = Bild(α) = Bild(α), d.h. wir können Kernβ mit H/N

identifizieren. Aus Korollar 3.15 folgt daher

(G/N)/(H/N) ≃ G/H.

�

Zum Abschluss unserer Betrachtungen über Gruppen wollen wir noch die Struktur

der endlich erzeugten abelschen Gruppen bestimmen. Dazu definieren wir zunächst

die direkte Summe von Gruppen. Ab sofort schreiben wir die Verknüpfung in den

betrachteten Gruppen additiv.

Definition 3.29 Es sei I eine Indexmenge und für alle i ∈ I sei eine Gruppe Gi gege-

ben. Dann heißt die Menge

⊕

i∈I

Gi = {(gi)i∈I : alle bis auf endlich viele gi sind gleich 0},

zusammen mit der komponentenweisen Verknüpfung (gi)i∈I + (g′i)i∈I = (gi + g′i)i∈I

die direkte Summe der Gruppen Gi, i ∈ I .

Ist I eine endliche Menge, so stimmt die direkte Summe
⊕

i∈I

Gi mit dem direkten

Produkt
∏

Gi überein.

Definition 3.30 Eine GruppeG, die isomorph ist zu
⊕

i∈I

Z für eine Indexmenge I heißt

freie abelsche Gruppe.

Ist ϕ :
⊕

i∈I

Z
∼
→ G, so sei ei der i-te Einheitsvektor in

⊕

i∈I

Z und gi = ϕ(ei) ∈ G. Dann

hat jedes g ∈ G eine eindeutige Darstellung der Form g =
∑

i∈I

migi, wobei fast alle
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ganzen Zahlenmi Null sind. Das System der Vektoren (gi)i∈I heißt dann auch Basis

der GruppeG. Ist
n
⊕

i=1

Z ≃ G für ein n ∈ N, so heißtG endlich erzeugte freie abelsche

Gruppe. In diesem Fall hat jedes g ∈ G eine eindeutige Darstellung der Form

g =

n
∑

i=1

migi

mitm1, . . . ,mn ∈ Z für die Basis (g1, . . . , gn), wobei gi das Bild des i-ten Einheitsvek-

tors in
n
⊕

i=1

Z ist.

Lemma 3.31 Ist G ≃
n
⊕

i=1

Z eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe und ψ :
⊕

i∈I

Z → G ein weiterer Isomorphismus, so ist I endlich mit #I = n. Jede Basis von G

hat also n Elemente. Wir nennen n = rang(G) den Rang von G.

Beweis : Es sei p eine Primzahl. Dann ist pG = {pg : g ∈ G} eine Untergruppe

von G, also auch ein Normalteiler. Es gilt G/pG ≃
n
⊕

i=I

Z/pZ. Diese Gruppe hat pn

Elemente. Es sei ψ :
⊕

i∈I Z → G ein beliebiger Isomorphismus, und r eine beliebige

natürliche Zahl kleiner oder gleich der Ordnung von I . (Falls I unendlich ist, ist r

also eine beliebige natürliche Zahl). Dann ist
r
⊕

i=1

Z eine Untergruppe von
⊕

i∈1

Z, also ist

r
⊕

i=1

Z/pZ isomorph zu einer Untergruppe von G/pG, woraus pr = #(
r
⊕

i=1

Z/pZ) ≤ pn,

also r ≤ n folgt. Daher gilt#I ≤ n. Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen zeigt

n ≤ #I , also n = #I . �

Proposition 3.32 Es sei G′ eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe und f : G →

G′ ein Epimorphismus abelscher Gruppen. Dann gibt es eine UntergruppeH von G,

so dass f|H : H → G′ ein Isomorphismus ist und so dass die natürliche Abbildung

Φ : H ⊕ Kernf → G

(h, l) 7→ h+ l

ein Isomorphismus ist.

Beweis : Es sei (g′1, . . . , g
′
n) eine Basis der endlich erzeugten freien abelschen Gruppe

G′. Wir wählen für jedes g′i ein gi ∈ Gmit f(gi) = g′i und setzenH = 〈g1, . . . , gn〉 ⊂ G.

Dann ist die Einschränkung

f|H : H → G′
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ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ist h ∈ H in Kern(f|H ), so können wir h

schreiben als h =
n
∑

i=1

kigi mit k1, . . . , kn ∈ Z, da G abelsch ist. Also gilt

0 = f(h) =
n
∑

i=1

kif(gi) =
n
∑

i=1

kig
′
i.

Da (g′i, . . . , g
′
n) eine Basis von G′ ist, folgt k1 = · · · = kn = 0. Daher ist Kern(f|H ) = 0,

und f|H ein Isomorphismus H → G. Nun betrachten wir die Abbildung

Φ : H ⊕ Kernf → G

(h, l) 7→ h+ l.

DaG abelsch ist, ist diese Abbildung ein Homomorphismus. Da Kern(f|H ) = 0 ist, ist

Φ injektiv. Sei g ∈ G. Dann ist f(g) =
n
∑

i=1

kig
′
i für k1, . . . , kn ∈ Z. Also gilt f(g) = f(h)

für das Element h =
n
∑

i=1

kigi ∈ H , woraus (g − h) ∈ Kernf folgt.

Also ist g = Φ(h, g − h). Somit ist Φ surjektiv, also ein Isomorphismus. �

Korollar 3.33 Ist G eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe und H ⊂ G eine

Untergruppe, so ist auchH eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe, und es gilt

rang(H) ≤ rang(G).

Beweis : mit Induktion nach rang(G). Ist rang(G) = 1, so ist G ≃ Z. Da jede Unter-

gruppe von Z von der Form dZ für ein d ∈ Z ist, stimmt die Behauptung

Angenommen, die Behauptung gilt für alle Gruppen vom Rang < rang(G). Dann sei

g1, . . . , gn eine Basis von G. Wir schränken den Homomorphismus

f : G → Z
n
∑

i=1

kigi 7→ k1

auf die Untergruppe H ein. Kern(f|H ) ist eine Untergruppe der freien abelschen

Gruppe 〈g2, . . . , gn〉. Nach Induktionsvoraussetzung ist Kern(f |H ) also eine freie abel-

sche Gruppe vom Rang ≤ n − 1. Bild(f|H ) ist eine Untergruppe von Z, also ei-

ne freie abelsche Gruppe vom Rang 0 oder 1. Wir wenden Proposition 3.32 auf

f|H : H → Bild(f|H ) an und erhalten H ≃ Kern(f|H ) ⊕ H ′, wobei H ′ ⊂ H eine

Untergruppe mit H ′ ≃ Bild(f|H ) ist. Also ist H als direkte Summe einer freien abel-

schen Gruppe vom Rang ≤ n − 1 und einer freien abelschen Gruppe vom Rang ≤ 1

eine freie abelsche Gruppe vom Rang ≤ n. �
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Definition 3.34 Sei G eine abelsche Gruppe

i) Ein g ∈ G heißt Torsionselement, falls g endliche Ordnung hat.

ii) Die Menge Gtors = {g ∈ G : g Torsionselement} heißt Torsionsuntergruppe

von G.

iii) G heißt torsionsfrei, falls Gtors = 0. In einer torsionsfreien abelschen Gruppe

hat also jedes Element 6= 1 unendliche Ordnung.

Man rechnet leicht nach, dass die Teilmenge Gtors ⊂ Gwirklich eine Untergruppe ist.

Satz 3.35 Jede endliche erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe ist frei.

Beweis : Es seiG = 〈g1, . . . , gn〉 6= 0. Wir betrachten alle TeilmengenM ⊂ {g1, . . . , gn}

für die 〈M〉 eine freie abelsche Gruppe ist. Da G torsionsfrei ist, ist jede zyklische

Untergruppe der Form 〈gi〉 nach Satz 3.19 eine freie abelsche Gruppe. Daher gibt es

TeilmengenM ⊂ {g1, . . . , gn}, für die 〈M〉 frei ist, und wir können ein maximalesM

unter ihnen auswählen. Nach Umnummerieren giltM = {g1, . . . , gr} für ein 1 ≤ r ≤

n. Ist r = n, so ist G frei. Angenommen, r < n. Dann ist 〈g1, . . . , gr, gr+1〉 nicht frei,

d.h. es gibt eine Gleichung der Form k1g1+· · ·+krgr+kr+1gr+1 = 0mit k1, . . . , kr+1 ∈

Z, nicht alle ki = 0. Da es eine solche Gleichung in der freien Gruppe 〈g1, . . . , gr〉 nicht

gibt, gilt kr+1 6= 0. Somit ist kr+1gr+1 ∈ 〈g1, . . . , gr〉.

Dasselbe Argument zeigt, dass für alle i ∈ {r + 1, . . . , n} geeignete Vielfache von gi

in 〈g1, . . . , gr〉 liegen. Somit existiert ein k ∈ Nmit

kgr+1, . . . , kgn ∈ 〈g1, . . . , gr〉.

Wir betrachten die Abbildung

ϕ : G → 〈g1, . . . , gr〉

g 7→ kg

Da G torsionsfrei ist, folgt Kernϕ = 0. Daher ist G isomorph zu einer Untergruppe

der freien abelschen Gruppe 〈g1, . . . , gr〉, nach Lemma 3.31 also ebenfalls frei. �

Ist G eine beliebige endlich erzeugte abelsche Gruppe, so ist die Faktorgruppe

G/Gtors torsionsfrei, nach Korollar 3.33 also eine endlich erzeugte freie abelsche

Gruppe.Gtors ist als endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe eine endliche abelsche

Gruppe. Nach Definition 3.30 gilt sogar

G ≃ Gtors ⊕H,

Seite 50



wobei H ⊂ G eine freie abelsche Untergruppe isomorph zu G/Gtors ist.

Um die Struktur einer beliebigen endlich erzeugten abelschen Gruppe zu verstehen,

müssen wir also nur noch die endlichen abelschen Gruppen studieren.

Definition 3.36 Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so heißt die kleinste positive

Zahl e mit eg = 0 für alle g ∈ G der Exponent von G. Ist der Exponent von G eine

Primzahlpotenz pk, so heißt G p-Gruppe. Ist G eine abelsche Gruppe und p eine

Primzahl, so definieren wir

G(p) = {g ∈ G : ord(g) ist eine p-Potenz}.

Offenbar ist G(p) ⊂ G eine Untergruppe.

Satz 3.37 Jede endliche abelsche Gruppe G ist die direkte Summe aller G(p) mit

G(p) 6= {0}.

Beweis : Es sei e der Exponent von G. Offenbar ist G(p) 6= 0 genau dann, wenn p | e

gilt. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach der Anzahl der Primteiler von e.

Ist e eine Primzahlpotenz pk, d.h. G eine p-Gruppe, so gilt G = G(p). Für den In-

duktionsschritt betrachten wir e = mm′ mit natürlichen Zahlen m,m′ > 1 und

ggT(m,m′) = 1. Also existieren r, s ∈ Zmit

1 = rm+ sm′.

Es sei nun Gm = {g ∈ G : mg = 0} und Gm′ = {g ∈ G : m′g = 0}. Gm und

Gm′ sind Untergruppen von G. Der Exponent von Gm teiltm, der Exponent von Gm′

teilt m′ (Übungsaufgabe 1, Blatt 9), also haben beide weniger Primteiler als e. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt daher

Gm =
⊕

p|m

Gm(p) und Gm′ =
⊕

p|m′

Gm′(p).

Ferner ist Gm(p) = G(p) für alle p|m und Gm′(p) = G(p) für alle p|m′, da m und m′

teilerfremd sind. Unsere Behauptung folgt also, wenn wir zeigen können, dass die

Abbildung

ϕ : Gm ⊕Gm′ → G

(h, h′) 7→ h+ h′

ein Isomorphismus ist. Da G abelsch ist, ist ϕ ein Homomorphismus. Ist h + h′ = 0,

so ist h = −h′ ∈ Gm ∩Gm′ . Daher folgt ord(h)|m und ord(h′)|m′, also ord(h) = 1, da

m undm′ teilerfremd sind. Also gilt h = 0 und daher h′ = 0, d.h. ϕ ist injektiv.
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Ist g ∈ G ein beliebiges Element, so gilt g = 1g = rmg + sm′g. Aus e = mm′ ergibt

sich 0 = e(rg) = mm′rg, also rmg ∈ Gm′ . Analog schließt man sm′g ∈ Gm. Somit ist

ϕ surjektiv, also ein Isomorphismus. �

Um die Struktur einer endlichen abelschen Gruppe G zu verstehen, müssen wir also

nur die Struktur der endlichen abelschen p-Gruppen G(p) verstehen. Das leistet der

folgende Satz.

Satz 3.38 Jede endliche abelsche p-GruppeG 6= 0 ist isomorph zu einer direkten Sum-

me zyklischer p-Gruppen, d.h. es gilt

G ≃ Z/pr1Z ⊕ · · · ⊕ Z/prsZ

mit r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rs ≥ 1.

Die Folge (r1 . . . , rs) ist eindeutig bestimmt.

Beweis : Es sei G 6= 0 eine endliche abelsche p-Gruppe.

i) Zunächst halten wir folgende Beobachtung fest: Ist 0 6= a ∈ G und pka 6= 0 ein

Element der Ordnung pm, so gilt ord(a) = pk+m. DaG eine p-Gruppe ist, ist die

Ordnung von a eine p-Potenz, d.h. ord(a) = pn. Aus pna = 0 folgt n ≥ k, da

pka 6= 0 ist. Also ist pn−kpka = 0, worausm ≤ n− k, alsom+ k ≤ n folgt. Somit

ist pm+k ≤ ord(a). Da pk+ma = 0 ist, gilt sogar Gleichheit.

ii) Wir beweisen die Behauptung mit Induktion nach ord(G). Da G 6= 0 ist, gibt

es ein Element a ∈ G, dessen Ordnung eine echte Primzahlpotenz ist. Also gilt

p | ord(G). Ist ord(G) = p, so ist G nach Korollar 3.23 zyklisch, d.h.G ≃ Z/pZ.

Wir können also annehmen, dass jede p-Gruppe der Ordnung < ord(G) direkte

Summe zyklischer p-Gruppen ist.

Es sei a1 ∈ G ein Element maximaler Ordnung und G1 = 〈a1〉 ⊂ G die von a1

erzeugte zyklische Untergruppe von G mit pr1 = ord(G1). Ist G = G1, so sind

wir fertig. Ansonsten betrachten wir die p-Gruppe G/G1. Nach Induktionsvor-

aussetzung gilt

G/G1 ≃ Z/pr2Z ⊕ · · · ⊕ Z/prsZ

mit r2 ≥ · · · ≥ rs ≥ 1.

Für alle 2 ≤ i ≤ s sei ci ∈ G/G1 das Element, das dem (i−1)-ten Einheitsvektor

auf der rechten Seite entspricht. Dann ist ord(ci) = pri . Wir bezeichnen die

Quotientenabbildung G→ G/G1 mit a 7→ a und zeigen zunächst:
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iii) Ist c ∈ G/G1 ein Element der Ordnung pr, so existiert ein b ∈ Gmit ord(a) = pr

und b = c.

Das zeigen wir folgendermaßen: Es sei b′ ∈ G ein beliebiges Element mit b
′
= c.

Dann ist prb
′

= 0, d.h. prb′ ∈ G1 = 〈a1〉, also gilt p
rb′ = na1 für ein n ≥ 0.

Wir schreiben n = pkm mit ggT(p,m) = 1. Dann ist auch ma1 ein Erzeuger

von G1, d.h. ord(ma1) = ordG1 = pr1 . Wir können n um Potenzen von pr1

abändern, ohne die Gleichung prb′ = na1 = pkma1 zu zerstören. Also gilt ohne

Einschränkung k < r1.

Aus ord(ma1) = pr1 folgt ord(prb′) = ord(pkma1) = pr1−k. Daher hat mit i)

das Element b′ die Ordnung pr+r1−k. Da a1 so gewählt wurde, dass ord(a1)

maximal ist, folgt r + r1 − k ≤ r1, also r ≤ k. Daher gilt

prb′ = pkma1 = pr(pk−rma1) = pra′

für a′ = pk−rma1 ∈ G1. Das Element b = b′ − a′ ∈ G erfüllt b = b
′

= c und

ord(b) | pr. Da andererseits ord(b) ein Teiler von ord(b) = ord(c), also ein Teiler

von pr ist, folgt ord(b) = pr.

iv) Nun fahren wir in der Induktion fort. Wir wählen Urbilder a2, . . . , as in G von

c2, . . . , cs in G/G1 der Ordnungen pr2 , . . . , prs und betrachten den Gruppenho-

momorphismus:

Φ : 〈a1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈as〉 → G

(b1, . . . , bs) 7→ b1 + · · · + bs.

Ist (b1, . . . , bs) ∈ KernΦ, so gilt

bi = miai fürm1, . . . ,ms ∈ Zmitmi < pri

und

m1a1 + · · · +msas = 0 in G.

Also folgt nach Übergang zu G/G1.

m2a2 + · · · +msas = 0.

DaG/G1 ≃ Z/pr2Z⊕· · ·⊕Z/prsZ ist, folgtm2 = · · · = ms = 0. Daher istm1a1 =

0, also auch m1 = 0. Somit ist Φ injektiv. Ist b ∈ G ein beliebiges Element, so

schreiben wir b ∈ G/G1 als

b = m2a2 + · · · +msas
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mit m2, . . . ,mn ∈ Z. Daher ist b −m2a2 − · · · −msas ∈ G1, d.h. von der Form

m1a1. Somit folgt

b = m1a1 + · · · +msas,

d.h. Φ ist surjektiv, also ein Isomorphismus.

Somit haben wir gezeigt, dass G direkte Summe zyklischer p-Gruppen ist.

v) Wir müssen noch die Eindeutigkeit von (r1, . . . , rs) nachweisen.

Angenommen, G ≃ Z/pr1Z ⊕ · · · ⊕ Z/prsZ für r1 ≥ · · · ≥ rs und G ≃ Z/pk1Z ⊕

· · · ⊕ pktZ für k1 ≥ · · · ≥ kt.

Wir argumentieren mit Induktion nach ord(G). Ist ord(G) = p, so ist G ≃ Z/pZ

die einzig mögliche Zerlegung von G in zyklische Gruppen. Im allgemeinen

Fall betrachtenwir pG. Es gilt pG ≃ Z/pr1−1⊕· · ·⊕Z/pri−1Z und pG ≃ Zpk1Z⊕

· · · ⊕ Z/pkj−1Z, wobei i ≤ r und j ≤ s so gewählt sind, dass ri > 1 und ri+1 =

· · · = rs = 1 bzw. kj > 1 und kj+1 = · · · = kt = 1 gilt, denn die Faktoren der

Form Z/pZ verschwinden ja in pG.

Nach Induktionsvoraussetzung ist

(r1 − 1), . . . , ri − 1) = (k1 − 1, . . . , kj − 1),

also i = j und r1 = k1, . . . , ri = ki.

Nun hat Gmit Hilfe der ersten Zerlegung pr1+···+rs , mit Hilfe der zweiten Zer-

legung pk1+···+kt viele Elemente. Daher ist ps−i = pri+1+···+rs = pki+1+···+kt =

pt−i, woraus s = t und somit ri+1 = ki+1 = 1, . . . , rs = ss = 1 folgt.

�

Korollar 3.39 Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer direk-

ten Summe der Form
⊕

p| ord(G)

(Z/pr1(p)Z ⊕ · · · ⊕ Z/prsp (p)Z) ⊕
r
⊕

i=1

Zmit r1(p) ≥ · · · ≥

rsp(p) ≥ 1 und r ≥ 0.

4 Exkurs: Anwendungen in der Kryptographie

Wir wollen nun das RSA-Verfahren zum Verschlüsseln von Nachrichten kennen

lernen. Klassische (sogenannte symmetrische) Verschlüsselungsverfahren beruhen

darauf, dass Sender und Empfänger einen gemeinsamen geheimen Schlüssel besit-

zen, der zum Ver- und Entschlüsseln dient. Im einfachsten Fall könnte so ein ge-

heimer Schlüssel etwa in einer Vorschrift zum Permutieren des Alphabetes beste-

hen. Bei solchen symmetrischen Verfahren ist ein großes Problem die Vereinbarung
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des geheimen Schlüssels zwischen Sender und Empfänger. Bei diplomatischen Ver-

schlüsselungsproblemen mag dieses Problem noch in den Griff zu bekommen sein.

In der heutigen Informationsgesellschaft möchte aber eine Vielzahl von Individu-

en Online-banking betreiben, über sichere Internetverbindungen einkaufen und viel-

leicht sogar mit einer digitalen Signatur unterschreiben.

Wie ist es dabei möglich, über einen abhörbaren Kanal verschlüsselte Nach-

richten zu senden, ohne vorher über einen sicheren Kanal einen geheimen

Schlüssel auszutauschen? Die Antwort darauf geben die sogenannte
”
Public Key“-

Verschlüsselungsverfahren. Hier hat jeder Nutzer zwei Schlüssel, einen geheimen,

den er selbst erzeugt und nicht weitergibt, und einen öffentlichen, den er allgemein

zugänglich macht. Zum Verschlüsseln benutzt man den öffentlichen Schüssel, zum

Entschlüsseln den privaten. Dazu benötigt man ein geeignetes mathematisches Ver-

fahren. Ein Beispiel ist das RSA-Verfahren, das von Rivest, Shamir und Adleman ent-

wickelt wurde.

RSA-Verfahren: A (Alice) möchte die geheime Nachricht m, auch Klartext genannt,

an B (Bob) schicken.

Vorbereitung:B wählt zwei (große) Primzahlen p und q und berechnet

n = pq und ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).

Ferner wählt B eine Zahl emit

ggT (e, ϕ(n)) = 1

und berechnet (etwa mit dem euklidischen Algorithmus) ein Inverses von e in

(Z/ϕ(n)Z)×, d.h eine Zahl dmit de ≡ 1mod ϕ(n).

Es gibt zwei Schlüssel:

1) Bs privater Schlüssel d (der bleibt geheim)

2) Bs öffentlicher Schlüssel (n, e) (den soll jeder wissen).

Wir nehmen an, der Klartextm ist eine Zahl zwischen 1 und n.

• A schaut Bs öffentlichen Schlüssel (n, e) nach.

• A berechnetme + nZ ∈ Z/nZ (den Schlüsseltext) und schickt diese Zahl an B.

• B benutzt seinen privaten Schlüssel d, um (me)d + nZ ∈ Z/nZ zu berechnen.
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Wieso funktioniert dieses Verfahren? Um das zu verstehen, brauchen wir folgenden

Satz:

Satz 4.1 Ist n = pq mit verschiedenen Primzahlen p und q und m ∈ Z, so gilt

mϕ(n)+1 ≡ mmod n.

Beweis : Gilt p ∤ m, so istm+ pZ ∈ (Z/pZ)×. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt

also mp−1 ≡ 1mod p, also auch mϕ(n) = m(p−1)(q−1) ≡ 1mod p, woraus mϕ(n)+1 ≡

mmod p folgt. Gilt p | m, so ist mϕ(n)+1 ≡ m ≡ 0mod p.

Genauso zeigt manmϕ(n)+1 ≡ mmod q. Da p und q teilerfremd sind mit n = pq, folgt

aus

mϕ(n)+1 ≡ mmod p undmϕ(n)+1 ≡ mmod q

die Kongruenzmϕ(n)+1 ≡ mmodn. �

Aus Satz 4.1 folgt, dass Bob mit (me)d = med ≡ mϕ(n)+1 ≡ mmod n wirklich die

Nachrichtm berechnet hat.

Wie sicher ist das RSA-Verfahren? Wir nehmen an, dass E (Eva) den Schlüsseltext

me mod n, den Alice an Bob geschickt hat, abgehört hat. Außerdem kennt Eva

natürlich Bobs öffentlichen Schlüssel (n, e). Kann Eva aus diesen Daten die Zerlegung

n = pq in Primfaktoren berechnen (d.h. das Faktorisierungsproplem für n lösen), so

kann sie ϕ(n) berechnen und damit das Inverse d von e in (Z/nZ)×. Dann erhält E

ausme den Klartextm ≡ (me)d modn zurück.

Interessanterweise ist es genauso schwierig, Bs privaten Schlüssel d aus (n, e) zu be-

rechnen wie n in Primfaktoren zu zerlegen. Um das zu zeigen, setzen wir

s = max{k ∈ N : 2k | ed− 1}.

und

m =
ed− 1

2s
.

Ist dann a eine ganze Zahl mit ggT(a, n) = 1, so gilt aϕ(n) = aed−1 ≡ 1mod n. Also

ist (am)2
s

= aed−1 ≡ 1 mod n, d.h. die Ordnung von am + nZ teilt 2s.

Lemma 4.2 Sei a ∈ Z mit ggT(a, n) = 1. Wenn die Ordnungen von am + pZ und

am + qZ verschieden sind, dann ist

1 < ggT(a2tm − 1, n) < n

für ein t ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1}.
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Beweis :Wir haben oben gesehen, dass ord(am + nZ) die Zahl 2s teilt. Also gilt dies

auch für ord(am+pZ) und ord(am+qZ). Angenommen, ord(am+qZ) > ord(am+pZ).

Es gilt ord(am + pZ) = 2t für ein t mit 0 ≤ t ≤ s − 1. Dann gilt a2tm 6≡ 1mod q, aber

a2tm ≡ 1mod p, also ggT(a2tm − 1, n) = p. Den Fall ord(am + pZ) > ord(am + qZ)

zeigt man analog. �

Um n zu faktorisieren, gehen wir nun folgendermaßen vor:

• Wir wählen ein a ∈ {1, . . . , n − 1} und berechnen g = ggT(a, n). Ist g > 1, so

haben wir n bereits faktorisiert.

• Ist g = 1, so berechnen wir h = ggT(a2tm − 1, n) für t = s − 1, . . . , 0. Ist h > 1,

so sind wir wieder fertig.

• Ist h = 1, so wählen wir ein neues a ∈ {1, . . . , n − 1} und wiederholen das

Verfahren.

Dieses Verfahren ist erfolgreich, da das folgende Resultat zeigt, dass die Wahrschein-

lichkeit dafür, nach r Iterationen einen Primfaktor zu finden, größer als 1 − 1
2r ist:

Satz 4.3 In der Menge {1, . . . , n− 1} gibt es mindestens (p−1)(q−1)
2 -viele Zahlen amit

ggT(a, n) = 1, für die ord(am + pZ) 6= ord(am + qZ) ist.

Also ist die Erfolgswahrscheinlichkeit des oben beschriebenen Verfahrens in jeder

Iteration mindestens 1
2 .

Beweis : Ein Beweis findet sich in J. Buchmann: Einführung in die Kryptographie,

§ 7.2.4. �

Somit ist die Berechnung des privaten Schlüssels dmathematisch genauso aufwändig

wie die Zerlegung von n in seine Primfaktoren. Dieses Faktorisierungsproblem ist ein

intensiv studiertes mathematisches Problem.

Es ist allerdings nicht bekannt, ob es nicht eine Möglichkeit gibt, den Klartext m aus

dem Chiffretextme +nZ zu berechnen, ohne erst den privaten Schlüssel d zu bestim-

men.
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5 Sylows ätze

Wir wiederholen zunächst einige Begriffe zur Operation von Gruppen auf Mengen.

Hier schreiben wir die Gruppen wieder multiplikativ.

Definition 5.1 Es sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Abbildung

G×X → X

(g, x) 7→ gx

heißt Operation von G aufX , falls

i) 1x = x für alle x ∈ X und

ii) (gh)x = g(hx) für alle g, h ∈ G und x ∈ X

gilt.

Beispiel:

1) Die Abbildung

B2 × R2 → R2

(β, x) 7→ βx

ist eine Operation der euklidischen Bewegungsgruppe B2 auf R2.

2) G operiert auf sich selbst durch Konjugation:

G×G → G

(g, h) 7→ ghg−1.

Ist G abelsch, so ist dies die triviale Operation (g, h) 7→ h.

Operiert G auf der Menge X , so definieren wir für jedes x ∈ X die Bahn von x als

Bx = {y ∈ X : es gibt ein g ∈ Gmit gx = y}

Manchmal liest man auch die Bezeichnung Gx statt Bx, das verwechselt man

allerdings leicht mit dem Stabilisator Gx (s.u.). Die Bahn Bx ist gerade die

Äquivalenzklasse von x bezüglich der Äquivalenzrelation y ∼ z ⇔ gy = z für ein

g ∈ G.
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Lemma 5.2

i) Zwei Bahnen Bx und By sind entweder disjunkt oder gleich.

ii) X ist disjunkte Vereinigung von Bahnen.

Beweis : Das folgt aus der Tatsache, dass die Bahnen Äquivalenzklassen sind. Man

kann es natürlich auch direkt beweisen:

i) Ist z ∈ Bx ∩By , so ist z = gx = hy für g, h ∈ G. Also ist x = g−1hy ∈ By, woraus

Bx = By folgt.

ii) Jedes Element x ∈ X ist in der Bahn Bx, also folgt die Behauptung mit i).

�

Die GruppeG operiert aufX , indem sie auf jeder Bahn getrennt operiert. Ein Element

g ∈ G permutiert also die Elemente jeder Bahn und transportiert kein Element einer

Bahn in eine andere Bahn.

Besteht X nur aus einer einzigen Bahn, so sagt man, G operiert transitiv auf X . Das

bedeutet, dass es für beliebige x, y ∈ X ein g ∈ Gmit gx = y gibt.

Definition 5.3 Der Stabilisator (auch Standuntergruppe oder Isotropiegruppe) eines

Elementes x ∈ X ist definiert als

Gx = {g ∈ G : gx = x}.

Man prüft leicht nach, dass Gx eine Untergruppe von G ist. Definitionsgemäß ist

gx = hx genau dann, wenn g−1h ∈ Gx ist.

Beispiel: Betrachten wir die Operation von B2 auf R2, so ist der Stabilisator der 0

gerade die Untergruppe der linearen Isometrien.

Lemma 5.4 Es sei G × X → X eine Operation von G auf der Menge X . Für jedes

x ∈ X induziert die Abbildung

G → X

g 7→ gx

eine Bijektion ϕx : G/Gx → Bx, wobei G/Gx die Menge der Linksnebenklassen be-

zeichnet. Ist Bx endlich, so folgt ord(Bx) = (G : Gx), wobei ord Bx die Anzahl der

Elemente in der Menge Bx bezeichnet.
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Beweis : Es gilt

ϕx(g) = ϕx(h) ⇔ gx = hx⇔ h−1gx = x⇔ h−1g ∈ Gx ⇔ gGx = hGx

Also ist ϕx wohldefiniert und injektiv. Ist y ein beliebiges Element in Bx, so gilt y =

gx = ϕx(g) für ein g ∈ G. Also ist ϕx auch surjektiv. �

Es seiX eine endliche Menge, auf derG operiert. Wir nennen x1, . . . , xr ein Vertreter-

system der Bahnen vonX , fallsX die disjunkte Vereinigung der BahnenBx1
, . . . , Bxr

ist.

Beispiel: Wir betrachten die natürliche Operation von GL2(F2) auf F2
2 =

{
(

0
0

)

,
(

1
0

)

,
(

0
1

)

,
(

1
1

)

}. Die Bahnen sind {
(

0
0

)

} und {
(

1
0

)

,
(

0
1

)

,
(

1
1

)

}. Also ist
(

0
0

)

,
(

1
0

)

oder auch
(

0
0

)

,
(

1
1

)

ein Vertretersystem der Bahnen.

Satz 5.5 (Bahnengleichung) Es sei X eine endliche Menge, auf der G operiert, und

x1, . . . , xr ein Vertretersystem der Bahnen. Dann gilt

ord(X) =

r
∑

i=1

ord(Bxi) =

r
∑

i=1

(G : Gxi).

Beweis : X ist die disjunkte Vereinigung von Bx1
, . . . , Bxr . Also gilt die erste Glei-

chung. Die zweite Gleichung folgt aus Lemma 5.4. �

Beispiel: Im Falle der Operation von GL2(F2) auf F2
2 gilt für das Vertretersystem

(

0
0

)

,
(

1
0

)

:

G(0

0)
= GL2(F2) und G(1

0)
=

{(

1 0

0 1

)

,

(

1 1

0 1

)}

.

Da GL2(F2) sechs Elemente hat, stimmt die Formel aus Satz 5.5.

Nun wollen wir die Bahnengleichung auf die Operation von G auf sich selbst durch

Konjugation anwenden.

Definition 5.6 Es sei G eine Gruppe und S ⊂ G eine beliebige Teilmenge.

i) ZS = {g ∈ G : gsg−1 = s für alle s ∈ S} heißt Zentralisator von S.

ii) NS = {g ∈ G : gSg−1 = S} heißt Normalisator von S.

ZS und NS sind Untergruppen von G. Das Zentrum Z(G) von G ist gerade der Zen-

tralisator der Teilmenge G.
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Beispiel:Wir betrachten die Konjugationsoperationen von

GL2(F2) =

{(

1 0

0 1

)

,

(

1 1

0 1

)

,

(

0 1

1 0

)

,

(

1 0

1 1

)

,

(

0 1

1 1

)

,

(

1 1

1 0

)}

auf sich selbst. Es ist

Z(G) =

{(

1 0

0 1

)}

und

Z
{(

0

1

1

0 )}
=

{(

1 0

0 1

)

,

(

0 1

1 0

)}

sowie

Z
{(

0

1

1

1 )}
=

{(

1 0

0 1

)

,

(

1 1

1 0

)

,

(

0 1

1 1

)}

Satz 5.7 (Klassengleichung) Es sei G eine endliche Gruppe und x1, . . . , xr ein Ver-

tretersystem der Bahnen von G \ Z(G) unter der Konjugationsoperation.

Dann gilt

ord(G) = ord(Z(G)) +

r
∑

i=1

(G : Z{xi})

Beweis : Für jedes z ∈ Z(G) gilt gzg−1 = z für alle g ∈ G, also ist die Bahn von z

unter der Konjugationsoperation einfach {z}.

Daher operiert G auch auf dem Komplement G \ Z(G) durch Konjugation:

G× (G \ Z(G)) → G \ Z(G)

(g, h) 7→ ghg−1

Die Bahnen dieser Operation sind nach Voraussetzung Bxi , . . . , Bxr . Der Stabilisator

von xi ist

Gxi = {g ∈ G : gxig
−1 = xi}

= Z{xi}.

Also folgt die Behauptung aus der Bahnengleichung Satz 5.5. �

Beispiel: Für G = GL2(F2) ist

(

0 1

1 0

)

,

(

0 1

1 1

)

ein Vertretersystem der Bahnen von

G \ Z(G) = G \

{(

1 0

0 1

)}

. Also stimmt die Klassengleichung hier nach den obigen

Berechnungen.
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Definition 5.8 Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl,

i) G heißt p-Gruppe, falls ord(G) eine p-Potenz pk, k ≥ 0, ist.

ii) Eine Untergruppe H ⊂ G heißt p-Sylowgruppe, wenn H eine p-Gruppe ist, für

die p ∤ (G : H) gilt.

Eine p-Sylowgruppe ist also eine maximale p-Untergruppe vonG. Falls p ∤ ord(G), so

ist {1} eine p-Sylowgruppe von G.

In Satz 3.24 haben wir eine p-Gruppe G über die Eigenschaft, dass der Exponent von

G eine p-Potenz ist, definiert. Für abelsche Gruppen wissen wir schon, dass beide

Begriffe übereinstimmen. Für beliebige Gruppen werden wir das später sehen.

Beispiel:

i) Die Untergruppe

{(

1 0

0 1

)

,

(

0 1

1 0

)}

ist eine 2-Sylowgruppe in GL2(F2). Je-

des Element der Ordnung 2 in GL2(F2) liefert eine 2-Sylowgruppe. Es gibt also

drei 2-Sylowgruppen in GL2(F2). Jede 3-Sylowgruppe in GL2(F2) hat die Ord-

nung 3, von diesen gibt es also nur eine, nämlich

{(

1 0

0 1

)

,

(

1 1

1 0

)

,

(

0 1

1 1

)}

ii) In einer endlichen abelschen Gruppe G gibt es nach Satz 3.37 für jedes p genau

eine p-Sylowgruppe.

Satz 5.9 Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung pk für ein k ≥ 1. Dann

gilt p | ord(Z(G)), insbesondere ist Z(G) 6= {1}.

Beweis :Nach Satz 5.7 gilt

pk = ord(G) = ord(Z(G)) +

r
∑

i=1

(G : Z{xi})

für ein Vertretersystem x1, . . . , xr der Bahnen von G \ Z(G) unter der Konjugations-

operation. Nach dem Satz von Lagrange gilt

(G : Z{xi}) | p
k.

Ferner ist (G : Z{xi}) 6= 1, da sonst Z{xi} = G, also xi ∈ Z(G) gelten würde. Also sind

alle (G : Z{xi}) Vielfache von p, und somit ist ord(Z(G)) ein Vielfaches von p. �
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Das folgende Korollar ist uns für abelsche Gruppen schon bekannt.

Korollar 5.10 Es sei p eine Primzahl undG eine Gruppe der Ordnung pk, k ≥ 1. Dann

gibt es Untergruppen

G = Gk ⊃ Gk−1 ⊃ · · · ⊃ G0 = {1}.

von G, so dass ord(Gl) = pl und Gl−1 ein Normalteiler in Gl ist für alle l ∈ {1, . . . , k}.

Also gibt es für jedes l ∈ {1, . . . , k} eine Untergruppe von G der Ordnung pl, insbe-

sondere existiert ein Element der Ordnung p in G.

Beweis : (mit Induktion nach k) Der Fall k = 1 ist klar. Also sei k > 1. Nach Satz 5.9

ist Z(G) 6= 1, also existiert ein a ∈ Z(G) mit a 6= 1. Aus ord(a) | pk folgt ord(a) = pr

für ein r ≥ 1. Daher gilt ord(apr−1

) = p. Das Element b := apr−1

liegt in Z(G), also ist

〈b〉 ⊂ G ein Normalteiler der Ordnung p.

Die Faktorgruppe G = G/〈b〉 hat somit die Ordnung pk−1. Nach Induktionsvoraus-

setzung gibt es Untergruppen

G = Gk−1 ⊃ Gk−2 ⊃ · · · ⊃ G0 = {1}

mit ord Gl = pl, so dass Gl−1 ⊂ Gl ein Normalteiler ist. Für die Projektion π : G→ G

setzen wir Gl := π−1(Gl−1). Da Gl−1 ≃ Gl/〈b〉 ist, gilt ord (Gl) = p ord(Gl−1) = pl.

Nach Übungsblatt 11 ist Gl−1 ein Normalteiler in Gl. Also haben wir eine Kette

G = Gk ⊃ · · · ⊃ G2 ⊃ G1 = 〈b〉 ⊃ {1}

mit den gewünschten Eigenschaften gefunden. �

Jetzt können wir die Sylowsätze beweisen. Dazu brauchen wir folgendes technisches

Lemma:

Lemma 5.11 Es sei G eine Gruppe der Ordnung n = pkmmit einer Primzahl p. Dann

gilt für die Anzahl s der UntergruppenH von Gmit ord(H) = pk:

s ≡

(

n− 1

pk − 1

)

=
1

m

(

n

pk

)

mod p.

Beweis : SeiX die Menge aller pk-elementigen Teilmengen vonG. Dann ist ord(X) =
(

n
pk

)

. Die Abbildung

G×X → X

(g, U) 7→ gU

Seite 63



ist eine Operation vonG aufX . SeiU ∈ X eine pk-elementige Teilmenge vonG. Dann

operiert die Isotropiegruppe

GU = {g ∈ G : gU = U}

auf U . Die Bahnen dieser Operation sind die Mengen {gu : g ∈ GU} für u ∈ U , das

sind also gewisse Rechtsnebenklassen der Untergruppe GU ⊂ G. Daher sind diese

Bahnen paarweise disjunkte Mengen der Ordnung ord(GU ), deren Vereinigung U

ist. Also teilt ord(GU ) die Zahl pk = ord(U), d.h. ord(GU ) = pk′

für ein k′ ≤ k.

Nun betrachten wir wieder die Operation von G auf X . Nach Satz 5.5 gilt für ein

Vertretersystem U1, . . . , Ur der Bahnen

(

n

pk

)

= ord(X) =
r
∑

i=1

ord(BUi) =
r
∑

i=1

(G : GUi)

Ist ord(GUi) = pki , so ist nach dem Satz von Lagrange (G : GUi) = mpk−ki .

Nun sammeln wir alle Vertreter Ui auf, für die ki = k, also ord BUi = (G : GUi) = m

ist, indem wir

I := {i ∈ {1, . . . , r} : ki = k}

setzen. Dann ist

m ord(I) =
∑

i∈I

(G : GUi)

=

(

n

pk

)

−
∑

i6∈I

(G : GUi)

≡

(

n

pk

)

modmp,

da für alle i 6∈ I der Index (G : GUi) ein Vielfaches vonmp ist.

Somit genügt es zu zeigen, dass ord(I) mit der Anzahl aller Untergruppen H der

Ordnung pk übereinstimmt.

Sei H ⊂ G eine solche Untergruppe. Dann ist (G : H) = m. Die Bahn von H unter

der Operation von G aufX ist die Menge BH = {gH : g ∈ G}, sie besteht also genau

aus den Linksnebenklassen von H in G. Somit ist ord(BH) = m. Daher ist BH = BUi

für ein i ∈ I .

Ist BH1
= BH2

für zwei UntergruppenH1, H2 der Ordnung pk, so folgt gH1 = H2 für

ein g ∈ G, also gh = 1 für ein h ∈ H1 und daher g = h−1 ∈ H1. Es folgt alsoH1 = H2.

Die UntergruppenH der Ordnung pk liefern also verschiedene Bahnen der Ordnung

m, daher ist s ≤ ord(I).
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Wir fixieren ein i ∈ I und lassen wie obenGUi auf Ui operieren. Da die Bahnen dieser

Operation alle die Ordnung ord GUi = pk = ord Ui haben, kann es nur eine Bahn

geben. Also ist Ui = GUiui für ein ui ∈ Ui. Daraus folgt

BUi = {gUi : g ∈ G}

= {gGUiui : g ∈ G}

= {g(u−1
i GUiui) : g ∈ G}

= BH

für die UntergruppeH = u−1
i GUiui von G der Ordnung

ord(H) = ord(GUi) =
n

(G : GUi)
= pk.

Daher gilt in der Tat s = ord(I). �

Satz 5.12 (Sylowsätze) Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

i) Zu jeder p-UntergruppeH von G existiert eine p-Sylowgruppe S ⊂ Gmit H ⊂

S. Insbesondere enthält G eine p-Sylowgruppe.

ii) Ist S ⊂ G eine p-Sylowgruppe, so auch gSg−1 für jedes g ∈ G. Umgekehrt sind

je zwei p-Sylowgruppen S1 und S2 konjugiert zueinander, d.h. es gibt ein g ∈ G

mit gS1g
−1 = S2.

iii) Ist sp die Anzahl der p-Sylowgruppen in G, so gilt

sp | G

und

sp ≡ 1mod p.

Beweis :

i) Es sei n = ord(G). Wir schreiben n = mpk mit ggT(m, p) = 1 und k ≥ 0. Dann

sind die p-Sylowgruppen inG genau die Untergruppen von G der Ordnung pk.

Also gilt nach Lemma 5.11

sp ≡

(

n− 1

pk − 1

)

=
1

m

(

n

pk

)

mod p.
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Um diese Restklasse modulo p zu berechnen, wenden wir Lemma 5.11 auf die

zyklische Gruppe Z/nZ an. Diese enthält für jeden Teiler d von Z genau eine

Untergruppe der Ordnung d, nämlich n
d Z/nZ. Also gilt

1 ≡

(

n− 1

pk − 1

)

mod p,

und somit auch sp ≡ 1modp.

Insbesondere ist sp 6= 1, d.h. G enthält eine p-Sylowgruppe S.

Ist H ⊂ G eine beliebige p-Untergruppe, so betrachten wir die natürliche Ope-

ration vonH auf der Menge der Linksnebenklassen G/S

H ×G/S → G/S

(h, gS) 7→ hgS.

Nach der Bahnengleichung Satz 5.5 gilt für ein Vertretersystem x1, . . . , xr der

Bahnen dieser Operation.

ord(G/S) =
r
∑

i=1

ord(Bxi).

Es gilt ord(G/S) = ord(G)/ord(S) = m. Nach Lemma 5.4 ist ord(Bxi) = (H :

Hxi) für den Stabilisator Hxi der Nebenklasse xi. Also ist ord(Bxi) als Teiler

von ord(H) eine p-Potenz. Da p nicht ord(G/S) = m teilt, muss mindestens für

ein xi die Bahn Bxi die Ordnung p
0 = 1 haben. Ist xi die Nebenklasse giS von

S in G, so gilt also hgiS = giS für alle h ∈ H . Somit folgt H ⊂ giSg
−1. Wegen

ord(giSg
−1
i ) = ord (S) = pk ist auch giSg

−1
i eine p-Sylowgruppe von G.

ii) Wir haben gerade gesehen, dass mit S auch gSg−1 eine p-Sylowgruppe ist. Ist

S′ eine weitere p-Sylowgruppe in G, so existiert nach dem Beweis von i), ange-

wandt auf H = S′, ein g ∈ G mit S′ ⊂ gSg−1. Da ord(S′) = pk = ord (gSg−1)

gilt, folgt S′ = gSg−1.

iii) Wir haben im Beweis von i) schon gesehen, dass sp ≡ 1mod p gilt. Sei X die

Menge der p-Sylowgruppen in G. Nach ii) sind je zwei von ihnen konjugiert,

d.h. die Konjugationsoperation G×X → X , (g, S) 7→ gSg−1 hat nur eine Bahn.

Daher gilt nach Lemma 5.4

ord (X) = (G : GS)

für den Stabilisator GS = {g ∈ G : gSg−1 = S} = NS . Somit ist sp = ord(X) =

(G : GS) ein Teiler von ord(G).

�
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Korollar 5.13 (Satz von Cayley)

i) Für jeden Teiler p der Gruppenordnung enthält G ein Element der Ordnung p.

ii) Eine p-Sylowgruppe S von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn S die ein-

zige p-Sylowgruppe ist, d.h. wenn sp = 1 gilt.

Beweis :

i) G enthält nach Satz 5.12 eine p-Sylowgruppe S, diese ist 6= 1, da p die Gruppen-

ordnung teilt. Nach Korollar 5.10 enthält S ein Element der Ordnung p.

ii) S ist ein Normalteiler in G ⇔ gSg−1 = S für alle g ∈ G
5.12ii)
⇔ S ist die einzige

p-Sylowgruppe in G.

�

Korollar 5.14 Ist G eine beliebige endliche Gruppe, so teilt der Exponent von G die

Gruppenordnung. Beide Zahlen haben dieselben Primteiler.

Beweis : Die erste Behauptung haben wir in Blatt 9, Aufgabe 1 gezeigt.

Ist p ein Teiler von ord(G), so gibt es nach Korollar 5.13 ein g ∈ G mit ord(g) = p.

Also teilt p den Exponenten von G. �

Insbesondere stimmen unsere beiden Definitionen von p-Gruppen in Satz 3.24 und

Definition 5.8 überein.

Wir wollen jetzt noch einige Konsequenzen aus den Sylowsätzen 5.12 und dem Satz

über p-Gruppen 5.10 ziehen.

Satz 5.15 Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p2 ist abelsch.

Beweis : Angenommen, G ist eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p2. Dann ist

Z(G) 6= G, nach Satz 5.9 gilt also ord(Z(G)) = p. Ist x ∈ G \ Z(G), so sei Z{x} =

{g : gxg−1 = x} der Zentralisator von x. Dies ist eine Untergruppe von G, die Z(G)

enthält. Da x ∈ Z{x} \Z(G) ist, gilt Z(G) ( Z{x}. Da ordZ{x} ein Teiler von ord(G) =

p2 ist, folgt ordZ{x} = p2, also Z{x} = G. Das bedeutet aber x ∈ Z(G), was ein

Widerspruch ist. Daher ist G abelsch. �

Korollar 5.16 Es seien p und q Primzahlen mit p < q und p ∤ (q − 1). Dann ist jede

Gruppe G der Ordnung pq zyklisch.
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Beweis : Es sei sp die Anzahl der p-Sylowgruppen in G. Dann gilt nach Satz 5.12

sp | pq und sp ≡ 1mod p. Daher gilt p ∤ sp, d.h. sp | q. Wäre sp = q, so folgte

q ≡ 1mod p im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist sp = 1, d.h. es existiert

genau eine p-Sylowgruppe Sp ⊂ G. Nach Korollar 5.13 ii) ist Sp dann ein Normalteiler

in G. Es sei ferner sq die Anzahl der q-Sylowgruppen in G. Nach Satz 5.12 gilt sq | pq

und sq ≡ 1mod q, also wie oben sq | p. Da p < q ist, kann sq nicht gleich p sein,

also folgt sq = 1. Also ist die einzige q-Sylowgruppe Sq ⊂ G ein Normalteiler. Die

Ordnung der Untergruppe Sp ∩ Sq teilt p und q, also folgt Sp ∩ Sq = {1}. Wir zeigen

nun, dass die Abbildung

ϕ : Sp × Sq → G

(a, b) 7→ ab.

ein Isomorphismus ist.

Zunächst müssen wir zeigen, dass ϕ ein Homomorphismus ist. Ist a ∈ Sp und b ∈ Sq ,

so gilt aba−1 ∈ Sq, also (aba−1)b−1 ∈ Sq und bab−1 ∈ Sp, also a(bab−1) ∈ Sp, woraus

aba−1b−1 ∈ Sp ∩Sq = {1} folgt. Daher kommutieren a und b, und es gilt für a, a′ ∈ Sp

und b, b′ ∈ Sq:

ϕ(a, b)ϕ(a′, b′) = aba′b′

= aa′bb′

= ϕ(aa′, bb′).

Somit ist ϕ ein Homomorphismus. Da Kernϕ = Sp ∩ Sq = {1} gilt, ist ϕ injektiv,

und da beide Seiten die Ordnung pq haben, auch surjektiv. Daher ist G isomorph zu

dem Produkt Sp × Sq zweier zyklischer Gruppen teilerfremder Ordnung. Nach dem

chinesischen Restsatz 3.26 ist G dann ebenfalls zyklisch. �

Als Anwendung sieht man, dass jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch ist, vgl. Blatt

8, Aufgabe 3.

In § 3 haben wir die Struktur aller endlichen abelschen Gruppen bestimmt. Jede end-

liche abelsche Gruppe ist Produkt zyklischer Gruppen. Was weiß man über die Struk-

tur beliebiger endlicher Gruppen?

Definition 5.17 Eine Gruppe G heißt einfach, wenn G nur die trivialen Normalteiler

1 und G besitzt.
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Ist G abelsch, so ist G genau dann einfach, wenn G eine zyklische Gruppe von Prim-

zahlordnung ist. Hat eine Gruppe G einen nicht-trivialen Normalteiler N , so sitzt G

in einer exakten Sequenz von Gruppen

0 → N → G→ G/N → 0.

Sukzessive kann man G so durch Gruppen kleinerer Ordnung
”
auflösen“.

Es bleibt das Problem, die Struktur endlicher einfacher Gruppen (bis auf Isomorphie)

zu bestimmen. Das ist das sogenannte
”
Klassifikationsproblem endlicher einfacher

Gruppen“ . Dieses Problemwurde in mehrerenHundert Arbeiten von über 100 Auto-

ren in der Zeit von 1955 - 1983 gelöst. In diesen Beweisen sind immer wieder Lücken

aufgetaucht, so dass einige Experten bezweifeln, dass die Klassifikation vollständig

bewiesen ist.

Klassifikationssatz für endliche einfache Gruppen:

Jede endliche einfache Gruppe ist isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

I) eine (zyklische) Gruppe von Primzahlordnung

II) eine alternierende Gruppe An für n ≥ 5

III) eine Gruppe von Lie Typ

IV) eine von 26 sporadischen Gruppen (die meist nach ihren Entdeckern heißen).

Die alternierende Gruppe An ist definiert als der Kern der Signumabbildung

sgn : Sn → {±|}.

auf der symmetrischen Gruppe Sn. In LAAG I haben wir gesehen, dass sgn(σ) =

detPσ für die Permutationsmatrix Pσ zu σ gilt. An ist also ein Normalteiler in Sn der

Ordnung n!
2 .

Da nach Blatt 11 die einzigen einfachen Gruppen der Ordnung < 60 diejenigen vom

Typ I) im Klassifikationssatz sind, kann man frühestens für n = 5 erwarten, dass die

Gruppe An einfach ist. In der Tat ist die Gruppe A5 der Ordnung
5!
2 = 60 die kleinste

einfache Gruppe, die nicht vom Typ I) ist.

Die Gruppen G von Lie Typ III) lassen sich alle als Untergruppen der Gruppe

GLn(Fp) für einen endlichen Körper Fp beschreiben. Genauer gesagt heißt eine Grup-

pe G von Lie Typ, falls sie von der Form G = G(K) für eine lineare algebraische

Gruppe G ist. Diese Definition können wir hier nicht näher erklären. Beispiele für

endliche einfache Gruppen von Lie Typ sind
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i) PSL(n,Fp) = SL(n,Fp)/Z(SL(n,Fp))mit

SL(n,Fp) = {A ∈ Fn×n
p : detA = 1}

und Zentrum

Z(SL(n,Fp)) =























a 0

. . .

0 a









: a ∈ F×
p , a

n = 1















ii) SO(n,Fp)/Z(SO(n,Fp))mit der speziellen orthogonalen Gruppe

SO(n,Fp) = {A ∈ O(n,Fp) : detA = 1},

wobei die orthogonale Gruppe natürlich

O(n,Fp) = {A ∈ Fn×n
p : AAt = En}

ist. Das Zentrum von Z(SO(n,Fp)) ist

Z(SO(n,Fp)) =























a 0

. . .

0 a









: a2 = 1, an = 1















=







{±En}, falls n gerade

{En}, falls n ungerade

iii) Sp(2n,Fp)/Z(Sp(2n,Fp)) mit der symplektischen Gruppe Sp(2n,Fp), die fol-

gendermaßen definiert ist:

Sp(2n,Fp) = {A ∈ GL(2n,Fp) : AtJA = J}

für die 2n× 2n-Matrix

J =

(

0 En

−En 0

)

Man kann zeigen, dass Sp(2n,Fp) ⊂ SL(2n,Fp) gilt. Das Zentrum der symplek-

tischen Gruppe ist

Z(Sp(2n,Fp)) = Sp(2n,Fp) ∩























a 0

. . .

0 a









: a2n = 1















= {±En}
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Die symplektische Gruppe

Sp(2n,K) = {A ∈ GL(2n,K) : AtJA = J}

lässt sich über jedem Körper K definieren.

Die Matrix J ist die Koordinatenmatrix der folgenden Bilinearform β bezüglich der

kanonischen Basis e1, . . . , en, en+1, . . . , e2n:

β(ei, ej) =















1, j = i+ n

−1, j = i− n

0, sonst.

Es gilt also β(ei, ei+n) = 1 = −β(ei+n, ei) für i = 1, . . . , n. Die Form β ist schiefsym-

metrisch und nicht-ausgeartet.

Ist A ∈ GL(2n,K) eine invertierbare Matrix, so ist die Matrix AtJA schiefsymme-

trisch. Auf diese Weise operiert GL(2n,K) auf der Menge der schiefsymmetrischen

Matrizen in K2n×2n. Die Gruppe Sp(2n,K) ist der Stabilisator der Matrix J unter

dieser Operation.

Außer diesen drei
”
klassischen“ Gruppen I) - III) von Lie Typ gibt es noch einige

sogenannte exzeptionelle Gruppen von Lie Typ.

Die Gruppen von Typ I), II), III) tauchen alle in
”
Reihen“ auf, sie lassen sich alle als

Automorphismengruppe einer recht natürlichen mathematischen Struktur beschrei-

ben. Die sporadischen Gruppen (Typ IV) sind Ausnahmeerscheinungen. Die klein-

ste sporadische Gruppe ist die sogenannte Matthieu-Gruppe der Ordnung 7920. Die

größte sporadische Gruppe heißt Monstergruppe, sie hat etwa 1053 Elemente.

6 Die Gruppe SU (2 C)

Wir wollen jetzt einige geometrische Eigenschaften der speziellen unitären Gruppe

SU(2,C) beschreiben. Dabei besteht SU(2, C) aus den Matrizen der unitären Gruppe

U(2,C), die Determinante 1 haben, d.h.

SU(2,C) = {A ∈ C2×2 : A∗A = En, detA = 1}

mit A∗ = A
t
.

Ist A =

(

a b

c d

)

∈ SU(2,C), so gilt nach der Cramer’schen Regel für die Matrixversi-

on

A−1 =
1

detA

(

d −b

−c a

)

=

(

d −b

−c a

)

,
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aus A∗ = A−1 folgt also
(

a c

b d

)

=

(

d −b

−c a

)

,

d.h. a = d und b = −c.

Also gilt A =

(

a b

−b a

)

. Die Bedingung det A =1 liefert außerdem die Gleichung

|a|2 + |b|2 = 1.

Umgekehrt liefert jedes Paar (a, b) komplexer Zahlen mit |a|2 + |b|2 = 1 eine Matrix
(

a b

−b a

)

∈ SU(2,C). Also gilt

SU(2,C) =

{(

a b

−b a

)

: a, b ∈ Cmit |a|2 + |b|2 = 1

}

.

Wir haben also
”
zwei Freiheitsgrade“, nämlich die komplexen Zahlen a und b. In der

Tat gibt es einen Begriff von Dimension für klassische Gruppen wie die SU(2,C), der

in diesem Fall auch die komplexe Dimension 2 liefert.

Zerlegen wir a und b in Real- und Imaginärteil, also

a = x1 + ix2 und b = x3 + ix4,

so übersetzt sich die Gleichung |a|2 + |b|2 = 1 in x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1.

Also ist die Abbildung

θ : S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1} → SU(2,C),

gegeben durch

(x1, x2, x3, x4) 7→

(

x1 + ix2 x3 + ix4

−x3 + ix4 x1 − ix2

)

,

eine Bijektion.

Die Menge S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 +x2

2+x2
3+x2

4 = 1}wird die Einheitssphäre

in R4 oder auch 3-Sphäre genannt. S3 ist eine Verallgemeinerung des Einheitskreises

S1 = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = 1}

im R2 und der Einheitskugel

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}
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im R3.

Die 3-Sphäre S3 erbt als Teilmenge des R4 eine Topologie. Die Gruppe SU(2,C) erbt

als Teilmenge der C2×2 ebenfalls eine Topologie. Offenbar ist sowohl θ als auch die

Umkehrabbildung θ−1 stetig. Eine stetige bijektive Abbildung, deren Umkehrabbil-

dung ebenfalls stetig ist, heißt Homöomorphismus. Somit ist SU(2,C) homöomorph

zur Einheitssphäre in R4.

Es ist bemerkenswert, dass die 3-SphäreS3 über den Isomorphismus θ eine Gruppen-

struktur erbt. Auf der 2-Sphäre lässt sich nämlich keine Gruppenstruktur mit stetiger

Gruppenverknüpfung definieren.

Wir werden ab jetzt einfach SU(2,C) vermöge derAbbildung θmit der 3-Sphäre iden-

tifizieren. Nun wollen wir die Breitenkreise und die Meridiane auf SU(2,C) beschrei-

ben. Der Punkt (1, 0, 0, 0)heißtNordpol derS3, er entspricht derMatrixE ∈ SU(2,C).

Der Punkt (-1,0,0,0) heißt Südpol der S3, er entspricht der Matrix −E ∈ SU(2,C).

Definition 6.1 Ist c ∈ R eine Zahl mit −1 < c < 1, so heißt

Bc = {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x1 = c}

= {(c, x2, x3, x4) : x2
2 + x2

3 + x2
4 + c2 = 1}

Breitengrad auf S3 zu c. Der Breitengrad Bc entspricht der Teilmenge

θ(Bc) =

{(

c+ ix2 x3 + ix4

−x3 + ix4 c− ix2

)}

von SU(2,C). Diese bezeichnen wir als Breitengrad zu c auf SU(2,C).

Satz 6.2

i) Der Breitengrad zu c auf SU(2,C) lässt sich beschreiben als

θ(Bc) = {A ∈ SU(2,C) : SpurA = 2c}

ii) Die Bahnen der Operation von SU(2,C) auf sich durch Konjugation sind gerade

die einelementigen Mengen {E}, {−E} sowie alle Breitengrade θ(Bc) für −1 <

c < 1.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 6.3 Sei A ∈ SU(2,C) eine Matrix mit den Eigenwerten λ und µ. Dann ist

µ = λ und A ist in SU(2,C) konjugiert zu der Matrix

(

λ 0

0 λ

)

.
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Beweis : Für A =

(

a b

−b a

)

∈ SU(2,C) gilt

χA(X) = det(XE2 −A) = det(

(

X − a −b

b X − a

)

= X2 − (a+ a)X + |a|2 + |b|2 = X2 − 2(Re(a))X + 1.

Also ist SpurA = 2Re(a).

Da A unitär ist, gibt es nach dem Spektralsatz für normale Matrizen ein P ∈ U(2,C)

mit

PAP ∗ =

(

λ 0

0 µ

)

oder PAP ∗ =

(

µ 0

0 λ

)

.

Nun ist Spur (A) = Spur(PAP−1) = λ+ µ, woraus λ+ µ ∈ R folgt. Also ist Im(µ) =

−Im(λ). Da mit A auch PAP ∗ unitär ist, gilt ferner |µ|2 = |λ|2 = 1 und 1 = detA =

λµ. Daraus folgt λ = µ.

Es bleibt zu zeigen, dass wir einQ ∈ SU(2,C) finden, für dasQAQ−1 =

(

λ 0

0 λ

)

gilt.

Wir setzen δ = detP . Aus P ∗P = 1 folgt detP ∗detP = δδ = |δ|2 = 1. Es sei ε ∈ C eine

Zahl mit ε2 = δ. Dann ist auch |ε|2 = 1. Die Matrix Q = ε−1P liegt also in SU(2,C).

Sie erfüllt wegen |ε−1|2 = 1 die Gleichung

QAQ∗ = ε−1PAP ∗ε−1

=

(

λ 0

0 λ

)

oder

(

λ 0

0 λ

)

.

Im zweiten Fall konjugieren wir QAQ∗ noch mit der Matrix

(

0 1

−1 0

)

∈ SU(2,C),

das vertauscht die Reihenfolge der Eigenwerte auf der Diagonalen. �

Jetzt können wir Satz 6.2 zeigen.

Beweis : (von Satz 6.2)

i) Wir zeigen

θ(Bc) = {A ∈ SU(2,C) : SpurA = 2c}.

Ist A ∈ θ(Bc), so gilt A =

(

c+ ix2 x3 + ix4

x3 + ix4 c− ix2

)

, also ist Spur(A) = 2c.

Ist umgekehrt A ∈ SU(2,C) eine Matrix mit Spur(A) = 2c, so schreiben wir

A =

(

x1 + ix2 x3 + ix4

−x3 + ix4 x1 − ix2

)

= θ(x1, x2, x3, x4)
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und erhalten 2c = SpurA = 2x1, also c = x1. Somit liegt A in θ(Bc).

ii) Offenbar liegen E und −E im Zentrum von SU(2,C), die zugehörigen Bahnen

unter der Konjugationsoperation sind also die Mengen {E}, {−E}.

Es sei A ∈ SU(2,C) eine Matrix ungleich ±E. Dann ist A = θ(x1, x2, x3, x4) für

einen Punkt (x1, x2, x3, x4) ∈ S3 mit x1 6= ±1. Liegt A′ ∈ SU(2,C) in derselben

Konjugationsklasse von SU(2,C) wie A, so gilt SpurA′ = SpurA = 2x1. Somit

liegt A′ nach i) im Breitengrad θ(Bc) für c = x1. Aus x1 6= ±1 folgt −1 < c < 1.

Es sei umgekehrt A′ ∈ θ(Bc) gegeben. Dann ist Spur(A′) = 2c = SpurA. Es

seien λ′, λ
′
die Eigenwerte von A′ und λ, λ die Eigenwerte von A (vgl. Lemma

6.3). Dann ist 2Reλ = 2Reλ′ = 2c. Außerdem gilt |λ|2 = |λ′|2 = 1, woraus

Reλ = Reλ′ und Imλ = ±Imλ′ folgt. Also gilt λ = λ′ oder λ = λ
′
. In beiden

Fällen sind nach Lemma 6.3 sowohl A als auch A′ konjugiert zu

(

λ 0

0 λ

)

, also

liegt A′ in derselben Konjugationsklasse wie A. Daher sind die nicht-trivialen

Konjugationsklassen wirklich genau die Breitengrade.

�

Als nächstes wollen wir auf der SU(2,C) Meridiane, also Längengrade, einführen.

Einen Meridian der 2-Sphäre S2 kann man als Schnitt der Sphäre mit einem zweidi-

mensionalen UnterraumW ⊂ R3, der durch die beiden Pole (±1, 0, 0) geht, beschrei-

ben. Daher definieren wir:

Definition 6.4

i) Ein Meridian in S3 ist der Durchschnitt von S3 mit einem zweidimensionalen

UnterraumW ⊂ R4, der beide Pole (±1, 0, 0, 0) enthält.

ii) Eine Teilmenge von SU(2,C) der Form θ(M) für einen MeridianM ⊂ S3 heißt

Meridian in SU(2,C).

Beispiel: FürW = {(x1, x2, 0, 0) : x1, x2 ∈ R} ist

M = W ∩ S3 = {(x1, x2, 0, 0) : x2
1 + x2

2 = 1}

ein Meridian in S3. Der zugehörige Meridian ist SU(2,C) ist

T = θ(M) =

{(

x1 + ix2 0

0 x1 − ix2

)

: x2
1 + x2

2 = 1

}

=

{(

λ 0

0 λ

)

: λ ∈ Cmit |λ|2 = 1

}

.
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Die Meridiane in S3 sind ”
Kreise“ durch die Pole, also

”
eindimensionale“ Objekte,

während die Breitengrade
”
zweidimensionale“ Objekte sind.

Jetzt können wir alle Meridiane in SU(2,C) beschreiben.

Satz 6.5 Die Meridiane in SU(2,C) sind genau die zu T konjugierten Untergruppen

QTQ−1 für Q ∈ SU(2,C).

Beweis : Wir haben oben gesehen, dass T = θ(M) für den Meridian M = W ∩ S3

mit W = {(x1, x2, 0, 0) : x1, x2 ∈ R} gilt. Wir zeigen zunächst, dass für beliebiges

Q =

(

a b

−b a

)

∈ SU(2,C) die zu T konjugierte Untergruppe QTQ−1 ebenfalls ein

Meridian ist. Es gilt QTQ−1 =

{

Q

(

λ 0

0 λ

)

Q−1 : λ ∈ C, |λ|2 = 1

}

, und wir berech-

nen

Q

(

λ 0

0 λ

)

Q−1 =

(

a b

−b a

)(

λ 0

0 λ

)(

a −b

b a

)

=

(

λaa+ λbb ab(λ− λ)

−ab(λ− λ) λaa+ λbb

)

Da Q

(

λ 0

0 λ

)

Q−1 in SU(2,C) liegt, brauchen wir nur die obere Reihe zu berechnen.

Ist λ = w1 + iw2, d.h.

(

λ 0

0 λ

)

= θ(w1, w2, 0, 0) und a = x1 + ix2, b = x3 + x4, also

Q = θ(x1, x2, x3, x4), so gilt

Q

(

λ 0

0 λ

)

Q−1 =

(

w1 + iw2(x
2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4) 2w2(x1x4 + x2x3 + 2iw2(x2x4 − x1x3)

∗ ∗

)

= θ(w1, w2(x
2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4), 2w2(x1x4 + x2x3), 2w2(x2x4 − x1x3)).

Die lineare Abbildung f : R4 → R4, gegeben durch Multiplikation mit der Matrix











1 0 0 0

0 x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 0 0

0 2(x1x4 + x2x3) 1 0

0 2(x2x4 − x1x3) 0 1











,

bildet den Unterraum W ⊂ R2 auf einen zweidimensionalen Unterraum W ′ ⊂ R2

ab, der natürlich von Q abhängt. Da ±E in QTQ−1 enthalten ist, enthältW ′ die Pole

(±1, 0, 0, 0). Somit ist QTQ−1 im Meridian θ(W ′ ∩ S3) enthalten. Ist andererseits ein
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Punkt θ(w′) ∈ θ(W ′ ∩S3) gegeben, so gibt es w1, w2 ∈ Rmit f(w1, w2, 0, 0) = w′. Man

rechnet leicht nach, dass f die Sphäre S3 in sich selbst abbildet. Daher liegt mit w
′

auch w in S3, d.h. w2
1 +w2

2 = 1. Nach der obigen Rechnung gilt dann für λ = w1 + iw2

die Gleichung Q

(

λ 0

0 λ

)

Q−1 = θ(w′), also ist θ(w′) ∈ QTQ−1. Somit ist für jedes

Q ∈ SU(2,C) die zu T konjugierte Untergruppe QTQ−1 ein Meridian.

Sei nun P 6= ±E ∈ SU(2,C) mit P = θ(y1, y2, y3, y4). Dann sind (y1, y2, y3, y4) und

(1, 0, 0, 0) linear unabhängig und spannen daher einen zweidimensionalen Unter-

raum V von R4 auf. P ist im Meridian θ(V ∩ S3) enthalten. Jeder andere Meridian

θ(V ′ ∩ S3), der P enthält, erfüllt (1, 0, 0, 0) ∈ V ′ und (y1, y2, y3, y4) ∈ V ′, also folgt

V = V ′. Daher ist jedes P 6= ±E in genau einem Meridian enthalten.

Sei nun ein beliebiger Meridian θ(M) gegeben, und P 6= ±E ∈ θ(M). Dann gibt es

nach Lemma 6.3 einQ = SU(2,C)mitQPQ−1 =

(

λ 0

0 λ

)

für die Eigenwerte λ, λ von

P . Also liegt P im MeridianQ−1TQ, woraus wegen der soeben gezeigten Eindeutig-

keit bereits θ(M) = Q−1TQ folgt. Somit ist jeder Meridian eine zu T konjugierte

Untergruppe. �

7 Lie Gruppen und Lie Algebren

Wir haben bereits einige interessante Matrixgruppen wie GL(n,K), SL(n,K),

PGL(n,K), SO(n,K) und Sp(n,K) kennengelernt. Ist der Grundkörper K = R oder

C, so tragen diese Gruppen zusätzlich die Struktur einer reellen bzw. komplexen

Mannigfaltigkeit, und die Gruppenverknüpfungen sind beliebig oft differenzierbar.

Solche Objekte bezeichnet man als Lie Gruppen. Wir können hier keine allgemei-

ne Einführung in dieses Gebiet geben, aber wir können einige Phänomene der Lie-

Theorie an den uns bekannten Beispielen untersuchen.

In LAAG II, Basiskurs, § 12, haben wir die Exponentialfunktion eA für reelle oder

komplexe Matrizen durch die Reihe

eA = E +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + . . .

definiert. Es gilt eA+B = eAeB , falls AB = BA ist. Wir haben gezeigt, dass die Funk-

tion R → GL(n,C), t 7→ etA differenzierbar ist und die Ableitung

d

dt
etA = AetA
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besitzt. Dabei nennen wir eine Abbildung α : R → GL(n,C) differenzierbar in t, falls

der Differenzenquotient

lim
h→0

α(t+ h) − α(t)

h

in Cn×n existiert. Das ist gleichbedeutend damit, dass die Abbildung α : R →

GL(n,C) in jeder Koordinate differenzierbar ist.

Definition 7.1 Es seiK der Körper R oder C und G eine Untergruppe von GL(n,K).

Dann heißt ein Homomorphismus

α : R → G,

der in allen t ∈ R differenzierbar ist, Einparameteruntergruppe von G.

Dies ist eine eingebürgerte, aber etwas irreführende Bezeichnung. Korrekter sollte

das Bild von α Einparameteruntergruppe heißen.

Beispiel: SeiK = R oderK = C und A ∈ Kn×n. Dann ist die Abbildung

α : R → GL(n,K)

t 7→ etA

eine Einparameteruntergruppe von GL(n,K). Die Abbildung α ist nämlich differen-

zierbar in allen t ∈ R und wegen α(t + t′) = e(t+t′)A = etAet′A = α(t)α(t′) (da tA

und t′A vertauschen) auch ein Gruppenhomomorphismus. Der folgende Satz besagt,

dass diese Abbildungen die einzigen Einparameteruntergruppen von GL(n,K) sind:

Satz 7.2 Es seiK = R oderK = C und α : R → GL(n,K),

α(t) =









α11(t) . . . a1n(t)
...

...

an1(t) . . . ann(t)









,

eine Einparameteruntergruppe. Dann gilt für

A =
d

dt
α(0) =









d
dtα11(0) . . . d

dtα1n(0)
...

...
d
dtαn1(0) . . . d

dtαnn(0)









∈ Kn×n,

dass α(t) = etA ist.
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Beweis : Die Einparameteruntergruppe α ist definitionsgemäß ein differenzierbarer

Gruppenhomomorphismus. Also gilt für alle t ∈ R die Gleichung α(t) = α(t + 0) =

α(t)α(0) und α(t+ h) = α(t)α(h). Somit ist

α(t+ h) − α(t)

h
=
α(t)α(h) − α(t)α(0)

h
=
α(h) − α(0)

h
α(t)

h→0
−→

d

dt
α(0)α(t) = Aα(t).

Somit erfüllt α die Differentialgleichung d
dtα(t) = Aα(t) und die Anfangsbedingung

α(0) = En. Nach LAAG II, Basiskurs, 12.11, folgt daraus α(t) = etA. �

Die Einparameteruntergruppen in GL(n,K) entsprechen also bijektiv den n × n-

Matrizen über K . Sei jetzt eine Untergruppe G von GL(n,K) gegeben. Jede Einpara-

metergruppe von G ist auch eine Einparameteruntergruppe von GL(n,K), also von

der Form etA für ein A ∈ Kn×n. Es stellt sich also die Frage, welche Matrizen A die

Einparametergruppen von G liefern.

Beispiele:

i) G = U(1,C) = {α ∈ C : |α| = 1} ⊂ C× = GL(1,C). Dann ist α : t 7→ eit =

cos t+ i sin t eine surjektive Einparameteruntergruppe von G.

ii) G = SO(2,R). Für A =

(

0 −1

1 0

)

∈ SO(2,R) ist α : t 7→ etA =

(

cos t − sin t

sin t cos t

)

eine surjektive Einparametergruppe von G.

iii) G = SU(2,C). Dann ist

α(t) = et(i 0

0−i) =

(

eit 0

0 e−it

)

eine Einparameteruntergruppe von G. Ihr Bild ist die Gruppe

T =

{(

λ 0

0 λ

)

: |λ| = 1

}

.

Für jedes P ∈ SU(2,C) ist dann t 7→ Pα(t)P−1 ebenfalls eine Einparameterun-

tergruppe mit Bild PTP−1. Die zu T konjugierten Untergruppen entsprechen

nach Satz 7.2 den Meridianen in SU(2,C). Alle Meridiane in SU(2,C) sind al-

so Bilder von Einparameteruntergruppen. Da jedes B 6= ±E aus SU(2,C) in

genau einemMeridian liegt, gibt es keine weiteren Bilder von Einparameterun-

tergruppen.
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Wir nennen eine Teilmenge V ⊂ Rm offen, wenn für jedes x ∈ V auch ein offener

Ball um x der Form {y ∈ Rm : ||x− y|| < ε} für ein ε > 0 in V liegt.

IstM ⊂ Rm eine beliebige Teilmenge und V ⊂M , so heißt V offen inM (
”
bezüglich

der Relativtopologie“), wenn für jedes x ∈ V auch eine Menge der Form

{y ∈ Rm : ||x− y|| < ε} ∩M

für ein ε > 0 in V liegt. Auf diese Weise können wir für jede Untergruppe G ⊂

GL(n,R) ⊂ Rn×n offene Teilmengen definieren.

Satz 7.3 Es gibt eine offene Teilmenge U ∈ Rn×nmit 0 ∈ U und eine offene Teilmenge

V ⊂ GL(n,R)mit En ∈ V , so dass die Abbildung A 7→ eA einen Homöomorphismus

exp: U 7→ V induziert (Das heißt folgendes: A 7→ eA ist stetig auf U , bildet U bijektiv

auf V ab, und die Umkehrabbildung V → U ist ebenfalls stetig.)

Beweis : Dazu benötigen wir folgenden Satz über inverse Funktionen aus der Ana-

lysis: SeiW ⊂ Rm offen und f : W → Rm stetig differenzierbar. Ist dann a ∈ W ein

Punkt, so dass die Jacobi-Determinante

det









∂f1

∂x1
. . . ∂f1

∂xn

...
...

∂fn

∂x1
. . . ∂fn

∂xn









(a) 6= 0

ist, so existiert eine offene Umgebung U ⊂W von a, auf der f eine stetig differenzier-

bare Umkehrfunktion hat.

Insbesondere gibt es also eine offene Umgebung V ⊂ Rm von f(a), so dass f : U → V

ein Homöomorphismus ist. Wir wenden diesen Satz auf die Abbildung

Rn2

→ GL(n,R)) ⊂ Rn2

A 7→ eA

und den Nullpunkt an. Die Jacobi-Matrix ist die (n2 × n2)-Matrix mit dem Eintrag
(

∂(eX )αβ
∂Xij

)

an der Stelle ((α, β), (i, j)). (Wir müssen die Funktionen und Variablen

hier mit Doppelindizes aus {1, . . . , n} × {1, . . . , n} aufzählen). Nun gilt

∂eX

∂Xij
|X=0 =

d

dt
etEij |t=0 = Eij ,

wobei die Matrix Eij diejenige n × n-Matrix bezeichnet, deren Eintrag in der i-ten

Zeile und j-ten Spalte eine 1 ist und die sonst nur Nullen enthält. Also ist ∂(eX )αβ
∂Xij

= 0,

falls (α, β) 6= (i, j) und ∂(eX )αβ
∂Xij

= 1, falls (α, β) = (i, j) gilt.

Daher ist die Jacobi-Matrix im Nullpunkt die Einheitsmatrix En2 , und wir können

den obigen Satz über inverse Funktionen anwenden. �
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Lemma 7.4 IstA ∈ R schiefsymmetrisch, so ist eA orthogonal. Umgekehrt gibt es eine

offene Umgebung U von 0 in Rn×n, so dass jede Matrix A ∈ U , für die eA orthogonal

ist, schiefsymmetrisch ist.

Beweis : Ist A schiefsymmetrisch, gilt also At = −A, so folgt eAt

= e−A. Aus der

Definition der Exponentialreihe ergibt sich aber eAt

=
∑ (At)k

k! = (eA)t. Also gilt

(eA)t = eAt

= e−A = (eA)−1, d.h. eA ist orthogonal. Nach Satz 7.3 gibt es eine offene

Umgebung U ⊂ Rn×n von 0 und eine offene Teilmenge V ⊂ GL(n,R), so dass A 7→

eA einen Homöomorphismus U → V vermittelt. Nach Verkleinern von U können wir

annehmen, dass für jedes A ∈ U auch −A und At in U liegen. Ist nun A ∈ U und eA

orthogonal, so gilt eAt

= (eA)t = (eA)−1 = e−A. Da die Exponentialfunktion auf U

bijektiv ist, folgt At = −A, d.h. A ist schiefsymmetrisch. �

Satz 7.5 FürK = R oder C und A ∈ Kn×n gilt det eA = eSpurA.

Beweis : Wir betrachten A als komplexe Matrix. Dann ist A trigonalisierbar, d.h. es

existiert ein P ∈ GL(n,K), so dass PAP−1 =









λ1 ∗
. . .

0 λn









eine obere Dreiecks-

matrix ist. Auf der Diagonalen stehen die Eigenwerte λ1, . . . , λn von A (mit algebrai-

schen Vielfachheiten gezählt). Daher ist SpurA = SpurPAP−1 = λ1 + · · ·+λn. Ferner

ist PeAP−1 = ePAP−1

= e(
λ1 ∗

0 λn
) =

∞
∑

k=0

1
k!









λ1 ∗
. . .

0 λn









k

.

Nun ist








λ1 ∗
. . .

0 λn









k

=









λk
1 ∗
. . .

0 λk
n









,

wobei ∗ immer Einträge bezeichnet, die uns nicht interessieren.

Also folgt

PeAP−1 =









eλ1 ∗
. . .

0 eλn









,

und daher

det eA = det(PeAP−1) = eλ1 . . . eλn = eλ1+···+λn = eSpurA.

�
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Korollar 7.6 Die Einparameteruntergruppen der Gruppe SL(n,R) sind genau die

Homomorphismen t 7→ etA, wobei A ∈ Rn×n eine Matrix mit Spur(A) = 0 ist.

Beweis : Ist Spur A = 0, so ist auch Spur tA = 0, also gilt nach Satz 7.5

etA ∈ SL(n,R). Daher ist t 7→ etA eine Einparameteruntergruppe von SL(n,R). Ist

t 7→ etA mit A ∈ Rn×n eine beliebige Einparameteruntergruppe von SL(n,R), so ist

1 = det eA = eSpurA nach Satz 7.5. Da Spur A ∈ R ist, folgt SpurA = 0. �

Wir nehmen ab jetztK = R an. (Über C gelten jeweils ähnliche Resultate.)

Definition 7.7 Es seien r Polynome f1, . . . , fr ∈ K[x1, . . . , xs] in s Variablen gegeben.

Dann nennen wir die Menge

M = {(a1, . . . , as) ∈ Rs : f1(a1, . . . , as) = · · · = fr(a1, . . . , as) = 0}

reelle algebraischeMenge.

Eine reelle algebraische Menge ist also die Menge der gemeinsamen reellen Nullstel-

len endlich vieler Polynome.

Beispiele:

i) Da die Determinante ein Polynom in den Matrixeinträgen ist, ist SL(n,R) =

{(aij)i,j ∈ Rn×n : det(aij) − 1 = 0} eine reelle algebraische Menge, die durch

ein einziges Polynom gegeben ist.

ii) O(n,R) = {(aij)i,j ∈ Rn×n :
∑

k

aikajk − δij = 0 für alle i, j ∈ {1, . . . , n}} ist

ebenfalls eine algebraische Gruppe. Die oben angegebenen Polynome drücken

die Gleichung AAt = En aus.

iii) Auch GL(n,R) ist eine reelle algebraische Menge, wenn auch die Polynomglei-

chungen den Trick einer zusätzlichen Variablen benötigen:

GL(n,R) = {(a11, a12, . . . , ann, b) ∈ Rn2+1 : det(aij)i,jb = 1}.

Definition 7.8 Ist M ⊂ Rs eine beliebige Teilmenge, so heißt ein Vektor v ∈ Rs tan-

gential zuM im Punkt x ∈ M , wenn es eine differenzierbare Abbildung (auch Weg

genannt)

ϕ : R → Rs

mit ϕ(R) ⊂M gibt, so dass ϕ(0) = x und ∂ϕ
∂t (0) = v ist. Die Menge TxM der Tangen-

tialvektoren in x ∈M heißt Tangentialraum vonM in x.
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Lemma 7.9 Sei M = {x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs : f1(x) = · · · = fr(x) = 0} eine reelle

algebraische Menge. Dann stehen alle Tangentialvektoren vonM in x ∈M senkrecht

auf allen Gradienten

Dfj(x) =

{

∂fj

∂x1
(x), . . . ,

∂fj

∂xs
(x)

}

für j = 1, . . . , r.

Beweis : Sei v ein Tangentialvektor zuM in x und ϕ : R → Rs der zugehörige diffe-

renzierbare Weg. Da ϕ(R) ⊂ M ist, gilt f1(ϕ(t)) = · · · = fs(ϕ(t)) = 0 für alle t ∈ R.

Also folgt für alle j = 1, . . . , r

0 =
∂fj(ϕ(t))

∂t
=

(

∂fj

∂x1
(ϕ(t)), . . . ,

∂fj

∂xs
(ϕ(t))

)









∂ϕ1

∂t (t)
...

∂ϕs

∂t (t)









Für t = 0 folgt die Behauptung, da ϕ(0) = x und ∂ϕ
∂t (0) = v ist. �

Beispiel: Der Einheitskreis M = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = 1} ist eine reelle alge-

braische Menge. Jeder Tangentialvektor v im Punkt (1, 0) ∈ M steht nach Lemma 7.9

senkrecht auf

(

1

0

)

.

Wir haben Tangentialvektoren mit differenzierbaren Wegen berechnet. Es gibt vie-

le Wege mit demselben zugehörigen Tangentialvektor, d.h. mit derselben Ableitung.

Daher können wir von einem Weg alle Terme ≥ zweiter Ordnung in der Taylorent-

wicklung ignorieren. Um das genau zu formulieren, definieren wir

Definition 7.10 Sei D = {a+ bε : a, b ∈ R} der zweidimensionale reelle Vektorraum

mit Basis 1, ε. Wir definieren eine Multiplikation aufD durch

(a+ bε)(c+ dε) = ac+ (bc+ ad)ε.

In D gilt also ε2 = 0 und aε = εa.D ist ein Ring (aber kein Körper).

Für x ∈ Rs und v ∈ Rs ist x + vε ein s-dimensionaler Vektor mit Einträgen in D. Wir

können ein Polynom f(x1, . . . , xs) auch in x+ vε auswerten, wenn wir die Taylorent-

wicklung benutzen. Wir definieren einfach

f(x+ vε) = f(x) +

(

∂f

∂x1
(x)v1 + · · · +

∂f

∂xs
(x)vs

)

ε

= f(x) + 〈Df(x), v〉ε,

Seite 83



wobei 〈, 〉 das kanonische Skalarprodukt bezeichnet. Dieser Ausdruck ergibt sich,

wenn wir x + vε formal in die Taylorentwicklung von f um x einsetzen und ε2 = 0

benutzen.

Definition 7.11 SeiM ⊂ Rs eine reelle algebraische Menge, gegeben durch Polyno-

me f1, . . . , fr. Ein Vektor v ∈ Rs heißt infinitesimal tangential zuM in x, wenn

f1(x+ vε) = · · · = fs(x + vε) = 0

gilt.

Satz 7.12 Sei x ein Punkt der reellen algebraischen MengeM . Dann ist jeder Tangen-

tialvektor v zuM in x auch infinitesimal tangential.

Beweis : Es seiM = {x ∈ Rs : f1(x) = · · · = fr(x) = c. Ist v ein Tangentialvektor zu

M in x, so gilt für alle j nach Lemma 7.9 〈Dfj(x), v〉 = 0, also ist

fj(x + vε) = fj(x) + 〈Dfj(x), v〉ε

= fj(x) = 0.

�

Wir müssen hier allerdings etwas aufpassen. Unsere Definition von infinitesimal tan-

gential hängt nicht nur vonM , sondern auch von der Wahl der Polynome f1, . . . , fr

ab. IstM
”
genügend glatt“ und sind die Gleichungen f1, . . . , fr geeignet gewählt, so

gilt auch die Umkehrung von Satz 7.12. In folgendem Beispiel gilt sie allerdings nicht.

Beispiel: sei M = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1x2 = 0} die Vereinigung der beiden Ko-

ordinatenachsen. Für das definierende Polynom f(x1, x2) = x1x2 gilt Df(x1, x2) =

(x2, x1). Für x = 0 ist das der Nullvektor, also ist jedes v ∈ R2 infinitesimal tangential

zu M in 0, während nur Vektoren auf den Koordinatenachsen tangential zu M in 0

sind.

Jetzt untersuchen wir wieder Matrixgruppen.

Definition 7.13 Eine reelle algebraischeGruppe ist eine Untergruppe von GL(n,R),

die gleichzeitig eine reelle algebraische Menge ist.

Wir haben oben gesehen, dass GL(n,R), SL(n,R) und O(n,R) reelle algebraische

Gruppen sind. Jede algebraische Gruppe ist auch eine Lie Gruppe.
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Definition 7.14 Ist G eine reelle algebraische Gruppe, so heißt der Tangentialraum

von G in E (der Einheitsmatrix) Lie Algebra von G. Wir bezeichnen die Lie Algebra

von G als Lie G.

Jetzt wollen wir die Liealgebren von SL(n,R) und O(n,R) bestimmen. Dazu brau-

chen wir folgendes Lemma:

Lemma 7.15 Es sei A = (aij) ∈ Rn×n und E + Aε die Matrix mit den Einträgen

∂ij + aijε ∈ D. Dann gilt det(E +Aε) = 1 + (SpurA)ε.

Beweis :Nach der Leibnizformel ist

det(E +Aε) =
∑

σ

sgn(σ)

n
∏

i=1

(δiσ(i) + aiσ(i)ε)

ε2=0
=

∑

σ

sgn(σ)





n
∏

i=1

δiσ(i) +

n
∑

j=1

∏

i6=j

(δiσ(i)ajσ(j)ε)





= 1 +

(

n
∑

i=1

aii

)

ε = 1 + (SpurA)ε.

�

Satz 7.16 Für A ∈ Rn×n sind äquivalent

i) SpurA = 0

ii) t 7→ etA ist eine Einparameteruntergruppe von SL(n,R)

iii) A ∈ Lie SL (n,R)

iv) A ist infinitesimal tangential zu SL(n,R).

Beweis :

i) ⇒ ii) gilt nach Korollar 7.6

ii) ⇒iii) ist klar, da d
dt(e

tA)|t=0 = A ist

iii) ⇒ iv) gilt nach Satz 7.12

iv) ⇒ i) SL(n,R) ist die Nullstellenmenge von detX−1 = 0 inRn2

. Also istA ∈ Rn2

genau dann infinitesimal tangential zu SL(n,R) in E, wenn det (E + Aε) = 1

ist. Mit Lemma 7.15 folgt daraus SpurA = 0.

�
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Die Lie Algebra von SL(n,R) lässt sich also identifizieren mit der Menge der Einpa-

rameteruntergruppen von SL(n,R) undmit der Menge der infinitesimal tangentialen

Vektoren. Ein analoges Resultat gilt für die orthogonale Gruppe.

Satz 7.17 Für A ∈ Rn×n sind äquivalent:

i) A ist schiefsymmetrisch

ii) t 7→ etA ist eine Einparameteruntergruppe von O(n,R)

iii) A ∈ Lie O(n,R)

iv) A ist infinitesimal tangential zu O(n,R) in E.

Beweis :

i) ⇒ ii) folgt aus Lemma 7.4

ii) ⇒ iii) ist klar

iii) ⇒ iv) gilt nach Satz 7.12

iv) ⇒ i) O(n,R) ist die Nullstellenmenge der Polynome, die PP t = E ausdrücken.

Ist A ∈ Rn×n infinitesimal tangential zu O(n,R) in E, so folgt also

(E +Aε)(E +Aε)t = E

und somit E+Atε+Aε = E. Also gilt At +A = 0, d.h.A ist schiefsymmetrisch.

�

Ist G eine reelle algebraische Gruppe, so trägt der R-Vektorraum LieG eine

zusätzliche Verknüpfung, die Lieklammer

[ , ] : Lie G× Lie G→ Lie G.

Für G = SL(n,R) und G = O(n,R) ist diese definiert als

[A,B] = AB −BA.

Gilt SpurA = 0 und SpurB = 0 (bzw. A schiefsymmetrisch und B schiefsymme-

trisch), so ist auch Spur(AB−BA) = 0 (bzw.AB−BA schiefsymmetrisch). Im ersten

Fall folgt dies aus SpurAB = SpurBA, im zweiten aus

(AB −BA)t = BtAt −AtBt = (−B)(−A) − (−A)(−B) = −(AB −BA).
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Also sind Lie SL(n,R) und Lie O(n,R) abgeschlossen unter der Lieklammer. Die Lie-

klammer [A,B] = AB−BA ist offenbar bilinear und erfüllt [A,A] = 0. Ferner gilt die

sogenannte Jacobi-Identität

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0,

wie man leicht nachrechnet. Das motiviert folgende Definition:

Definition 7.18 Eine Liealgebra V über einem Körper K ist ein K-Vektorraum zu-

sammen mit einer Verknüpfung

V × V → V

(v, w) 7→ [v, w],

so dass gilt

i) [ , ] ist bilinear

ii) [v, v] = 0 für alle v ∈ V (d.h. [ , ] ist schiefsymmetrisch)

iii) es gilt die Jacobi-Identität

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]]

für alle u, v, w ∈ V .

Liealgebren sind deshalb so wichtig, weil sie einen Großteil der Struktur von Lie-

gruppen und reellen algebraischen Gruppen bestimmen, andererseits aber von ihrer

Struktur her einfachere Objekte sind.
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