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1 Einfiihrung

In dieser Vorlesung studieren wir bestimmte Untergruppen der linearen Gruppe G L, (K),
wobei K ein algebraisch abgeschlossener Korper ist. Die Gruppe GL,(K) der inver-
tierbaren (n x n)—Matrizen iiber K enthélt viele interessante Untergruppen.

Es gibt in der Mathematik, aber auch ihren Anwendungsfichern, viele Situationen,
in denen eine Gruppe G auf einem endlich-dimensionalen K — Vektorraum V' operiert.
Eine solche Gruppenoperation entspricht einem Gruppenhomomorphismus

Nach Wahl einer Basis von V' kénnen wir Endg (V) mit GL, (K) identifizieren, wobei
n = dimg (V') gilt. Dann erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

p:G— GL,(K).

Falls G treu auf V' operiert, so ist p injektiv (falls man nicht weif, was treu heifit, so
kann man dies als Definition nehmen). In diesem Fall ist p(G) eine Untergruppe von
GL,(K).

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele fiir Untergruppen der G L, (K).

Beispiele:

1. Sei S, die Gruppe der Permutationen von {1,...,n}. Wir definieren fiir jede
Permutation ¢ eine (n x n)—Matrix P, mit Eintragen (P,);; durch:

1, fallso(i) =74
(Fo)ij = { 0, sonst.

p:S, — GL,(K)
o — P,

Dann liefert

einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Daher ist p(S,,), die Gruppe der Per-
mutationsmatrizen, eine Untergruppe von GL,(K). Wir werden spéter sehen,
dass dies ein Beispiel fiir eine sogenannte Weylgruppe ist.

2. Die Menge der Diagonalmatrizen

131 0
T, = t; € K*
0 tn

ist eine Untergruppe von GL,,(K). Sie heifit Torus in G L,,(K). Solche Tori werden

t 0
wir spater genauer studieren. Wir schreiben auch diag(tq, ..., t,) = ( . ) .
0 t,



3. Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen
B, = {(aij)ij € GL,(K) : a;; = 0 fiir i > j}

ist eine Untergruppe von GL,(K). Eine solche Untergruppe wird Borelgruppe
genannt. Auch diese Gruppen werden wir spéter noch genauer studieren.

4. Die Gruppe B, enthilt als Untergruppe die Gruppe
Un = {(aij)ij € GLn(K) C Qi = 0

firi>jund a1 = ag = ... = a,, = 1}

Falls D = diag(ty,...,t,) € T, und A € U, ist, so rechnen wir leicht aus, dass
DAD™! € U, gilt. Ferner kénnen wir jede Matrix B = (bij) € B,, durch ,,Herausziehen
der Diagonalelemente® als Produkt

B=TU

mit 7' = diag(byy,...,by,) und U = (u;;) € U, schreiben, wobei fir i < j gilt u;; =
b;;/bii. Daraus folgt, dass auch fiir beliebiges B € B,, und A € U,

BAB™ ' e U,
gilt. Mit anderen Worten: U, ist ein Normalteiler in B,,.

Wir erinnern hier an einige Begriffe der Gruppentheorie. Ist G eine Gruppe und H
eine Untergruppe, dann ist

Ng(H)={9€G:g " hg € H fiir alle h € H}
der Normalisator von H in G. Gilt Ng(H) = G, so heifit H Normalteiler in G. In
diesem Fall ist die Quotientenmenge G//H eine Gruppe.
Falls H ein Normalteiler in G und T eine weitere Untergruppe von G ist mit

G=TH und TN H = {e},

so heifit G semidirektes Produkt von 7" und H. Wir schreiben
G=TxH.

In diesem Fall haben wir einen Gruppenisomorphismus

TxH — G
(t,h) +— t-h,

wenn wir die linke Seite mit der Gruppenoperation
(t1, ha) - (2, he) = (t1t27 (t2_1h1t2)h2)
ausstatten.
In obigem Beispiel gilt
B,=1T, xU,.

Wir interessieren uns auflerdem fiir die sogenannten klassischen Gruppen, die wir
jetzt vorstellen wollen.



Definition 1.1 Es sei SL,(K) die Gruppe aller invertierbaren Matrizen der Deter-
manante 1.

Wir nennen SL, (K) auch ,spezielle lineare Gruppe*. Dann ist 7,,NSL,,(K) die Gruppe
der Diagonalmatrizen mit Determinante 1 und B, N SL,(K) die Gruppe der oberen
Dreiecksmatrizen mit Determinante 1.

Es gilt Z(SL,(K)) = {diag(a,...,a) : a" = 1}.

Das Zentrum der Gruppe SL,(K) ist also isomorph zur Gruppe der n—ten Ein-
heitswurzeln und insbesondere eine endliche Gruppe.

Hier schreiben wir wie iiblich fiir jede Gruppe G

Z(G) ={g € G: gh = hg fiir alle h € G}.

Definition 1.2 Es seiq: K™ x K™ — K eine nicht ausgeartete symmetrische Biline-
arform auf K. Dann ist die zugehdrige orthogonale Gruppe O(q) definiert als

O(q) ={A e GL,(K) : q(Azx, Ay) = q(x,y) fir alle z,y € K"}.

Falls q(z,y) = > xy; das kanonische Skalarprodukt ist, so gilt
i=1

O(q) ={A € GL,(K) : AA' = E,}.
Wir definieren die spezielle orthogonale Gruppe SO(q) als
SO(q) = O(q) N SL,(K).

Analog kénnen wir die Untergruppen T,, N O(q) und B, N O(q) von O(q) betrachten.

Definition 1.3 Es sei 2n eine gerade Zahl und sei K** der K — Vektorraum mit kano-
nischer Basis (€1, ..., en, f1,-.. fn). Wir betrachten die nicht-ausgeartete, alternierende
Bilinearform (symplektische Form)

0: K" x K 5 K,
definiert durch

§0<6i76j) =0
(e, fj) = 0y und o(fi,e;) = —d;; firalledi,j=1,...,n.

Dann ist die symplektische Gruppe definiert als
Spon(K) = {A € GLon(K) : p(Az, Ay) = p(z,y) fiir alle z,y € K*"}

Man kann zeigen, dass Spa,(K) C Slon(K) gilt. Auch hier liefern To, N Spa,(K) und
By, C Span(K) wieder interessante Untergruppen.
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Nachdem wir einige Beispiele linearer algebraischer Gruppen gesehen haben, wollen
wir definieren, was eine lineare algebraische Gruppe ist.

Wir setzen Q = K[x11,...,Z,,). Dies ist ein Polynomring in n? Variablen. Wir
kénnen jede Matrix A = (a;j);; in ein Polynom f € Q einsetzen, indem wir z;; durch
a;; ersetzen.

Definition 1.4 Fine Untergruppe G C GL,(K) heifit lineare algebraische Gruppe,
falls es endlich viele Polynome f,..., f, € Q gibt mit

G = {A€GL(K): fi(A) = ... f,(A) = 0}
Beispiele fiir lineare algebraische Gruppen:

1. SL,(K)={A€GL,(K) :det(4) —1=0
2. B, ={A€GL,(K) :2;;(A) =0 fiir alle i > j}

3. Uy, ={A€GL,(K) : z;;(A) =0 fiir alle i > j und 211(A) =1 =0,...,2,,(A4) —
1 =0}

4. T, ={A € GL,(K) : z;;(A) = 0 fiir alle ¢ # j}

5. Z(GLy(K)) = {A € GL,(K) : z;j(A) = 0 fiir alle i # j,211(A) — z22(A) =
0, $22(A) — $33(A) = O, e ,xn_l,n_1<A) — xnn(A) = O}

6. Sei ¢ eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform. Wir setzen ¢;; = ¢(e;, €;).
O(q) = {A € GL,(K) : q(Ae;, Aej) = q(e;, ¢;) fiir alle i, j € {1,...,n}}
= {A € GL,(K) : Y xri(A)xsj(A)grs —qij = 0 fiir alle i, j € {1,. .. ,n}}

0 E,
—-FE, O
Eintrage von J geben gerade die Werte der symplektischen Form ¢ auf der kano-
nischen Basis e;, ..., en, fi,..., fn von K?* an. Die Bedingung A*JA = J kann
man wieder in n? Polynome in den Matrixeintriigen von A {ibersetzen.

7. Spon(K) = {A € GLy(K) : A'JA = J} fir J = , denn die

Lemma 1.5 Jede endliche Untergruppe von G L, (K) ist eine lineare algebraische Grup-
pe.

Insbesondere ist also die zu S, isomorphe Untergruppe der Permutationsmatrizen
eine lineare algebraische Gruppe.



Beweis : Es sei B = (b;;) eine Matrix in GL,,(K). Dann lisst sich die Einpunktmenge
{B} als Nullstellenmenge von n* Polynomen beschreiben: {B} = {A € GL,(K) :
[I)U(A) — bij = 0 fiir alle Z,j c {]_, N ,TL}}

Jetzt sei G = {By,...,Bn} C GL,(K) eine endliche Untergruppe, und es seien
AL hfj} die Polynome mit {B,} = {4 € GL,(K) : Ay =o,... ,hffz)(A) = 0}.

Nun betrachten wir die Teilmenge G’ = {A € GL,(K) : hgll) : hz(f) o hg:?) (A)=0
fir alle i1,14s,... 4, € {1,... ,nz}}.

G’ ist also die Nullstellenmenge aller Polynome, die man als Produkt gewinnt,
indem man fiir jedes B; eines der definierenden Polynome als Faktor auswahlt.

Offenbar ist G C G’, denn fiir jedes B; verschwindet ein Faktor all dieser Polynome.

Angenommen, es gibt ein A € G'\G. Dann ist A keine der Matrizen B;, d.h. fiir
jedes j gibt es einen Index ¢; mit hg)(A) # 0. Dann ist aber auch hz(»ll) . .'hE:)(A) #0,
was im Widerspruch zu A € G’ steht. Somit ist G = G’ eine lineare algebraische
Gruppe. 0

Beispiel: Wir betrachten nun fiir K = C die Untergruppe
Un(C) = {A € GL,(C): A" - A= E,} von GL,(C).

Un(C) ist keine lineare algebraische Gruppe in GL,(C), denn die komplexe Kon-
jugation lésst sich nicht durch ein Polynom iiber C beschreiben.

Trotzdem kann man U, (C) mit Hilfe der Theorie der linearen algebraischen Grup-
pen untersuchen: Diese Theorie gibt es ndmlich auch iiber nicht algebraisch abgeschlos-
senen Korpern, und U, (C) ist eine lineare algebraische Gruppe iiber R.

2 Grundlagen der algebraischen Geometrie

Unsere Objekte, die linearen algebraischen Gruppen, haben wir im vergangenen Ab-
schnitt kennengelernt. Aber was sind die richtigen Abbildungen zwischen diesen Ob-
jekten? Dazu brauchen wir ein paar Grundbegriffe der algebraischen Geometrie.

Mit K bezeichnen wir wieder einen algebraisch abgeschlossenen Korper. Wir be-
trachten den Polynomring 2 = Klzy,...,z,] in n = 1 Variablen iiber K. Jedes Poly-
nom f € () definiert durch Einsetzen eine Funktion f : K" — K :

a1
a= ( : ) = flay, ..., a,).
Qn,



Definition 2.1 Fine affine algebraische Menge ist eine Teilmenge X des K™, so dass
endlich viele Polynome fi,..., f, € Q existieren mit

X={ae K": fi(a) =...= f(a) = 0}.

X st also die Nullstellenmenge endlich vieler Polynome.

Beispiel: Ist n = 1, so sind nur K selbst und alle endlichen Teilmengen von K
algebraische Mengen, da jedes Polynom in einer Variablen nur endlich viele Nullstellen
hat.

Definition 2.2 Es seien X C K™ und'Y C K™ zwei algebraische Mengen.

i) Ein Morphismus 1) : X — Y won algebraischen Mengen ist eine Abbildung (von
Mengen) ¢ : X — Y, zu der es Polynome fi,..., fm € Klz1,...,2,] gibt, so
dass

¥(a) = (fila),-... fu(a))
fiir allea € X C K™ gilt.

ii) Ein Morphismus v : X — Y won algebraischen Mengen heifst Isomorphismus,
wenn es einen Morphismus ¢ :' Y — X von algebraischen Mengen mit pot) = idx
und 1 o ¢ = idy gibt.

Vorsicht — ein bijektiver Morphismus algebraischer Mengen muss kein Isomorphismus
sein! Dazu betrachten wir die algebraischen Mengen X = C und Y = {(z) e C*:
23 —y? = 0}. Die Abbildung
v o X =Y
t— (t%,13)

ist ein bijektiver Morphismus algebraischer Mengen. Die Umkehrabbildung ist jedoch
nicht durch Polynome beschreibbar.

Unsere Definition von Isomorphismen algebraischer Mengen ist also nicht so einfach
zu handhaben. Wir suchen nach einer besseren Charakterisierung einer algebraischen
Menge bis auf Isomorphie.

Dazu betrachten wir eine algebraische Menge X C K™ und einen beliebigen Mor-
phismus ¢ : X — K in die algebraische Menge K. Definitionsgeméaf3 existiert ein
Polynom f € K[xy,...,2,] mit ¢(a) = f(a) fir alle a € X. Ist g € K[xy,...,2,] €in
weiteres Polynom mit ¢ (a) = g(a) fiir alle a € X, so folgt (f — g)(a) = 0 fiir alle
a € X.

Zwei Polynome ergeben also genau dann denselben Morphismus X — K, wenn
ihre Differenz auf X verschwindet.



Definition 2.3 Fiir eine algebraische Menge X C K" sei
I(X)={f € Klzy,...,x,] : f(a) =0 fir allea € X}.
I(X) heifst Verbindungsideal von X .

Wir kénnen leicht nachrechnen, dass 7(X') wirklich ein Ideal im Polynomring K[z, . .., x,]
ist, d.h. dass gilt

i) I(X) ist beziiglich der Addition eine Untergruppe von Kz, ..., x,].
i) fel(X),heKlzy,...,x,) = hf € I[(X).

Definition 2.4 Der Quotientenring

heifit Ring der reguldren Funktionen auf X oder auch Koordinatenring von X.

In der Literatur findet man auch die Bezeichnung K[X] statt O(X). Das haben wir
hier vermieden, da es zur Verwechslungsgefahr mit dem Polynomring fiihrt.

O(X) ist nicht nur ein Ring, sondern auch eine K'—Algebra. Wie wir oben gesehen
haben, kénnen wir O(X) mit der Menge der Morphismen von algebraischen Mengen
X — K identifizieren.

Beispiel: Fiir X = K™ ist O(X) = K|[xy,...,z,| der Polynomring.

Wir bekommen X aus O(X) wieder zuriick, es gilt ndmlich

Lemma 2.5 FEs sei X eine affine algebraische Menge. Dann ist X = {a € K™ : f(a) =
0 fir alle f € I(X)}.

Beweis : Da X eine affine algebraische Menge ist, gibt es endlich viele Polynome

fisooosfr € Klzy, ... 2, mit X = {a € K": fi(a) = ... = f.(a) = 0}. Diese Poly-
nome liegen in /(X), also folgt ,,D%. Die Inklusion ,,C* folgt direkt aus der Definition
von I(X). O



Ist X eine affine algebraische Menge und f € O(X) ein Element des Koordinatenrings
O(X) = K[xy,...,x,]/I1(X), so kénnen wir f als Funktion

f:X—K
auffassen, indem wir f = ¢g + I(x) mit einem Vertreter ¢ € K[xy,...,z,] schreiben

und f(a) = g(a) setzen. Da alle Polynome in 7(X) auf X verschwinden, héngt diese
Definition nicht von der Wahl des Verteters ab.

Wie verhélt sich der Koordinatenring von X unter Morphismen?

Dazu betrachten wir algebraische Mengen X C K™ und Y C K™ sowie einen
Morphismus ¢ : X — Y. Dieser sei durch die Polynome fi,..., f, € Klzy,...,z,
gegeben, d.h. es gelte

pla) = (fila),..., fn(a))
fiir alle a € X. Diese Polynome liefern einen K —Algebra-Homomorphismus

U K[z, .. ] = Kz, ... 2],
der durch 9 (z;) = fi(xq,...,z,) fur alle t = 1,... n gegeben ist.

Istnun g € I(Y), d.h. ist g(b) = 0 fitr alle a € Y, soist ¥(g) = g(f1, ..., fm) €in Po-
lynom in k[zy, ..., z,]. Wirsetzen a € X ein und erhalten ¢ (g = g(fl(a), ce fm(a)) =
0, da (fi(a),..., fm(a)) =¢(a) € X ist. Also folgt (I(Y)) C I(X).

Daher vermittelt die Abbildung v einen K —Algebra-Homomorphismus
Definitionsgemé8 gilt fiir alle g € O(Y) und alle a € X : ¢*(g)(a) = g(y(a)).

Satz 2.6 Die Abbildung p — ©7, die jedem Morphismus algebraischer Mengen den
K —Algebren-Homomorphismus der Koordinatenringe zuordnet, ist eine Bijektion

{Morphismen ¢ : X — Y} — {K — Algebren-Homomorphismen O(Y) — O(X)}.

Beweis : Wir konstruieren eine Umkehrabbildung. Dazu starten wir mit einem K —Algebren-
Homomorphismus

a:0Y)=Klzy,...,0n)/I(Y) = Klz1,...,2,]/I1(X) = O(X)

Dieser bildet die Restklassen X; + I(Y) auf Restklassen f; + I(X) in O(X) mit Ver-
tretern f; € k[zq,...,x,] ab. Jetzt betrachten wir

M — K™
a = (fl(a)a"'afn(a))'
Wir wissen, dass fiir jedes h € I(Y) das Polynom h(fi,..., fn) in I(X) liegt. Also
ist h(fi(a),..., fm(a)) = 0. Nach Lemma 2.5 ist also ¢(a) = (fi(a),..., fm(a)) €Y.

Somit ist ¥ |y: X — Y ein Morphismus algebraischer Mengen. Man rechnet leicht
nach, dass wir so eine Umkehrabbildung zu ¢ +— ¢# gefunden haben. U
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Korollar 2.7 Zwei algebraische Mengen sind genau dann isomorph, wenn ihre Koor-
dinatenringe isomorph sind.

Beweis : Das folgt aus Satz 2.6. U

Definition 2.8 Fine affine Varietit ist eine Menge Z zusammen mit einer K — Algebra
O(Z) von Funktionen Z — K, so dass es eine affine algebraische Menge X C K™ und
eine bijektive Abbildung B : Z — X ¢ibt, fir die

O(X) — 0(2)
fo= fop

ein K — Algebren-Isomorphismus ist.

In der Definition einer affinen Varietét verlangt man oft zusétzlich, dass O(X) als Ring
reduziert ist, wir sind hier etwas grofiziigiger.

Beispiel: Wir betrachten die Matrixgruppe G L, (K) und wollen sie mit der Struk-
tur einer affinen Varietit ausstatten. Dazu definieren wir die Abbildung 8 : GL,,(K) —
K™*1 indem wir eine Matrix A = (a;;) abbilden auf den Vektor

_1nt
5(14) = (afllaalQ;-"aafl’mana-"anna-"7an17"'7anna(detA) 1)

B(A) besteht also aus den Matrixeintragen von A, gefolgt von dem Kehrwert der
Determinante.

Das Bild von f liegt in der algebraischen Menge
X = {<x117 s 7xnmy) € Kn2+1 : ydet ((Iz’j)i,j) - 1}

in K"°*+1. Offenbar ist
B:GL.(K) — X

eine Bijektion.

Der Koordinatenring von X ist
O(X) = K[x11, -+, Ton, y}/(y -det(x;;) — 1).
Wenn wir also GL,,(K) in der K—Algebra O(GL (K )) C Quot K[xq1,...,Tpn,) aus-

statten, die von 11, ..., Zp, und 4 t(l 5 erzeugt wird, so erhalten wir die Struktur einer
affinen Varietét auf GL,,(K), denn
O(X O(GL,(K))
f — fop

ist ein Isomorphismus von K —Algebren.

Wir wollen nun noch definieren, was Morphismen affiner Varietdten sind.
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Definition 2.9 Fin Morphismus zwischen den affinen Varietdten Zy und Zs ist eine
Abbildung
’QD : Zl — Zz,

so dass

f— fov

ein K— Algebren-Homomorphismeus ist.

Fin Isomorphismus affiner Varietdten ist wie immer ein Homomorphismus, zu dem
eine Umkehrabbildung existiert.

Beispiel: Die Abbildung

inv: GL,(K) — GL,(K)
A — A1

ist ein Morphismus affiner Varietdten. Dazu muss man sich an die Cramer’sche Regel
zur Matrixinversion erinnern:

(A™)iy Adj(A),

~ det A
wobei Adj(A) die adjungierte Matrix ist, deren Eintrige

(Adj A)y; = (1) det(4y;)
sind.

Wir wollen jetzt noch die Zariski-Topologie definieren.

Dazu betrachten wir fiir jedes Ideal a C Klxy,...,x,] eine Teilmenge
V(a) ={a € K": f(a) = 0} fiir alle f € a}.

Offenbar gilt a C b= V(b) C V(a).

Lemma 2.5 ldsst sich dann so umformulieren: Fiir eine affine algebraische Menge
X C K" gilt
X =V(I(X))
Wir erinnern ohne Beweis an die folgende Tatsache: Der Polynomring K[z, . .., x,] ist
noethersch, d.h. jedes Ideal a C Klxy,...,x,] ist endlich erzeugt. Das bedeutet, dass
es endlich viele Elemente fi,..., f, € a gibt, so dass jedes g € a sich schreiben lasst

als
g=hifi+...+h.f.

mit Polynomen hq, ..., h, € K[z1,...,x,].

10



Lemma 2.10 i) V((0)) = K", V((1)) =0
i) Fir Ideale a,b in K[xy,. .., x,)] gilt

V(a)UV () = V(anb)

iii) Fir eine beliebige Familie von Idealen (a;)ier in K|z, ..., x,] gilt
V) =V _ a).
i€l i€l
Beweis : In den Ubungen. U

Die Nullstellenmengen V' (a) verhalten sich also wie die abgeschlossenen Teilmengen
einer Topologie auf K.

Definition 2.11 Fine Teilmenge U C K™ heifit offen in der Zariski- Topologie, wenn
es ein Ideal a C K[xq,...,x,] gibt, so dass das Komplement

K"™\U = V(a)

15t.

Nach Lemma 2.10 bilden die so definierten offenen Mengen eine Topologie, die wir
Zariski-Topologie nennen. Jede affine algebraische Menge ist abgeschlossen in der
Zariski-Topologie.

Definition 2.12 i) Sei X C K" eine affine algebraische Menge. Dann definieren
wir die Zariski- Topologie auf X als die Relativtopologie, d.h. die affinen Mengen
i X sind genau die Mengen
UnNnxX

fir U C K™ offen in der Zariski- Topologie.

Die abgeschlossenen Mengen in X sind also gerade die affinen algebraischen
Mengen, die in X enthalten sind.

ii) Ist (Z, O(Z)) eine affine Varietit, so verwenden wir die bijektive Abbildung 3 :
Z — X auf eine affine algebraische Menge X, um die Zariski-Topologie von X
auf Z heriberzuziehen: U C Z ist offen ganau dann, wenn B(U) C X offen ist.

Sei X eine affine algebraische Menge. Dann ist X = V(I(X)). Fiir jedes Ideal a ist
also X NV (a) = V(a+ I(X)) nach Lemma 2.10. Daher sind die abgeschlossenen
Teilmengen von X gerade die V' (b) firr I(X) C b.
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Lemma 2.13 Jeder Morphismus affiner algebraischer Mengen und jeder Morphismus
affiner Varitditen ist stetig in der Zariski- Topologie.

Beweis : Es geniigt, die Behauptung fiir einen Morphismus ¢ : X — Y affiner al-
gebraischer Mengen X C K™ und Y C K™ zu zeigen. Dieser wird nach Satz 2.6 von
einem K —Algebren-Homomorphismus ¢# : O(Y) — O(X) induziert und es gilt fiir

allea € X und g € O(Y) :
9(¢(a)) = ¥ (9)(a).

Es sei V(b) mit I(Y) C b eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Dann behaupten wir

P (V(0) = V(p*(b) - O(X)),

wobei ¥ (b) - O(X) das von der Teilmenge ¢#(b) in O(X) erzeugte Ideal bezeichnet
(also das kleinste Ideal in O(X), das ¢#(b) enthilt).

,C“: Seia € X mit p(a) € V(b), also g(p(a)) = 0 fiir alle g € b. Dann ist ¢#(g)(a) =
g(p(a)) = 0, also verschwinden alle Polynome in ¢#(b) auf a. Dann folgt aber
V(¢#(b) - O(X)).

,D“ Ist umgekehrt a € V(p#(b) - O(X)), so ist ¢#(g)(a) = 0 fiir alle g € b. Daraus
folgt g(p(a)) = ¢*(g)(a) =0, also ¢(a) € V(b).

U

Aus Lemma 2.13 folgt insbesondere, dass jede Funktion im Koordinatenring einer
affinen Varietdt oder einer affinen algebraischen Menge stetig in der Zariski-Topologie
ist.

Wir definieren jetzt noch Produkte affiner Varietdten. Wir beginnen mit dem ein-
fachen Fall X = K™ und Y = K™. In diesem Fall betrachten wir

X xY =K"™,
Dies ist eine affine algebraische Menge mit Koordinatenring K[z, ..., Zn, Y1, .-, Ym),
wobei K[zy,...,x,] und Klyi,...,yn] die Koordinatenringe von X bzw. Y sind.
Die natiirlichen K —Algebra Homomorphismen K[z1,...,Zn, Y1, .., Ym| = Klz1,...

und K[z1,..., %0, Y1, Ym| — Kly1, ..., ym] liefern die Projektionen X xx YV — X
und X xg Y.

Um allgemeine Produkte zu definieren, brauchen wir das Tensorprodukt von zwei
K —Algebren. Sind A und B K—Algebren, so gibt es eine K —Algebra

C=A®gkB
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zusammen mit K —Algebren Homomorphismen
a:A—Cund §: B— C,

so dass gilt: Fiir jede K—Algebra D zusammen mit K —Algebra-Homomorphismen
o : A — Dund f' : B — D existiert genau ein K —Algebren-Homomorphismus

¢ : ARk B — D, so dass das Diagramm

/A\
AR B D

SN

,xp] und B = Ky, ...

,Ym] ist offenbar A @k B =

kommutiert. Fiir A = K|z, ...

K[ajla"'axnaylw"aym]-
Allgemeiner gilt fir A = K[z1,...,2,)/aund B = Kly1,...,Yn]/b:

A@KB:K[.Tl,--.,xnyylaﬂ'aym]/c?

wobei
C:{fhl +gh2 : fe a,gc b7h17h2 € K['rlv"'vxn?ylw"’yM]}

ist.

Nun konnen wir definieren

Lemma 2.14 Sind (X,O(X)) und (Y,O(Y)) affine Varietiten, dann ist das Paar
(X X Y,0(X) @k O(Y)) auch eine affine Varietit. Sie heift Produkt von X und Y.

Es gibt natirliche Morphismen (Projektionen) affiner Varietiten

XxY —=>Xund X xY =Y.

Beweis : Nach Definition einer affinen Varietdt miissen wir die Behauptung nur
fir affine algebraische Mengen zeigen. Sind X € K" und Y C K™ mit O(X) =

L /1(X) und O(Y) = Klgs, .yl /1(Y), 50 gilt
{(z,y) € K"™: f(x) =0 fir alle f € I[(X),g(y) =0 fiir alle g € I(Y')}

{(z,y) € K™ : (fh1 + ghs)(z,y) = 0 fiir alle
f € [(X)ag € [(Y)7h1>h2 € K[xlw'wxnayla"'aym]}

Dann gilt I(XxY) = {fhi+ghs: f € [(X),g € I(Y), h1, hs € K[z,
(UA).

K[%l,..
XxY =

...,l’mylw'-:ym]}

13



Also ist X x Y eine algebraische Menge mit
OX xY)=0(X)®k O).
Die Projektionen werden von den K —Algebren Homomorphismen

O(X) — O(X)®kO(Y) und
oY) — OX)exOY)

induziert. O

Jetzt konnen wir die Begriffe aus der Algebraischen Geometrie auf die linearen alge-
braischen Gruppen anwenden.

Proposition 2.15 Sei G eine lineare algebraische Gruppe.

i) G ist eine affine Variett.

ii) Die Gruppenoperationen

mult: GxG — G und mv: G — G
(r,y) — zy r — x7!
sind Morphismen affiner Varietditen.
Beweis :
i) Definitionsgemé$ ist G Nullstellenmenge endlich vieler Polynome fi,..., f. aus

Klzy1, ..., 2n) in GL,(K). Wir haben oben gesehen, dass GL,,(K) vermoge

B:GL(K) = X ={(z11,...,%m,y) € K" 1 ydet (z;;)—1=0}
A — ((aij)m,(detA)_l)

die Struktur einer affinen Varietét erhélt. Unter dieser Bijektion 8 wird
G = {A€GL(K): fi(A) = ... = f,(4) = 0}
bijektiv auf die affine algebraische Menge
Y ={(x11,. ., Ton,y) € KL ydet(z;;) —1 =0,

f1<l‘11, Ce ,I’nn) =...= fr(xn, Ce ,l’nn) = O}
abgebildet. Wir definieren den Koordinatenring von G als die K —Algebra

{foB:feO))}
So wird G zu einer aflinen Varietat.
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ii) Da G eine Untergruppe von GL,(K) ist, geniigt es, die Behauptung fiir G =
GL,(K) zu zeigen. Dass inv ein Morphismus ist, haben wir oben schon nachge-
rechnet. Die Multiplikationsabbildung von Matrizen ist polynomial in den FEin-
trigen, daher ist auch mult ein Morphismus.

O

Jetzt konnen wir definieren, was die richtigen Abbildungen linearer algebraischer Grup-
pen sind.

Definition 2.16 FEs seien G und H lineare algebraische Gruppen. Ein Morphismus
f:G—H

st ein. Homomorphismus von Gruppen, der gleichzeitig ein Morphismus affiner Va-
rietdaten 1st.

Mit Hom(G, H) bezeichnen wir die Menge der Morphismen linearer algebraischer
Gruppen von G nach H.

Beispiel (Morphismen von Tori)

Wir bezeichnen die lineare algebraische Gruppe 77 = {z € K : x # 0} ab sofort
mit G,, und nennen sie die multiplikative Gruppe.

Wir wollen Hom(7,,, G,,) bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst den Koordi-
natenring O(7,,) von T,,. Unter der Einbettung

T, < GL,(K) & K+

wird 7T, bijektiv auf die Menge

Y ={(21,...,Tpny) € KL x;; = 0 fur alle ¢ # j, (Hx”)y =1}

i=1
abgebildet. Wir zeigen nun, dass I(Y’) das von den Polynomen z;; fir i # j und

(1 i)y — 1 erzeugte Ideal ist:
i=1

Ist g € K[x11,- .., ZTnn, y] €in beliebiges Polynom, das auf ganz Y verschwindet, so
schreiben wir

g=ag1+ 9

mit ¢; € K[z11,22,...,Tu] und einem Polynom ¢s, fiir das in jedem Summanden
mindestens ein z;;mit ¢ # j vorkommt. Dann verschwindet auch g; auf Y. Wir miissen
also nur zeigen, dass jedes Polynom g € K{[z11, %99, .., Tn,,y] (Achtung: hier haben
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wir die Variablen auerhalb der Diagonale weggelassen), das auf ganz Y verschwindet,
ein Vielfaches von f = ( IT a:u)y — 1 ist. Dazu nehmen wir an, dies sei nicht der Fall

i=1
und betrachten ein g mit minimalem y—Grad, das kein Vielfaches von f ist. Also ist

g=ha(xi1, ..., Ty h(T1n, e )Y+ Ro(T11, - T
Wir multiplizieren g mit (Hl‘ii)d und subtrahieren

hd(fbll, . ,l‘,m)fd.

Das liefert ein Polynom mit echt kleinerem y—Grad, das auf ganz Y verschwindet und
auch kein Vielfaches von f ist. Also ist die Annahme falsch und unsere Behauptung
tiber 1(Y') bewiesen.

Wir erhalten also

O(Y) = K[I’H, L1253y Tpn, y]/I(Y)

n

= K[I‘H,Z‘QQ, . ,Inn]/((n I‘“)y — 1)

i=1

Es sei ' .
Kzl . 2t ={ Z arxy - ...-xy car € K}

der Ring der Laurent-Polynome. Dann liefert

K[zl ..., 2] — o)

rrnn

v = (ITzy) -y
J#u

einen Isomorphismus von K —Algebren (UA).

Also ist der Koordinatenring des Torus 7, gerade

o(T,) = K[a?l, . ail],

»'n

wobei a*! die folgenden Funktionen auf 7}, sind:

a; (diag(tl, . ,tn)) =
a; (diag(ty, ... tn)) = t;\

Insbesondere ist der Koordinatenring von G,,, = T gerade
O(G) = K[a™]

mit der Funktion a : G,, — K, a(x) = x.

Wir bestimmen nun Hom(7,,G,,). Sei ¢ : T,, — G,, ein Morphismus linearer
algebraischer Gruppen. Dann ist f ein Morphismus affiner Varietéten, d.h.

0" 0(G,,) — O(Ty)
[ = fop
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ist ein K —Algebren-Homomorphismus. Also ist ¢#(a) = ao ¢ = g(ay,...,a,) ein
Laurent-Polynom, und fiir beliebiges f € K[a*] = O(G,,) gilt

gp#(f) = f(g(aiﬂ, . ,afl).

Gleichzeitig ist ¢ aber ein Gruppenhomomorphismus, d.h. ¢(st) = ¢(s)e(t) fur al-
le s,t € T,. Daraus folgt a(p(st)) = a(p(s))a(p(t)) fir alle s,t € T,. Fiir t =
diag(ty, -+ ,t,) und s = diag(sy, ..., s,) ergibt sich

g(sit1, ..., Sutn) = aop(st) = a(gp(s))a(cp(t))
= g(s1,---,80)9(t1, ..., tn).

Ist g= 3 ¢a’ ... alr, so gilt also
rezn

ch(sltl)“ o (Satp)™ = (chslf s (chtﬁl et

I I
fir alle sy,...,8n,t1,...,t, € K*. Daraus folgt ¢ = 1 fiir alle [ und c;c; = 0 fiir
[+

Da 1 = ¢#(aa™t) = ¢¥(a)p™(a!) gilt, ist g nicht das Nullpolynom, sondern
invertierbar in Klai!,..., a™"].

Also existiert ein Index I mit ¢; # 0. Es folgt ¢; = 1. Fiir alle J # I muss dann
c; = 0 sein. Somit ist g von der Form

glay,...,a,) =d -...-an

fur ein I = (i1,...,1,) € Z". Daher ist ¢ die Abbildung

p: T, — Gm
diag(ty, ..., tn) — 11 -... -t
Umgekehrt liefert jedes I = (iy,...,4,) € Z" einen Gruppenhomomorphismus
p: T, — Gm
diag(ty, ..., t,) — ti ... -t

der ein Morphismus affiner Varietéten ist. Also erhalten wir
Hom(7,,, G,,) ~ Z".

Dies ist nicht nur eine Bijektion, sondern auch ein Gruppenhomomorphismus (UA).

Definition 2.17 Fiir jede lineare algebraische Gruppe G heifit
X*(G) = Hom(G,G,,)

die Charaktergruppe von G.
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Wir haben oben gesehen, dass X*(T},) ~ Z" ist.

Wir zeigen jetzt noch, dass Charaktere immer linear unabhéngig sind.

Lemma 2.18 Sei H eine beliebige Gruppe und X die Menge der Gruppenhomomor-
phismen von H nach K*. Dann ist X eine linear unabhdingige Teilmenge des K — Vek-
torraums aller Funktionen von H nach K.

Beweis : Falls X linear abhéngig ist, so hat X eine endliche linear abhéngige Teil-
menge. Es sei n die kleinste Méchtigkeit einer linear abhédngigen Teilmenge von X. Da
0¢ X ist, ist n = 2.

Es gibt also x1,...,xn € X mit

a1X1+ . Q1 Xn—1 F o Xn = 0,

so dass nicht alle o; Null sind. Aufgrund der Minimalitéit von n sind sogar alle o; # 0.
Also erhalten wir eine Gleichung der Form

f=0xi+. ..+ Bu1Xn-1+Xn=0

mit 51, ..., 0,1 € K*. Nunist x,, # x1, also existiert ein hy € H mit x,,(ho) # x1(ho)-
Daraus folgt fiir alle h € H:

0 = f(hoh) — Xn(ho)f(h)
= Bixi(hoh) + ...+ Buo1Xn-1(hoh) — xn(ho)[Bix1(h) + ... + Buo1Xn-1(h)]

n—1
= LA (xi(ho) = xa(ho)) xi(h).
Setzen wir ¢; = [3; (Xi(h()) — xn(ho)), 0 ist ¢; # 0 und
cix1+ ..+ ChiXn-1=0
ein Widerspruch zur Minimalitdat von n. [l
Wir haben in Lemma 1.5 gesehen, dass jede endliche Untergruppe von G L, (K) eine
lineare algebraische Gruppe ist. Jetzt werden wir noch zeigen, dass fiir endliche lineare

algebraische Gruppen die Morphismen gerade die gewohnlichen Gruppenhomomor-
phismen sind.

Proposition 2.19 FEs secien G und H endliche lineare algebraische Gruppen. Dann
15t

Hom(G, H)

die Menge der (gewdhnlichen) Gruppenhomomorphismen von G nach H.

18



Beweis : Wir miissen zeigen, dass jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ein
Morphismus affiner Varietdten ist. Dazu betrachten wir Bijektionen

a:G@ — X cC K" und
b:H — YCK™

auf affine, algebraische Mengen X und Y. ¢ : G — H liefert dann eine Abbildung
Y : X — Y. Die Menge X = {aj,...,a,} ist endlich. Wir benutzen die folgende
Tatsache (UA): Sind endlich viele Werte ay, ...,a, € K™ und by, ...,b, € K gegeben,
so existiert ein Polynom f € Klxy,...,z,] mit f(a;) = by,..., f(a,) = b,. (Dies
nennt man Polynominterpolation). Wir wenden diese Tatsache auf alle Koordinaten
von ¥ (ay),...,%(a,) an und erhalten Polynome fi,..., f,, € K[z1,...,x,] mit

(fr(ai), .., fn(a:)) = ¥(a).

Also ist ¢ ein Morphismus von algebraischen Mengen. Daraus folgt, dass ¢ ein Homo-
morphismus von linearen algebraischen Gruppen ist. 0

3 Liealgebren

Wir wollen nun zeigen, dass zu jeder linearen algebraischen Gruppe eine Liealgebra
gehort.

Definition 3.1 Fine Liealgebra g ist ein K— Vektorraum zusammen mit einer Ver-

knitipfung
[ ]:gxg—g,
die folgende Bedingungen erfillt:
i) [, ] ist eine Bilinearform
i) [x,x] =0 fir allex € g
iii) [, | erfillt die Jacobi-Identitit [x, [y,zH + [y, [z,x]] + [z, [x,yﬂ = 0.
Aus 7) und ) folgt, dass |, | antisymmetrisch ist, denn es gilt fiir alle z,y € g
= [z, 2] = [z,y] = [y, 2] + [y, ¥]
= _[:C7y] - [y,fﬂ],
woraus [z,y] = —[y, z| folgt.
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Beispiel: Wir versehen den K —Vektorraum M, (K) = {n x n —Matrizen iiber K}

mit der Verkniipfung
[A, B] = AB — BA.

Diese ist bilinear in beiden Argumenten und erfiillt [A, A] = 0 sowie iii), denn
A(BC —CB) - (BC —-—CB)A
B(CA—-AC)—- (CA—-AC)B
C(AB — BA) — (AB — BA)C
0

I+ +

fir alle A, B,C € M, (K), wie man leicht nachrechnet.

Allgemeiner kann man fiir jede assoziative K —Algebra a eine Liealgebrastruktur
auf a definieren, indem man

[z, y] = zy —yx
setzt, wobei die Multiplikation hier die Algebra-Multiplikation ist.

Wir wollen diese Liealgebrastruktur auf M, (K) jetzt auf konzeptionelle Weise mit

der Liegruppe G L, (K) in Verbindung bringen und auch fiir andere lineare algebraische
Gruppen Liealgebren definieren.

Definition 3.2 Sei X eine affine Varietdt und a € X.

Dann ist der Tangentialraum von X in a definiert als

Txo={0:0(X)— K :Jist eine Abbildung von K —Vektorraumen mit §(f-g) =
f(a)d(g) + g(a)o(f) fiir alle f,g € O(X)}.

Eine Abbildung 6 : O(X) — K mit der obigen Eigenschaft nennt man auch eine
Derivation in a.

Die Derivationseigenschaft erinnert an die Produktregel fiir Ableitungen. In der
Tat gilt:

O x4

Satz 3.3 Fir X = K" unda € X ist Tx, = @K( d (a)), wobei 2-(a) : O(X) =
i=1

Klxy,...,x,) = K definiert ist durch a%(a)(f)_: %(a).

Beweis : Nach der Produktregel fiir Ableitungen ist jedes

(a) ein Element von 7, ,.

i)
Os,

Diese Elemente sind offenbar linear unabhingig (UA).

Sei 6 € Tx, eine beliebige Derivation in a auf O(X) = Klzy,...,2,]. Wir setzen

C; = 5(I2) e K
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fire=1,...,n.

Dann gilt fiir alle « € K und k € N, : 6(ax¥) = akd(z;)af ' = ake;al™ und fiir
kl,...,knENol

Saxht . akn)
k-1 _k ki ka—1 k -

= a(kcaitas? - af + kyesai as? T oafr + L+ kacpayt . afn )
n

— af

= cza—xl(a)
i=1

o 9 9 . . .
Somit ist 3>(a), ..., 57 (a) in der Tat eine Basis von Ty q. O

T Tn

Proposition 3.4 FEs sei X eine affine algebraische Menge in K™ und a € X. Dann

o Txoe = {0€Tkng:0(f)=0 firalle feI(X)}
= {i Cia%i(a) ; icig—gi(a) =0 fir alle f € I(X)}.

=1

Beweis : Wir wollen die Derivationen § : O(X) — K in a bestimmen. Da O(X) =
Klzy, ..., z,)/1(X) ist, liefert jedes 6 durch Verkniipfung mit der Quotientenabbildung
Klzy,...,x,) = Klxq,...,2,]/1(X)

eine Derivation in Txn 4.

Die so definierte Abbildung
1 TX,a — TK",a
ist offenbar injektiv mit Bild (¢) C {0 € Tkn 4 : 6(f) =0 fiir alle 6 € I(X)}.
Sei umgekehrt § € Txn , mit §(f) = 0 fiir alle f € I(X). Dann faktorisiert die Ab-
bildung 0 : K[xy,...,z,] — K iiber O(X) = K[z1,...,2,]/I(X). Die so entstehende

Abbildung
OX)—= K

ist ebenfalls eine Derivation in a, also liegt ¢ im Bild von 1. 0

Um Tangentialrdume einfacher berechnen zu kénnen, fiihren wir die sogenannten dua-
len Zahlen ein:

Definition 3.5 Wir bezeichnen den Ring K|x]/(x?) mit Kl[e], wobei ¢ = z + (x?)
die Restklasse von x ist. K|[e| heifst auch der Ring der dualen Zahlen. Er enthdlt alle
Ausdriicke der Form a + be mit a,b € K, und man rechnet

(a + be)(c + de) = ac + (ad + be)e,
da €2 =0 gilt.
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Wir betrachten nun den Polynomring K[¢][xy,. .., x,] in n Unbestimmten mit Koeffizi-
enten in K [¢]. Wir kénnen in ein Polynom f € K{z1, ..., z,] auch (x1+uvie, ..., ,4v,€)
fiir v1,...,v, € K einsetzen und erhalten so ein Polynom

flz1 +vie, ... zp +vpe) in Kle|xy, ...z,
Beispiel: f(x1, 1) = x125 + 23 + 25. Dann ist

flzy +vie, w0 +v96) = (w1 + vi€) (T2 + voe) + (71 + v1€)? + X9 + Vo€
= 1Ty + 22 + 1y + (22 + 221 )vie + (21 + 1)vge

Wegen €2 = 0 verschwinden alle Terme, deren Grad in e groBer als eins ist.

Lemma 3.6 Fir f € K[zy,...,z,],a1,...,a, € K und vy,...,v, € K gilt
flay 4+ vie, ..., a, + vye)

(
= flar,....an) + (z u (al)vl) :
(

= fah ) (Vf( )'(017"'7'071))67
wobei wir of
8—:“(&1 . an)
Vi(ay...a,) = :
a(?pf (a1...an)
setzen und diesen Spaltenvektor mit dem Zeilenvektor (vy, ..., v,) multiplizieren.
Beweis : Wir miissen diese Formel nur fiir Monome f = aa?' ... 2% zeigen. Hier gilt
klakl L. R Clk”
Vi(ay,...,an) =« :
knakt ... - akn—
Auflerdem ist wegen € = 0
f(al +U1€,...,(ln+1}n€)
= afa; +vie)* ... (an + vpe)kn
- 04((alf1 + klakl_lvle) - (akr 4 knalinTluge))
= Oz(alfl coeakn + k:lakl 1U 6(0/52 coooeak)y + 0+ kak T oe(ad koo . afL”_*ll))
= fl(ay,.. an) + a (al, cey Qp)VIEF L+ gf (al, ey Q) Up€
flay,...,a,) + (Vf(al,...,an)-(vl,...,vn))e.
O
Insbesondere folgt aus Lemma 3.6 : Es ist
0
aa‘i(al,...,an) =0firallei=1,...,n
genau dann, wenn f(a; + vie, ..., a, + ve) = fag, ..., a,).
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Korollar 3.7 Es sei X C K™ eine affine algebraische Menge und a = (aq,...,a,) €
X C K" Dann st

Txo= {5: Zvig(a) € Tgng: flag +vie, ... a, +v,€) =0 fiir alle f € [(X)}.
i=1 i

Beweis : Nach Proposition 3.4 ist
Txo={0€Tkny:(f)=0furalle f e I(X)}

Nunist f(as,...,a,) =0 firalle f € I(X). Also gilt fiir jedes 6 = ZUi(%(a) € Tkny:

5(f)=0e Y v = 0
i=1 !
z)i':6>'f(al—1—?}16,...,otn%—vne) = 0.

0

Beispiel 1: Wir betrachten die affine Varietdt GL,(K) und die bekannte Bijektion
B GLy(K) = X = {(z5j,y) € k" F1: (det(ay))y — 1 = 0}
Dann ist

O(X) — O(GL,(K))
J = fop

ein Isomorphismus von K —Algebren, also ist fiir F,, € GL,(K)
TGLn(K), E, ~Tx,

mit e = B(E,) = (e;;, 1), denn det E,, = 1. Nach Korollar 3.7 ist

u 0 0
TX,e == {Z Uij%(@) + an—y(e) € TKn2+1> e (det(@i]’ + ’Ui]f)i,j . (1 + ’UOE)) —1= O} s

i,j=1 )
denn es ist I(GL,(K)) = (det(z;;) -y — 1) (UA). Nun ist

det(eij + vije)i,j
= det(E, + Ve) fir V = (vi)i;

Uhung + € Spur V'

= 1+€(U11—|—...+Unn).

Also folgt
det(e;; + vije)ij - (1 +vpe) — 1
= (T4+e(vin+ ... 4 ven)) (1 +vpe) — 1
= 1+elwo+vii+...+0m,)—1, denn e =0
= 6(1)0+U11+...+'U»,m).
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Da €(vg + v11 + ... + V) = 0 ist genau dann, wenn (vg + v11 + ... + Uyy) = 0 ist,
erhalten wir

n
TX,e = 'Zl vij%(e) + ’Uo%(é’) - TK"2+1,e Vo F V1L Uy, = 0}
ij=
n
~ vij%(e) Ly € K™ beliebig} :
ij=1
wenn wir vg = —vU1; — ... — Upy Setzen. Also ist
u 0
2
TGL,(k).EB, ™ {Z Vi 5 (6)} ~ K™,
ij=1 "

n
wobei dem Vektor (vy;);; € K™ die Derivation 3. vij52—(e) entspricht. Wir erhalten
ij=1 Y
also eine Identifikation mit K" = Mat,,(K) wie oben!

Beispiel 2: Wir betrachten die affine Varietat SL, (K) mit der Bijektion
Bispo (k) - SLn(K) — Y = {(z;5) € K™ : det(z;;) = 1}
Analog zu Beispiel 1) gilt
Tsr,(k),E, =~ Ty mite= B(En)

= {2 vijgy(e) s det(ey; + vije) = 1}

,j=1

= 1.2, v (©) : Spur(vig)y = 0} ,

ig=1
denn det(e;; + vij€);; = 1 + € Spur (vi;);; (Ubungen).

Also ist Tz, (k),, isomorph zum Unterraum der Matrizen mit Spur 0 in Mat,, (K).

Lemma 3.8 Istp: T — Y ein beliebiger Morphismus affiner Varietiten mit o(a) = b.
Dann induziert ¢ auf natirliche Weise einen K— Vektorraum-Homomorphismus

(T@)a . TX@ — Ty7b.

Beweis : Wir wissen, dass ¢ : X — Y zu einem K —Algebrenhomomorphismus
©" OY) = O(X)
gehort. Also erhalten wir durch Verkniipfung mit ¢# eine natiirliche Abbildung

TX,a — TY,by
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die jede Derivation ¢ : O(X) — K in a auf § o o : O(Y) — K abbildet. Wir rechnen
nun nach, dass § o p# tatsichlich eine Derivation in b ist. Fiir f,g € O(Y) gilt niimlich

Sop*(fg) = d(e*(fe*(g )
e* (f)(a)d (o™ (9)) + % (9)(a)d (™ (f))
= f(0)s(¥*(9)) +9(0)3(9*(f)),
a)) =

f(b) (analog fiir g statt fir f). O

denn es gilt 7 (f)(a) = (

Korollar 3.9 Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen,
so erhalten wir eine lineare Abbildung

(Tp)e : Tae — The.

Beweis : Da ¢(e) = e ist, folgt dies aus Lemma 3.8. O

Eine lineare algebraische Gruppe G erhilt ihre Struktur als affine Varietédt iiber die
Einbettung

GL.(K) 5 X c K7+

U U
G — B(G)

Insbesondere ist 1(B(G)) D I(X), d.h. das Verschwindungsideal von $(G) enthilt das
Verschwindungsideal von X. Somit ist

O(X) — 0(B(Q))

surjektiv. Also ist auch

O(GLR(K)) — O(G)
surjektiv. Gleichzeitig folgt aus Proposition 3.4
Tgye C TGLn(K),e ~ Matn(K)

Wir haben schon gesehen, dass wir die K —Algebra Mat,,(K) mit einer Lieklammer
A, B] = AB — BA ausstatten konnen. Wir wollen nun zeigen, dass diese sich zu
einer Lieklammer auf 7Tt . einschrénken lésst. Dazu zeigen wir zunéchst eine andere
Beschreibung der Lieklammer auf Mat,, (K).

Jedes g € GL,,(K) liefert durch Konjugation eine Abbildung

Int (g9) : GL,(K) — GL,(K)
h — ghgt

Dieser ist ein Morphismus affiner Varietédten, denn er ist durch Polynome in den Ma-
trizentrigern gegeben.
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Lemma 3.10 Die zugehorige Abbildung

(TInt(g)), : Tar,(x)e = Tara ).
auf den Tangentialrdumen ist gegeben durch

Mat,(K) — Mat,(K)
A — gAgt

Dazu identifizieren wir Tar, (k)e =~ Mat,(K) wie im obigen Beispiel.

Beweis : Definitionsgeméaf ist (TInt(g))6 die Abbildung, die einer Derivation ¢ auf
O(GL,(K)) die Derivation ¢ o Int(g)# zuordnet, wobei Int(¢g)# : O(GL,(K)) —
O(GL,(K)) die durch Int(g) induzierte Abbildung auf den Koordinatenringen ist.

Die Identifikation Mat,,(K) — T, GL.(K),e 15t nach dem obigen Beispiel die Abbil-
dung, die einer Matrix V' = (v;;) die Derivation

- 0
> Uz‘j%(e)

i.j=1

auf K|[z,y]/(det(z;;)y — 1) =~ O(GL,(K)) zuordnet. Die Abbildung Int(g) vermit-
telt auf K[z,y]/(det(z;;)y — 1) einen K—Algebra-Automorphismus, der z;; auf den
Koeffizienten von

9(xij)ij 97"
an der Stelle (7, j), also auf
Z gintri(9™
k=1

abbildet. Hier schreiben wir g fiir die Eintrige der Matrix g und (¢71);; fiir die
Eintrige der Matrix ¢~—'. Wir berechnen fiir alle z, v nun das Bild der Matrix W)
mit Eintrdgen

1, falls (u,v) = (k1)
(.“‘)V) — ) ’ )
W) = { 0, sonst.

unter der von (T Int(g))6 induzierten Abbildung
TInt(g) : Mat,, (K) — Mat,,(K).

W) entspricht der Derivation ax;aw(e) auf K[z;;,]/(det(z;;)y — 1), wird also auf die

Derivation
Klzy,yl/(det(zij)y — 1) — K

Tij > aiu(kg_:lgikﬂfkl(gil)lj)(e)

abgebildet. Wir berechnen leicht

52 (3 (™) (E) = o™ s = g™ s - 5 ())
W g l=1 K
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Andererseits ist g/W#) g~ die Matrix mit den Eintrigen

an der Stelle (7, 7). Also bildet (TIn’c(g))e die Matrix W) auf gl g1 ab. Da
(TIn’c(g))6 eine K —lineare Abbildung ist, folgt unsere Behauptung. O

Korollar 3.11 Sei G C GL,(K) eine lineare algebraische Gruppe mit
TG,e C TGLn(K),e ~ Matn(K)
Fiir jedes g € G vermittelt dann der Homomorphismus

Int(g): G — G
h — ghgt

die Abbildung
Tge — T,

die durch Konjugation mit g auf dem Unterraum T¢. von Mat,(K) gegeben ist.

Beweis : Das folgt aus dem kommutativen Diagramm

TInt(g)e
TG,e TG,e

TGLn(K),eTmeTGLn(K),e

und aus Lemma 3.10. ]

Nun wenden wir folgenden Trick an: Fiir jedes g € G definiert Tint(g). eine K —lineare
Abbildung
(TInt(g)), : Ta.e = Tae-

Nach Konstruktion der Tangentialabbildung gilt
(TInt(g h))e = (Tintg). (Tint(h))

e

(Ubungen)

Da TInt(g). die Identitét ist, ist insbesondere jedes TInt(g). ein Isomorphismus.
Ferner erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

Ad:G — Autg(To.) = GL(Ta,)
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von G in die Gruppe der Vektorraumautomorphismen von ¢ .

Diesen Gruppenhomomorphismus nennt man auch die ,,adjungierte Darstellung®
von G.

Da T . als Untervektorraum von Mat,, (K') ein endlich-dimensionaler K —Vektorraum
ist, ist GL(T¢,) isomorph zu einem GL,(K), also insbesondere eine lineare algebrai-
sche Gruppe.

Fir G = GL,(K) ist insbesondere
GL(Tar,x).5,) ~ GLy2(K).
Hier schickt nach Lemma 3.10 die Abbildung
Ad: GL,(K) — Autg(T.G) ~ GL,2(K)
eine Matrix g € GL,(K) auf die n? x n?—Matrix, die die Konjugation
Vi— gVg!

auf Mat,(K) ~ K™ beschreibt. Die Eintréige dieser Matrix werden durch Polynome
gegeben. Also ist Ad ein Homomorphismus linearer Algebraischer Gruppen!

Daraus folgt, dass auch fiir eine beliebige lineare algebraische Gruppe G C GL,(K)
der Homomorphismus

Ad: G — Autg(Tg.) =T

ein Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen ist.

Wir kénnen also die Tangentialabbildung im Einselement e von G betrachten und
erhalten eine lineare Abbildung

ad == (TAd). : Tge — Tre
zwischen den Tangentialrdumen. Diese wollen wir jetzt fir G = G L, (K) berechnen.
Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen.
Lemma 3.12 Fs seien fi,..., fn € K|xy,..., 2] und

f: K™ — K"

(a1,...,0m) —> (fl(al,...,am),...,fn(al,...,am))
sei die zugehdrige Abbildung affiner algebraischer Mengen. Sei a € K™ mit f( ) =b.
Nach Satz 3.3 hat Tgm , die Basis 52-(a)(i = 1,...,m) und Txnp die Basis 5> ( (i =
1,...,n). Beziglich dzeser Basen wird

(Tf)a : TKm,a — TKn7b
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durch die (n x m)— Matriz

Si(a) -+ 2(a)
Jf = : :
Un(a) -+ L2(a)

gegeben. Auflerdem gilt
fla+ev) = f(a)+ J(f) - ve.

Hier ist a = (a1,...,amy),v = (v1,...,0n) und J(f)-v das Matrizprodukt.

Beweis : Definitionsgeméfl wird
(Tf)a:Trma— Tknp
durch 9 — 0o f# gegeben, wobei
Kz, — Kz, ..., 20

r; +H—— fi(l’l, . ,xm)

die zugehorige Abbildung auf den Koordinatenringen ist. Also ist (7'f), (%(a)) die
Derivation
af;

91, (a).

Somit hat (7'f), die Koordinatenmatrix .Jf. Aulerdem ist
flatev) = (fila+ev),..., fula+ev)),

und nach Lemma 3.6 gilt

a(a)
fla+ev) = f(a) : (1, ..., Um)E.
et
Daraus folgt die Behauptung. U

Korollar 3.13 FEs sei
h:GLn(K)— GL,(K)

ein Gruppenhomomorphismus, so dass es Polynome fi,..., faz, fo in m*+1 Variablen
qibt, fiir die

GL,,(K) — GL,(K)
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kommutiert. Dann identifizieren wir wie oben

0
TGL (5), B, = @ K8$-~(6) - TK"2+178
ij

und

Die Tangentialabbildung
(Th)g, : TaLw(1),Em — TaL.(K),E,
hat dann beziiglich dieser Basen die Koordinatenmatriz H € Kt xm? fir die
hE,+€eV)=E,+eH(V)

qgilt.

Beweis : Das folgt aus Lemma 3.12. O

Proposition 3.14 Wir betrachten den Morphismus

inv: GL,(K) — GL,(K)
A — AN

Dann ist (Tinv)g, : Tar, (ke
Mat,(K) die Abbildung

— Tar.(k),B, nach Identifikation von Tqr, (k),E, mit

n

Mat,(K) — Mat,(K)
A — —A

Beweis : Nach Korollar 3.13 ist (Tinv)g, durch die Koordinatenmatrix H mit
inv(E, +€V) =inv(E,) + eH(V)

gegeben. Also gilt
(B, +eV) ' =E, +eH(V).

Nun ist )
(B, +¢€V)™ ! = E, — eV (Ubungen),

also ist tatsiachlich H(V) = —V. O
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Jetzt wollen wir fiir G = GL,(K) die Abbildung
ad : TGLn(K),e — Tp,e

mit I' = Aut g (T1, (k),e) berechnen. Dazu geben wir die Koordinatenmatrix beziiglich
der iiblichen Basen an. Identifizieren wir Ty, (k). mit Mat, (/) beziiglich der Basis

0 .
{a%j(e).z,j—l,...,n},

so ist I' ~ Autg (K™) = GLy2(K) und Tp, ~ Mat,» (K).

Satz 3.15 Die Abbildung
ad : TGLn(K),e — Tf,e

ist durch
Mat,(K) — End(Mat,(K))

A — (B~ [AB])=AB—- BA

gegeben. Sie wird also durch die Lieklammer gegeben.

Beweis : Wir berechnen zunéchst fiir jedes V' € Mat,,(K) das Element Ad(E,, + V)
von End (Mat, K[e]). Nach Lemma 3.10 ist dies die Abbildung

Mat, K] — Mat, K|e]
B — (E,+€eV)B(E,—€V)

Nun ist
(E, +€V)(B)(E, —€V)
= (B+€eVB)(E, —€V)
= B—eBV +€VB
= B+ (VB —BV)e.
Also gilt
Ad(E, + V) =id + [V, —]e,
woraus mit Korollar 3.13 unsere Behauptung folgt. U

Korollar 3.16 Fir jede lineare algebraische Gruppe G C G L, (K) ist die Einschrinkung
von [,] auf Tae C Tar, k)., =~ Mat,(K) eine Abbildung

TG,e X TG,@ — TG,ea
die T e zu ewner Liealgebra macht. Wir schreiben
LZ@(G) = (TG,ea [’ ])

fiir diese Liealgebra. Fiir x,y € T . gilt ferner
[, y] = ad(x)(y).
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Beweis : Fir G C GL,(K) und g € G ist das folgende Diagramm kommutativ:

G — G
GL.(K) ™9 GL.(K).
Also kommutiert auch
7. 299 g

Nach Korollar 3.13 und Proposition 3.14 ist
Adgyr, (e 4+ €V) =id + eadgr, (V)

und
Adg(e + €X) = id + eadg(X).

Aus der Kommutativitit des Diagramms folgt daher fiir alle X € T,G :

adGLn (Tel(X)) = adG (X) .

TeG

Somit gilt fiir alle X, Y € T,.G :

adg(X)(Y) = adgr, (T.i(X), T.i(Y)).
= [Tui(X), T.i(Y)].

Somit vermittelt die Lieklammer auf Mat, (K) tatsichlich durch Einschrénken eine

Abbildung
[, ] T.G xT.G = T.G,

die [X,Y] = adg(X)(Y) erfiillt.

Die Eigenschaften einer Lieklammer aus Definition 3.1 vererben sich auf die Ein-
schriankung von [,] auf T,G. Also wird T.G mit dieser Verkniipfung tatsichlich eine

Liealgebra.

Unser néchstes Ziel ist es, mit Hilfe der adjungierten Darstellung ein Wurzelsystem zu

finden. Dazu brauchen wir zunéchst einige Vorarbeiten.

4 Exkurs iiber Darstellungen

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K. Wir schreiben

GL(V)={f:V — V Isomorphismus von K — Vektorraumen}.
Nach Wahl einer Basis von V ist V ~ K™ und GL(V) ~ GL,(K).
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Definition 4.1 Sei G eine Gruppe. Fine Darstellung von G auf V' ist ein Gruppen-
homomorphismus

p:G— GL(V).
Die Darstellung heifit treu, falls p injektiv ist.

Definition 4.2 FEine Darstellung p von G auf V' heifit irreduzibel, wenn es keinen
Untervektorraum W aufler 0 und V' gibt, so dass fiir jedes g € G die lineare Abbildung
p(g) den Unterraum W invariant ldsst.

Ein wichtiges Prinzip der Darstellungstheorie ist Schurs Lemma, das wir jetzt beweisen
wollen.

Definition 4.3 Sind p: G — GL(V) und p' : G — GL(V)" Darstellungen von G auf
den K—Vektorraumen V und V', so heifst eine lineare Abbildung

f:vVv=v
G—dquivariant bzgl. p und p', falls fir alle g € G und v € V

f(plg)-v) =0 (g)- f(v)
qgilt.

Satz 4.4 (Lemma von Schur) Sei K = K, also K algebraisch abgeschlossen. Gegeben
seren zwet irreduzible Darstellungen

p:G—GLV) und p': G— GL(V")

der Gruppe G auf den Vektorriumen V und V' sowie eine G—dquivariante lineare
Abbildung
f:v=v

im Sinne von Definition 4.3. Dann gilt:

i) Entweder ist f ein Isomorphismus oder f = 0.

ii) Falls V =V und p =y, so ist f die Multiplikation mit einem Skalar aus K.
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Beweis :

i) Der Unterraum Kern (f) C V ist invariant unter allen p(g) fiir g € G, denn es
gilt

falls v € Kern(f).

Da p irreduzibel ist, folgt Kern(f) = V oder Kern(f) = 0. Im ersten Fall ist
f = 0. Im zweiten Fall ist f injektiv und bildet V" isomorph auf Bild(f) C V" ab.
Nun ist Bild(f) invariant unter allen p/(g), denn fiir f(v) € Bild(f) gilt

p'(9)(f(v)) = f(p(g) - v) € Bild(f).

Da p irreduzibel ist, folgt Bild (f) = 0 oder Bild (f) = V. Im ersten Fall ist
f =0, im zweiten Fall ist f ein Isomorphismus.

ii) Wir nehmen V' = V' und p = p’ an. Da K algebraisch abgeschlossen ist, existiert
ein Eigenwert A von f. Der Endomorphismus

¢ =\id - f

von V ist dann ebenfalls G— dquivariant und sein Kern ist nicht Null, da er einen
Eigenvektor von f enthélt. Aus i) folgt also ¢ = 0, d.h.

Aid = f.
Also ist f die Multiplikation mit \.

Korollar 4.5 Ist K = K und p : G — GL,(K) eine irreduzible Darstellung von G
und A € GL,(K) eine Matriz, die mit allen p(g) kommutiert. Dann ist

A 0
A= DY

fiir ein A € K.

Beweis : Wir betrachten den Endomorphismus f : K" — K", der durch Multiplika-
tion mit A gegeben ist. Da A mit allen p(g) kommutiert, folgt fiir alle v € K"

f(p(@)v=A"p(g)-v=rpg)-A-v=rp(g)(f(v),

daher ist f G—&aquivariant.

Nach dem Lemma von Schur Satz 4.4 ii) ist f also die Multiplikation mit einem
Skalar. ]
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5 Unipotente und Borelgruppen

Es sei V ein endlich-dimensionaler K —Vektorraum und GL(V') die Gruppe der K —linearen
Automorphismen von V.

Definition 5.1 i) g € GL(V) heifit halbeinfach, falls es eine Basis von V aus
Eigenvektoren von g gibt.

ii) g € Mat,(K) heifst nilpotent, falls es ein m =2 1 mit g™ = 0 gibt.

iii) g € GL(V') heifit unipotent, falls g — idy nilpotent ist.

In der Linearen Algebra haben wir halbeinfache Automorphismen auch diagonalisier-
bar genannt. Ein g € GL(V) ist genau dann halbeinfach, wenn es eine Basis von V'
gibt, so dass die Koordinatenmatrix von ¢ beziiglich dieser Basis Diagonalgestalt hat.

Erinnerung: In der Linearen Algebra zeigt man die Existenz der Jordan-Normal-
form fiir jedes g € GL(V) : Es gibt eine Basis von V, so dass die Koordinatenmatrix
von ¢ beziiglich dieser Basis die folgende Gestalt hat:

OélEml + N1 0
ay By, + Ny

0 o B, + N,

Hier sind ay, .. ., o, die Eigenwerte von g, x4(X) = (X —aq)™ -...- (X —a,)" ist
das charakteristische Polynom von g und Ny, ..., N, sind nilpotente Matrizen. Diese
Matrix lésst sich schreiben als Produkt

1B, 0 Epy 4 2N 0
a2Em2 Emg + O{LQNQ

0 o B, 0 Em, + =N,

Daher ist jedes ¢ € GL(V) das Produkt eines halbeinfachen und eines nilpotenten
Elements aus GL(V).

Lemma 5.2 FEs sei S C Mat,(K) eine Menge von paarweise kommautierenden (n x
n)—Matrizen iber K, d.h. fir alle A,B € S gilt AB = BA.

35



i) Es gibt ein g € GL,(K), so dass gSg~! = {gAg™ : A € S} in der Menge der
oberen Dreiecksmatrizen aus Mat, (K) enthalten ist.

Fir S € GL,(K) ist also gSg~" C B,.
ii) Falls alle A € S halbeinfach sind, dann existiert ein g € GL,(K), so dass
989~ ={gAg : A€ S}

in der Menge der Diagonalmatrizen aus Mat,(K) enthalten sind. Fir S C
GL,(K) ist also gSg=* C T,.

Beweis :

i) Mit Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Also nehmen wir an, die
Behauptung stimmt fiir m < n. Falls jedes A € S ein Vielfaches von E,, ist, ist
die Behauptung klar. Also nehmen wir an, dass es ein A € S gibt, so dass A
kein Vielfaches von E, ist. Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt A einen
Eigenraum

E\(A) ={ve K": Av = \v}
mit 0 < dim F)(A) < n fiir ein A # 0 in K.
Fiir jedes B € S und v € E)(A) gilt

ABv = B(\v) = B(Av) = A(Bv),

daher liegt auch Bv in E)(A). Somit vermittelt S durch Einschrinken auf den
Unterraum F)(A) eine Familie kommutierender Endomorphismen S” von E)(A).

Da dim E)(A) < n ist, kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden: Es
gibt ein h € Aut(E\(A)), so dass hS’h™! aus oberen Dreiecksmatrizen besteht.
Insbesondere existiert ein v € F)(A), sodass v ein Eigenvektor aller B € S ist.
Jetzt betrachten wir den Quotientenraum W = K" /(v).

Jedes B € S vermittelt einen Endomorphismus B von W. Wir kénnen die In-
duktionsvoraussetzung auf W anwenden und erhalten ein gy € Aut(W), so dass
jedes goBg, ' eine obere Dreiecksmatriz ist. Es gibt also eine Basis Uy, ..., von
W, so dass die Koordinatenmatrix jedes B eine obere Dreiecksmatriz ist. Wir
wéhlen beliebige Urbilder vs, ..., v, von vs,..., v, in V und erginzen diese zu
einer Basis

V1 = V,V2,...,Un

von V. Dann ist
B(Ul) < <1)1>

fiir jedes B € S und
B(’Ul) € <'Ul, ce >/Ui>

fiir 4+ = 1. Also leistet die lineare Abbildung g, die die kanonischen Einheitsvek-
toren e; auf v; abbildet, das Verlangte.
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ii) Wir fithren wieder Induktion nach n und kénnen annehmen, dass die Behauptung
fiir alle m < n gilt. Falls jedes A € S Vielfaches von F, ist, ist nichts zu zeigen.
Ansonsten gibt es ein A € S mit einer Eigenraumzerlegung

K'=E,(A)®...® E)(A),

die 0 < dim E),(A) < dim V erfiillt. Wie im Beweis von i) zeigt man, dass alle
E\,(A) invariant unter allen B € S sind. Nach Induktionsvoraussetzung hat also
jedes E),(A) eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren aller B € S. So erhalten
wir eine Basis von V' aus gemeinsamen Eigenvektoren aller B € S,

Wir beweisen jetzt den Satz von Lie-Kolchin fiir unipotente Matrizen:

Satz 5.3 (Satz von Lie-Kolchin) Es sei G C GL,(K) eine Untergruppe, die nur aus
unipotenten Matrizen besteht. Dann gibt es ein g € GL,(K) mit

gGg~t c U,.

Mit anderen Worten: Es gibt eine Basis von K", beziiglich derer jede lineare Abbildung
aus G obere Dreiecksgestalt hat mit Finsen auf der Hauptdiagonale.

Dieser Satz gilt fiir beliebige Untergruppen von GL,(K), nicht nur fiir lineare alge-
braische Gruppen.

Beweis : Wir fithren Induktion nach n und kénnen annehmen, dass die Behauptung
fiir alle m < n gilt. Es geniigt zu zeigen, dass ein v € K™ existiert, so dass gv = v fiir
alle g € G gilt. Dann wendet man wie im Beweis von Lemma 5.2 i) die Induktions-
voraussetzung auf den Quotientenraum K"/(v) an und erhélt die Behauptung. Wir

konnen annehmen, dass
i:G— GL,(K)

eine irreduzible Darstellung ist. Sonst folgt die Behauptung durch Anwenden der In-
duktionsvoraussetzung auf einen invarianten Unterraum.

Wir zeigen nun, dass diese irreduzible Darstellung i die Abbildung i(g) = E,, sein
muss, woraus wegen der Irreduzibilitit n = 1 und die Existenz eines invarianten Vek-
tors folgt. Dazu nehmen wir an, es gibt ein gg € G mit (g9 — E,,) # 0. Fiir jedes h € G
gilt dann

Spur(h(go — En)) = Spur(hgy) — Spur(h)
= 0,

denn hgo und h sind als Elemente von G unipotent und jede unipotente Matrix in
GL,(K) hat die Spur n (Ubungen).
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Also ist
go— E, € {f € Mat,(K) : Spur(gof) = 0 fiir alle g € G} =: U.

Somit ist U # 0 ein Unterraum von Mat, (K). Wir definieren eine Darstellung von G

auf U durch
p:G — GL(U)

g — (f—=yf)
Man rechnet leicht nach, dass fiir ¢ € G und f € U auch ¢gf in U ist und dass p ein
Homomorphismus ist.

Es sei 0 ; W C U ein beziiglich Inklusion minimaler nicht-trivialer G—invarianter
Unterraum. Dann ist die Darstellung

g — p(9)lw

irreduzibel. Nun ist fiir jedes v € K™ die lineare Abbildung

F,: W — K"
o= )

G'—&aquivariant beziiglich der Darstellungen py : G — GL(W) und i : G — GL,(K),
denn es gilt
Fy(p(9)(f)) = Fu(gf)

= (9/)(v)

= 9(f(v))

= i(g)(F.(f))-
Nach dem Lemma von Schur (Satz 4.4) ist also F, = 0 oder F), ein Isomorphismus.
Da W # 0 ist, existiert ein f # 0 in W, daher finden wir ein 0 # v € K" mit
F,(f) = f(v) # 0. Also ist F, ein Isomorphismus. Fiir jedes u € K™ ist dann
FloF, - W—-W

v

ein Endomorphismus. Da fiir alle f € W

F,op(g)(f) = i(g)F,
und  F,0p(9)(f) = i(g)Fu(f)

gilt, folgt
F,'oF,0p(g)=plg)oF;'oF,

(2

fiir alle g € G. (UA)

Aus Korollar 4.5 folgt also, dass
FloF,

v

die Multiplikation mit einer Konstante A\(u) ist. Da F,, : W — K™ ein Isomorphismus
ist, existiert ein f € W mit



Fiir jedes u € K™ folgt

Ergénzen wir v zu einer Basis von K", so hat also f eine Koordinatenmatrix der Form

Insbesondere ist Spur(f) = 1. Aber f ist ein Element von W C U, hat also die
Eigenschaft

Spur(f) =0,

da 1 € G ist. Das ist ein Widerspruch. Also ist unsere Annahme falsch und die Be-
hauptung bewiesen. 0

Definition 5.4 Fine Gruppe G heifst auflosbar, falls es eine Kette von Untergruppen
1=G,CcG,.;,C...cG;CG

gibt, so dass fir allei=1,...,n—1 Gi1 ein Normalteiler in G; und G;/Gy1 eine
abelsche Gruppe ist.

Trvialerweise sind also abelsche Gruppen auflésbar. Fiir jede Gruppe G schreiben wir
|G, G| fiir die kleinste Untergruppe von G, die alle ghg~'h™! fiir g,h € G enthilt.
|G, G| heifit Kommutatoruntergruppe von G. Induktiv definieren wir die iterierten
Kommutatoren als
D°(G) =G
D'Y@) = [D'G, D'G).
Dann gilt: G ist auflésbar, genau dann, wenn es ein n > 1 mit D*G = 0 gibt (Ubungen).

Beispiel: U, und B, sind auflsbar.

Definition 5.5 Fir jedes i # j in {1,...,n} definieren wir U;; als die Menge aller
Matrizen in GL,(K), die auf der Hauptdiagonale Einsen und ansonsten hdchstens in
der Position (i, j) einen Eintrag ungleich 0 haben. Fiir a € K schreiben wir u;;(a) fir
die Matriz in U;;, die an der Stelle (i,7) den Eintrag a hat.

U,j ist eine Untergruppe von GL,(K), die vermdge a — u;j(a) isomorph zur Gruppe
(K, +) ist.

Wir wissen aus der linearen Algebra, dass die Multiplikation mit u;;(a) € U;; von
links die i—te Zeile einer Matrix durch

i — te Zeile + a(j — te Zeile)
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ersetzt.

Ferner bewirkt die Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von links eine Per-
mutation der Zeilen. Die Gruppe der Permutationsmatrizen ist isomorph zur Gruppe
Sy Sie heifit auch Weylgruppe von G L, (K).

Wir wollen als néchstes die sogenannte Bruhatzerlegung von G L, (K) zeigen.

Lemma 5.6 Jede Matriz g in GL,(K) ldsst sich schreiben als
g = bl’wbg

mit by, by € B,, und einer Permutationsmatriz w.

Beweis : Wir multiplizieren ¢~ mit Matrizen u € Uy; fiir ¢ < j von links, um so
Eintrage zu Null zu machen. Dies konnen wir so lange fortfiithren, bis in jeder Zeile die
Anzahl der Nullen, mit denen die Zeile beginnt, eine andere Zahl ist. Sollte es némlich
zwei Zeilen geben, deren erster nicht-verschwindender Eintrag in derselben Position
steht, so kann man diesen Eintrag in der oberen Zeile durch eine Multiplikation mit
u € U;; fiir @ < j zu Null machen.

Also gibt es ein by € B, so dass bog~! eine Matrix ist, fiir die es eine Zeilenpermu-
tation gibt, nach der sie eine obere Dreiecksmatrix wird. Also gibt es eine Permutati-

onsmatrix w mit
’Wb2.g_1 € Bm

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 5.7 (Bruhatzerlegung)

GL,(K) ist die disjunkte Vereinigung tber die Doppelnebenklassen
B,whB,

fiir alle Permutationsmatrizen w, d.h. es gilt

G = U B,wB,,.

wGSn

Beweis : Wir haben im Lemma 5.6 gesehen, dass jedes g € GG in einer Doppelneben-
klasse B,wB, liegt.

Wir zeigen nun, dass diese Doppelnebenklassen disjunkt sind.
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Falls ndmlich fur by, by, b}, b, € B, und Permutationsmatrizen w,w’ gilt
blwa = bll'll}/bIQ,

so folgt
(U'01) = w'(byby w™!

Entspricht w’ der Permutation ¢’ und w der Permutation o, so ist
w'(byby w ™ (e;) = w' (b ) eo—1(s)-

In der Zeile 0’ o0~ (i) hat dieser Vektor einen Eintrag der Diagonale von by, '. Dieser
ist ungleich 0. Daher ist 0’0o~ 1(z) < i fiir allei = 1,...,n, woraus ¢’ = o, also w = w’
folgt. U

Definition 5.8 FEine Flagge (F) in K™ ist eine Kette von Unterrdumen
(F): 0 S G .. .CW, = K",
von K™. Wir nennen eine solche Flagge vollstindig, falls r = n und
dimW; =1

fir allei =1,...,n gilt.

Die Gruppe B, der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen ist der Stabilisator der
vollstéandigen Flagge

(F):O; (e1) ;Ct (e1,€2) ; ;K".

Es gilt also
B,={9€GL,(K) : gle1,...,e;) = {eq1,...,e) firallei=1,... ,n}
Fiir jedes g € GL,(K) und jede Flagge
(F): 0 S...CW, =K"
in K™ schreiben wir kurz (¢F) fiir die Flagge
(gF): 0 g & ... S gW, = K"

Die Untergruppe {g € GL,(K) : (¢9F) = (F)} nennen wir den Stabilisator von (F).

Proposition 5.9 Gegeben sei eine Folge positiver ganzer Zahlen

O<di<dy<...<d, =n.
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i) GL,(K) operiert transitiv auf der Menge aller Flaggen
0Scms...CW, =K"
mat dim W; = d; fiir alle 7.

ii) Die Stabilisatoren zweier Flaggen wie in i) sind konjugiert.
Beweis :

i) Es seien
0ScMms...CW, =K"

und 0 G Wi G ... G W/ = K" zwei Flaggen mit gleicher Dimensionsfolge. Dann
wahlen wir eine Basis von W7, ergénzen sie zu einer Basis von Ws, usw. Analog
wéhlen wir eine Basis von W7, ergénzen sie zu einer Basis von W3 usw. Es gibt
ein g € GL,(K), das die erste Basis auf die zweite abbildet. Dieses leistet das
Verlangte.

ii) Ist (F') = (gF), so folgt

{h € GL(K) : (hF') = (F")} = g{h € GL.(K) : (hF) = (F)}g~".

Definition 5.10 i) Fine Untergruppe von GL,(K) heifst Borelgruppe, falls sie der
Stabilisator einer maximalen Flagge ist.

ii) Eine Untergruppe von GL,(K) heifit Parabolische, falls sie der Stabilisator einer
beliebigen Flagge ist.

Nach Proposition 5.9 sind je zwei Borelgruppen zueinander konjugiert. Da B, eine
Borelgruppe ist, sind die Borelgruppen in GL,(K) genau die Untergruppen

9B,g7"

fir g € GL,(K).

Satz 5.11 Jede Untergruppe H von GL,(K), die eine Borelgruppe enthdlt, ist eine
Parabolische.
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Beweis : Wir kénnen nach Proposition 5.9 annehmen, dass B, C H gilt. Wir be-
trachten einen linearen Unterraum W mit H C {g € GL,(K) : gW = W}. Dann
stabilisiert auch B, diesen Unterraum. Sei i < n minimal mit W C (ey, ..., ¢;). Dann
existiert ein w € W mit w = aje; + ... + aze; und a; # 0. Nun ist

uj; (1) € Uj; C By,
fiir alle j < 4, also enthalt W auch den Vektor
uji(1) - w —w = e
fiir alle 5 < 2. Daher enthalt W die Vektoren ey, ..., e;_; und w, also folgt
w=(e1,...,€e).

Jeder Unterraum, der von H invariant gelassen wird, ist also von der Form (eq, ..., €;)
fir ein i € {1,...,n}. Es seien

0G Wy, GWay... G Wy, = K"

alle Unterrdume, die von H invariant gelassen werden, wobei Wy, = (eq, ..., eq,) gilt.
Es sei P der Stabilisator dieser Flagge. Definitionsgeméaf ist P eine Parabolische, die
H enthéilt.

Wir betrachten den Unterraum
(hey : h € HY,

der von allen he; erzeugt wird. Dies ist der minimale H—invariante Unterraum # 0.
Also gilt (hey : h € H) = Wy,. Wir schreiben kurz d = d;. Also gibt es ein h € H mit

he; = ajeg + ...+ agey
mit oy # 0. Nach der Bruhat Zerlegung (Satz 5.7) ist
h = bjwby € B,whB,,
fiir eine Permuatationsmatrix w. Also folgt
w=>b"hb €H,

denn es gilt B, C H. Es folgt we, = by h by 'e;, daher hat we, einen Eintrag # 0 in
der Zeile d. Da w eine Permutationsmatrix ist, folgt

w(ey) = eq.

Ist w™t(ey) = e, so folgt

ug (1) = wuyj(Nw™* € H.
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Nun ist fiir alle 2 > 1 und alle a € K
[ua1(1), wi(a)] = ua(a) € H,

woraus auch
[wa(1), ugi(a)] = wy(a) € H

fiir alle [ < d folgt.
Daher enthélt H die Untergruppen Uj; fiir ¢ > 1 und [ < d. Daher enthélt H alle

Matrizen der Form
A B
0o C )’

wobei A eine invertierbare (d x d)—Matrix, B eine beliebige d x (u — d)—Matrix und
C' eine invertierbare (u — d) X (u — d) obere Dreiecksmatrix ist.

Jetzt wenden wir dasselbe Verfahren nacheinander auf die Unterrdume W, , ..., Wy
an. Es folgt

T

H=P.
U

Jetzt wollen wir zeigen, dass B, eine maximal auflésbare Untergruppe von G L, (K)
ist.

Lemma 5.12 GL,(K) ist nicht auflosbar fir n = 2.

Beweis : Da SLy(K) C GL,(K) vermoge A — . , reicht es nach

1
dem Kriterium der verschwindenden Kommutatorreihe aus, zu zeigen, dass SLo(K)
nicht auflésbar ist.

Die Gruppe [SLy(K), SLy(K)| enthélt die Elemente

(CRYERY RERERERsICH)
G )G

also folgt Uya C [SLo(K), SLy(K)]. Die transponierte Gruppe ist der Kommutator der
transponierten Matrizen, also folgt auch Uy C [SLy(K), SLy(K)).

44



Ferner ist

(o1)( 4 ?)(é D=5 )6 1)-(5 )
o))l = (5 o) G ) )
- (%))
- (%0 #)

also liegen auch alle Diagonalmatrizen in [SLy(K), SLy(K)], denn K ist algebraisch
abgeschlossen.

Damit folgt SLy(K) = [SLy(K),SLy(K)], denn jede Matrix in SLy(K) kann man

_01 é ) und Elementen aus Uy und Uy
schreiben. 0

als ein Produkt von Diagonalmatrizen,

Satz 5.13 B, ist eine mazimale auflésbare Untergruppe von GL,(K). Mit anderen
Worten: Jede Untergruppe P ; B,, ist nicht auflésbar.

Beweis : Nach Satz 5.11 ist jede Untergruppe P D B, der Stabilisator einer Flagge
0SW, S ...CW,=K"

Im Beweis von Satz 5.11 haben wir auch gesehen, dass W; = (ey,...,ey,) fiir alle
i = 1,...,r gilt. Falls P # B, ist, so hat mindestens ein Quotient W, ;/W; eine
Dimension = 2. Wir betrachten die Abbildung
¢: P— GL(W;) x GL(Wy/Wq) x ... x GL(W,/W,_1),

die durch die Einschriankungen ¢ |y, gegeben wird. Da o(W;) = W, und p(W;44) =
Wit1, vermittelt ¢ |w,+1 einen Automorphismus des Quotientenraums W, /W;.

Offenbar ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, der surjektiv ist. Also ist
P/Kern ) ;> GL(Wl) X GL(WQ/Wl) X ... X GL(WT/erl).
Da auf der rechten Seite mindestens einer der Faktoren isomorph zu GL,,(K) fiir ein

m 2 2 ist, ist die Gruppe P/Kern ¢ nicht auflésbar. Dann ist aber auch P nicht
auflosbar, wie man mit Hilfe des Kommutatorkriteriums sieht. [l
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Jetzt betrachten wir noch einmal die adjungierte Darstellung der Gruppe G L, (K). Es
sei g = Mat,,(K) die Liealgebra von GL,(K). Dann ist

Ad: GL,(K) — Aut (g)

die Abbildung
g (A gAg™)

nach Lemma 3.10.

Die Untergruppe 7,, C GL,(K) ist abelsch und besteht nur aus halbeinfachen
(diagonalisierbaren) Elementen. Also gibt es nach Lemma 5.2 eine Basis wy, ..., w,2
von g = Mat,(K), so dass jedes Ad(t) fur ¢ € T, Diagonalgestalt beziiglich dieser
Basis hat. Es ist also

fir ein o;(t) € K*. Da Ad ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt
Oéi(tltg) = (Ii(tl)Oéi(tg),

d.h. o; : T, — K* ist ein Gruppenhomomorphismus, also ein Charakter von 7, (siche
Definition 2.17). Wir wollen diese Charaktere nun bestimmen.

Lemma 5.14 Sei t C g = Mat,(K) der Unterraum der Diagonalmatrizen mit Ein-
tragen in K. Dann ist

t={Aeg: Ad{t)A = E,2 fir allet € T} = Kern Ad

Beweis : Es gilt Ad(t)A = E,2 & tAt™! = E,2. Fiir t = diag(ty ... t,) und A = (ay)i 4
hat tAt~! die Eintriige ¢;a;;t; ' an der Stelle (i, j).

Also ist t,-aijtj_l = F,2 fiir beliebige t genau dann, wenn fiir alle ¢ # j der Eintrag
Q5 = 0 ist. ]

Lemma 5.15 Sei i # j und g;; C g = Mat,,(K) der Unterraum der Matrizen, die
hichstens an der Stelle (i,7) einen Eintrag # 0 haben. Dann gilt fir alle t € T, und
A € gy
wobei a;; : T, — K> der Charakter

diag(ty, ... ty) — tit;"

15t.

Beweis : Ist A € g;; eine Matrix, die hochstens an der Stelle (7, j) einen Eintrag # 0
hat und sonst nur aus Nullen besteht, so gilt fir ¢ = diag(ty,...,t,) € T, :

tAt =it A,

also folgt die Behauptung. O
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Die Zerlegung

g=td @ 9ij
i#]
ist also die Zerlegung von g in gemeinsame Eigenrdume von T),. Die zugehorigen Cha-
raktere, die die Eigenwerte geben, sind der triviale Charakter sowie die Charaktere a;;

fiir ¢ # j.

Die Struktur dieser Charaktere wird deutlicher, wenn wir den Kern der adjungierten
Darstellung auf G herausteilen. Es ist Kern (Ad)= Z(G) = {diag(s,...,s):s € K*}.

Lemma 5.16 Der surjektive Gruppenhomomorphismus T,y ~ T, /Z( ) induziert einen
injektiven Gruppenhomomorphismus X*(T,/Z(G)) — X*(T,,) = @Za@, wobei a; :
T, — K* der Charakter diag (t1,...,t,) =t; ist.

n

Das Bild von X*(T,/Z(G)) in X*(T,) = @ Z(a;) ist die Untergruppe

=1

{;miai : ;mizo}.

Beweis : Der Homomorphismus
i: XN(T,/Z(G)) = X*(T,)

wird durch die Komposition eines Charakters T,,/Z(G) — K* mit der Quotientenab-
bildung g gegeben. Es seien o und f zwei Charaktere auf 7,,/Z(G) mit i(«) = i(). Da

q surjektiv ist, folgt a = . Da das Bild i(a) = [] a;"" auf Z(G) verschwindet, folgt
i=1
fiir alle s € K*

i(a) diag(s,...,s) = H s™=1,

woraus Z m; = 0 folgt. Ist umgekehrt v = H a;" ein Charakter von 7, mit Z m; =0,

SO Verschwmdet v auf Z(QG), faktorisiert also durch einen Charakter o : T, /Z (G) —
K*. Daher gilt i(a) = 7. O

Wir betrachten nun die von Ad |7, induzierte Darstellung
T./Z(G) — GL(g).
Dann ist g = t ® €D gi; eine Zerlegung in gemeinsame Eigenrdume von T,,/Z(G). Die

i#j
nichttrivialen Charaktere von T,,/Z(G), die als Eigenwerte auftauchen, sind genau die

Q45 fir ¢ 7é]

47



in X*(T,/Z(G)) = { > ma; - m; € Z mit Y m; = 0}. Der von X*(T,/Z(G))
i=1 i=1
aufgespannte reelle Vektorraum ist

i=1 1=1

In diesem Vektorraum, ausgestattet mit der Einschrénkung des kanonischen Skalar-
produkts auf R" ist die Menge

@z{aij:ai—aj:iséj}

ein Wurzelsystem vom Typ A,,_;.

6 Der allgemeine Fall

Wir betrachten nun eine beliebige lineare algebraische Gruppe G und verallgemei-
nern (ohne Beweis) einige der Ergebnisse, die wir fiir GL,, kennengelernt haben. Der
Grundkorper K ist wie immer algebraisch abgeschlossen.

Definition 6.1 i) Die mazimale Zariski-abgeschlossene, zusammenhdngende, nor-
male, auflosbare Untergruppe von G heifst Radikal von G und wird mit rad(G)
bezeichnet.

ii) Die mazimale Zariski-abgeschlossene, zusammenhingende, normale, unipotente
Untergruppe von G heifst unipotentes Radikal von G und wird mit rad,(G) be-
zeichnet.

Man kann in beiden Féllen zeigen, dass es tatsédchlich nur eine beziiglich Inklusion
maximale Untergruppe mit den angegebenen Eigenschaften gibt.

Beispiel:
K)) = {1} und
rad (GL,(K)) = Z(GL,(K))
K))
)

= {1} und
= U,.

Definition 6.2 FEine lineare algebraische Gruppe G heifit reduktiv, falls rad,G = {1}
ist, und halbeinfach, falls rad(G) = {1} ist.

GL,(K) ist also eine reduktive Gruppe, SL,(K) eine halbeinfache Gruppe. B, ist
nicht reduktiv.
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Definition 6.3 Fine Zariski-abgeschlossene Untergruppe D C G, die isomorph zu T,
fiir ein n = 1 ist, heifst Torus.

Beispiel: In der Gruppe
t . O E2 .
Sp, ={A € GLy(K) : AAJA=J} fir J = _ ist

t1
to
t
ty!

ein Torus. Dieser Torus ist maximal, d.h. er ist nicht in einem echt grofieren Torus
enthalten.

Definition 6.4 FEine Borelgruppe in G ist eine mazimale Zariski-abgeschlossene, zu-
sammenhdngende, auflosbare Untergruppe.

Beispiel: Nach Satz 5.13 ist B,, eine Borelgruppe in GL,,(K) im Sinne der allge-
meinen Definition 6.4.

Tatsache:

i) In G sind je zwei maximale Tori D; und D, konjugiert, d.h. es gibt ein g € G
mit gD g~ = Ds.

ii) In G sind je zwei Borelgruppen konjugiert.

Also passt die allgemeine Definition 6.4 mit unserer Definition 5.10 einer Borelgruppe
in GL,(K) zusammen.

Definition 6.5 Fs sei T' C G ein beziiglich Inklusion maximaler Torus. Dann sei
N(T)={9 € G:gTg' =T} der Normalisator von T in G und Z(T) = {g € G :
gtg~t =t fiir alle t € T} der Zentralisator von T.

Dieser ist ein Normalteiler in N'(T'), und die Gruppe
W =N(T)/2(T)

heifit die Weylgruppe zu (T, G).
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Tatsache: IV ist eine endliche Gruppe.
Beispiel: Sei T'=T,, in G = GL,(K). Dann ist
N(T) ={A = (a;;) € GL,(K) : in jeder Zeile und Spalte von A

befindet sich genau ein Eintrag # 0}

und
Z(T) =T,

also ist W isomorph zur Gruppe der Permutationsmatrizen und damit zu S,,.
Satz 6.6 (Bruhat-Zerlegung)

Es sei T C G ein mazimaler Torus und B eine Borelgruppe mit T' C B. Dann ist

G = L.J BwB.

weW

Beispiel: Im Fall G = GL, (K) haben wir einen direkten Beweis in Satz 5.7 gegeben.
Wir nehmen an, dass G halbeinfach ist und fixieren einen maximalen Torus 7" C G.

Dann betrachten wir g = Lie G und
Ad |r: T — GL(g).

Nach Lemma 5.2 existiert dann eine Basis von g aus gemeinsamen Eigenvektoren der
Ad(t) fir t € T. Wir konnen also g in gemeinsame Eigenrdume zerlegen:

g="9do ¥ Yo,
aeX*(T)
a#0
wobel
go={r€eg: Ad)X =X firallet € T'}
und

go={r€g: Ad)X =a(t)X firallet € T'}
fir den Charakter o € X*(T') = Hom(T, G,,) gilt.

Definition 6.7 Es sei

O(T,G)={aec X" (T): a#0 und g, # 0}.

Satz 6.8 O(T,G) ist ein Wurzelsystem in X*(T) @z R.
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Um diesen Satz zu zeigen, stattet man zundchst V = X*(T) ®z R mit einem W—
invarianten Skalarprodukt aus. Dazu wahlt man ein beliebiges Skalarprodukt (, )" und

macht es via
(z,y) = Y (wz, wy)
weWw

zu einem W —invarianten Skalarprodukt. Dann betrachtet man fiir jedes o € ®(T', i)

den Untertorus
Kern(a) ={t € T : o(t) = 0}

von 7" und darin die Zusammenhangskomponente 7}, des Einselements. Die Weylgruppe
von T in Z(T,) C G hat dann die Ordnung zwei und wird von einer Spiegelung erzeugt.

i1

Beispiel: G = Spy(K) und T = -
1

ty!

Dann ist X*(T") = Za; ® Zay mit den Charakteren
a; =1

und

asg = t2.

Es ist g = Lie G = {MEMam(K):Mt(_?EQ %2)—_(_%2 E02>M}

(UA).

Fir t = b2 € T ist Ad(t) : g — g die Konjugation mit ¢. Wir

!
A B
u=(¢ 1)

mit A, B,C, D € Maty(K). Dann ist
0 E —Ct A
t 2 _
v 5 )= (o 5

(e )en)(4 %)
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also folgt

— A B . _ nt _ it t__
g—{(c D).B_B,O_O,A _—D}.

Suchen wir hier nach gemeinsamen Eigenrdumen alle Ad(¢) fiir ¢ € T, so findet man
folgende Eigenrdume:

S1 0
t= 52 181,89 € K

-5

0 —S9
0 s O
0 0 O

ga1—a2 = 0 0 O S 6 K

0 0 —s

Also ist
CI){T, S]M(K)} = {j:2a1, :i:2(127 :*:(&1 -+ ag), i(al — ag)}

ein Wurzelsystem vom Typ Cs.
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