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Ubungsblatt 3

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen metrischen Vektorraums V' mit Ska-
larprodukt ( , ). Zeigen Sie:

(a) Es gilt
Kern f* = (Bild f)*  und  Bild f* = (Kern f)*.

(b) Ein Untervektorraum W C V ist genau dann f-invariant, wenn W+ f*-invariant ist.
Hinweis: Ein Untervektorraum W heifit f-invariant, falls f(W) C W.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Im R3 versehen mit dem Standardskalarprodukt seien die Vektoren

1 0 1 0
a=|1}), b=(1], z=1|1], y=1|4
0 1 3 1

gegeben. Sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus, fiir den die Unvervektorraume [a]
und [a, b] f-invariant sind und aukerdem f(z) = y gilt. Zeigen Sie, dass f eindeutig bestimmt
ist und bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Standardbasis.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei V' ein endlichdimensionaler unitérer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Zeigen Sie:

(a) Ein Endomorphismus f: V — V ist selbstadjungiert, genau dann wenn

(f(v),v) €R fir alle v € V.

(b) Zwei Endomorphismen f,h: V' — V sind gleich, genau dann wenn

(f(v),v) = (h(v),v) fiir alle v € V.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), U C V
ein Untervektorraum und 7: V' — V ein Endomorphismus. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(a) m ist Orthogonalprojektion auf U.



(b) Bildw = U, n* = 7 und

|7 (v) — m(w)]] < ||lv—w|| fiir alle v,w € V.

(c) Bildm = U, n? = 7 und

| (v)]| < vl fiir alle v € V.

(d) Bildm = U, 72 = 7 und 7 ist selbstadjungiert.

Abgabe bis Beginn der Vorlesung um 10:15 am Montag, den 09. Mai.



