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1. EINLEITUNG

Separierte Schemata von endlichem Typ iiber einem beliebigen Korper verhalten sich dhnlich
wie solche iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern. In meiner Arbeit werde ich einige Gemein-
samkeiten und Unterschiede darstellen.

Kapitel 2 dient der Erinnerung an einige Begriffe und Aussagen iiber Schemata. So korrespon-
dieren Morphismen in den projektiven Raum zu Geradenbiindeln, welche von globalen Schnitten
erzeugt werden. Auflerdem wird definiert, was unter einer Kurve verstanden werden soll.

In Kapitel 3 werden Bewertungsringe genauer betrachtet. Das erste wichtige Resultat im dritten
Kapitel ist eine Charakterisierung von Bewertungsringen in Korpern. Und zwar, dass Bewertungs-
ringe genau diejenigen lokalen Unterringe von dem Korper sind, welche beziiglich Dominanz ma-
ximal sind. Fiir Kurven sind vor allem diskrete Bewertungsringe interessant, also die Bewertungs-
ringe zu Bewertungen mit Wertegruppe Z. Das zweite wichtige Resultat ist, dass fiir eine endliche
Korpererweiterung des Quotientenkorpers eines Dedekindrings der ganze Abschluss wieder ein
Dedekindring ist.

Kapitel 4 ist den Kurven gewidmet. Bei einer regulidren, zusammenhédngenden Kurve entspre-
chen die Halme in den abgeschlossenen Punkten gerade diskreten Bewertungsringen des Funk-
tionenkorpers der Kurve. Die Punkte sind sogar schon eindeutig durch den zugehorigen diskre-
ten Bewertungsring bestimmt. Andererseits ist, mit der richtigen Topologie und Garbe versehen,
die Menge aller diskreten Bewertungsringe Cy /k, eines eindimensionalen Funktionenkorpers L/K,
selbst wieder eine reguldre, zusammenhédngende Kurve. Durch eine Fortsetzungseigenschaft von
Morphismen von Kurven in projektive Schemata sieht man, dass Cj g sogar schon projektiv ist.
Damit kann man die Dedekind-Weber-Aquivalenz beweisen. Diese sagt aus, dass die Kategorie der
zusammenhidngenden, reguliren, eigentlichen Kurven mit dominanten Morphismen gleich der Ka-
tegorie der eindimensionalen Funktionenkorper ist.

Bis hierhin ist es nahezu irrelevant, ob man sich iiber einem beliebigen oder algebraisch abge-
schlossenen Korper befindet. Wenn man jedoch von Glattheit und Regularitit redet, muss man
durchaus dazwischen differenzieren. So entsprechen sich die Begriffe bei Varietiten iiber alge-
braisch abgeschlossenen Koérpern. Uber nicht perfekten Kérpern gilt im Allgemeinen nur, dass
aus Glattheit Regularitit folgt. Das zeigt zum Beispiel die Kurve SpecK[X, Y]/(Y? — f(X)), wo-
bei f ein iiber K inseparables, irreduzibles Polynom ist. Die Theorie dahinter wird auf die Kéhler-
Differentiale zuriickgefiihrt. Weiter ldsst sich die Dedekind-Weber-Aquivalenz dann folgenderma-
3en ergdnzen

Kurve/K L/K
zusammenhingend, reguldr, eigentlich } « { eindimensionaler Funktionenkorper } .

(+ generisch glatt) (+ separabel)

Ich danke Prof. Dr. Jakob Stix fiir die Moglichkeit in seinem Fachbereich eine Abschlussarbeit
zu schreiben, fiir das interessante Thema und fiir seine tatkréftige Unterstiitzung. Weiterhin danke
ich allen, die sich die Zeit genommen haben auf meine Fragen einzugehen.



2. SCHEMATA UND KOHARENTE GARBEN

Der Begriff des Schemas erweitert die klassische Vorstellung einer Varietit {iber einem abge-
schlossenen Korper, der Nullstellenmenge von Polynomen. Ein affines Schema ist das Spektrum
eines Ringes zusammen mit der Zariski-Topologie. Durch die vom Ring geerbte Strukturgarbe ist
dies ein lokal geringter Raum. In dem Sinne sei ein Schema ein lokal geringter Raum, sodass es eine
Uberdeckung von affinen Schemata gibt.

Beispiel 2.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, dann entsprechen die Primideale von
K[x,y]/(x? — y) den Punkten in A%, welche die Gleichung x> = y erfiillen und einem weiteren
Punkt, dem (0)-Ideal.

Zunichst einige Begriffe, welche ich im Laufe der Arbeit verwenden werde.

Schema X iiber einem Schema Y: Dies ist ein Morphismus X — Y von Schemata. Falls Y = Spec(R)
ist, sagt man auch einfach, dass X ein Schema iiber R ist.

Projektives Schema: Ein Schema X iiber einem Ring R heif3t projektiv, falls es eine abgeschlossene
Einbettung X < [P} fiir ein n gibt und diese mit den jeweiligen Morphismen nach R kommutiert.

Irreduzibel: Ein Schema X heif3t irreduzibel, falls es sich nicht als echte Vereinigung zweier ab-
geschlossener Mengen schreiben ldsst. Ist es weiter generisch reduziert, so ist der Halm Oy ,, der
Strukturgarbe am generischen Punkt # ein Korper. Dieser wird Funktionenkorper von X genannt
und mit K(X) bezeichnet.

Reguldr: Ein Schema heif3t regulir, falls alle Halme der Strukturgarbe regulire lokale Ringe sind.
Regulire lokale Ringe sind noethersche lokale Ringe, sodass das maximale Ideal von Dimension
vielen Elementen erzeugt werden kann. Zudem sind diese faktoriell, also insbesondere Integritits-
ringe.

Endlicher Typ: Sei X ein Schema {iber einem Ring R. Man nennt X von endlichem Typ, falls es eine
endliche affine Uberdeckung von X gibt, sodass die zugehérigen R-Algebren iiber R endlich erzeugt
sind. Fiir Schemata iiber einem Korper von endlichem Typ gilt damit, dass diese noethersch sind
nach dem Hilbertschen Basissatz.

Definition 2.2. Eine Kurve ist ein eindimensionales, separiertes Schema von endlichem Typ tiiber
einem Korper.

Sei X ein Schema iiber einem Ring R und £ ein Geradenbiindel iiber X. Man wihle s, ..., s, €
['(X, £) und setze Uy = {P € X|s;(P) # 0 fiir ein i}. Dann definiert dies eine Zuordnung

XD U; —» PR
P [so(P) : ... : su(P)].
Dies ist so zu verstehen, dass die Schnitte durch lokale Trivialisierungen in den Punkten Elemente
der Halme der Strukturgarbe sind. Andererseits induziert ein Morphismus ¢ : X — F' das Gera-
denbiindel
p* (9[@1’5(1) und Schnitte ¢*xg, ..., * Xx},.
Dies fiihrt zu folgendem Satz, welcher Morphismen in den projektiven Raum beschreibt.
Satz 2.3. Sei X ein Schema iiber einem Ring R und n € N. Es stehen in Bijektion
Hom(X, PR) = {(£, Sg, ..., Sp)| £ Geradenbiindel iiber X
50y s Sy € T(X, L) mit Uy, = X}/ ~ .
Wobei (£, Sg, ..., Sp) ~ (G, Ty, .., by) falls es einen Isomorphismus ¢ : £ — G gibt, sodass gilt ¢(s;) = r.

Beweis. Siehe [Vak15, Thm. 16.4.1.]. O



Lemma2.4. Seien U, X,Y Schemata iiber einem Ring R und Y /R separiert. Sei U — X ein dominanter
Morphismus und ¢ : U — Y ein Morphismus. Dann existiert hichstens eine Fortsetzung von ¢ auf X.

Beweis. Seien ¢, 9, : X — Y zwei Fortsetzungen. Dies fiihrt zur Frage ob es eine Abbildung y gibt,
sodass folgendes Diagramm kommutiert

2
=T

X3 YxgY.

(®1,92)
Mit Z = Y Xyy,y X flihrt dies zu dem kommutativen Diagramm

U—yz 2 sy
\‘ﬁ [
X — 35 YxgY.

Da Y separiert ist, ist die Diagonale /\ eine abgeschlossene Einbettung. Nach [Liu02, Ch. 3 Propo-
sition 1.23.] ist auch ¢ eine abgeschlossene Einbettung. Also ist das Bild unter ¢ abgeschlossen und
enthilt U. Letzteres liegt dicht in X, daher ist ¢ ein Isomorphismus. Setze g = py o (L. O

Nun noch eine Aussage, welche von Halmen auf Umgebungen schlieflen ldsst und im letzten
Kapitel bei Differentialformen Anwendung findet. Dazu erstmal:

Lemma 2.5. Sei X ein Schema, F eine kohdrente Garbe auf X und Fp = 0 fiir einen Punkt P € X. So
gibt es eine offene Umgebung U C X von P, sodass & [y= 0 ist.

Beweis. Da die Frage nach einer Umgebung lokal ist, nehme man ohne Einschrankung an, dass
X = SpecA affin ist und F = M die assoziierte Garbe zu einem A-Modul M ist. Da ¥ kohirent
ist, ist M endlich erzeugt. Seien y,, ..., ¥, Erzeuger. Im Punkt P ist y; [p= 0, daher gibt es offene
Umgebungen U; von P, sodass y; [ = 0 gilt. Man wihle eine Umgebung D(f) C (| U; von P. Dann
wird F [p(p)= 1\7} von y; [pcry= 0 erzeugt. Also ist D(f) die gesuchte Menge. O

Korollar 2.6. Sei X ein lokal noethersches Schema, ¥ eine kohdrente Garbe auf X und P € X so
gewdhlt, dass Fp freivon Rang k iiber Op ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U von x, sodass F [
freivon Rang k ist.

Beweis. Sei eine Basis von & [p gegeben durch x;, ..., x;. Seien weiter U; Umgebungen von P und
X; € F(U;), sodass eingeschrinkt in P gilt X; [p= x;. Da die Frage nach einer Umgebung lokal ist,
setze man ohne Einschrinkung X = (1) U;. Dann definiert

p(U): O%(U) - F(U)
(fi’ seey fn) g Zﬁ(xl rU)

einen Morphismus der in P ein Isomorphismus ist. Da sowohl O?{, als auch F kohirent sind, sind
kergp und cokerg kohdrent; siehe [Liu02, Proposition 5.1.12.]. Nach Lemma 2.5 gibt es eine Umge-
bung U von P auf der ¢ ein Isomorphismus ist. (]



3. BEWERTUNGSRINGE

Die folgenden zwei Kapitel orientieren sich an [Har77, Ch. 1.6. Nonsingular Curves]. Anstelle
eines algebraisch abgeschlossenen Korpers wird jedoch ein beliebiger Basiskorper gewihlt.

Definition 3.1. Sei R ein Integritdtsring mit Quotientenkorper K, dann heif3t R Bewertungsring von
K, falls fiir alle x € K* gilt
x € Roder x~! € R.

Fiir einen Bewertungsring R von K ist Quot(R) = K. Offensichtlich gibt es eine Einbettung von
Quot(R) C R. Hier gilt Gleichheit, da fiir x € K* folgt, dass x oder x~! € Quot(R) ist. Mit dem
einem liegt auch das andere in Quot(R), da beide Elemente invertierbar sind.

Beispiel 3.2. Fiir einen beliebigen Korper K ist K selbst ein Bewertungsring.

Beispiel 3.3. Sei K ein Korper und K(x) ein rationaler Funktionenkorper, dann ist K[x] ) ein Be-
wertungsring.

Man kennt vielleicht Bewertungsringe eher als Ringe von Bewertungen, die Definitionen sind
aber dquivalent. Sei v: K* — G eine Bewertung mit Bewertungsring R,,. Fiir x € K* folgt, dass
v(x) > 0 oder v(x~!) = —v(x) > 0 gilt und damit x € R, oder x~! € R, ist.

Sei andererseits nun R ein Bewertungsring wie in Definition 3.1, dann wird eine Bewertung auf
K wie folgt definiert:

G = K*/R* und vg : K* — G gegeben durch die Projektion.
Man definiere eine Ordnung auf G durch
[x]>[y] :© xy~! €R.

Lemma 3.4. Sei R ein Bewertungsring mit Quotientenkorper K, dann gilt:

(1) Ristein lokaler Ring.

(2) R ist normal.

(3) Falls S ein weiterer Ring ist mit R C S C K, so ist S schon ein Bewertungsring von K.

Beweis.

(1) Es reicht zu zeigen, dass m = R \ R* ein Ideal ist. Ist dies der Fall, so ist dies das einzige
maximale Ideal, also R lokal. Sei a € R, x € m. Nach der Definition von m ist a(ax)™! =
x~! & R,also (ax)™! ¢ Rund damitax € m.Seinunx,y € m\{0}. DaR ein Bewertungsring
ist, gilt

xy~! € Roder (xy™!)"! =x"ly e R.
Sei ohne Einschrankung ersteres der Fall, so folgt
y+x=>0+xy)yem.

(2) Seix € K ganz iiber R, d.h. es gibt ein normiertes Polynom

X"+ a,_1x" 1+ ...+ ay, =0mita; €R.

Da R ein Bewertungsring ist, liegt x oder x~! in R. Wir wollen zeigen, dass immer ersteres
der Fall ist. Gilt x~! € R, so ist

x =x'7"x" = X1 (—(a,_1 X" 1+ ..+ ap) = —(ap_1 + ... + apx' ") ER.
(3) Der Quotientenkorper von S ist auch K, der Rest ist nach Definition ersichtlich. O

Sei K nun ein Korper, {2 ein algebraisch abgeschlossener Korper und X die Menge der Paare (R, f)
mit R einem Unterring von K und f : R — {2 einem Homomorphismus. Man betrachte folgende
induktive Ordnung auf Z:

(R, f)<(S,g) :©RcCSundg [g=f.

Nach Zorn’s Lemma gibt es daher maximale Elemente in Z, falls jenes nicht leer ist.
6



Lemma 3.5. Sei (R, f) ein maximales Element von X, dann ist R lokal mit maximalem Ideal m =
ker f.

Beweis. Das Ideal m = ker f ist als Urbild der 0 prim, da (2 als Korper ein Integritdtsring ist. Fiir
x € R\ m folgt f(b) € 2%, also faktorisiert f iiber

fm i Rm — £2.

Da R selbst ein Integritétsring ist, ist R C R, C Quot(R) und f;, setzt nach Konstruktion f fort.
Aus der Maximalitit folgt nun schon R = Ry, anders ausgedriickt gilt R* = R\ m und daher ist m
maximal. O

Sei R ein Ring und I ein Ideal von R. Sei R ein Unterring von einem Ring S und x € R. Dann
definieren wir R[x] als den von R und x erzeugten Unterring von S. Auflerdem setzen wir m[x]| =
mR[x] als das von m erzeugte Ideal in R[x].

Lemma 3.6. Sei (R, m) ein lokaler Ring, K ein Korper mit R C K und x € K*, dann ist
m[x] # R[x] oder m[x~!] # R[x7!].

Beweis. Angenommen beides gilt nicht, dann gibt es Gleichungen

UX" 4 ..+ ug = 1und vex % + ... + vy = 1 mit u;, Uy € m.
Seien dabei r, k minimal gew#hlt und ohne Einschrinkung r > k > 1. Es folgt

XK+ +oxl=1-1,
und durch die Multiplikation mit x¥ ergibt sich
U1 XK Lo = (1= vg)xK.

Dal -y, ¢ mistund R* = R\ m gilt, folgt, dass 1 — v, eine Einheit ist. Mit w; = l[v—‘] € m ldsst
—vo

sich die Gleichung schreiben als

k

xK = w x4 L+ wy.

Damit kann man in der ersten Gleichung x" durch einen Ausdruck mit niedrigeren Potenzen von
X ersetzen, was einen Widerspruch zur Minimalitdt von r darstellt. O
Satz 3.7. Ist (R, f) ein maximales Element von %, dann ist R ein Bewertungsring von K.
Beweis. Nach Lemma 3.5 ist R lokal mit maximalem Ideal m = ker f. Sei x € K*. Mit Lemma 3.6
ergibt sich
m[x] # R[x] oder m[x~!] # R[x71].

Sei ohne Einschrinkung ersteres der Fall. Demnach gibt es ein maximales Ideal m’ € R[x], welches
iiber m[x] liegt. Folglich ist m’ N R = m. Die Inklusion R & R[x] induziert also eine Einbettung

k =R/m & R[x]/m’' =: k', wobei k' = k[x + m'] ist.

Nach [AM69, Kor. 5.24] ist k'/k endlich algebraisch. Da m dem Kern von f entspricht, faktorisiert f
iber k und da (2 algebraisch abgeschlossen ist, gibt es eine Fortsetzung f’ : k" — (2. Die Verkniip-
fung

Rlx] - k' L5 0
setzt f fort. Also folgt aus der Maximalitit von (R, f), dass R = R[x] ist. Anders ausgedriickt heif3t
das, dass x in R liegt. O

Betrachtet man nun fiir einen Korper K die Menge X aller lokalen Unterringe von K. Und seien
(R, m), (S, m") € X, dann sagt man, dass R von S dominiert wird, falls R C S und m’ N R = m gilt.

Korollar 3.8. Die maximalen Elemente, beziiglich Dominangz, von X entsprechen den Bewertungsrin-

genvon K. Uber einem gegebenen lokalen Unterring von K gibt es solche.
7



Beweis. Die Ergdnzung folgt aus dem Lemma von Zorn, Dominanz ist eine induktive Ordnung. Fiir
den ersten Teil reicht es zu zeigen, dass ein algebraisch abgeschlossener Korper (2 existiert, sodass
maximale Elemente auch maximal im Sinne von Satz 3.7 sind. Und dass Bewertungsringe in X
maximal sind.

Sei also (R, m) maximal, k = R/m, k < k ein algebraischer Abschluss und

f:Rik@lE.

Sei nun beziiglich k und der vorherigen Relation (S, g) maximal iiber (R, f). Dann ist S lokal mit
maximalem Ideal n = ker g. Es folgt

m =ker f =kerg [R=kergNnR=nnNR.

Folglich wird (R, m) von (S, n) dominiert und es gilt schon R = S.

Sei nun R ein Bewertungsring mit maximalem Ideal m und (S, n) {iber (R, m) beziiglich Domi-
nanz maximal. Angenommen R C S, dann gibt es ein x € S, welches nicht in R liegt. Also ist
x~! € R (sogar in m), folglich auch x~! € S (sogar in n). Damit ist

xleS*nn=g.
Demnach gilt Gleichheit und (R, m) ist selbst maximal. O

Sei nun L/K eine Korpererweiterung. Eine K-Bewertung v auf L ist solch eine, dass v(x) = 0 fiir
alle x € K gilt. In der Sprache von 3.1 ist dies ein Bewertungsring R von L, sodass K in R enthalten
ist. Offensichtlich tibertragen sich die Aussagen von davor auch auf solche Bewertungen.

Definition 3.9.

(1) Eine Bewertung mit Werten in Z heif3t diskrete Bewertung und der zugehérige Bewertungs-
ring heif3t diskreter Bewertungsring (abgekiirzt DVR).

(2) Zueiner gegebenen Korpererweiterung L/K bezeichnen wir mit Cy /i alle diskreten K-Bewertungsringe
von L.

(3) Sei R € Cp/k, so benennen wir das maximale Ideal von R mit my und die zu R gehorige
diskrete Bewertung mit vg.

Satz 3.10. Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Integritdtsring von Dimension 1, dann sind dquivalent:
(1) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(2) R ist ein normaler Ring.
(3) R st ein reguldrer Ring.
(4) m ist ein Hauptideal.

Beweis. Siehe [AM69, Prop. 9.2.]. O

Definition 3.11. Ein Dedekindring ist ein eindimensionaler, normaler, noetherscher Integritits-
ring.

Sei nun R ein Dedekindring und 3 € Spec(R) ein Primideal, dann ist auch Ry ein Dedekindring.
Also ist Ry nach Satz 3.10 ein diskreter Bewertungsring.

Satz 3.12. Sei R ein Integritdtsring, dann sind dquivalent

(1) R istein Dedekindring.
(2) Jedes gebrochene Ideal von R ist invertierbar.

Beweis. Siehe [AM69, Thm. 9.8.]. O

Satz 3.13. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und L/K eine endliche Korpererweiterung.
Dann ist der ganze Abschluss von R in L ein Dedekindring mit Quotientenkorper L.

Beweis. Fiir L/K separabel siehe [JCJ06, Ch. X Satz 2.3.]. Fiir den allgemeinen Fall betrachte man

L/Lg/K mit Lg/K separabel und L/Lg rein inseparabel. Sei Rg der ganze Abschluss von R in Lg, dann

ist dieser nach dem separablen Fall ein Dedekindring. Wir bezeichnen mit R den ganzen Abschluss

von R in L. Dieser ist gleich dem ganzen Abschluss von Rg in L. Ein iiber Rg ganzes Element x € L
8



hat ein Ganzheitspolynom mit Koeffizienten aus R;. Die Koeffizienten sind ganz iiber R. Mit der
Charakterisierung, dass iiber R ganze Elemente r € L gerade diejenigen Elemente sind, sodass R[r]
ein endlicher R-Modul ist, folgt die Gleichheit. Folglich kénnen wir ohne Einschrinkung anneh-
men, dass L/K rein inseparabel ist.

Sei nun x € R mit Minimalpolynom P, /g, dann ist

Bk = TP" —afiireinr €N, a € K, p = char(K) und p" < [L : K].

Da x ganz iiber R ist, folgt a € R, siehe [JCJ06, Ch. X Satz 1.7.]. Fiir r grof genug gilt dann, da
L/K endlich erzeugt ist, R = {x € L|x"?" € R}.Seiq = p", M = YK, soist )%: M — K ein
Isomorphimus. Bezeichne das Urbild von R mit S, dies sind alle Elemente x € M fiir die gilt x? € R.
Insbesondere ist S isomorph zu R, somit ist S ein Dedekindring.

Nach Satz 3.12 reicht es zu zeigen, dass jedes gebrochene Ideal in R invertierbar ist. Sei I ein
gebrochenes Ideal von R. Nach der vorherigen Beschreibungvon Rist R C S, also SI ein gebrochenes
Ideal von S. Dieses ist daher invertierbar, es gibt also s; € (S : SI) und q; € I mit D, s;a; = 1.

Potenzieren mit q ergibt
1= (Z 5;a,)1 = Z slal = Z ai(alq_lslq).
Da die s; in M enthalten sind, liegt S? € K C L. Man definiere b; = a?_lsf, so folgt aus s;I C S, dass
bIcCsi9cS,alsobIcSNL=R.
Damit ist b; € (R : I) und wegen ). b;a; = 1 gilt
(R:DI=R. O
Lemma 3.14. Sei K ein Korper und A eine endlich erzeugte K-Algebra mit Quotientenkdrper M. Sei

L/M eine endliche Korpererweiterung, so ist der ganze Abschluss B von A in L eine endlich erzeugte
K-Algebra. Genauer ist B endlich iiber A.

Beweis. Siehe [Eis95, Thm. 4.14.]. O

Lemma 3.15. Sei L/K eine Korpererweiterung, v eine K-Bewertung auf L und x € L* algebraisch iiber
K, dann ist v(x) = 0.

Beweis. Sei Pyjx = a,T" + ... + ay das Minimalpolynom von x. Dann ist ay # 0. Es ergibt sich
folgende Gleichung

in{(v(a;) + iv(x))} = v(x).
..... n ‘;’6’
Analog

0>v(x™H =-v(x)
und somit v(x) = 0. O



4. KURVEN UND DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

Definition 4.1. Sei K ein Korper. Einen Korper L/K nennt man Funktionenkorper von Dimension
n, falls es eine Transzendenzbasis (x, ..., X,) von L gibt, sodass L/K(x;, ..., X, ) endlich algebraisch
ist. Der relative algebraische Abschluss von K in L heif3t Konstantenkorper.

Sei X ein reduziertes, irreduzibles K-Schema von Dimension n und endlichem Typ, so ist K(X)
ein Funktionenkorper der Dimension n iiber K.

Lemma 4.2. Sei L/K ein Funktionenkorper von Dimension 1, x € L, dann ist die Menge
endlich.

Beweis. SeiR € Cp g, dann ist
X&R e x™! € my.
Es gilt also fiir y € X zu zeigen, dass die Menge

{R € Ckly € mg}

endlich ist.

Sei y algebraisch iiber K, dann ist nach Lemma 3.15 die Bewertung v(y) = O fiir alle v € Cp/g. In
dem Fall ist die Menge leer.

Sei nun y transzendent {iber K. Dann ist K[y] ein Polynomring in einer Variable, also ein Dede-
kindring und L/K(y) endlich algebraisch. Damit ist nach Satz 3.13 auch der ganze Abschluss S von
K[y] in L ein Dedekindring. Sei weiter y € mg, esist K[y] C R und so auch S C R, da R ganz abge-
schlossen in L ist nach Lemma 3.4. Sei ® = S N mg, dann ist  maximal in S da y € P ist. Folglich
ist Sg; ein diskreter Bewertungsring mit Sy C R. Mit Korollar 3.8 folgt hier Gleichheit. Daher reicht
es zu zeigen, dass es liber y in S nur endlich viele maximale Ideale gibt. Da S noethersch ist, liegen
in der Menge

{I Ideal in S|{iber I liegen unendlich viele maximale Ideale}

nur Primideale. Da die Dimension von S eins betrigt, besteht die Menge nur aus (0). Damit ist das
von y erzeugte Ideal nicht enthalten. O

Wenn man von reguldren Schemata spricht, dann sind diese genau dann irreduzibel, wenn sie
zusammenhingend sind. Grund dafiir ist, dass die lokalen Ringe Integrititsringe sind.

Korollar 4.3. Sei L/K ein eindimensionaler Funktionenkorper und R € Cyp g, dann gibt es eine zu-
sammenhdngende, reguldre, affine Kurve C iiber K mit Oc p = R fiirein P € C und K(C) = L.

Beweis. Fiir R # L wihle man 0 # y € mg, nach Lemma 3.15 ist y transzendent {iber K. Sei, wie
in Lemma 4.2, S der ganze Abschluss von K[y]. Dann folgt Sy = R fiir f = S N mg. Wir setzen
C = Spec(S). Dies ist nach Lemma 3.14 wirklich eine Kurve. Man wihle als P den zu P korre-
spondierenden Punkt. Fiir R = L nehme man sich irgendeine solche Kurve mit P dem generischen
Punkt. O

Sei L/K ein Funktionenkorper in einer Variablen. Erzeuge auf C; g eine Topologie durch: abge-
schlossene Mengen sind endliche Teilmengen, die L nicht enthalten. Ferner beschreibt

OCL/K(U) = ﬂ R
ReU
eine Prigarbe auf diesem Raum.
Lemma 4.4. Diese Pragarbe ist eine Garbe und macht aus Cy i einen irreduziblen, lokal geringten

Raum.
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Beweis. Sei t € L transzendent iiber K. Der Polynomring K|[t] besitzt unendlich viele maximale
Ideale, welche diskreten K-Bewertungen von K[t] entsprechen. Da L/K(t) endlich ist, setzen die-
se sich, nicht notwendigerweise eindeutig, nach Satz 3.13 zu diskreten K-Bewertungen auf L fort.
Dementsprechend ist Cy/x eine unendliche Menge und mit der kofiniten Topologie irreduzibel.
Seien nun U; C Cpk offene, nichtleere Mengen, U;; = U; N U und U = |J U;. Man betrachte die
Sequenz

0 —> OCL/K(U) H Hi OCL/K(Ui) j Hi,j OCL/K(Uij)

r]REU R Hi ﬂREUi R Hi,j ﬂREUU R.

Da die Restriktionen den Inklusionen von Unterringen von L entsprechen und die Schnitte Uj; nicht
leer sind, ist die Sequenz exakt, also O, . eine Garbe. Die Inklusionen O¢, /K(U) = seuS © R
fiir Umgebungen von R induzieren eine Injektion

4
Ocuxk = h_II)l Oc, (U) = h—n>1 ﬂ SSR.
ReU ReU SeU

Sei x € R, so ist nach Lemma 4.2 die Menge U = {S € Cy /x| x € S} eine offene Umgebung von R,
folglich ¢ surjektiv. Damit ist der Halm O, , r = R ein lokaler Ring. (]

Definition 4.5. Eine abstrakte reguldre Kurve iiber einem Korper K ist eine offene Teilmenge von
Cyp/k fiir einen eindimensionalen Funktionenkorper L. Ein Morphismus zwischen abstrakten regu-
laren Kurven ist ein Morphismus lokal geringter Rdume.

Sei C nun eine zusammenhéngende, reguldre Kurve iiber einem Korper K und P € C ein abge-
schlossener Punkt. Der Halm O p ist ein regulérer lokaler noetherscher Integrititsring von Dimen-
sion 1, also nach dem vorherigen Kapitel ein diskreter Bewertungsring von Quot(O¢ p) = K(C).

Lemma4.6. SeiK ein Korper und X/K ein separiertes, integres Schema von endlichem Typ und P, Q €
X, sodass Ox p = Ox o in K(X) gilt, dann folgt P = Q.

Beweis. Sei R = Ox p = Ox o, also insbesondere ist R ein Integritdtsring. Man konstruiere Mor-
phismen fp, fo : Spec(R) — X wie folgt. Sei U eine affine Umgebung um P, so definieren wir fp als
den von Ox(U) — Ox p induzierten Morphismus. Man gehe analog fiir f; vor. Es kommutiert das

Diagramm
SpeC K(X? X
fa
\L fp \L

Spec(R) ——> SpecK,

wobei Spec K(X) — Spec R gegeben ist durch R < R(g). Anders ausgedriickt setzen f; und fp beide
die Inklusion des generischen Punktes nach X fort. Der generische Punkt Spec K(X) liegt dicht in
Spec R und X/K ist als separiert angenommen. Gemify Lemma 2.4 ist fp = fo, folglichP = Q. [

Fiir abgeschlossene Punkte reicht es sogar Ox p C Ox o vorauszusetzen um auf Gleichheit der
Punkte zu schlielen. Dafiir setze man R = Ox  im Beweis von Lemma 4.6 und fp = fp o 7, wobei
7 der durch R & Ox p induzierte Morphismus ist.

Lemma 4.7. Sei C eine zusammenhdngende, regulire Kurve iiber einem Korper K, dann gibt es eine
abstrakte reguldre Kurve Y iiber K, sodass C = Y ist.

Beweis. Wir wihlen L = K(C), dannist O¢ p € Cp/k fiir jedes P € C und fiir Q # P gilt
Oc,p # Oc,o-
SeiY = {OC,Plp (S C} C CL/K und
p: C—->Y
P OC,P'

11



Nach Lemma 4.6 ist ¢ injektiv, daher bijektiv. Unter der Annahme, dass Y eine abstrakte regulére
Kurve ist, entsprechen offene Mengen von Y den offenen Mengen von C, in beiden Fillen handelt
es sich um die kofinite Topologie. Sei also U C C offen, dann ist

Oy(U) = ﬂ Oc,p = Oc(U).
PeU
Es bleibt zu zeigen, dass Y eine offene Teilmenge von Cy/k ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass Y
eine offene Teilmenge von Cj x enthilt, dann ist das Komplement davon endlich, erst recht gilt
dies auch fiir Y selbst.
Sei U C C affin, also U = Spec(A) mit A einem noetherschen, eindimensionalem Integritéitsring
und als K-Algebra endlich erzeugt. Das Bild von U unter ¢ ist gegeben durch

{Ap|®B € Spec(A)}

und es gilt L = Quot(A). Seinun R € Cp/x mitA C R. Nach Korollar 3.8 gilt Ay; = R. Mit Erzeugern
X1, ..., X, von A ldsst sich das Bild unter ¢ damit folgendermafien formulieren

p(U)={R € CLx|ACR}= ﬂ{R € Cr/k|x; € R}.
i

Diese Mengen sind offen, da die Mengen {R € Cy /x| x; € R} nach Lemma 4.2 endlich sind. O

Korollar 4.8. Eine abstrakte regulire Kurve iiber einem Korper K ist eine zusammenhdngende, regu-
ldre Kurve iiber K.

Beweis. SeiY eine abstrakte reguldre Kurve und R € Y, dann gibt es nach Korollar 4.3 eine Kurve
C mit den obigen Eigenschaften, sodass O¢ p = R gilt. Weiter ist, nach Lemma 4.7, C isomorph zu
einer offenen Teilmenge U C Cy /g, wobei L = Quot(R) ist. Damit folgt, dass UNY eine offene affine
Umgebung um R ist. Es reicht nun zu zeigen, dass Y quasi-kompakt ist, dann ist Y von endlichem
Typ, die gefundenen Kurven C sind dies ja. Ist Ul. o7 Ui eine Uberdeckung von Cy /g und U # &, 50
ist C/k \ U abgeschlossen und damit endlich. Sei diese endliche Menge gegeben durch {x, ..., x,},
man wihle U, ..., U, mit x; € U, so folgt schon

Cugk=UulU,u..uU,. ]

12

Lemma4.9. Sei Y eine abstrakte reguldre Kurve iiber einem Korper K, R € Y abgeschlossen und X ein
projektives K-Schema, dann ldsst sich jeder Morphismus ¢ : 'Y \ {R} — X eindeutig auf'Y fortsetzen.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 2.4. Man betrachte X eingebettet in Px undseig: Y —
P% eine Fortsetzung von ¢. Dies induziert nach [Liu02, Ch. 3 Proposition 1.23.] ein kommutatives
Diagramm

Y\{R} — X®pp ¥ 253 X

\i‘(pl’

Yy —= 5 pr.

mit ¢ einer abgeschlossenen Einbettung. Da Y \ {R} dicht in Y liegt ist ¢ somit ein Isomorphismus.
Folglich liegt das Bild von ¢ schon in X. Wir konnen also ohne Einschrinkung X = P% annehmen.
Nach Definition ist Y eine offene Teilmenge von Cj i fiir einen Korper L/K. Sei 7 eine Uniformi-
sierende von R, so ist die Menge

nach Lemma 4.2 endlich, also abgeschlossen. Daher ist U = Y \ Z eine offene Umgebung von R
und es sei ohne Einschrankung Y = U. Ferner ist
W ={R € Cpk|m € mg}

nach Lemma 4.2 endlich, also V' = X \ W offen. Daher kann man ohne Einschrinkung zu Y =
V U {R} libergehen. Es folgt, dass vg(r) = 1istund vg(m) = 0 fiir R # S € Y gilt.
12



Nach Satz 2.3 korrespondiert ¢ zu einem, bis auf Isomorphie eindeutigen, Geradenbiindel L mit
n+1 nicht gleichzeitig verschwindenden Schnitten sy, ..., s, auf Y\ {R}. Sei U eine offene Umgebung
um R, sodass

p:Lly—Oyly
eine lokale Trivialisierung von L ist. Sei

fi=ves;,
dann ist ¢ auf U gegeben durch (fy, ..., f,,)- Setze
N = minvg(f),
1

so definiere man ¢ auf U durch
TN for e TN ).

In R ist dies wohldefiniert und auf Y \ {R} stimmt ¢ mit ¢ {iberein, da 7 in (9§\{R} liegt. O

Lemma 4.10. Sei C eine integre Kurve iiber einem Korper K. Dann ist die Menge der reguldren Punkte
Creg in C offen und nichtleer.

Beweis. Sei

v:X—X
die Normalisierung von X. Da die Konstruktion der Normalisierung affin statt findet, ist v nach
Lemma 3.14 endlich. Da X integer ist, gilt

Creg = {Q € X| Ox o normal}

nach Satz 3.10. Die normalen Punkte in C entsprechen den Punkten in denen v ein Isomorphis-
mus ist. Dies entspricht wiederum dem Urbild unter v des Ortes auf dem v : Oy, — v, Ox ein
Isomorphismus ist, da sich wegen der Endlichkeit von v die Abbildung affin betrachten ldsst. Es
folgt

Creg = v '({kerv* = 0} n {coker v* = 0}).

Da v endlich ist, ist v, Ox kohirent. Lemma 2.5 angewandt auf ker v¥ und cokerv* liefert, dass
die Verschwindungsorte vom Kern bzw. Kokern offen sind. Zudem ist C,¢ nicht leer, der Halm am
generischen Punkt 7 ist regulir, also liegt  in der Menge. O

Korollar 4.11. Sei C eine integre Kurve iiber einem Korper K, P € C ein abgeschlossener, reguldrer
Punkt und X ein projektives K-Schema. Dann ldsst sich jeder Morphismus ¢ : C \ {P} - X eindeutig
auf C fortsetzen.

Beweis. Bei der Frage um die Fortsetzbarkeit reicht es, sich auf eine offene Umgebung von P zu
beschrénken. Sei U eine irreduzible Umgebung um P, dann ist U, nach Lemma 4.10 offen, also
ohne Einschrinkung C = U,.g. Nach Lemma 4.7 ist C eine abstrakte reguldre Kurve und Lemma
4.9 liefert die Losung. O

Lemma 4.12. Sei L/K ein eindimensionaler Funktionenkorper, dann ist C g eine zusammenhdn-
gende, reguldre, projektive Kurve iiber K.

Beweis. Nach Korollar 4.8 ist Cy g eine Kurve. Bleibt zu zeigen, dass Cy x projektiv ist. Sei 14, ...,
eine affine Uberdeckung von Cj . Man bette ¥/ in A" C P" ein und sei Y; der Abschluss von ¥} in
P". Dann ist Y; projektiv und die Inklusionen
ey
sind Isomorphismen auf das Bild. Da Cy x \ V endlich ist, ldsst sich ¢; nach Lemma 4.9 fortsetzen
Zu
. Cyx = Y

Man definiere

I1a

¢: Cyg —
13
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Sei Y das schematische Bild von ¢, siehe [Stal6, Tag 01R7]. Dann ist Y nach [Stal6, Tag 056B] redu-
ziert. Ferner ist Y abgeschlossen im Produkt der projektiven Schemata Y;, also selbst projektiv. Auf
dem Schnitt der U ist ¢ eine Einbettung. Daher ist Y eine irreduzible Kurve mit Funktionenkor-
per L. Sei P € Y abgeschlossen. Dann wird der Halm Oy p nach Korollar 3.8 von einem diskreten
Bewertungsring R € Cy/x dominiert. Man betrachte folgendes Diagramm

f RT f PT
SpecR i} Spec Oy p .
Dann setzt sowohl o fg, als auch fp o3 die Einbettung von Spec L — Y fort. Nach Lemma 2.4 folgt,

dass das Diagramm kommutiert, da Y separiert ist. Also wird R unter ¢ auf P abgebildet und ¢ ist
surjektiv. In einem der V] liegt R, sei dies }/. Dann kommutiert das Diagramm

@
Cog —> Y

Tl
4
¥ — Y.
Es folgt
R D Oy’p D OYj’Lj(R) = OVJ-,R = R,

da das Diagramm vertréglich mit den Einbettungen des Funktionenkorpers L ist. Es folgt R = Oy p,
daher Injektivitdt von ¢ und Isomorphie auf den Halmen. O

Damit sind abstrakte regulidre Kurven iiber K nichts anderes, als zusammenhéngende, regulire,
quasi-projektive Kurven tiber K.

Korollar 4.13. Sei C eine integre Kurve, so ist C birational zu einer reguldren, projektiven Kurve.

Beweis. Nach Lemma 4.10 ist C,,¢ offen und nach Lemma 4.7 isomorph zu einer regulédren abstrak-
ten Kurve. Anders ausgedriickt, wenn L der Funktionenkdrper von C ist, so ist Cy.q isomorph zu
einer offenen dichten Teilmenge von Cy i, also C birational zu Cy k. O

Insbesondere ist jede zusammenhingende, regulidre Kurve quasi-projektiv.

Korollar 4.14. Sei C eine zusammenhdngende, reguldre, eigentliche Kurve iiber einem Kérper K, dann
ist C projektiv.

Beweis. Entsprechend der Bemerkung nach Lemma 4.13 ist C quasi-projektiv, es gibt also eine Ein-
bettung C — X in ein projektives Schema X. Nach [Stal6, Tag 01KS]ist C & CXgX eine abgeschlos-
sene Einbettung. Da C eigentlich, insbesondere universell abgeschlossen ist, ist C Xx X — X eine
abgeschlossene Einbettung. Also ist C — X eine abgeschlossene Einbettung, anders ausgedriickt
ist C projektiv. O

Sei Ck die Kategorie der zusammenhingenden, regulidren, projektiven Kurven iiber einem Kor-
per K mit dominanten Morphismen und Fktg die Kategorie der eindimensionalen Funktionen-
korper iiber K mit K-Homomorphismen. Einer zusammenhéngenden, reguldren Kurve kann man
deren Funktionenk&rper zuordnen, dies fiihrt zu einem kontravarianten Funktor

C » K(O).
Ein dominanter Morphismus C — D fiihrt dabei zu einem K-Homomorphismus

K(D) = OXJ]D g OXJ]C = K(C)
14



der Halme der Strukturgarbe an den jeweiligen generischen Punkten. Andererseits lédsst sich durch
Lemma 4.12 folgender Funktor konstruieren

C—/K . FktK - CK
L CL/K'

Das nachfolgende Theorem erginzt die Wirkung von C_/g auf Morphismen und beschreibt die
Zusammenhinge der beiden Funktoren.

Theorem 4.15. Sei K ein Korper, dann sind K(—) und C_x zueinander inverse Aquivalenzen von
Kategorien.

Beweis. Seien L sowie L' eindimensionale Funktionenkdrperiiber Kund ¢ : L' — Lein K-Homomorphismus.
Man konstruiere f = K(—)(¢) wie folgt

fiCuk = Cuyk
R+ ¢ (R).
Dies ist wohldefiniert, sei vy die zu R gehorige diskrete Bewertung, dann entspricht f der Zuord-
nung v — Vg o @ und letzteres ist wieder eine diskrete Bewertung. Die Mengen
D(x) ={R € Cpk|x & mg}

bilden fiir x € L' eine Basis der Topologie von Cy/ k. Also reicht es, um Stetigkeit zu zeigen, dass
Urbilder dieser Mengen offen sind. Es gilt D(¢(x)) C f~}(D(x)), daher ist auch letztere Menge
offen. Man definiere nun auf Seite der Garben folgende Abbildung:

Oc,, ()= [ R=0c,, (@)= [] S

ReU Sef-1(U)
x = o(x).
Sei x € [y dann ist
xe () R= [) ¢7%S).
ReUnim(f) Sef-1(U)
Also
p)e (] S
Sef-1(U)

und somit die Abbildung wohldefiniert. Au3erdem ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus
und vertrdglich mit den Restriktionen. Dass die Zuordnung funktoriell ist folgt auch direkt aus der
Abbildungsvorschrift. Weiter ist f(L) = L', es wird also der generische Punkt von Cj/x auf den
generischen Punkt von Cy,/k abgebildet und somit ist f dominant.

Bleibt zu zeigen, dass die Funktoren zueinander invers sind. Der Funktionenkorper von Cy k ist
gerade L selbst, daher K(—) o C_/x = id. Sei andererseits nun C eine zusammenhéngende, reguldre,
projektive Kurve iiber K. Nach Lemma 4.7 ldsst sich diese als offenes Unterschema von Cyr)/x
verstehen. Lemma 4.9 liefert eine eindeutige Fortsetzung

t: Cpyg = CCCpx

der Identitédt auf C. Aufgefasst in Cp,k 16st auch die Identitdt auf C; i die Fortsetzbarkeit. Wegen
der Eindeutigkeit folgt ¢ = id¢, x> somit C = Cpk. O

Das nichste Korollar ldsst sich als Zusammenfassung des Kapitels ansehen.

Korollar 4.16. Sei K ein Korper, folgende Kategorien sind dquivalent:

(1) Zusammenhdngende, reguldre, projektive Kurven iiber K mit dominanten Morphismen.
(2) Zusammenhdngende, reguldre, eigentliche Kurven iiber K mit dominanten Morphismen.
(3) Integre Kurven iiber K mit dominanten, rationalen Abbildungen.
(4) Eindimensionale Funktionenkorper L/K mit K-Homomorphismen.

15



Beweis. (1 < 4) ist der Inhalt von von Theorem 4.15. (1 = 2) Jede projektive Kurve ist eigentlich;
siehe [Har77, Ch. 2 Thm. 4.9.]. (2= 1) Jede zusammenhingende, regulire, eigentliche Kurve ist
projektiv; siehe Korollar 4.14. (1 = 3) Jede reguldre Kurve ist integer und jeder Morphismus ist
eine rationale Abbildung. (3= 1) Nach Korollar 4.13 ist jede integre Kurve birational zu einer zu-
sammenhingenden, reguliren, projektiven Kurve. Wegen der Aquivalenz von (1) und (4) ist diese
Zuordnung sogar schon eindeutig. Morphismen lassen sich nach Lemma 4.9 fortsetzen auf die je-
weiligen projektiven Kurven. O
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5. KAHLER-DIFFERENTIALE

Kapitel 4 und 5 sind angelehnt an [Liu02, Ch. 6.1. Kdhler differentials], [Vak15, Ch. 21. Differen-
tials] und [Sta16, Tag 00TQ Smooth algebras over fields].

Im Folgenden sei R — A eine R-Algebra. Sei M ein A-Modul. Inspiriert durch die Ableitung im
Reellen sei eine R-Derivationd : A — M eine R-lineare Abbildung, sodass die Leibniz-Regel erfiillt
wird:

d(a;a;) = a;d(a,) + a,d(ay) fiir alle a;,a, € A
und dr = O fiir aller € R.

Definition 5.1. Der A-Modul der Kéhler-Differentiale {2,,z zusammen mit einer R-Derivation
d: A — {24 sei durch folgende universelle Eigenschaft definiert:
Jede R-Derivationd’ : A — M, fiir M € Mod(A), faktorisiert eindeutig liber {24 /5.

A—4 v m

-1 . .
- A-l .
\Ld ay mit A-linearem f
Q4/r

Anders ausgedriickt entspricht Hom 4 (£24,g, M) = Derg(A, M) den R-Derivationen von A nach M.

Satz 5.2. Der Modul der Kdhler-Differentiale {24, existiert und ist eindeutig bis auf eindeutige Iso-
morphie.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Definition iiber die universelle Eigenschaft.
Fiir die Existenz definiere man
QA/R = @Ada/ ~
acA

mit Relationen
dr=0fiirr e R,d(a+a’) =da+da'und d(aa’) = ada’ + d’'dafiira,a’ € A.
Fernerseid: A — (2,4, gegeben durch a — da. Die so definierte Abbildung ist R-linear:
rda = rda + adr = d(ra).
Die geforderte universelle Eigenschaft wird nach der Konstruktion erfiillt. U

Beispiel 5.3. Sei A = R[x;, i € I]/(5;, j € J). Es gilt

Qar = P Adx;/(dy;, j € 1),

iel
. or; .
wobei dr = 3, a—Xidxi ist.
Beweis. Die Abbildung
d: A— PAdx/(dy, jel)=N

iel

definiert eine R-Derivation. Die Schreibweise ist als die gewthnliche Ableitung im Polynomring zu

verstehen. Es gilt zu zeigen, dass (N, d) die universelle Eigenschaft der Differentiale erfiillt. Sei M

ein A-Modulund 6 : A — M eine R-Derivation. Falls & iiber N faktorisiert, muss ein dazugehoriges

f: N — Merfiillen f(dx;) = &(x;). Damit ist f eindeutig, falls es existiert. Es bleibt zu zeigen,

dass mit dieser Vorschrift gilt d; € ker f und das entstehende Diagramm kommutiert. Beides folgt

direkt aus der Leibnizregel. (|
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Beispiel 5.4. Sei L/K eine separable, algebraische Erweiterung, so ist {2;,x = 0. Seia € L und Py
das Minimalpolynom, also P,/x(a) = 0 und P, k(@) # 0, so folgt

0 = d Pgk(a) = P (a)da
und damit da = 0.

Beispiel 5.5. Sei K ein Kérper der Charakteristik pund M = K(tP), L = K(t),soistL = M[T]/(TP —
tP). Mit Beispiel 5.3 folgt
‘QL/M = LdT/(pr_ldT) = LdT.

Lemma 5.6. Sei B eine weitere R-Algebra und ¢ . A — B ein Homomorphismus, dann ist die Sequenzg

P
Q4R ®4B ——> 2pr —> 24 —> 0
exakt. Dabei wird 1 durch d o ¢ @ id und w durch d : B — (2g;, indugziert.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass fiir jeden B-Modul M die Sequenz

0 — Homp(2p/4,M) —— Homp(£25/r, M) ——> Homp(24/r ®4B, M)

HomA(QA/R,M)

exakt ist. Dies iibersetzt sich mittels Homg({2g/g, M) = Derg(B, M) zu

0 —3 Dery(B,M) —-3 Derg(B,M) ——3 Derg(A, M),
wobei ¢ die Inklusion ist. Hier ist die Exaktheit klar. O

Damit ldsst sich Beispiel 5.5 erweitern. Sei nun L/K eine endliche inseparable Erweiterung und
Lgep/K der relative separable Abschluss von K in L. Sei weiter L/M/Lyge, so gewiéhlt, dass L = M(a)
und L/M eine echte Erweiterung ist. Dann folgt analog zum Beweis im Beispiel 5.5, dass {2/, = L
ist. Nach Lemma 5.6 folgt die exakte Sequenz

Qmixk OuL —> Qg — 2ym — 0.
Insbesondere ist {27, — (21,5 # O surjektiv, daher auch (27 # 0.

Lemma 5.7. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge, so ist

S™'Qur = Qs1aR -
Beweis. Sei d: ST'A — g14/5-15 die zugehorige R-Derivation und t: A — S™'A die Loka-
lisierungsabbildung. Die Verkniipfung (¢ o d ist eine R-Derivation, induziert also eine Abbildung

®: 24/r = 2g-14/8- Da S bijektiv auf 2g-1,4/5 operiert, ldsst sich ¢ auf S™! 24 fortsetzen. Be-
zeichne die Fortsetzung weiterhin mit ¢. Andererseits betrachte man

d:ST'A - ST 24z
% slda— %ds.
s S
Der Quotientenregel beim Ableiten nachempfunden, erfiillt dies die Leibnizregel und ist somit eine

R-Derivation. Es wird eine S~!A-lineare Abbildung ¢ : 2g-14g = S™! 24, induziert. Dass die
beiden Abbildungen zueinander invers sind, folgt auch direkt aus der Quotientenregel. O

Beispiel 5.8. Sei K ein Korper und L = K(t) ein eindimensionaler Funktionenkorper. Mit Lemma
5.7 und Beispiel 5.3 lassen sich die relativen Differentiale berechnen.

Quk = Lk1gyx = (Pk1a/k)0) = Kltld) = Ldt

Definition 5.9. Sei L/K ein endlichdimensionaler Funktionenkorper. Man nennt L separabel iiber
K, falls eine Transzendenzbasis ¢, ..., t,, von L existiert, sodass L/K(t, ..., t,,) separabel ist.
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Beispiel 5.10. Sei L/K ein separabler, endlichdimensionaler Funktionenkorper und (t, ..., t,) eine
dies bezeugende Transzendenzbasis. So ist {2k ein freier L-Modul mit Basis (dt;, ..., dt,).

Beweis. Sei M = K(ty, ..., t,). Nach Beispiel 5.8 ist {2);/x = (dty, ..., dt,)); und nach Beispiel 5.4 ist
2r/m = 0. Angenommen die Sequenz aus Lemma 5.6

Y
0 -—= Omx Oul — Lpyg — uym —— 0

ist linksexakt, dann folgt £2;,x = 2);/x ®pL = (dty, ..., dt,,)r. Wir konstruieren dazu ein Linksin-
verses zu §. Da L/M endlich separabel ist, gibt es ein Element o € L mit L = M(a) und separablem
Minimalpolynom P,p; = Y. a;t'. Sei N = 2p/x @y Lund L[N] = LN die durch N = 0 gegebene
K-Algebra. Dies wird durch
f: M- L[N]

m +— (m,dm)
zu einer M-Algebra, wobei (2 durch dm — dm ® 1 in N aufgefasst wird. Es folgt fiir eine
Nullstelle («, o) von Py, aufgefasst als Polynom in L[N]

0 = Py/m(a, 6a) = Z(ai, da;)(a, 8a)' = Poyp() +d Poypr(a) + PZX/M(OC)505 + &2
=0
Da P;/M(a) # 0 ist, folgt
da = 4 Peyr(®) l,ja/M(a).
Poc/M (@)
Man setze f fort durch
f': L= M1}/ Pojps — LIN]

t — (a,déa).

Nach Konstruktion von S« ist dies wohldefiniert. Die Verkniipfung mit der Projektion nach N

Lo N 2N N

definiert eine K-Derivation. Es wird eine L-lineare Abbildung
go . QL/K - N
induziert unter der dt; auf dt; abgebildet wird. Es folgt ¢ o ¢ = id. O

Zusammenfassend sollte man sich die vorgestellten Beispiele folgendermafen in Erinnerung be-
halten. Eine endliche Korpererweiterung L/K ist separabel genau dann, wenn (27, = 0 ist. Genau-
er gilt, falls L/K separabel von Transzendenzgrad n ist, dass {2}k ein n-dimensionaler Vektorraum
ist. Generell ist fiir L/K einem endlichdimensionalem Funktionenkdrper (27 # 0.

Lemma 5.11. Sei B eine weitere R-Algebra und A - B surjektiv mit Kern I, so ist

P
/PP —— Q24r®B —— Qg —> 0
eine exakte Sequenz von B-Moduln. Dabei wird x € I/I? unter 1 auf dx ® 1 abgebildet.

Beweis. Man definiere auf I/I? eine B-Modulstruktur durch [b]x = bx fiir [b] € B = A/I, x € I/I*.
So ist 3 ein R-Modulhomomorpismus und wohldefiniert, da gilt
P(x*)=dx?*®1=2dx Q@ x =0.

Die Abbildung 7 ist die durchs Produkt induzierte, also da @ b — bda. Als B-Modul ist {24 /r ® 4B
erzeugt von den Elementen da ® 1, a € A, daher ist 7 surjektiv. Nach Beispiel 5.3 kommen in {2g/5
im Vergleich zu (24, gerade die Relationen dx = 0 fiir x € I hinzu. Damit ist die Sequenz in der
Mitte exakt. O

Lemma 5.12. Schreibe B = A/I im Rahmen von Lemma 5.11. Falls die Projektion h : A/I> — A/I als

R-Algebra-Homomorphismus ein Rechtsinverses besitzt, so ist die entstehende Sequenz auch linksexakt.
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Beweis. Sei das Rechtsinverse gegeben durch f: A/I — A/I?>. Man betrachte die Abbildung
g: A— I/
a+ a— f(h(a)
So ist
g(ab) = ab — f(h(ab)) = ab — f(h(a))f(h(b))
= a(b — f(h(b))) + b(a — f(h(a))) — ab + af (h(b)) + bf(h(a)) — f(h(a))f(h(b))
= a(b — f(h(b))) + b(a — f(h(a))) — (a — f(h(a)(b — f(h(b)))
a(b — f(h(b))) + b(a — f(h(a)))
ag(b) + bg(a).
Ferner ist dies auch R-linear, also ist g eine R-Derivation. Damit gibt es eine Fortsetzung

Qar S 1P
Dafiir x € Iund da € 2,4 gilt
xg'(da) = xg(a) € I,
definiert g’ ® f eine Abbildung ¢ : 24/r ®4B — I/I*. Sei 3 wie in Lemma 5.11, dann ist
P(®(x)) = p(dx ® 1) = x — f(h(x)) = x.
Folglich ist ¢ injektiv. O
Lemma 5.13. Sei B eine weitere R-Algebra und C = A ®g B, so ist
Qcip = 24/r ®aC.
Beweis. Seid: A — (24, so definiere man

d®id
d, . C — QA/R ®RB'

Dies beschreibt eine B-Derivation, faktorisiert demnach iiber 2-/5. Da gilt 24 /g ®gB = 24/ ®4C
reicht es zu zeigen, dass Ersteres die universelle Eigenschaft der Kédhler-Differentiale erfiillt. Sei
f: C > M eine B-Derivation. Die Verkniipfung

L f
A-C->M

ist damit eine R-Derivation und induziert daher eine A-lineare Abbildung ¢ : (24, — M. Definiert

man
P®id
‘QA/R ®RB e M,

so setzt dies f fort. O

Das néchste Korollar bietet eine andere Darstellung der Differentiale und wird im Kapitel 6 eine
Erweiterung auf Schemata liefern.

Korollar 5.14. Seid: A @r A — A gegeben durch a; @ a, — a,a, und I = ker 6, so gilt:
QA/R = I/IZ.
Beweis. Die exakte Sequenz

id®1

RN
0 —3>] — 35 AQrA —>A —30

spaltet. Dieser Spalt ist ein A-Algebra-Homomorphismus, nach Lemma 5.12 ist die Sequenz
0 g I/Iz = QA®RA/A ®A®RAA g QA/A g 0
exakt. Mit Lemma 5.13 ergibt sich:

Ragra/R = 24/r Qa(A Qr A),
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also
Qp@paia Bagrad = 24/r (A ®rA) ®agra A X Rar.
Da weiter da = 0 € {244 fiir jedes a € A gilt, folgt, dass
0 I/I>? > Qg =0

exakt ist. 0
Lemma 5.15. Sei K ein perfekter Korper, A eine endlich erzeugte K-Algebra und m C A ein maximales
Ideal. Dann sind dquivalent:

(1) Der lokale Ring A, ist reguldr.

(2) Die Dimensionen dim,m) f24/xk ® ax(m) = dim Ay, stimmen iiberein.

Beweis. Esreicht ein Rechtsinverses zu der Projektion A/m? — A/m zu konstruieren. Nach Lemma
5.12 fiihrt dies zu der exakten Sequenz

0 — m/m? — R4k ®ax(m) —> Qx(m)/K — 0.
Da x(m)/K endlich separabel ist, gilt §2,(;n)/x = 0 und daher ist m/ m? = Q,/x @ax(m). Es folgt

dimy(yy m/m? = dimyym) 2475 @ax(M).
Die K-Algebra A ist endlich erzeugt, also noethersch. Daher ist A, genau dann reguldr, wenn
dimy () m/m? = dim A, gilt.

Sei also x(m) = K(&) mit separablem Minimalpolynom P4/ und &' ein Urbild in A/m?2. Wir
suchen ein a € A/m?, welches der Gleichung P4 () = 0 geniigt und & modulo m entspricht.
Man setze dafiir « = &’ + € an. Dann ist

0 =Pyg(a +¢€) = Pyp(a’) +e Py (@) + o, .
N—o —— \ J

2
em ex(m)x €l

Die Gleichung lédsst sich damit nach € auflosen und es gilt ¢ € m. Die Vorschrift & — «a definiert
also ein Rechtsinverses. O
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6. GLATTHEIT

Sei im Folgenden K ein Korper und X ein equidimensionales, separiertes K-Schema von endli-

chem Typ.

Nachdem das letzte Kapitel relativ technisch war, folgen daraus nun Resultate fiir Schemata.
Dazu zunéchst eine Ausweitung der Differentiale auf solche. Sei X — X Xy X die Diagonaleinbet-
tung, so ist dies eine abgeschlossene Einbettung. Wir bezeichnen mit J = ker(Oxy,x — Ox) die
zugehorige Idealgarbe.

Definition 6.1. Sei J wie eben, so bezeichnet man J/J2 eingeschrinkt auf X mit (2; /x- Die so
definierte Garbe nennt man auch Garbe der Differentialformen.

Affin entspricht dies den relativen Differentialformen von Kapitel 5. Sei U C X affin, also U =
Spec A fiir eine K-Algebra A. Nach Korollar 5.14 ist Q}( ,k |u die assoziierte Garbe zu {24 k. Ferner
ist diese kohérent nach Beispiel 5.3, da X von endlichem Typ ist.

Definition 6.2. Sei X von Dimension n {iber K und P € X. Dann heifit X glatt in P, falls Q;( /K frei
von Rang n in einer Umgebung von P ist. Man nennt X glatt, falls X glatt in allen Punkten ist.

Anders ausgedriickt heifit X glatt, falls Q;{ sk €ine lokalfreie Garbe von Rang dim X ist.
Lemma 6.3. Sei X C A" affin und von dem Ideal I in K[Xj, ..., X,,] ausgeschnitten. Wir bezeichnen
mit Jp die Jacobimatrix von Erzeugern des Ideals im Punkt P. Sei P € X, so sind dquivalent:
(1) dlmK(P) QAP/K ®APK(P) =dimX.
(2) tkJp = codimyn X.

Beweis. Sei A = K[Xj,...,X,], B = A/I, also A" = SpecA und X = Spec B. Lemma 5.11 induziert
eine exakte Sequenz

/P —— 24k ®4B — 2gx —> 0.

Tensoriert mit x(P) und lokalisiert an P liefert dies

I/ ®g x(P) i) Qap/k ®apk(P) — 2,k Qp,x(P) —» 0.

Seien fi, ..., f, Erzeuger von I, dann erzeugen d f, ®1, ..., d f,®1 das Bild in {2 4 ) ® 4x(P). Die Spalten
der Jacobimatrix Jp entsprechen den Linearkombinationen der d f; in den dx;. Daher entspricht der
Rang von Jp der Dimension von im ¢. Weiter ist dim,py {24, /x ®a,%(P) = rky {24/x = nnach Satz
6.5. Mit der exakten Sequenz

0 — imyp —— 24,/xk ®4,x(P) — 2p,/k ®p,x(P) —> 0

folgt dann
rkJp = n — (dimyp) 25, /xk ®p,x(P)). O
Lemma 6.4. Es sind dquivalent:
(1) X ist reguldr.
(2) Ox p ist reguldr fiir alle abgeschlossenen Punkte P € X.
Beweis. Siehe [Stal6, Tag 021T]. O

Satz 6.5. Sei P € X ein abgeschlossener Punkt, es sind dquivalent:
(1) X ist glattin P.
(2) dlmK(P)(\Qx/K)P ®0X,P K(P) = dim X.
(3) dimy)(2x/x)o ®0x,Q x(Q) = dim X fiir eine Umgebung U von P und alle Q € U.

Falls diese dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, ist Ox p reguldr.
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Beweis. (1= 2) Der Modul der Differentialformen ist frei von Rang dim X in einer Umgebung von
P.Im Punkt P folgt
dimy(p)(2x/x)p 0y p ¥K(P) = dim X.

(2= 3) Nach Lemma 6.3 ist (2) dquivalent dazu, dass in einer affinen Umgebung U C A% um P

gilt
rkJp =n—dimX.

Der Rang ist konstant auf einer offenen Umgebung V von P, wiederum mit Lemma 6.3 folgt (3).

(3= 1)Man setze A = Ox p und n als die Dimension von X. Nach Korollar 2.6 reicht es zu zeigen,
dass {24,k frei von Rang n ist. Sei ohne Einschrankung X = Spec A, dann ist (3) auf ganz X erfiillt.
Sei K ein algebraischer Abschluss von K und X der Basiswechsel zu jenem. Die Dimension von X
und Xy stimmen iiberein; siehe [Stal6, Tag 00P4]. Bedingung (3) gilt genauso fiir Xgz. Nach Lemma
5.15 ist Ox, p reguldr und mit Lemma 6.4 ist Xk reguldr. Da Xz — X flach ist, ist X reguldr; siehe
[Stal6, Tag 000F]. Damit ist zum einem der Zusatz bewiesen und zum anderen ist X reduziert. Sei
* das zu P korrespondierende Primideal in A und (f;, ..., f,) eine x(p)-Basis von (£24/x )y ® Agy x(P).
Nach dem Lemma von Nakayama gibt es Urbilder j,, ..., y,,, welche {24,k erzeugen. Dies entspricht
einem surjektiven Homomorphismus

qD: An—»QA/K.

Nach Voraussetzung ist fiir alle Q € Spec A die durch Lokalisierung entstehende Abbildung ¢, ein
Isomorphismus. Es folgt
kerp C ﬂ Q=0.
QESpec A
Die letzte Gleichheit folgt, da X reduziert ist. Folglich ist ¢ injektiv und die yy, ..., y, bilden eine
Basis von {24/ O

Insbesondere ldsst sich also mit dem Jacobikriterium aus Lemma 6.3 die Glattheit in einem Punkt
testen.

Korollar 6.6. Ein glattes K-Schema ist reguldr.

Beweis. Nach Satz 6.5 ist ein glattes K-Schema reguldr in allen abgeschlossenen Punkten, nach Lem-
ma 6.4 ist es schon regulir in allen Punkten. O

Korollar 6.7. Sei K perfekt und X ein reguldres K-Schema, dann ist X glatt.

Beweis. Sei X von Dimension zn und ohne Einschrinkung affin. Also X = Spec A mit einer endlich
erzeugten, integren K-Algebra A. Wenn X regulir ist, so folgt

n = dimy(m) 24/x @ar(m)
aus Lemma 5.15 fiir alle maximalen Ideale m € A. Lokalisieren an m liefert, zusammen mit Lemma
5.7 und da A ein Integrititsring ist,
n = dimy(m) 24,,/k ®a,, x(M).
Mit Satz 6.5 folgt Glattheit. O

Am Ende sehen wir eine regulire, nicht glatte Kurve. Dementsprechend sieht man, dass Korollar
6.7 nicht fiir allgemeine Korper gelten kann.

Satz 6.8. Sei X integer, so ist X genau dann generisch glatt, wenn K(X)/K separabel ist.

Beweis. Sei X generisch glatt, L = K(X), n = dim X, 7 der generische Punkt von X und U C X so,
dass !2;( sk |u frei von Rang n ist. Da (Z; /x kohdrent ist, folgt (Qi( /k)y = {21,k nach Lemma 5.7 .
Somit ist

n=rko, 1, Pxx lv=dim(2x/x Tv)y = dimy, 2p k.
Sei (27 ,x vondty, ..., dt, erzeugtund M = K(ty, ..., t,). Dann folgt mit Lemma 5.6 die exakte Sequenz

vk ®uL — Qg —> 2ym — 0.
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Nach Konstruktion ist dabei die erste Abbildung surjektiv, also {2 /p; = 0. Folglich ist L/M separabel
und algebraisch. Dann ist ¢, ..., t,, eine Transzendenzbasis von L und somit L/K separabel.

Sei nun K(X)/L separabel. Mit der Notation von zuvor ist dimL((& /k)y = n. Da X lokal noe-
thersch ist und !2; ,x Kohdrent ist, gibt es nach Korollar 2.6 eine Umgebung von 7 auf der (2}( /K
auch von Rang n ist. O

Beispiel 6.9. Sei K = F,(f) und L = K(X, ‘{/?). Dann ist L/K nicht separabel. Nach Theorem 4.15
ist X = Cp g eine regulire, projektive Kurve, insbesondere separiert und von endlichem Typ tiber
K. Andererseits ist X nach Satz 6.8 nicht glatt.

Das nichste Beispiel zeigt, dass es Schemata, sogar regulidre Kurven gibt, die generisch glatt, aber
nicht glatt sind.

Beispiel 6.10. Sei K ein Kérper von Charakteristik p # 2 und f ein iiber K irreduzibles, inseparables

Polynom. Sei A = K[X,Y]/(Y? — f(X)) und C = Spec A. Der Funktionenkdrper K(C) = QuotA ist

separabel iiber K, da das Polynom Y2 — f(X) separabel iiber K(X) ist. Daher ist C generisch glatt.
Da f irreduzibel und inseparabel ist, ist d f = 0. Es folgt mit Beispiel 5.3

AdX & AdY

(9 =1 =

C/K A/K d(Y2 — f(X))

Sei Q der durch die Gleichung Y = 0 gegebene Punkt in C. Auf3erhalb von Q ist die Dimension

dimK(P) QC/K ®OCK(P) = dlmK(P) K(P)dX =1,

da 2Y eine Einheit in x(P) ist. Daher ist C nach Satz 6.5 auf3erhalb von Q sowohl glatt, als auch

regulér. In dem Punkt Q ist C nicht glatt, da (2¢/x)o = AdX @ AdY ist. Jedoch ist Y in Q eine
uniformisierende, da f {iber K irreduzibel ist. Also ist C regulér.

A
= AdX & ﬁdY.
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