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1 Einleitung

Dieses Skript begleitet eine Vorlesung “Ergodentheorie” im Wintersemester
2014/2015 an der Goethe-Universitdt Frankfurt. Das Material ist sehr eng an
das Buch “Ergodic theory (with a view towards number theory)” [EW10] an-
gelehnt und bis auf die Abschnitte tiber Intervallaustauschtransformationen
und tiber Diophantische Approximation in diesem enthalten. Diese aus dem
Ubersichtsartikel von Yoccoz bzw. aus Vortragsausarbeitungen von A. Gorod-
nik entnommen.

2 Motivation

Ein dynamisches System ist ein Oberbegriff fiir eine Selbstabbildung 7" einer
Menge X, welche oft mit einer Zusatzstruktur wie zum Beispiel einer Topolo-
gie, einer o-Algebra oder einem MafS versehen ist. Bei einem gegebenen dyna-
mischen System 7" sind die zentralen Fragen zunéchst die Invarianten. Welche
Punkte sind invariant? Welche Punkte sind invariant unter einer Potenz von
T, d.h. welche Punkte sind periodisch? Welche MafSe sind invariant unter 7?
In dieser Vorlesung geht es um statistische Fragen aus der Zahlentheorie. Dazu
zwei Beispiele

Haufigkeit von Ziffernblocken. Gegeben ein Ziffernblock der Lange k, z.B.
der Block 179 fiir £ = 3. Wie oft tritt dieser in der Dezimalentwicklung einer
gegebenen reellen Zahl z = 0.a1a2a3 - - - auf, d.h. was ist der Anteil der Stellen
n=1 mod3mita, =1, apy1 = 7, aptr2 = 9?7 Die Antwort wird i.A. von z
abhdngen, denn dieser Anteil ist Null z.B. fiir z = 1/9 und mit 1/3 sehr hoch
fiir z = 0.179. Wenn man davon ausgeht, dass alles "fair verteilt ist, so wiirde
man einen Anteil von 1/1000 erwarten. Dies ist tatsachlich fiir fast alle reellen
Zahlen richtig, wie wir als eine der ersten Konsequenzen von ergodischem
Verhalten einsehen werden. Die Ergodenséatze geben eine Vorhersage fiir fast
alle x (im mafStheoretischen Sinn) und dieses Beispiel zeigt auch, dass man im
allgemeinen daraus keine Aussage fiir alle x machen kann.

Statistik der ersten Ziffern. Man betrachte die Folge 1,2,4,8,1,3,6,1,-- -, die
als Folge der ersten Ziffern der Zweierpotenzen 2" definiert ist. Der intuitive
Begriff der "Haufigkeit” einer Teilmenge A C N der natiirlichen Zahlen wird
durch den Begriff der Dichte d(4) = limy_, |Am{1k7k}| gefasst, falls dieser
Limes existiert. Hier geht es um die Dichte von 4; = {i € N : 2 beginnt mit i}.
Die etwas iiberraschende Aussage ist, dass

1+ 1
d(Ai) = log PR

dass also wirklich die Eins am h&ufigsten als erste Ziffer auftritt, wie es sich
bei der kleine Stichprobe oben bereits angedeutet hat. Wir werden dies in Ab-
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schnitt (8 als Konsequenz der eindeutigen Ergodizitdt von Kreisrotationen be-
weisen.

Ziele. Eine Vorlesung tiber Ergodentheorie startet fast zwangsldaufig mit Poin-
carés Rekurrenzsatz und Birkhoffs Ergodensatz, und diese Vorlesung ist keine
Ausnahme. Konsequenzen von Ergodizitit haben wir oben schon angegeben.
Eine zahlentheoretische Konsequenz einer verschérften Version von Poincarés
Rekurrenzsatz ist folgende Aussage.

Satz 2.1 (Szemerédi) Eine Teilmenge der ganzen Zahlen mit positiver oberer Ba-
nachdichte enthilt beliebig lange arithmetische Progressionen.

Dabei hat eine Menge A C N eine positiver oberer Banachdichte falls fiir alle
Folgen (m;) und (n;) mit (n; — m;) — oo fiir j — oo gilt:

i AN 1))
j—o0 nj — mj

> 0.

Im zweiten Teil der Vorlesung werden wir von diskreten dynamischen Sys-
temen zu dynamischen Systemen mit reellem Zeitparameter iibergehen. Dies
allein macht noch keinen grofien Unterschied: die oben genannten Saitze gel-
ten weiterhin unverédndert, aber es gibt die Gelegenheit geometrisch motiviert
dynamische Systeme zu untersuchen, vor allem den geodatischen Flufs auf der
oberen Halbebene und allgemeineren hyperbolischen Mannigfaltigkeiten.

3 Erste Ergodenséatze

3.1 Invariante Mal3e

Wir starten mit einigen allgemeinen Begriffen. Seien (X, B) und (Y,C) Mess-
rdume, d.h. B und C seien o-Algebren auf X bzw. Y. Eine Abbildung 7T :
(X,B) — (Y,C) ist messbar, falls T~*(C) € B fiir alle C' € C gilt. Ein dyna-
misches System ist (nichts anderes als einfach) eine messbare Selbstabbildung
eines Messraums (X, B3).

In der Folge wird hauptséchlich (falls nichts gegenteiliges gesagt ist) X ein
topologischer Raum sein und B die Borel-o-Algebra. In diesem Fall sind stetige
Abbildungen messbar. Allgemeiner sind Abbildungen messbar, die auf einer
Uberdeckung von X durch Mengen in B stetig sind.

Ein Mafiraum (X, B, u) ist ein Messraum (X, p) zusammen mit einem o-
additiven Maf p.. Wir sagen, dass X endlich ist, falls ;(X) endlich ist.

Definition 3.1 Eine messbare Abbildung T : (X,B,u) — (Y,C,v) ist maflerhal-
tend, falls (T~ (B)) = v(B) fiir alle B € C gilt.

Ist T : (X,B,u) — (X, B,v) eine maflerhaltende Selbstabbildung, so wird p ein
T-invariantes Mafs genannt. In diesem Fall wird (X, B, j1,T) ein maflerhaltendes
(dynamisches) System genannt.
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Die Abbildung T wird invertierbar genannt, falls es eine messbare Abbildung T~ :
(Y,C) — (X, B) gibt, die fast tiberall (in X und in'Y') eine Umkehrabbildung ist.

Wir erinnern daran, dass die Borel-o-Algebra eines metrischen Raums von of-
fenen (oder abgeschlossenen) Kugeln (d.h. Intervallen im Fall X = R oder
X = [a,b] C R) erzeugt ist. Daher gentigt es in diesem Fall zum Nachweis der
Invarianz eines Mafles, diese auf Kugeln (bzw. Intervallen) zu testen.

Definition 3.2 Seien (X,B,pu,T) und (Y,C,v,S) dynamische Systeme auf endli-
chen MafSriumen, d.h. mit pu(X) < oo und p(Y') < oc.

Das System (Y,C,v, S) wird Faktor von (X, B, u, T') genannt, falls es eine mafler-
haltende Abbildung ¢ : X — Y gibt, sodass

poT(x)=So0¢(x)

fiir fast alle v € X gilt.
Ist ¢ invertierbar, so heiffen (X, B, 1, T) und (Y,C, v, S) isomorphe Systeme.

Beispiel 3.3 Sei X = S! der Einheitskreis. Die Rotation des Einheitskreises
mit Winkel 27« ist die Abbildung

R, : Sl N Sl, e2mit | e2m(t+a).

Diese Abbildung erhilt das Lebesgue-Mafs auf dem Einheitskreis.
SeiY = I = [0,1) das rechtsoffene Einheitsintervall. Das Vertauschen zweier
Intervalle ist die Abbildung

1 —
Tl 1 e T+ o falls =€ (0,1 —«)
r+a—1 falls ze€[l—a,l)
Das Lebesgue-Maf auf [0, 1) ist invariant unter dem Vertauschen zweier Inter-
valle. Die zwei Systeme sind isomorph, ein Isomorphismus ist gegeben durch

¢p: 8" =1, s |al.

Beispiel 3.4 Das Vertauschen zweier Intervalle ist der Spezialfall einer Klasse
interessanter dynamischer Systeme, der Intervallaustauschtransformationen
(IET, von "Interval exchange transformations’). Sei I = [a, b) ein Intervall. Eine
bijektive Abbildung T : I — I heifst Intervallaustauschtransformation, falls es
eine Zerlegung von I in Teilintervalle I = U} [x;, x;41) mit x; < ;11 gibt,
sodass T'|(, 4,,,) eine Translation ist.

Beispiel 3.5 Die Verdoppelungsabbildung des Kreises

T, : Sl N Sl7 e27rio¢ — e27ri(20¢)
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lasst auch das Lebesgue-Mafi invariant. In der gentigt es, dies auf Intervallen
nachzuweisen und es ist

NS

Ty ' ([a0) =[5, 5) U5+ 3.5+

).

N[

)

Nl
DO

Die beiden Intervalle auf der rechten Seite sind disjunkt, da % < % und haben
zusammen das Maf3 p(b — a). An diesem Beispiel sieht man, dass man die
Invarianten an Urbildern testen muss. Denn hier ist (7' (B)) = 2u(B) # u(B)
falls u(B) # 0.

In der Folge benotigen wir Invarianzbegriffe nicht nur fiir Teilmengen, son-
dern auch fiir Funktionenrdume. Sei dazu

£LX) = {f: X 5 R: /X]f]d,u<oo}

und
LX) ={f: X =R |fllec < oo},

wobei hier || ||, das essentielle Supremum der Funktion bezeichnet (und wir
deswegen auch die Abhidngigkeit vom Maf} in der Notation manchmal be-
tonen). Auf der Menge solcher Funktionen hat man natiirliche Aquivalenz—
relationen gegeben durch das Ubereinstimmen aufBlerhalb einer Menge vom
Maf Null. Die Vektorraume dieser Aquivalenzklassen werden mit Lb(X ) bzw.
L7 (X) bezeichnet. Die Abbildung

191 = [ 1f1dw
definiert eine Norm auf L}L und macht diesen Raum zu einem Banachraum.

Lemma 3.6 Das MafS y ist T-invariant genau dann, wenn

/Xfonuz/deu

fiiralle f € L,,.

Beweis: Gilt die Gleichung fiir alle f, so insbesondere fiir charakteristische
Funktionen und damit ist nach der obigen Bemerkung das Maf} ; invariant
unter 7'.

Ist umgekehrt 1, invariant unter 7', so gilt die Gleichung fiir alle Treppenfunk-
tionen. Nach dem Approximationssatz gilt sie fiir alle positiven integrierbaren
Funktionen und mit Hilfe der Zerlegung in Positiv- und Negativteil gilt sie fiir
alle integrierbaren Funktionen. O
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Beispiel 3.7 Ein wichtiges Beispiel ist der Raum der bindren Folgen X =
{0, 1}N. Wir versehen {0, 1} mit der trivialen Topologie, bei der alle Teilmengen
offen sind. Dann versehen wir X mit der Produkttopologie. (Zur Erinnerung;:
offene Mengen sind an allen bis auf endlich vielen Faktoren der ganze Raum
und an den verbleibenden endlich vielen Stellen eine offene Menge in {0, 1}).
Sei B die Borel o-Algebra auf X zur Produkttopologie.

Der Linksshift L : (ag, a1, a2, ...) — (a1, az2,as,...) ist ein dynamisches System
auf (X, B).

Fur jedes p € [0, 1] definiert 41,(0) = p und p,(1) = 1 — p ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 auf {0,1}. Sei M;)f das Produktwahrscheinlichkeitsmaf$ auf X. Das
Mafs ,ug( ist L-invariant.

Der Linksshift ist zur Verdopplungsabbildung des Kreises isomorph. Sei dazu

00
_ a
(bIX—)Sl, (a07a17"')'_>exp(27”: :2nj-1)
n=0

Die Kompositionseigenschaft ¢ o L = T5 o ¢ ist offensichtlich. Die Umkehrab-
bildung ordnet exp(27t) mit ¢ € [0, 1) seine 2-adische Entwicklung zu.

3.2 Rekurrenz

Der erste wichtige Satz tiber dynamische Systeme besagt, dass man bei einem
endlichen Maf3 fast immer zu einer gegebenen Startmenge zurtickkommt.

Satz 3.8 (Poincarés Rekurrenzsatz) Sei T' ein dynamisches System auf (X, B, i)
und p ein endliches Maf. Sei E C X messbar. Dann kehrt fast jeder Punkt in E
unendlich oft nach E zuriick, d.h. es gibt F C E mit y(F) = u(E) und fiir alle
x € F eine unbeschrinkte Folge von Zahlen 0 < n; < ng < ---, sodass die Bilder
T™i(z) in E liegen fiir alle i € N.

Beweis: Sei By = B ={x € E: T"(z) ¢ E fur alle n > 1}. Diese "Ausnahme’-
Menge ist messbar, wie man an der Darstellung
B=ENT YX\E)NT3X\E)N---
als abzahlbarer Durchschnitt sieht. Dann ist fiirn > 1
T"B=T"ENT " Y X\E)NT " *X\E)N---

da Durchschnittsbildung und Urbild nehmen vertauscht. Also sind die Men-
gen T~ "(B) fiir n > 1 paarweise disjunkt und folglich vom Mafs Null, da
endlich ist. Die Menge F; = E'\ B hat also die Eigenschaft, dass jedes z € F;
unter 7" irgendwann nach F} zuriickkehrt und ausserdem ist u(F1) = u(E).
In gleicher Weise definieren wir B,, mit Hilfe von 7™ anstelle von T’ 1. Sei dann
F,, = E\ B,. Schliefllich hat F' = N,,>1 F;, die gewtinschten Eigenschaften. [
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Ohne die Endlichkeitsvoraussetzung ist der Satz offenbar falsch, wie man
T(x) = x + 1 als Selbstabbildung von R versehen mit dem Lebesgue-Maf3
sofort sieht.

3.3 Ergodizitat

Sei (X, B, i1, T') ein dynamisches System auf einem endlichen MafSraum. Ergo-
dizitat ist die mafstheoretische Form der Unzerlegbarkeit eines dynamischen
Systems, nur "Alles” oder ‘Nichts’ ist invariant. Dabei unterscheidet man Men-
gen B C X, die (strikt) invariant sind, d.h. T’ ~1(B) = B und Mengen, die
fast invariant sind, d.h. sodass u(7~!(B)AB) = 0 ist. Dabei ist A die symme-
trische Differenz. Bei der Definition von Ergozititat spielt es keine Rolle, wel-
chen Invarianzbegriff man verwendet, wie wir gleich sehen werden. Wichtig
ist nur, dass man (wie ‘immer’) mit 7-Urbildern arbeitet, um auch bei nicht-
invertierbaren Systemen das Verhalten korrekt zu untersuchen.

Definition 3.9 Ein dynamisches System T wird ergodisch genannt, falls alle strikt
invarianten Teilmengen das MafS Null oder Eins haben.

Proposition 3.10 Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(1) T ist ergodisch.
(2) Alle fast-invarianten Mengen haben Mafs Null oder Eins.
(3) Die Urbilder jeder Menge von positivem Maf$ haben zusammen Maf Eins.

(4) Sind A, B € B zwei Mengen von positivem Mafs, so gibt es ein n > 1, sodass
uw(T~™AN B) > 0ist.

(5) Jede fast-invariante Funktion ist fast iiberall gleich einer konstanten Funktion.

Beweis: Fiir die Implikation (1) = (2) missen wir zu gegebener Menge B
mit u(BAT!(B)) = 0 eine invariante Menge konstruieren, um die Voraus-
setzungen in der Definition der Ergodizitit zu erfiillen. Dazu beobachten wir
zunachst, dass p(BAT ™(B)) = 0 fiir alle n > 1, denn

n—1
BAT™(B) c | JT7/(B)AT "*VB
=0

und diese Menge hat nach Voraussetzung Mafs Null. Sei nun Cny =
U yT7"(B). Diese Mengen bilden eine absteigende Kette ineinanderliegen-
der Teilmengen und wir setzen

c=) JT7"B)=)Cn
N=0n=N N=0
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Esist u(BACyN) < p(Ue yBAT"B) = 0 und somit auch p(BAC) = 0, also
w(B) = u(C). Ausserdem ist

T-YC) = ﬁ G T Y(B) =

N=0n=N

Cn=C
1

DY

und damit nach Voraussetzung ;(C) € {0,1}.

Fiir die Implikation (2) = (3) sei u(A) > 0 und B = U277 "(A). Dann ist
T~Y(B) ¢ Bund u(T~Y(B)) = u(B), also ist B fast invariant. Da u(B) = 0
unmoglich ist, folgt (B) = 1, was zu zeigen war.

Um (3) = (4) zu zeigen, seien A, B Mengen von positivem Maf3. Nach Vor-
aussetzung ist u(US2 ;77" (A)). Daher ist

0 < u(B) = u(|J BT "(4) <3 u(BAT"(4)).

Daher muss mindestens einer der Summanden positives Mafs haben.

Fiir (4) = (1) sei A invariant unter 7' und wir wenden die Aussage auf A und
B=X\Aan.Da0 = pu(T7"(A)N(X \ A)) fur alle n, sind die Voraussetzungen
von (4) nicht erfillt, d.h. u(A) = 1 oder u(X \ A) = 1.

Wir zeigen nun (2) = (5). Seialso foT = f fast tiberall. Wir konnen fiir Realteil
und Imaginérteil getrennt argumentieren und koénnen also annehmen, dass f
reellwertig ist. Wir spalten den Raum auf, je nachdem in welches Intervall f(z)
fallt und verkleinern dann die Lange der Intervalle. Sei also

Ay ={re X f(x) € [r )

Dann ist 7-! A¥ A A¥ enthalten in der Nullmenge, auf der f o T' # f ist. Also
gibt es genau ein k = k(n) mit u(A¥) = 1 und fiir j # k ist w(Ad) = 0. Also ist
fautY = ﬂ%ozlAfL(n) konstant und diese Menge hat Maf? eins.

Die Implikation (5) = (2) folgt direkt mit Hilfe von f = x 5. O

Wir kénnen nun die Ergodizitdt der obigen Beispiele beweisen.

Proposition 3.11 Der Linksshift ist ergodisch fiir das Produktmaf auf X = {0,1}.

Beweis: Sei B eine fast L-invariante messbare Menge. Nach der Definition des
Produktmafles kann man das Mafl durch Vereinigungen von Zylindermen-
gen approximieren. Sei also A eine endliche Vereinigung von Zylindern mit
1(AAB) < e. Diese endliche Vereinigung betrifft also nur Indices bis zu einem
Maximalindex N = N(¢) und so kann man A beschreiben als

A={r e X: X|pn) € F},

wobei F eine endliche Menge in {0,1}" ist. Sei M > N. Dann ist A (und auch
X \ A) durch Bedingungen auf [0, N], aber L= (A) durch Bedingungen auf
der dazu disjunkten Menge [M, M + N| spezifiziert. Daraus folgt

p(L™" (AN A) = p(L7(A)N(XN\A)) = p(L7" (A XN\ A) = p(A)p(X\ A).
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Auflerdem ist
uw(LM(A)AB) = u(LM(A)AL™M(B)) = (AAB) < ¢

sodass u(L™M(A)A A) < 2¢ nach Konstruktion von A. Damit ist auch
u(L™™(A) \ A) < 2e. Schliefilich folgt

p(B)u(X \ B) < (u(A) +e)(u(X \ 4) +¢)

= p(A)p(X \ A) + ep(A) +ep(X \ A)e” (3.1)
< uw(A)p(X \ A) + 3e < be.
Im Limes ¢ — 0 erhalten wir also u(B) = 0 oder u(X \ B) = 0. O

Ergodizitat geht aufgrund von Proposition (2) offenbar auf isomorphe
Systeme tiber. Aufgrund der Isomorphie in Beispiel 3.7 folgt sofort:

Proposition 3.12 Die Verdoppelungsabbildung T, des Kreises ist ergodisch fiir das
Lebesgue-Mafs.

Proposition 3.13 Die Rotation des Kreises R,, ist ergodisch fiir das Lebesgue-Maf
genau dann, wenn « irrational ist.

Beweis: Ist « = p/q € Q, so ist R die Identitdt. Nimmt man eine Menge von
Winkeln M C [0,1/¢] mit 0 < pu(M) < 1/q, so zertifiziert U?;é R, (M) die
Nichtergodizitat.

Sei also nun o € Q. Dann ist die Menge von Winkeln (Za + Z) N [0, 1) dicht in
[0,1). Genauer gesagt sind die Zahlen na — |na| € [0, 1) fiir n € N paarweise
verschieden, also gibt es zu jedem ¢ ein paar von Indizes n;,ns sodass die
entsprechenden na — | na| hochstens € voneinander entfernt sind. Damit gibt
es 8 der Gestalt 5 = ma — k € [0,¢) und mit Vielfachen von 3 erreicht man
jede Zahl in [0, 1) bis auf einen Abstand «.

Angenommen B C S! ist invariant unter R,. Dann basteln wir eine stetige
Funktion f : S! — R mit ||f — xg|1 < e. Aufgrund der Invarianz von B
(interpretiert in der Form von Lemma(3.6) und der Dreiecksungleichung gilt

1f o Ry — fllx < 2e.

fir alle n. Wegen der Dichtheit von (Za + Z) N [0, 1) und der Stetigkeit von f
gilt sogar
[foRe — fllh < 2¢

tir alle ¢ € R (strikte Ungleichung kann man nicht mehr garantieren) und

5= [y = [| [ 5@ 1+ at| as
//|f flz+t)|dzdt < 2¢

damit

(3.2)
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nach dem Satz von Fubini. Also ist wegen | [ f(¢)dt — u(B)| < € und der Drei-
ecksungleichung

x5 — u(B)| < 4e.

Da ¢ beliebig war, ist x g fast tiberall konstant, also ;(B) € {0, 1}. Nach Propo-
sition[3.10/ folgt die Ergodizitit. O

3.4 Ergodizitat in Mittel

Ergodensitze vergleichen das zeitliche Mittel einer Funktion, d.h. den Mittel-
wert iiber der Bahn, mit dem rdumlichen Mittel, d.h. dem Integral iiber den
ganzen Raum. Dabei ist das Bahnmittel als Limes der endlichen Teilabschnitte
zu interpretieren. Ist ein dynamisches System ergodisch, so gilt die Gleichheit
von zeitlichem und raumlichen Mittel an fast jedem Punkt, wie wir am Ende
des Abschnitts gezeigt haben werden. Wir starten mit der schwécheren Aus-
sage, die das nicht punktweise sondern fiir ‘"den Durchschnitt aller Punkte’
behauptet.

Dazu erinnern wir an die Funktionenrdaume

LLX) = (X =R [ 7P <o)

welche den oben eingefiihrten Raum fiir p = 1 verallgemeinern, sowie an die
zugehorigen Raume Lﬁ bestehend aus Aquivalenzklassen von Funktionen in
Eﬁ, die fast tiberall gleich sind. Mit Hilfe der Norm

11l = (/Iflpduy

wird dieser Raum zu einem Banachraum. Im Spezialfall p = 2 definiert

U fa) = / 1T du

ein Skalarprodukt, welches die Norm || - || induziert und L?, zu einem Hilbert-
raum macht.

Ein dynamisches System 7', d.h. eine mafserhaltende Selbstabbildung von
(X, B, i), definiert einen Operator

L 72 2
UT'LH%LH’ fl—)foT.
Wenn T invertierbar ist, so ist offenbar auch Uz invertierbar und es gilt
Wt Urt) = [(ho oD du= [ HFadn = (1)

Also ist Uy eine Isometrie (d.h. normerhaltend) und falls T invertierbar ist, so
ist Ur ein unitdrer Operator, wie der verwendete Buchstabe suggeriert.
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Der umgangssprachliche Begriff des zeitlichen Mittels wird durch folgenden
Operator prézise gemacht. Wir definieren das N-te ergodische Mittel von f als

Der Begriff ist etwas irrefithren, da dabei wie auch im folgenden keinerlei Er-
godizitdatsvoraussetzungen gemacht werden. Wir konnen jetzt den angekiin-
digten Ergodensatz im Mittel formulieren.

Satz 3.14 (von Neumanns Ergodensatz) Sei (X, B, u,T) ein maferhaltendes dy-
namisches System mit endlichem Maf$ 1 und Pr die Orthogonalprojektion auf den
Raum der invarianten Funktionen

I = {gELi:UTg:g}CLi.
Dann gilt fiir alle f € L7, die Konvergenz
Anf— Ppf in L.
fiir N — oo.

Der Satz am ist niitzlichsten, wenn T ergodisch ist, denn dann besteht I nur
aus den konstanten Funktionen,

Beweis: Sei B = Bild(Ur— 1) und wir zeigen, dass B+ = I.Da I = Ker(Ur—1)
folgt die Inklusion D aus der Eigenschaft Isometrie, denn ist Ur f = f, so ist

(f,Urg—g) = (Urf,Urg) — (f,g9) = 0.

Ist umgekehrt f € Bt, so impliziert die gleiche Rechnung

(Urg, f) = (f,9) bzw. (g9,Urf)=(f,9),

wobei U} die Adjungierte von Ur beziiglich des Skalarprodukts ist. Dann folgt

|Urf = Fllo = U fll3 = (£, Urf) = {Urf, £) + If13
=2|I£l3 = Uz, f) = (.U ]) (3.3)
=0
und wir haben die erste Behauptung gezeigt.
Da I abgeschlossen ist (B aber nicht notwendigerweise), folgt Li = I®B. Also

geniigt es fiir h € B zu zeigen, dass Ay h — 0 in der || - [|2-Norm konvergiert.
Zundchst priifen wir das fiir h = Urg — g € B. Dann konvergiert

IANUrg — 9)ll2 = |5 (Urg — 9) + (Ug — Urg) + -+ (U g — Uy 'g)|2
= L|UNg—glla =0
(3.4)
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fir N — oo. Sei nun h; eine Folge in B, die gegen h € B konvergiert. Sei
gi € Li, sodass h; = Urg; — g;- Dann ist Ayh = An(h— h;) + Anh;. Wir fixieren
e. Fiir ¢ grof3 genug ist ||h — h;||2 < € und nach Anwendung von Ay gilt diese
Abschitzung immer noch. Nach der obigen Uberlegung ist || Axh;ll2 < £ und
damit zusammen ||Ayxh||2 < 2e. Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Eine Variante dieses Satzes fiir Funktionen in LL statt in L2y ist noch niitzli-
cher, da ndher an der Formulierung des punktweisen Ergodensatzes.

Korollar 3.15 Sei (X, B, uu,T) ein maferhaltendes dynamisches System mit endli-
chem Maf p. Dann konvergieren fiir jedes f € L,, die ergodischen Mittel An(f)
gegen eine T-invariante Funktion f* L},

Beweis: Wir verwenden, dass fiir ein endliches Maf3 i die Funktionenridu-
me Lff’ - Li und Lff’ C LL ineinander enthalten sind und darin jeweils
dicht liegen. Genauer sei g € L7 und ¢ = limy_,o0 An(g). Wir behaupten,
dass ¢’ nicht nur in L? sondern sogar in Li° liegt. Dazu halten wir fest, dass
AN (9)]loo < ||9]loo flir alle N gilt und damit gilt fiir B € B die Abschédtzung

(AN (9),xB)| < llgllocp(B).

Aufgrund der L2-Konvergenz folgt daraus |(¢', x)| < ||g[loops(B) und damit
19'lloo < llglco-

Nun haben wir das Korollar fiir die dichte Teilmenge L7° bewiesen und wollen
es auf ganz L), ausdehnen. Sei dazu f € L), und ¢ > 0 vorgegeben. Wir wihlen
g € Ly? mit ||f — g[i < e. Da p invariant unter 7 ist, folgt auch [[Ay(f) —
An(9)|li < e und es gibt ein Ny, sodass fiir N > Nj die Ungleichung || An(g) —
gl <efiireing e L C L, gilt. Aus der Dreiecksungleichung folgt also fiir
alle N, N’ > Ny, dass

AN (9) — An(9)1 < 4e.

Also bildet die Folge Ay (g) eine Cauchy-Folge in L}, und da dies ein Banach-
raum ist, konvergiert sie. Es gilt zudem

IAN(g) o T — An(9)lly < %I,

da sich die Summen in den ergodischen Mitteln bis auf den ersten und letzten
Term auftheben. Daraus folgtim Limes N — oo, dass der Grenzwert von Ay (g)
invariant unter 7T ist. O

3.5 Birkhoffs Ergodensatz

Ziel dieses Abschnitts ist die angekiindigte punktweise Verschidrfung des vo-
rigen Ergodensatzes.
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Satz 3.16 (Birkhoffs Ergodensatz) Sei (X, B, u,T) ein maflerhaltendes dynami-
sches System mit endlichem Maf p. Ist f € L., so konvergiert An(f) — f*
fiir N — oo fast iiberall gegen eine T-invariante Funktion f* € L. Zudem ist
Jx fdu = [y f*dp. Ist T zudem ergodisch, so ist f* fast iiberall konstant.

Der Beweis des Satzes verwendet zwei andere Resultate, die fiir sich genom-
men niitzlich und wichtig sind. In Satz [3.14 haben wir ergodische Mittel im
Durchschnitt kontrolliert und wir wollen nun AusreifSer kontrollieren.

Zur Motivation der folgenden Aussage sei (X, B, i, T') ein maflerhaltendes dy-
namisches System mit endlichem Maf$ s und p(B) = ¢ > 0, wobei wir uns ¢ als
sehr klein denken. Dann gilt wegen [ xg(T') du = € auch [, An(xB)du = e.
Wir fragen uns fiir welche Mengen von Punkten x das ergodische Mittel signi-
fikant grofer ist. Durch einfache Fallunterscheidung sieht man

VE X{y: An(xs))>ver (@) < An(xs)(2)

ein und daraus folgt

Vel s An(us)(@) > Vi) < /X Ay(xp)du = <.

Also gibt es zu gegebenem B und N eine Menge vom Maf kleiner gleich /e,
deren T-Bilder deutlich mehr (ndmlich /e N der Fille) als erwartet (ndmlich
eN der Félle) in der Menge B landen. Allerdings héngt diese Menge von N ab
und das Ziel der ndchsten Aussage ist es solch eine Menge unabhéngig von NV
zu finden.

Satz 3.17 (Ergodensatz fiir Maxima) Sei (X, B, u,T) ein maflerhaltendes dyna-
misches System mit endlichem MafS j1. Zu g € LL reellwertig und o € R definieren
wir

Ejo ={x € X :sup An(9) > a}.
NeN

Dann ist
an(Bya) < [ gdn <l
g,

Fiir eine T-invariante Menge A hat man zudem die Abschitzung

ap(EgaNA) < / gdi.
Eg,aNA

Der Beweis des Satzes [3.I7] verwendet folgende Ungleichung. Wir erin-
nern fiir einen linearen Operator (d.h. eine lineare stetige Abbildung) U
V. — W zwischen zwei Banachrdumen an die Definition der Operatornorm
[Tl = sup ey goy IUHI/IIf]l. Sind V,; W Banachrdume reellwertiger Funk-
tionen (wie z.B. die L%)), so ist ein solcher Operator positiv, falls aus f > 0 die
Eigenschaft U f > 0 folgt.
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Proposition 3.18 (Maxima-Ungleichung) Sei U : L), — L, ein positiver Opera-
tor mit Norm ||U|| > 1. Zu f € Li definieren wir fo =0, f1 = f,

n—1
fa=>_ UYf)
i=0
und schliefllich Fy = max{f,,0 <n < N}. Dann ist

/ fdu=>0.
{z€X:Fn(z)>0}

Wir zeigen zundchst wofiir wir diese Ungleichung verwenden.
Beweis von SatzBI7t Sei f =g —aund Uf = f o T. Dann ist

3

Ego= {r e X : Fy(x)>0}.

2
Il

0

Die Maxima-Ungleichung besagt dann [ Fyo Jodi = 0 und das ist gerade die
Behauptung. Die Zusatzaussage gewinnt man durch Anwendung des Bewei-
ses auf das dynamische Teilsystem A und 7’| 4. O

Beweis von Proposition B.I8 Offenbar ist Fiy als Maximum endlich vieler
integrierbarer Funktionen wieder integrierbar. Da U positiv ist, folgt Fv > f,,
fir alle n < N. Daraus folgt fiir 0 < & < N, dass

UFN+f>2Ufi+ f = fit1,

also
UFny 4+ f> max fp. (3.5)

1<n<N

Auf der Menge Py = {z € X : Fy(x) > 0} tiber die wir schlief8lich integrieren
wollen, kénnen wir f; = 0 in der Maximumsbildung vernachldssigen. Fiir
x € Py gilt also durch Umstellen von (3.5)

f(x) > Fn(z) — UFNn(z).

Also folgt
fanz [ Fydp— [ UFyau
Py Pn Py
:/ FNd,u—/ UFndu (3.6)
X Pn
2/ Fydp — / UFNndu >0
X X
da ||U]| > 1. O
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Beweis von Satz[3.16t Wieder zeigen wir einen Satz zunéchst fiir f € Lj® C
Lt. Fiir eine solche Funktion wenden wir die Ergodizitdt im Mittel in der LL-
Version Korollar 3.15 an. Die Folge der ergodischen Mittel konvergiere gegen
eine invariante Funktion F'. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es also ein )M, sodass
|AN(f) — F||1 < €% Jetzt wenden wir den Ergodensatz fiir Maxima (SatzB.17)
auf die Differenzfunktion g = F' — A/ (f) an. Dieser besagt, dass

cul{z € Xz sup |An(F — Au (/) > e}) < e

ist. Invarianz impliziert Ay (F') = F und fiir festes N gilt (im Limes N — o0)

N—-1M-1

ANAv(D)) =757 D Y FoT™™ < Au(f) + Culfle  (B7)

n=0 m=0

fiir eine nur von M abhéngige Konstante C'y7, da in der Doppelsumme alle
Terme bis auf die M ersten und M letzten genau M mal vorkommen. Also gilt

p({z : lim Sup |[F'— An(f)] > €}) = p({z : lim Sup |F'— An(Am(f))| > €})
< p({z: Sup [An(F' = Am(f))| > €})

<e.

(3.8)
was die punktweise Konvergenz Ay (f) — F fiir fast jeden Punkt beweist.
Um dieses Result nun auf g € Lb zu verbessern, fixieren wir wieder ¢ > 0 und
eine Approximation f € L& mit ||f — g|l1 < €. Seien F bzw. G die Grenz-
werte von Ay (f) bzw. An(g). Auch fiir diese gilt dann nach Definition von
ergodischen Mitteln, dass ||FF — G||; < 2. Damit erhalten wir

p({z : lim sup |G — An(g)| > 2¢})
N>1

<wp({z |G = F|+limsup |[F — An(f)| + sup [An(f — g)| > 2¢})
N>1 N>1 (3.9)
<Sp({z:|G—-F|>e}) +p({z: sup [An(g = f)l > €})

<e NG —Flli+etlg— fli=2e

nach der Dreiecksungleichung, dem bisher bewiesenen Fall und dem Ergo-
densatz fiir Maxima, was wiederum die punktweise Konvergenz Ay (g) — G
fur fast jeden Punkt beweist. O

Beispiel 3.19 Mit Hilfe des Birkhoffschen Ergodensatzes konnen wir nun das
erste motivierende Beispiel, die Haufigkeit von Ziffernblocken, erklaren. Man
sagt, dass x € [0, 1) normal ist, falls jeder Ziffernblock der Lange k mit Haufig-
keit 1/10% im Limes auftritt. Wir haben gesehen, dass der Linksshift um eine
Stelle, auf {0, 1}N, ergodisch ist. Mit dem gleichen Beweis ist der Linksshift
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auf {0,1,...,9} um k Stellen ergodisch. Wahlt man als Testfunktion f gerade
die charakteristische Funktion von a1, as, ..., a; auf den ersten Ziffern, so be-
sagt der Birkhoffsche Ergodensatz, dass fast alle = € [0,1) normal sind. Die
Ausnahmenullmenge hédngt nattirlich vom gewdhlten Ziffernblock ab.

4 Kettenbriche

Was zunichst wie eine Spielerei aussieht — warum sollte man eine reelle Zahl
kompliziert als einen unendlich verschachtelten Bruch schreiben? — erweist
sich in der Zahlentheorie und Geometrie als niitzliches Werkzeug. Irrational-
zahlen vom Grad zwei lassen sich mit Hilfe von Kettenbriichen charakteri-
sieren und in der Geometrie von geodatischen Fliissen werden wir spéter ein
zu Kettenbriichen dquivalentes dynamisches System finden. Unser erstes Ziel
kniipft an das gerade am Ende des letzten Abschnitts gezeigte Beispiel an: Wie
héufig tritt welche Zahl statsistisch in einer Kettenbruchentwicklung auf?

4.1 Elementare Eigenschaften

Wir bezeichnen mit dem Symbol

[a05a17a27---7an]:a0+a n 1
1 ag+-- 1

’ ap—1+t #
den endlichen n-fach iterierten Bruch mit Summanden a;. Jeder reellen Zahl

x > 0 ordnen wir eine Folge von Zahlen a; € Ny durch folgende rekursive
Vorschrift zu. Sei zu Anfang xy = x und ag = |z¢]. Wir setzen fiiri > 0

1
Ti+1 = Qi1 = [Ti4+1
i+ xi_aiv 1+ I_ i+ J

und wir brechen die Rekursion ab, falls x; ganzzahlig ist. Formal schreibt man

1
r=ag+——7 ),
Gl—i—ﬁ
? ag+L

aber bisher haben wir noch keine Konvergenz des Symbols auf der rechten
Seite des Gleichheitszeichens gezeigt. Im Falle einer bei z,, € Z abbrechenden
Entwicklung gilt offenbar « = [ag; a1, ..., a,] und damit sind solche x rational.
Unser erstes Ziel wird also sein, zu zeigen, dass

x = lim [ag; a1, a9, ..., ay].
n—oo

Dazu bezeichnen wir die rationale Zahl

DPn
- = [a0§a17a27 s 7an]
dn

in koprimer Bruchdarstellung mit p,, > 1 und ¢, > 1 auch als n-ten Nahe-
rungsbruch von z.
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Lemma 4.1 Die Niherungsbriiche erhilt man rekursiv durch

n Pn—1) _ (@0 1Y far 1) fan 1
qn  Qn-1 1 0 1 0 1 0
fiirallen > 0, wobei p_; =1, ¢_1 = 0 und po = ap, go = 1.

Beweis: Fiir n = 0 gilt die Aussage nach Definition der ersten Werte. Wir neh-
men induktiv an, dass die Aussage fiir Naherungsbriiche der Lange k — 1 gilt.
Sei

T
— = [ay;a9,a3,...,ak,
Y

also nach Induktionsvoraussetzung

o) o n) ()

fiir gewisse 2/, 3/, die wir nicht weiter betrachten. Nach Definition ist also

Pn Pn-1\ _ [ao 1\ (z 2"\  [ax+y apz'+¥
dn Qn-1 1 0/ \y ¢ T ! '

Also ist
apxr + 1
&:uzao—kg:ao—k = [ag; a1, az,...,ay].
dn x x [CLl;CLQ,GB, cee aak‘]

Ausserdem sind p,, und ¢, teilerfremd, denn sonst hitten a,z + y und z und
somit z und y einen gemeinsamen Teiler. O

Proposition 4.2 Die Folgen (p,) und (q,) sind monoton wachsend, ab n > 1 streng
monoton und es gilt p, > 2"=2/2 ynd auch ¢, > 2"=2)/2, Die Niherungsbriiche
kann man als alternierende Summe

n
DPn i+1 1
— =ag + -1 _— 4.1)
dn ;( ) qi—19i

schreiben und diese Folge der Niherungsbriiche konvergiert gegen .

Beweis: Die Monotonie und Abschédtzung nach unten folgen unmittelbar aus
n Pn—1 _ Pn—1 DPn—2 anp 1 _ AnPn—1+DPn—2 DPn-1 (4 2)
dn Q4n—1 dn—1 (Gn-—2 1 0 AnQdn—1 + dn—2 Q4n—1
Die Determinante dieser Gleichung ergibt induktiv

Pndn—1 — qnPn—1 = Pn—29n—1 — qn—2Pn—1 = (_l)nJrl- (43)

Durchdividieren durch ¢,g,—1 liefert mit Induktion die behauptete Formel
und die Konvergenz folgt auch daraus. O
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Daraus folgt, dass die Naherungsbriiche sehr gute Ndherungen (im Verhéltnis
zur Nennergrofle) bilden. Aus

1 1 1
x_?ﬁ:(_nn( . + _>
qn dndn+1 dndn+1 gndn+1

folgt mit Hilfe der Monotonie der ¢; und der absoluten Konvergenz von @.J),

dass .
z— Pl < (4.4)
dn gnqn+1
und damit auch
1 1
gl — < (4.5)
dn 450n+1 dn

Rationale Zahlen haben niemals unendlich viele so gute Ndherungsbriiche,
aufer sich selbst. Genauer gesagt:

Lemma 4.3 Ist (a,,) eine Folge natiirlicher Zahlen, von Null verschieden fiir n > 1,
so ist lim,,_,oo[ag; a1, as, ..., ay) irrational. D.h. die Kettenbruch-Rekursion bricht
genau dann ab, wenn x rational ist.

Beweis: Sei x = ¢ € Q. Dann folgt aus der Abschétzung (@.5), dass
b

b
|Qna - bpn| < > .
An+14n dn

Im Limes n — oo folgt aus g,a — bp,, € Z, dass ¢,a — bp, = 0 und damit, dass
die Kettenbruchentwicklung abbricht. O

Die Nédherungsbriiche aus der Kettenbruchentwicklung bilden nicht nur gute,
sondern optimale Ndherungen im folgenden Sinn.

Proposition 4.4 Sei x € R+, \ Q mit Kettenbruchentwicklung x = [ag; a1, ag, . . ..
Ist p/q ein Bruch mit Nenner 0 < q < gy, und p/q # pn/qn, so gilt

Pn
€r— —

|pr — qnz| < |p — qx|, insbesondere
qn

< ' P ‘ |
q
Beweis: Die Aussage 'insbesondere’ folgt aus der ersten nach Durchdividieren

mit gg, wegen g < ¢,. Zum Beweis der ersten Aussage notieren wir, dass in

der Gleichheit
(-5) = Gn-5)- (o)
qn dn+1 qn dn+1

die geklammerten Ausdriicke aufgrund der alternierenden Approximation
der Kettenbriiche jeweils alle gleiches Vorzeichen haben und daher die Gleich-
heit auch noch mit Betragsstrichen statt Klammern gilt. Also ist

1 1 — a
_ _ Dt2 —Gn _ On+2 (4.6)
qndn+1  Gn+19n+2 Anqn+-19n+-2 gngn+2

'ZC—& >
dn
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aufgrund von @.I) und @.2). Durchmultiplizieren ergibt

< ’pn - an‘ <
qn+2 dn+1

und nochmaliges Anwenden auf den vorherigen Index impliziert

|Pn — qnz| < < |pn-1 — gn-12|.

dn+1
Daher kénnen wir per Induktion annehmen, dass ¢,—1 < ¢ < g, gilt.
Wir behandeln zunichst den Randfall ¢ = ¢,,. Dann ist |Z—Z - §| > an’ aber

andererseits

1 1
r— — < —.
qn qndn+1 2Qn

Daraus folgt mit einer einfachen Fallunterscheidung, dass

Pn

<

Nach Durchmultiplizieren folgt die Behauptung.
Schliefslich kiimmern wir uns um den Fall ¢ < ¢,,. Aufgrund der Determinan-
tenrechnung (4.3) gibt es a, b € Z mit

() (2) - (1),

Da wir ¢ = ¢, und g = g,—1 ausgeschlossen haben, ist ab # 0. Aus ¢,—1 < ¢ =
agn + bgn—1 < gy folgt genauer ab < 0. Da die Ndherungsbriiche alternierend
approximieren, haben p,, — ¢,z und p,,—1 — g,—12 verschiedene Vorzeichen, also
a(pn — qnx) und b(pp—1 — ¢n—1) gleiche Vorzeichen. Aus der Matrixgleichung
folgt

p—qr = a(pn — ¢ut) + b(Pp—1 — Gn-17)

und aufgrund der Vorzeichenbetrachtung kénnen wir wieder termweise die
Betrdge nehmen und erhalten

|p_ q:r:| > |pn - an|a

was zu zeigen war. O

4.2 Quadratische Irrationalzahlen und der Satz von Lagrang e

Wir haben gesehen, dass die Kettenbruchentwicklung von rationalen Zahlen
abbricht und nur bei diesen abbricht. Die ndchste Frage ist, ob man auch qua-
dratische Irrationalzahlen, d.h. z € R mit [Q(z) : Q] = 2 mit Hilfe von Ketten-
briichen charakterisieren kann. Beispielsweise sei ¢ = % ~ 1.618... der
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goldene Schnitt. Dannist ap = 1, 1 = ﬁ = x0, was gerade die definieren-

de Eigenschaft des goldenen Schnitts ist. Also hat
a=[1;1,1,1,...]
eine periodische Kettenbruchentwicklung.

Definition 4.5 Eine Kettenbruchentwicklung [ao; a1, a2, . ..] ist periodisch, wenn
esein N > 0 und ein k > 0 gibt mit ap1, = ay, fiirallen > N. Ist N = 0, so wird
die Entwicklung rein periodisch genannt.

Periodische Kettenbruchentwicklungen kennzeichnen wir, wie bei periodi-
schen Dezimalentwicklungen mit einem Uberstrich.

Jede quadratische Irrationalzahl x l4sst sich (bis auf ein gemeinsames Vorzei-
chen) eindeutig als Losung eines Polynoms f, = ax? + Bz + cmit o, 8,7 € Z,
und ggT(a, 3,7) = 1 schreiben. Die Zahl d = 32 — 4ary wird Diskriminante von
fz bzw. von x genannt.

Satz 4.6 (Lagrange) Die Kettenbruchentwicklung von x ist genau dann (nicht ab-
brechend) periodisch, falls x eine quadratische Irrationalzahl ist. Genauer gibt es zu
gegebener Diskriminante D nur endlich viele rein periodische quadratische Irrational-
zahlen.

Vor dem Beweis leiten wir eine Formel her, die spater nochmal niitzlich sein
wird. Wir haben bereits in Lemma 4.1l gezeigt, dass

)= (o) (0 0) () )
() ()3 6)

gilt. Wir schreiben pj(z) und g (x) fiir den Zahler bzw. Nenner des k-ten Na-
herungsbruchs von z. Dann folgt durch nochmaliges Anwenden des Lemmas,

dass
Pn+k _ Pn Pn—-1 pk—l(anrl) pk—Q(anrl) 1
An+k dn Q4n—1 qk—l(anrl) Qk—Q(anrl) 0

bzw. als Bruch geschrieben, dass
Pe—1(@n1) o
Ptk Prngi@a) T Pr-l

T prti(@ng)
ntk I g (@nt1) T dn-1

Im Limes k£ — oo folgt also

= PnTpt+1 + Pn—1

4.7
AnTn+1 + Gn—1 ( )
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fiir jedesxz € R > 0.

Beweis: Die Tatsache, dass eine periodische Kettenbruchentwicklung eine
quadratische Irrationalzahl impliziert, ist einfach. Angenommen diese ist so-

gar rein periodisch, d.h. z = [ap; a1, az, - - -, an|. In diesem Fall besagt (.7), dass

_ PnT + Pn—1
€T = )
Gn® + Gn—1

also, dass z einer quadratischen Gleichung gentigt. Da z nicht rational sein
kann, folgt die Behauptung in diesem Fall. Im allgemeinen Fall ist z =

[ag;ai,...,aN,@N+1,aN12, -, an+k) und dann besagt {.7), dass
Pul@NT1;GN 2, - ANT k| + Pt
- 9
Qnl@NT T GNT 2, - - ON1R) T+ Q1
Also liegt z indem von [ay+1; any2, - - -, an+k) erzeugten Korper, welcher qua-

dratisch ist. Da « wieder nicht rational sein kann, folgt die erste Implikation.
Die Umkehrung erfordert mehr Argumentation. Wir zeigen zunéichst, dass die
Kettenbruch-Rekursion die Diskriminante von z erhilt, falls = eine quadrati-
sche Irrationalzahl ist. Falls also f(zo) = apz3 + Boro + Y0 = 0, so folgt aus
To = ag + x—ll, dass

0=aif(ao+ ) = uzi + Sy + 1,

wobei

a1 = adag + aofo +10,  Bi = 2apa0 + Bo, M = o (4.8)

Nachrechnen von
Bi —doqm = B — 4o

beweist die Behauptung.

Angenommen fiir n > N ist «, stets positiv. Dann folgt aus der Rekursi-
on, dass Sy monoton wachst und dass damit irgendwann «,, 3, und ~,, alle
drei positiv sind. Das aber steht im Widerspruch dazu, dass die Nullstelle x,,
ebenfalls positiv ist. Den gleichen Widerspruch erhélt man unter der Annah-
me, dass «, stets negativ fiir n > N ist. Also gibt es unendlich viele n mit
apay—1 < 0. In diesem Fall folgt, dass v, < 0 und aus der Determinanten-
definition folgt

Bl<Vd, Jal <4 |5 <4

Es gibt aber nur endlich viele Tripel (o, 85,75 ), die diesen Bedingungen ge-
niigen. Also miissen drei davon gleich sein, sagen wir bei n; < n2 < ns3. Da
aber eine quadratische Gleichung nur zwei Losungen besitzt, miissen unter
Zn,, Tn, und x,, mindestens zwei Zahlen gleich sein und damit die Ketten-
bruchentwicklung periodisch. O
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4.3 Das Gaul3sche MalR

Wir fassen nun die in der Kettenbruch-Rekursion benutzte Abbildung als ein
dynamisches System auf. Sei dazu

T(x) = = - H

x
Wir wollen T’ als eine Selbstabbdildung auf [0, 1] auffassen, aber miissen dazu
Null ausnehmen, dann alle Urbilder von Null usw. Aufgrund von Lemma
ist

T:Y=[0,1\Q—-Y
in der Tat eine wohldefiniert Selbstabbildung. Wir definieren

0: NV Y, (a1,a9,...) [0;a1,az,...]

und erinnern an den Linksshift L : NN — NN, Die Kettenbruch-Rekursion und
die Definition von 7" implizieren sofort, dass

poL =Top.

Wir suchen nun nach einem T-invarianten Maf3. Eine erstaunliche Entdeckung
von Gaufs war, dass es mit

1 1
A) = d
HiA) 10g2/Al—|—:Ux

ein solches Maf3 gibt, welches absolut stetig zum Lebesgue-Maf3 ist. Der Vor-
faktor dient nur der Normierung auf ein Wahrscheinlichkeitsmafs.

Lemma 4.7 Das Gauf$sche MafS 1 ist invariant unter der Gauflabbildung T

Beweis: Es gentigt die Invarianz fiir Intervalle und sogar fiir Intervalle der
Form [0, s] zu zeigen. Es ist

- G [s—il-n’%]

=1

3

eine disjunkte Vereinigung. Also ist

H(TH0.5) = oo i / "
- 10;2 i < —log(1 + s+n))
oz 2( )
- 1022 2/ .
= ([0, s])
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wobei wir in der Mitte die Identitat

1+ 1+ +

1+ni1 1+s-‘,1-n

benutzt haben. O

Satz 4.8 Die Gaussabbildung ist ergodisch auf'Y versehen mit dem Gaufischen Mafs.

Beweis: Wir versuchen den Beweis der Ergodizitdt des Linksshifts nachzubau-
en, obwohl wir jetzt unendlich viele Symbole haben (wenn wir in Termen des
Bildes von ¢ denken) und das Bildmaf} des Gauf3-Mafies auf dem Folgeraum
kein Produktmaf ist — aber fast. Zunachst einige Vorbemerkungen.
Aus der Formel (4.7) zusammen mit der Eigenschaft z,,; = 1/T"(z) firz € Y
folgt
T = Pn +pn—1Tn(x)
Gn + Qn—lTn(w)

, (4.10)

1

wobei Iq’”—‘l und Z—" die entsprechenden Naherungsbriiche von z sind. Wir
n— n

schreiben f =< g, falls es positive Konstanten C, Cy gibt, die C1f < g < Cag
erfillen. Zu b = (by,...,b,) € N” nennen wir das Intervall

I(b) ={x =[0;a1,a2,...,a,] : a;=b; furi=1,... ,n} CY

die Zylindermenge zu b (denn das ¢-Bild in NV ist in der Tat eine Zylinder-
menge). Das obige "fast” bezieht sich auf das erste Ziel. Wir wollen zeigen, dass

u(T~"(A) A I(b)) = u(A)u(I(b)) (4.11)

tiir jede messbare Menge A gilt, wobei die impliziten Konstanten nicht von n
und nicht von A abhingen.

Wir starten mit dem Fall, dass A ein Intervall [d, €] ist. Sei Z—: = [0; b1, b2, ..., by
und Zq% = [0;b1,b2,...,b,—1]. Dannist x € I(b) N T~ "(A) genau dann, wenn

x eine Darstellung wie in wobei T"(x) € A = [d, e] liegt. Man beachte,
dass T auf jedem Intervall zu gegebenem ersten Kettenbruchsymbol stetig und
monoton fallend ist. Induktiv folgt daraus, das 7" auf I(b) stetig und monoton
fallend (fiir n ungerade) bzw. steigend (fiir n gerade) ist. Alsoist I(b)N7T~"(A)
ein Intervall mit Endpunkten

Dn + Pn-1d DPn + Pn—1€
qn + qn-1d Qn + Qqn-1€

Sein Lebesgue-MaS ist also aufgrund von (4.3) gleich

|ann71 - (Inpn71| 1
e—d = (e—d .
( ) (Qn + anld)(Qn + anle) )(Qn + anld)(Qn + anle)
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Zum Vergeich ist das Lebesgue-Maf} von I(b) aufgrund von (4.10) und der
Tatsache, dass T"(x) € (0, 1) liegt, gleich

_ |ann71 - annfl| _ 1
In(qn + an—q) an(qn + Gn—q)

Pn Pn + Pn-1
qn Qn + Qn-1

Wir bezeichnen mit m(-) das Lebesguemaf auf Y. Dann haben wir also ausge-
rechnet, dass

m(I(b) N T "(A)) = m(A)m(I(b)) @ +(22(_q:d;r(;:rln_le) (4.12)

= m(A)m(I(b)),

denn den Bruch kann man unabhéngig von d, e und n nach oben und unten
abschétzen. Da zudem fiir jedes B € B

m(B) m(B)
2loga = MB) = 1003

(4.13)

gilt, haben wir das erste Ziel fiir Intervalle bewiesen.

Die Aussage fiir beliebiges messbares A folgt, indem wir solch eine Menge
durch Intervalle von oben bzw. von unten approximieren (als abzdhlbare Ver-
einigung bzw. Durchschnitt schreiben) und verwenden, dass die impliziten
Konstanten nicht von A abhédngen.

Wir beginnen jetzt mit dem eigentlichen Beweis der Ergodizitdt und nehmen
an, dass es eine messbare Menge A mit 7 !(4) = A gibt. Fiir diese gilt al-
so @.I]) fur jedes I(b). Diese Intervalle bilden fiir linger werdende b eine
immer feiner werdende Uberdeckung von Y, denn

B 1 .

B Gn(qn +qn — 1) — 2072

Also erzeugen diese die Topologie auf ¥ und damit die Borel-o-Algebra. Da-

|[1(b)|

mit gilt also
#(AN B) = p(A)u(B)

fir alle messbaren B. Angewandtauf B = Y\ A folgt 0 < u(A)u(B) und damit
1(A) =0 oder pu(B) = 0. O

Dieser Satz zusammen mit Birkhoffs Ergodensatz erlaubt uns, starke quan-
titative Aussagen tiber die Ziffernverteilung in der Kettenbruchentwicklung
(analog zu Beispiel fir die Dezimalentwicklung) und tiber die Approxi-
mationsgiite der Kettenbriiche zu machen.

Korollar 4.9 Fiir fast jede reelle Zahl x = [0;a1,a2,...] € Y
i) erscheint die Ziffer j in der Kettenbruchentwicklung mit Dichte

2log(1 + j) log(j) — log(2 + j)
log 2 '
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ii) ist das geometrische Mittel der ersten n Ziffern im Limes

' . 00 a4+ 1)2 log(a)/ log(2)
i oo =TT ((E55)

n—00
a=1

iii) strebt das arithmetische Mittel der ersten n Ziffern gegen unendlich, d.h.

. 1
lim —(a; +ag + - a,) = oc.
n—oo n
iv) wachsen die Nenner wie
2

1 ™
lim —1 = 1.185...
A 2 oslan) = 157055

v) ist die exponentielle Approximationsgiite

7.(.2

T 6log(2)

Pn
T — —

an

1
lim — log

n—oo n
Beweis: Fiir die Aussage i) notieren wir, dass die Dichte der Ziffer j, durch das
n-te ergodische Mittel der charakteristischen Funktion des Intervalls (]%, %)

approximiert wird. Nach dem Birkhoffschen Ergodensatz konvergieren diese
ergodischen Mittel gegen

1 /1/j 1 . 2log(1 + j) log(j) — log(2 + j)
log(2) Jijg+1 1+ = log2

Fiir die Aussage ii) betrachten wir die Funktion f, welche auf dem Intervall

<j%, %) gleich der Konstanten log(j) ist. Dann konvergiert nach dem Birk-

hoffschen Ergodensatz
1 n—1 1 n—1 . 1
> loglay) = 2 S AT [
n n 4 0
7=0 7=0
und es ist

! > log(a) [Me 1
fdu= / dx
/0 nZ:l log(2) Ji/(14a) 1 + 2
Die Behauptung folgt durch Exponentieren der Gleichungskette.
Fiir die Aussage iii) wiirden wir gerne die Funktion g = ef verwenden, denn
die linke Seite beschreibt gerade die ergodischen Mittel davon. Allerdings
ist diese nicht integrierbar und der Birkhoffschen Ergodensatz daher nicht

anwendbar. Allerdings kénnen wir g abschneiden und die resultierende un-
tere Schranke beweist immer noch die gewiinschte Divergenz. Genauer sei
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gn(z) = g(z), falls g(x) < N und gny(x) = 0 sonst. Das - Integral hiervon ist
offenbar durch N beschrankt und es gilt

n—1

1 , !
liminf = S g(T9 (z)) = d
im in njzog( (x)) /O gn du

fir alle N und fiir N — oo strebt
N

1/a 1
/ Nd.%'—Z/ a+1)adx— T

a=1

gegen oo und damit auch das du-Integral.

Fiir die Aussage iv) halten wir zunédchst fest, dass p,,(z) = ¢,—1(T(z)), denn

Pn 1 - !

. 0, a3 van] a4 i)

an a1+ (002,03, an] g 4 2=2TE) (4.14)
anl(T(x))

 pn-1(T(2) + a1gn—1 (T(2))
und der Bruch rechts ist gekiirzt, da die Naherungsbriiche dies per Definition

sind. Also ist
1 pa(@) par(T(2)  pr(T"(2))
() an() 1 (T(2)) @ (T (2))
Wir nehmen h(z) = log(z), welches dx und damit auch du-integrierbar ist.
Durch Logarithmieren der obigen Zeile erhalten wir

n—1 n—1 (T (s
~rlogan(e) = 2 3" h(TI(a) ~ 3 [bg(w’(x)) “log (pi"ﬂ.( ”ﬂ .

< < ans(T7(@))

Sn Rn
Wir haben den gewtinschten Ausdruck also kiinstlich als ein ergodisches Mit-
tel und einen Restausdruck R,, geschrieben. Nach dem Ergodensatz ist

1 2
lim S, = — / log(®) g - T
n—00 log(2) Jy 1+=x 121og(2)

Die Arbeit besteht also darin %Rn — 0 fir n — oo einzusehen. Nach den
Abschitzungen der Naherungsbriiche gilt also

T _ k| Pk < 1
P/ Dk Q| PrQk—1

Fiir k > 2 liegen die Ndherungsbriiche also im Intervall [%, %] und dort gilt die
Abschatzung |log(u)| < 2|u — 1. Also ist

1
-1 SF'

n—1

T (2)
ol = ]go o8 Py (T3 (x))/ -z (T7 (96))‘
T (x) T (x)
=2 @) e @) 1‘ @) ()
Ty Un
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Zunéchst gilt die Abschatzung T,, < z;:g ﬁ < 2. Der Ausdruck U, ist
der Logarithmus von a;(y)y fiir ein y € Y. Diesen Ausdruck kann man nach
oben durch 1 und nach unten durch a;/1 + a;, also durch 1/2 abschétzen.
Damit ist auch der Logarithmus nach oben und unten beschréankt. Daraus folgt

limy, 00 =Ry, = 0.

Die Aussage v) folgt aus iv), denn

Pn
€T — —

n

log(g,) + log(gn—1) < —log < log(qn) + log(gn—2),

wie wir in (£.4) und (£.6) schon gezeigt haben. O

5 Starkes und schwaches Mischen

Nachdem wir mittels der Ergodensétze verstanden haben, was der Erwar-
tungswert des Besuchs einer Menge in einem ergodischen dynamischen Sys-
tem ist, untersuchen wir nun die ‘Kovarianz’ zweier Mengen.

Ist T ergodisch, so folgt aus dem Ergodensatz im Mittel, dass Ax(f) — f < fdp
furalle f € Li in der Li-Norm konvergiert. Die Umkehrung der Aussage folgt
auch direkt aus der Definition. Dies zusammen besagt, dass das Skalarprodukt
mit jedem g € L?u konvergiert, d.h. T ist ergodisch genau dann wenn

1 N—-1
—~ Y (foT" g)— [ fdu [ gdu
3 J

konvergiert. Mit dem tiblichen Dichteschluss ist dies genau dann der Fall,
wenn fiiralle A, B € B

z
L

pANT™"(B)) = p(A)u(B) (5.1)

2|~

S
I
o

gilt.
Eine Verschiarfung von Ergodizitit ist also die folgende Aussage, bei der die
Konvergenz bereits ohne Mittelwertbildung gefordert wird.

Definition 5.1 Ein maferhaltendes dynamisches System (X, B, u,T) ist stark mi-
schend (oder einfach nur mischend), falls

WANT"(B)) = u(A)u(B)
fiir n — oo fiir alle A, B € B gilt.

Man kann diesen Begriff (scheinbar) noch verschérfen, indem man eine ent-
sprechende Aussage fiir k + 1 verschiedene statt nur zwei Mengen fordert.
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Definition 5.2 Ein maflerhaltendes dynamisches System (X, B, u, T') ist mischend
von Ordnung k, falls

(Ao T (Ar) N AT (Ay)) = p(Ao) -+ - (Ay)

fiir alle Folgen mit ni,ng — ni,n3 — na,...,n — ng—1 — oo und fiir alle
Ao, ..., Ay € Bgilt.

Es ist eine immer noch offene Frage, wahr in vielen Spezielféllen, ob Mischen
auch Mischen von Ordnung k fiir alle k£ impliziert.

Beispiel 5.3 Die Rotation des Einheitskreises R, ist nicht mischend. Dazu
wihlen wir eine Folge nj mit nya — 0 fur £ — oo, was wir aufgrund
von Z + Za C R dicht sicher kénnen. Ist dann A = B = [0, 3], so gilt
p(ANT"(B)) — 3, aber u(A)u(B) = 1.

Beispiel 5.4 Der Linksshift ist mischend von Ordnung £ fiir jedes k. Dies sieht
man ein, indem man die Mengen Ay, ..., Ay durch Zylindermengen anndhert
und das Argument von Proposition verfeinert.

Eine Abschwichung des Mischungsbegriffs ist niitzlicher, schon alleine weil
sie in vielen Beispielen auftritt.

Definition 5.5 Ein maflerhaltendes dynamisches System (X, B, u,T') ist schwach
mischend falls

N-1
7 2 [H(ANT T (B) — w(A)u(B)| — 0

n=0
fiir N — oo und fiir alle A, B € B gilt.

Die folgende Charakterisierung von schwachem Mischen ist das Hauptziel
dieses Abschnitts. Mit ihrer Hilfe werden wir einsehen, dass die Rotationen
R, auch nicht schwach mischend sind. Im folgenden Satz nennen wir f € Li
eine Eigenfunktion von Uy, falls es ein A # 0 gibt, sodass Urf = Af in Lu
gilt.

Satz 5.6 Die folgenden Eigenschaften eines mafSerhaltenden dynamischem Systems
(X, B, 1, T') auf einem endlichen MafSraum X sind dquivalent.

i) T ist schwach mischend.
ii) T x T ist ergodisch bzgl. p x pu.

ii1) T x T ist schwach mischend bzgl. j1 X p.

Seite 27



iv) Fiir jedes ergodische System (Y,C,v, S) ist das Produktsystem
(X XY, BC,uxv,Tx5S)
ergodisch.
v) Der Operator Ur hat keine nichtkonstanten messbaren Eigenfunktionen.

vi) Fiir jedes A, B € B gilt fiir alle n € N aufSerhalb einer Menge J = J(A, B)
von Dichte Null, dass

W(ANT(B)) = p(A)u(B)
fiir n — oo fiir alle A, B € B gilt.

vii) Fiiralle A, B € B gilt.

N—-1
S AT (B)) ~ w(A)u(B) — 0
n=0

fiir N — oo.

Aus dem Satz folgt z.B., dass das Produkt von schwach mischenden Systemen
wieder schwach mischend ist (wdhrend das Produkt von ergodischen System
i.A. nicht ergodisch ist).

Beispiel 5.7 Die Rotation R, ist nicht schwach mischend. Die Funktion
(e¥mi@ 2Ty 1y 2mi(z=y) . Gl §1 5 §? ist nicht-konstant, beschrankt und
damit quadratintegrierbar und 7" x T-invariant.

Die ist aber ‘fast die einzige Ausnahme’ dieser Art. In [AF07] wurde gezeigt,
dass eine IET, die keine Rotation ist, fiir fast jede Wahl von Langenparametern
schwach mischend ist.

Der Beweis des Satzes 5.6l hat zwei Teile, das folgende Analysis-Lemma und
ein Argument aus der Funktionalanalysis.

Lemma 5.8 Sei (a,,) eine Folge beschrinkter, nicht-negativer reeller Zahlen. Dann
sind dquivalent:

- -1
i) limy,—oo % Z?:o a; = 0.

ii) Es gibt eine Menge J der Dichte Null, sodass die Teilfolge (an)nen s gegen
Null konvergiert.

1 1 1
lll) hmn_,oo n Z?:O a? =0.
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Beweis: Die Aquivalenz von i) und iii) ist offensichtlich, sobald wir die Aqui-
valenz von i) und ii) gezeigt haben.

Fiir die Implikation von i) nach ii) sei J, = {j € N : a; > %} Diese Mengen
bilden also eine aufsteigende Kette. Es gilt fiir k¥ > 1, dass +|J; N [0,n)| <
Z?:_ol a;, da die a; nichtnegativ sind. Daraus folgt nach Durchdividieren durch
n aufgrund der Voraussetzung, dass die Menge Jj, fiir festes k die Dichte Null
hat. Wir basteln J aus diesen Menge zusammen. Dazu wihlen wir induktiv
0< ¥ <ly<---,s0dass

1
—|Jx N[0 <
n|k [an)|_

el

fiir n > /5, und setzen

J = Z Tk N [y lii1))-
k=0

Zunichst zeigen wir, dass (an),en s nun eine Nullfolge ist. Dazu beobachten
wir, dass J; N [{k,00) C J ist. Daher haben alle a,, fiir ein ¢;, < n € N\ J die
Eigenschaft kleiner als % zu sein. Aufserdem hat, wie gefordert J die Dichte
Null, denn zu gegebenem n wahlen wir k, sodass n € [{, {+1) und dann ist
(JN[0,n)) C (JrN]0,n)), und diese Menge hat nach Wahl der ¢, hochsten n/k
Elemente. Dividiert durch n gibt dies die Behauptung, da k& mit n wéchst.

Fiir die Umkehrung bendétigen wir, dass die a,, als beschrankt vorausgesetzt
sind, sagen wir R ist eine obere Schranke. Nach Definition einer Nullfolge gibt
es zu jedem k ein N}, sodass fiir alle n > Ny und n ¢ J gilt a,, < +. Aufgrund
der Definition von Dichte Null konnen wir N, auch noch so wihlen, dass fiir
alle n > N zudem

1
—lJn0n) < ¢
gilt. Damit gilt fiir n < kN,
TR
= J= Nk1§i<n N,:gkn
1 1 2R+1
— | RN, - <
< <R k+R|Jﬂ[0,n)|—|—nk> S =
was den behaupteten Grenzwert beweist. O

Beweis von Satz[5.6t Die Aquivalenz von i), vi) und viii) folgt direkt aus dem
vorigen Lemma.

Offensichtlich ist die Implikation iii) nach i), indem man Mengen der Form
A x X und B x X verwendet.

Tautologisch ist auch die Implikation iv) nach ii), indem man zunéchst fiir Y’
eine einelementige Menge nimmt, um zu zeigen, dass unter der Voraussetzung
T ergodisch ist, und dann die Voraussetzung nochmal auf S = 7" anwendet.
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Wir zeigen nun die Implikation i) nach iv). Sei dazu also (Y, C, v, S) ergodisch
und Ay, By € Bund A,, By € C. Dann gilt

| Nl
N (1 xv)(A1 x Ao N (T x S)™"(B1 x By))

3

Il
> ©
—

2| =

(A1 NT7"(B1))pu(A2 N S™"(Bz))

i
Ll

2| =

p(Ar)p(Br)u(Az N S™"(By))
0
N—

(1AL NT™(B1)) — p(A1)p(Br)] (A2 N S™"(By)).
0

n

—

2=

+
Der erste Term in der Summe der letzten Zeilen hat aufgrund der Ergodizitat
in der Formulierung (5.I) den gewtinschten Limes. In der zweiten Summe ist
der hintere Term durch p(X) beschrankt und der Vordere konvergiert nach
Null nach Definition des schwachen Mischens.

Wir zeigen nun die Implikation vi) nach iii). Wir zeigen die Aussage fiir Men-
gen A; X Ay und By X By in B x C. Seien J; und J; die Mengen der Dichte Null
aus der Aussage vi) angewandt auf A; und By bzw. A3 und Bs. Dann hat auch
J = Ji U J; die Dichte Null und man rechnet die definierende Aussage des
schwachen Mischens fiir die Folgenglieder in N \ J mit Hilfe der Endlichkeit
des MafSes direkt nach.

Es folgt die Implikation ii) nach vii). Seien A, B € B und p? das Produktmaf
auf X x X. Dann gilt aufgrund der Ergodizitit von 7' x T, dass

| Nl | Nl
S HANTT(B) = £ 3 A4 X X) (T X T) (B x X))
n=0 n=0
—= 1 (A x X) p2(B x X) = p(A) x u(B)
und dass
| Nl | Nl
= S HANTB)? = 1 3D (A X AN (T X T) (B x B))
n=0 n=0

— p*(Ax A)p*(B x B) = u(A)* x u(B)?.

Die Behauptung folgt durch Anwendung der binomischen Formel auf den
Ausdruck in vii).

Damit haben wir die Aquivalenz aller Aussagen mit Ausnahme der fiinften.
Dabei ist die Implikation ii) nach v) einfach. Ist f eine Eigenfunktion von 7'
zum Eigenwert A, soist A € § 1 da Uy eine Isometrie ist. Dann definieren wir

eine Funktion g auf X x X durch g(z,y) = f(z)f(y). Wegen

Urxrg(z,y) = 9(Tz, Ty) = |A\*g(z,y) = g(z,y)
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ist diese invariant, also konstant, da 7' x 1" ergodisch ist. Also ist auch f kon-
stant.

Es verbleibt die Implikation v) nach ii). Wir nehmen an, dass 7" x T" nicht ergo-
disch ist und basteln daraus eine nichtkonstante Eigenfunktion von Ur. Nach
Annahme gibt es also eine nicht-konstante Funktion f(z,y), die fast T' x T-
invariant ist. Wir argumentieren zunédchst, dass wir f(z,y) = f(y,z) anneh-
men konnen. Dazu betrachten wir die Symmetrisierungen

f1(1'7y) - f(x,y) + f(y,$)7 fg(.%',y) = Z(f(l’,y) - f(yw%'))

Diese haben beide die gewiinschte Zusatzeigenschaft. Waren beide konstant
so auch f. Also nehmen wir von vornherein an, dass f gleich einer nichtkon-
stanten Funktion mit der Zusatzeigenschaft ist. Wir nehmen zudem an, dass
[ f dp = 01ist, indem wir eine geeignete Konstante subtrahieren. Der Operator
F: L2 — L? definiert durch

F(g)(z) = /X f(z,y)g(y)du(y)

ist offenbar nicht die Nullabbildung, selbstadjungiert aufgrund von f(z,y) =
f(y,x) und kompakt, da f quadrat-integrierbar und somit durch Treppen-
funktionen approximierbar ist.

Nach dem Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren (siehe z.B.
[WerQQ, Theorem VI1.3.2 und Abschnitt VI.4]) ldsst sich Lz als orthogonale di-
rekte Summe des Kerns von f und den Eigenrdumen, zu den von Null ver-
schiedenen Eigenwerten zerlegen. Diese Eigenrdume sind zudem endlichdi-
mensional.

Sei V) ein solcher Eigenraum. Wir behaupten, dass V) invariant unter 7’ ist.
Dazu sei g ein Einvektor und wir rechnen nach, dass

Mg(Tx) = /X F(T, v)g(y) duy)
- /X F(T, Ty)g(Ty)du(y) (5.2)

= / f(x,y)g(Ty)dp(y)
X

aufgrund der Invarianz des Mafies und aufgrund der 7' x T-Invarianz von
f. Also ist g o T" auch in V). Die Isometrie Ur ist also eine Selbstabbildung
des endlichdimensionalen Raums, V) hat also dort einen Eigenvektor. Dieser
Eigenvektor kann nicht konstant sein, da | + fdp = 0aber A # 0 ist. Daraus
folgt die Behauptung. O
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6 Induzierte Transformationen

Es sei weiterhin (X, B, u, T') ein maflerhaltendes System mit endlichem Maf .
Nach dem Satz von Poincaré kommt man in jede vorgegebene messbare Men-
ge A zuriick (sogar unendlich oft). Aber wie lange dauert das? Wir nehmen in
diesem Kapitel zudem an, dass 7" invertierbar ist.
Sei dazu

ra(z) = inf{n:T"(z) € A}

n>1
die Riickkehrzeit in die Menge A am Punkt x. Poincarés Satz besagt also gerade,
dass 74 fast iiberall definiert und endlich ist. Mit Hilfe dieses Begriffs haben
wir auch eine natiirliche Selbstabbildung jeder messbaren Menge A. Die Ab-
bildung

To:A— A Ty(x)=Tra@

wird die induzierte Transformation zur Menge A genannt. Wir priifen, dass 4
und 7, in der Tat messbar sind. Es sind

Ay =1 (1) = AnTH(A)
Ay =1 1(2) = ANT2(A) \ A
(6.1)

n—1
Ap=r3"(n)=AnT"(A)\ [ 4
=1

der Reihe nach offenbar messbare Mengen. Da T invertierbar ist, gentiigt es
Bilder messbarer Mengen zu betrachten und auch die Messbarkeit von 7" (A,,)
zu zeigen, denn auf jeder der Mengen A,, ist 7™ per Definition messbar. Aus
der Identitat

T"(A,) = ANT"(A)\ (T(A)UT*A)U---T" 1 (A))
ist dies induktiv ersichtlich und zeigt die Behauptung.

Lemma 6.1 Die Transformation T ist beziiglich ﬁ | a mafSerhaltend. Ist T ergo-

disch, so auch T 4.

Beweis: Ist B € B3, soist B = U,>1B N A,, disjunkt und damit

pa(B) = — = S p(B 0 Ay,
n>1

~—

Andererseits ist

pa(Ta(B) = 3 u(T™(B N 4,))

n>1

= u(BNA,) = u(B),

n>1
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da p invariant unter 7T ist.

Angenommen T4 ist nicht ergodisch und B eine T4-invariante Menge vom
Mafs 0 < pu(B) < p(A). Dann ist U,,>; U;-lz_ol T7(B N A,,) invariant unter 7. Sie
hat positives Mafs, da sie B enthilt, aber nicht volles Maf3, denn sie ist disjunkt
zu Up>1 UPZ) T9((A\ B) N Ay,), welche A\ B enthilt, O

Satz 6.2 Sei (X, B, u,T) ein invertierbares ergodisches dynamisches System auf ei-
nem Raum mit (1(X) = 1. Sei A € B mit u(A) > 0. Dann ist die erwartete Riick-
kehrzeit nach A gleich 1/u(A), d.h. [, radp = 1.

Beweis: Die Mengen A,,, T(A,), ..., T" 1(A,) sind disjunkt und die Vereini-
gung tiiber alle n davon hat Mafs Eins aufgrund der Ergodizitit (in der Form
von Proposition (3)). Wir kénnen r 4 als monoton wachsenden Limes der
Treppenfunktionnen ) ;'_, kx4, ansehen. Dann gilt

L= u(X) = 3 kAe) = [ vy

E>1 A

nach dem Satz {iber monotone Konvergenz. O

6.1 Rauzy-Veech Induktion

Ein wichtiges Beispiel fiir eine induzierte Transformation ist die Rauzy-Veech
Induktion bei IET. Wir werden (hoffentlich) spdter noch sehen, dass diese
einen geoditischen Fluss diskretisiert und codiert und zum Nachweifs ver-
wendet werden kann, dass dieser ergodisch ist.

Zunichst einige Notation fiir IET. Die Darstellung hier folgt dem Skript von
Yoccoz ([Yoc06]). Eine IET auf d Intervallen ist durch eine Permutation in S,
und die Lange der Intervalle gegeben. Es stellt sich jedoch als sehr niitzlich
heraus, eine IET durch zwei Permutationen zu codieren, die jeweils eine Bijek-
tion der Urbildraums und Bildraums mit der Standardreihenfolge darstellen.
Sei d fixiert und A eine endliche Symbolmenge der Kardinalitdt d, typischer-
weise die ersten d Buchstaben. Eine IET ist ein Tripel (mg, 71, A), wobei 7. :
A — {1,...,d} Bijektionen sind und A = (\y)aca ein Tupel von Lingen
0 < Ao € R.Sei X = 3" A4 die Gesamtlange der IET und sei weiterhin
I, =[0,)y) x {a} und S = Uyecal, die Standardintervallmenge zum gegebe-
nen Langentupel. Das Datum einer IET definiert also zwei Abbildungen

je:S—=1, (x,a)=z+ Z A3
e (B)<me (@)

fur ¢ = 0, 1 und die zugehorige IET ist

T:T(ﬂ'o,ﬂ'l,)\) =71 Ojal I — 1.

Seite 33



Im Folgenden werden wir uns auf zulissige Paare von Permutationen ein-
schranken, d.h. firk =1,2,...,d — 1 gilt

o ({1, .. k) # o L R,

Unzuldssige IET zerfallen offenbar in zwei (oder mehr) IET, die nicht mitein-
ander interagieren.

Seien nun ap und a; die letzten Buchstaben (in .A) einer zuldssigen IET
T = Tixym,n), d-h. mo(ag) = mi(a1) = d. Wir nehmen an, dass die letzten
Intervallldingen \,, und \,, verschieden sind, was “generisch” der Fall ist. Die
Rauzy-Veech-Induktion der IET ist die Induktion auf "I ohne das kiirze Rest-
sttickchen’. Prazise formuliert bedeutet das Folgendes. Wir definieren den Ge-
winner als den Index, bei dem die letzte Lange grofser ist, d.h. das ¢, sodass

Aa. = max(Aag, Ay )-

Mit Hiiten bezeichnen wir die Abbildung, die durch Induktion auf das Inter-
vall T = [0, 5\;) entsteht. Dabei sind nur die Mengen A; und A, in der Notation
vom Anfang dieses Abschnitts nichtleer, genauer ist (man zeichne sich die bei-
den Gewinner-Fille fiir d = 4 und z.B. das Permutationspaar 7y = (ABCD)
und m; = (DCBA)!), fallse =0

L Ty falls y ¢ jo(la,)
T(y)_{ T2(y) falls y € jo(In,)

und analog falls € = 1.
Zusammengefasst ist die induziert Abbildung wieder eine IET mit dem Al-
phabet A und zwar sind die Langendaten

Xas = Ao, —Aay_. und Xa = Ao, sonst.

Die kombinatorischen Daten dndern sich wie folgt. Der Gewinner bleibt, der
Verlierer muss sich anpassen (als Eselsbriicke), d.h. ist ¢ der Gewinner, so ist
e = m und

7T1_5(Oé) falls 7T1_5(Oé) < 7'('1_5(045)
%1_5(04) = 7T1_5(Oé) +1 falls 7T1_5(Oég) < 7T1_5(04) <d

7T1_5(Oég) +1 falls 7T1_5(Oé) =d

Das Rauzy-Diagramm ist der (nicht notwendigerweise) zusammenhéngende
Graph, den man erhilt, wenn man die kombinatorische Operation der Rauzy-
Veech-Induktion auf Paaren von Permutationen durchfiihrt. Durch Umben-
nung der Symbole kann man beide Permutationen mit einem gegebenen Ele-
ment in S; multiplizieren und so z.B. mit der Normalisierung 7o = (ABC'...)
starten. Es gibt also von jeder Komponente des Rauzy-Diagramms d! isomor-
phie Kopien. Die Vertreter der Isomorphieklassen fiir d = 2,3,4 sind in den
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1 0
1<:iABi:>O 0 ACB —> ABC — ABC 1
BA CBA+T—CBA+H—CAB
d=2 d=3

Abbildung 6.1: Rauzy-Diagramm d = 2 und d = 3

0 ACDB ABCD 1
DCBA DBAC

N

ABCD
1 DCBA 0
0 1 0 1
ADBC < ADBC ABCD — ABDC
DCAB — DCBA DACB < DACB
1 0

Abbildung 6.2: Rauzy-Diagramm d = 4, erster Fall

Bildern [6.7] [6.3 dargestellt. Der Grund fiir das verwendete Alphabet im
zweiten Fall d = 4 ist eine Zusatzsymmetrie, aber wir fithren dies hier nicht
weiter aus.

Die Grundidee der Rauzy-Veech-Induktion ist es, einer IET durch wiederholte
Anwendung der Induktion einen Pfad im Rauzy-Diagramm zuzuordnen und
damit eine Kette von Gewinnern, d.h. eine Folge von Nullen und Einsen. Dazu
muss sichergestellt sein, dass in jedem Schritt obige Langenbedingung erfiillt
ist.

Definition 6.3 Eine Verbindung auf einer IET ist ein Tripel (cv, B, m) mit o, 5 € A,
m € bN und mo(B8) > 1, sodass T™(jo(0,)) = jo(0, ). Eine IET hat Keanes
Eigenschaft, falls es keine Verbindung auf dieser IET gibt.

Der Begriff Verbindung es noch besser motiviert, wenn man IET und flache
Flachen in Zusammenhang gestellt hat. Verbindungen stammen genau von
Sattelverbindungen auf flachen Flachen.

Auf einer IET mit Keanes Eigenschaft kann man offenbar unendlich oft Rauzy-
Induktion anwenden. Wir geben nun ein praktisch verifizierbares Kriterium
tir diese Eigenschaft an.

Proposition 6.4 Seit T' = (mg, w1, X) eine zulisssige IET. Sind die \,, tiber Q linear
unabhingig, so hat die IET Keanes Eigenschaft.
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0 1

ACBoBl ABchO —O> ABchO <— ABlB()C — ABlBoc
CBoBlA CBoBlA <0— CBoABl —1> CB()ABl CABlBQ

AN N
AByB,C AB,B,C
CByB, A CB,ByA
o N 71N

ABoBlc AByBiC L AB,cB, % AB,CB, | ACB.B,

CABoBl CBlABO —> CBlABO <0— CBlB[)A e CBlBoA

U U

1 0

Abbildung 6.3: Rauzy-Diagramm d = 4, zweiter Fall

Als Vorbereitung zum Beweis definieren wir zur einer Kombinatorik (g, 1)
einer IET die antisymmetrische d x d-Matrix €2 durch

+1 falls 7'('0(5) > 7T0(Oé) und Wl(ﬂ) < 7T1(Oé)
Qa,ﬁ = —1 falls 7'('0(5) < 7T0(Oé) und Wl(ﬂ) > 7T1(Oé)
0  sonst

Diese Matrix hat die Eigenschaft, dass der Translationsvektor § = (J,) mit
T(x) =z + 6, fiir z € jo(I,) aus dem Tupel der Langen vermoge

0=0QA

hervorgeht.

Beweis: Angenommen das Gegenteil ist der Fall und das Tripel (ag, i, m)
ist eine Verbindung, wobei der Grund fiir die Notation gleich ersichtlich
wird. Fiir die Zwischenschritte 0 < ¢ < m definieren wir oy daduch, dass
T (j0(0, ap)) in jo(I,,) landet. Dann ist

J0(0, i) — Jo(0, ) Z ey

0<l<m
und somit nach Definition der Translationsvektoren
S o ¥ - T ( S o ¥ Aa)-
7T0(0{)<7r0 (am) 7r0(a)<7r0(a0) 0<l<m T (a)<7r1 (Cq) 7r0(a)<7ro(cq)

Wenn wir also fiir o € A definieren, dass

na = [{€ € [0,m) : mi(ar) > mi ()} = [{€ € (0,n] : mo(ee) > mo()}],

so ist Y naA, = 0. Die Q-lineare Unabhédngigkeit impliziert also n, = 0 fir
alle o € A.
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Sei e der maximale Wert, der von m(ay) fiir £ € [0,m) oder von my(ay) fiir
¢ € (0,m] angenommen wird. Nach Definition von Zuldssigkeit gibt es ein
B € Amitmp(S) > e, aber m(5) < e. Dann aber ist mo(ay) < mo(S) fiir £ €
(0,m] nach Definition von e. Aus ng = 0 folgt mi(ay) < m1(8) < e. Unter

nochmaliger Verwendung der Zuldssigkeit zeigt man in symmetrischer Weise
auch m (o) < e, im Widerspruch zur Definition von e. O

7 Invariante Mal3e fir stetige Abbildugen

Bisher hatten wir einige dynamische Systeme betrachtet und die Mafie als Teil
des Ausgangsdatums. Fiir solche dynamischen Systeme haben wir dann dyna-
mische Eigenschaften wie Ergodizitit oder Mischen untersucht. Jetzt nehmen
wir nur 7' : X — X als gegeben an und fragen uns, ob es T-invariante Mafse
gibt.

Der natiirliche Kontext hierfiir ist der eines topologischen Raums X mit der
Borel-Sigma-Algebra B und in diesem gesamten Abschnitt wird X kompakt
und T eine stetige Abbildung sein.

Wir bezeichnen mit C'(X) die Menge der stetigen reellwertigen Abbildungen
und mit M(X) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf (X, B). Mit der
Supremumsnorm wird C(X) zu einem normierten Vektorraum. Zu der Ab-
bildung 7" und p € M(X) definieren wir das Bildmass 7T'p durch Ty p(A) =
w(T~1(A)). Damit erhalten wir also eine Abbildung

T, : M(X) = M(X).

Wir interessieren uns fiir die T-invarianten Mafle, d.h. fiir die Menge M” (X)
der Fixpunkte der Abbildung 7.

7.1 Existenz invarianter MalRe

Wir kldren zundchst die Struktur der Menge M (X). Ein Element p von M (X)
ordnet jeder Funktion f € C(X) das Integral [ f du zu. Diese Zuordnung ist
linear und stetig, und p ist durch diese Integrale eindeutig bestimmt. Damit
ist M(X) eine Teilmenge von C'(X)Y, dem Dualraum von C(X). (Man kann
diesen Raum als endliche signierte MafSe auf X interpretieren.)

Wir versehen M (X') mit der schwach*-Topologie. Dieses ist die grobste Topo-
logie, sodass fiir jedes f € C(X) die Abbildung p — [y fdu stetig ist. Der
Satz von Banach-Alaoglu (siehe z.B. [Wer(0, Theorem VIII.3.11]) besagt, dass
M(X) mit dieser Topologie kompakt ist. Die schwach*-Topologie ist von ei-
ner Metrik induziert, siehe z.B. [EW10, Theorem B.11]. Insbesondere ist Stetig-
keit zu Folgenstetigkeit dquivalent. Daraus folgt offenbar, dass T : M(X) —
M(X) stetig ist.
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Die Menge M7T(X) ist offenbar konvex, denn eine Linearkombination inva-
rianter Maf3e ist wieder invariant und eine Konvexkombination zudem ein
Wahrscheinlichkeitsmass.

Wie im Abschnitt tiber Ergodizitit definieren wir den ergodischen Mittelungs-
operator von Mafien durch

Diese liefert uns Folgen, die gegen invariante Mafie konvergieren, wie der fol-
gende Satz zeigt.

Satz 7.1 [Krylov-Bogoljubov] Ist T stetig und X kompakt und v, eine Folge in
M(X). Jeder schwach*-Limes der Folge ergodischer Mittel i, = Ap(vy) ist in
MT(X). Insbesondere ist MT (X) nicht leer.

Beweis: Die zweite Aussage folgt aus der ersten und aus der Kompaktheit
(Banach-Alaoglu), welche auf metrisierbaren Riumen zu Folgenkompaktheit
dquivalent ist.

Fiir die erste Aussage sei ohne Einschrankung (d.h. ohne Ubergang in der No-
tation zu einer Teilfolge) v,, — v konvergent. Fiir jedes f € C(X) ist dann nach
Definition von .,

'/XfOTdun—/deun

1
n

n—1
/ Z(foTiJrl_foTi)
X =0

2| [ e -

2
= —|[flloo
n

(7.1)

und diese konvergiert fiir n — oo gegen Null. Nach Definition der schwach*-
Topologie folgt also [y foT du = [y fdp und damit die Invarianz von y nach
Lemma O

Beispiel 7.2 Sei S die steoreographische Projektion des Einheitskreises K zen-
triert bei ¢ € C mit Zentrum 2i (Nordpol) auf die reelle Achse. Sei T : K — K
definiert durch K (2i) = 2i und K(z) = S~!(S(z)/2) sonst. Diese Abbildung
wird Nord-Siid-Abbildung genannt. Sie ist stetig und hat zwei offensichtliche
invariante Mafle, die Dirac-Mafse beim Nordpol und beim Stidpol 0. Konvex-
kombinationen dieser beiden Mafle sind die einzigen invarianten Mafle, wie
man mit Hilfe des Poincaré-Rekurrenzsatzes leicht zeigt.

Der folgende Satz hat etwas schwéchere Voraussetzungen. Er wird aber zu-
meist nur fiir 7" stetig angewendet, denn nur dann garantiert der obige Satz,
dass die Aussage nichtleer ist.
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Proposition 7.3 Ist X kompakt und T messbar, so sind die ergodischen Mafle in M”
gerade die Extrempunkte der konvexen Menge M™ .

Beweis: Ist 1 € M7 nicht ergodisch und B invariant mit 0 < p(B) < 1, so sind
ﬁ,ﬂ p und ﬁ | pe invariante WahrscheinlichkeitsmafSe und

1= p(B) (ﬁu!B) + pu(B°) (@M\BQ

eine nichttriviale Konvexkombination.

Sei umgekehrt 1 = sv; + (1 — s)v, eine nichttriviale Konvexkombination. Da
s > 0 gibt es eine Funktion f & L}L (Radon-Nikodym-Ableitung) mit der Ei-
genschaft, dass v1(A) = [, fdu. Die Menge B = {z € X : f(x) < 1} ist
messbar (da f dies ist) und es gilt

/ fap [ fdu = (B)
BNT-1(B) B\T-1(B)

= v (T7H(B))

-/ I
BNT-1(B) T-1(B)\B

Also ist fB\T—l(B) fdu = fT—l(B)\B [ du. Auf der Integrationsmenge links ist
f < 1, auf der Integrationsmenge rechts ist f > 1. Da aber anderseits aufgrund
der T-Invarianz

u(T~H(B)\ B) = w(T~1(B)) = w(T~'(B) N B)
=u(B) = p(T(B)NB) = w(B\T™'(B))
gilt, folgt dass diese beiden Menge Mafs Null haben. Zusammen ist also
w(T~Y(B)AB) = 0, also aufgrund der Ergodizitat ist u(B) € {0,1}. Falls
uw(B) = 1, soist v1(X) < 1, ein Widerspruch. Das gleiche Argument ergibt,

dass die Menge {z € X : f(z) > 1} auch Mafd Null hat und aus f = 1 konstant
folgt 1 = v. O

7.2 Zerlegung in ergodische Mal3e

In einem endlich-dimensionalen Simplex kann jeder Punkt eindeutig als Kon-
vexkombination von Extrempunkten geschrieben werden. Dies gilt fiir den
im allgemeinen unendlichdimensionalen Simplex M? (X) immer noch. Seien
ET(X) c MT die ergodischen MaSe, d.h. die Extrempunkte dieser Menge.

Satz 7.4 Sei X kompakt und T : X — X stetig. Zu jedem u € MT(X) gibt es ein
WahrscheinlichkeitsmafS A\ mit den Eigenschaften

i) MET (X)) =1und

i) [y Fdu= ferx) [y fdv) d\(v) fiir alle f € C(X).
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Dieses Resultat ist z.B. in [EW10, Theorem 4.8] angegeben. Dort findet man
verschiedene Beweise, mit Methoden der Funktionalanalysis und mit Metho-
den der Integrationstheorie.

7.3 Eindeutige Ergodizitat

Der Extremfall der Zerlegung in ergodische Mafle ist ein dynamisches Sys-
tem, welches genau ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs besitzt. Ein sol-
ches System wird eindeutig ergodisch genannt. Nach dem vorigen Satz [Z4! ist
dies notwendigerweise ergodisch. Wir geben zunichst eine Charakterisierung
des Begriffs und danach untersuchen wir unsere Standardbeispiele auf ein-
deutige Ergodizitat.

Satz 7.5 Sei T : X — X eine stetige Selbstabbildung eines kompakten Raums X.
Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

i) Das System T ist eindeutig ergodisch.

ii) Die ergodischen Mittel konvergieren gegen eine Konstante, d.h. fiir alle f €
C(X) gibt es ein ¢ = cy, sodass limy_,oc AN (f) = c.

ii1) Die ergodischen Mittel konvergieren uniform auf X gegen eine Konstante.

iv) Fiir eine dichte Teilmenge D C C(X) konvergieren die ergodischen Mittel ge-
gen eine Konstante.

Beweis: Zur Implikation i) nach ii) sei ;» das eindeutige invariante Mafs. Nun
gentiigt es Satz[Z1lfiir jeden Punkt = auf die konstante Folge der Dirac-Mafe ¢,
anzuwenden. Die schwach*-Konvergenz gegen 1 ist genau die Aussage von ii)
und ¢y = [y fdp.

Umgekehrt, fiir die Implikation ii) nach i) sei i ein beliebiges invariantes Mafs.

Dann gilt
/Xfu= /XngnooAN(f)du=Cf7

da wir Limes und Integral vertauschen konnen, da der Integrand offenbar eine
integrierbare Majorande besitzt. Da dies fiir jedes f und jedes p gilt, miissen
alle invarianten Maf3e gleich sein. Fiir diesen Schluf$ gentigt es auch, nur f in
einer dichten Teilmenge von C'(X) zu betrachten, was die Implikation iv) nach
i) beweist.

Da die Implikation iii) nach iv) offensichtlich ist, bleibt noch i) nach iii) zu
zeigen. Angenommen die Konvergenz im ersten Schritt des Beweises ist nicht
uniform. Dann gibt es ein f € C(X) und ein 2y € X, sodass es fiir alle ¢ > 0
und alle Ny ein N > Ny gibt mit der Eigenschaft

| Nl
N Z f(T"(x0)) —cf| > e.
n=0
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Sei uny = An(64,) entlang dieser Teilfolge gebildet und v ein schwach*-Limes
einer Teilfolge dieser Teilfolge. Dann ist v € M?(X) und nach Konstruktion
ist| [ fdv —cy| > e. Alsoist v # p, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Beispiel 7.6 Die Rotation R,, des Einheitskreises ist eindeutig ergodisch genau
dann, wenn « irrational ist. Fiir o € Q hatten wir bereits gesehen, dass R,
nicht ergodisch ist. Ist « irrational, so verwenden wir, dass trigonometrische
Funktionen dicht in den stetigen Funktionen auf dem Einheitskreis liegen und
dass 2™+ = 1 genau dann, wenn k = 0 ist. Sei f(t) = e2™**. Dann ist

1 N-1 1 N-1
- n _ 2mik(t+no)
N 2 ) = 5 3 e

Fiir £ = 0 ist dieser Ausdruck gleich eins, fiir k£ # 0 ist dies ein Teilstiick einer
konvergerten geometrischen Reihe dividiert durch N, also ist der Limes gleich
Null. Damit gilt die Eigenschaft iv) des obigen Satzes.

8 Gleichverteilung

Eine Folge reeller Zahlen im Intervall X = [0, 1] ist gleichverteilt, falls

1 ¢ !
lim — ) f(zx) = | f(z)dz
2

n—oo n

fiir jedes f € C(X) gilt. Den Begriff kann man gleichermafien fiir jeden kom-
pakten topologischen Raum X und ein endliches Mafs ;s auf X formulieren,
aber X = [0,1] kommt in zahlentheoretischen Fragen am haufigsten vor. Ist
xn = T"(x) fur ein dynamisches System T, so stehen im Limes in der Definiti-
on genau die ergodischen Mittel der Dirac-Mafle von ¢,, aber der Begriff hier
ist allgemeiner.

Zunichst zeigen wir auch hier, dass wie beim Ergodensatz, Gleichverteilung
dquivalent zur Fairness auf Teilintervallen ist.

Lemma 8.1 Eine Folge (z,,) ist gleichverteilt, genau dann wenn fiir jedes 0 < a <
b<1

1. .
E{]:lgjgn,xje[a,b]}\—>(b—a)

im Limes n — oo.
Die Gleichverteilung der Folge (x,) ist auch dquivalent zu

fiir alle k # 0.
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Beweis: In der einen Richtung der ersten Aussage verwenden wir, dass jede
stetige Funktion durch Indikatorfunktionen auf Intervallen angendhert wer-
den kann.

Umgekehrt ist es leicht, zu gegebenem a, b, ¢ zwei stetige Funktionen f~ und
[T zubasteln mit f~ < o) < f und fol(f+(:r3) — f7(2))dx < 2e. Dann gilt
aufgrund der Equidistributionsannahme

n—oo n

1 1
b—a—2€§/ f_(x)dmgliminf—g X[a,b] (75)
0 :
J=1

1o !
< limsup — Zx[mb](xj) < / fH(z)de <b—a+2e
J=1 0

n—oo T 4=
(8.1)
und im Limes ¢ — 0 folgt die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt wie im Beispiel bsp:RalphUE aus der Dichtheit
der Funktionen fi(z) = €*™*% in den stetigen Funktionen auf dem Intervall

[0,1). O

Damit kénnen wir nun das zweite Beispiel aus dem Motivationsabschnitt be-
handeln. Die Rotation um den Winkeln o« = log;, 2 ist nach Beispiel [7.6] ein-
deutig ergodisch, da « irrational ist. Satz[ZIlbesagt, dass die Bilder R} (x) fiir
jedes z gleichverteilt sind und Lemmal8.1lbesagt dann, dass fiir jedes Intervall
[a,b) C [0,1) und jedes ¢

| Nl
N > Xaw) (Ba(t) = b—a
n=0

konvergiert. Nun hat 2" die erste Ziffer gleich k € {1, ...,9} genau dann, wenn
es ein m € Z gibt, mit k10" < 2" < (k4 1)10™, d.h. genau dann, wenn

logyp k < {nlogyy2} <logyo(k +1),

wobei die geschweiften Klammern den Nachkommaanteil einer reellen Zahl
bezeichnen. Also ist die Dichte der n, sodass die erste Ziffer von 2" gerade k
ist, gleich

N
1 . k1
]\;E)noo N nZ:l X[logyo(k),logo(k+1)) (Ra (O)) - 10g10 <T> :

Sei (X, B, i1, T') ein dynamisches System. Wir sagen, dass = € X ein generischer
Punkt des dynamischen Systems ist, falls die Folge 7" (X) gleichverteilt bzgl.
u ist.

Proposition 8.2 Ist X kompakt, T stetig und i ergodisch bzgl. T, dann ist p-fast
jeder Punkt generisch bzgl. p.
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Beweis: Sei (f,) eine Folge von Funktionen, die in C(X) bzgl. der || - ||c-
Norm dicht liegt. Dann impliziert Birkhoffs Ergodensatz, dass es eine Teilmen-
ge X’ C X von vollem Mag gibt, sodass fiir alle z € X’

1 N-1

N Z fi(T"(x)) — /de,u

n=0

fir N — oo konvergiert.
Seinun f € C'(X) beliebig und € > 0 vorgegeben, so gibt es ein f; mit |f(z) —
fi(z)] < e fur alle x € X. Dann ist

N-1 N-1
| n .1 n
/X fdp—2e <liminf nz;) F(T"(2)) < liminf - nzo f(T(2)) < /X fdp+2e

und fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

8.1 Gleichverteilung der Werte irrationaler Polynomfunkt ionen

Sei P = agz? + ...a1z + ap € R[z] ein Polynom. Die Untersuchung der Ver-
teilung Nachkomma-Anteile geht {P(n)}neny auf Weyl zuriick. Dieser zeig-
te, dass die Nachkommaanteile gleichverteilt sind, falls mindestens eines der
ai,...,aq irrational ist. Den Fall d = 1 haben wir in der Form der irrationalen
Rotation bereits kennengelernt.

Wir geben den Beweis von Fiirstenberg des Resultats von Weyl. Er verwendet
folgende allgemeine Konstruktion eines dynamischen Systems. Seit 7" : X —
X ein dynamisches System, G eine Gruppe und ¢ : X — G eine Abbildung.
Dann wird das System Y = X x G zusammen mit der Abbildung

S5:Y =Y, s(x,g) = (T(x),c(x)(9)

das Schiefprodukt von X mit S genannt.

Der folgende Satz gilt wortlich mit dem gleichen Beweis auch fiir X einen
kompakten metrischen Raum und G eine kompakte Gruppe mit Haar-Maf3
m¢ (siehe Abschnitt[9.2), da diese fiir kompakte Gruppen invariant von links
und von rechts ist.

Satz 8.3 Sei X = (SY)", sei yu das Produktmaf der Lebesquemafe und G = S1,
versehen mit dem Lebesguemaf§ mg. Ist T' : X — X stetig und eindeutig ergodisch,
¢ : X — G stetig und das Schiefprodukt S auf Y = X x G ergodisch beziiglich
i X mg, so ist es eindeutig ergodisch.
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Beweis: Zunichst priifen wir, dass p1 x m¢ invariant unter S ist. Fir f € C(Y)
ist

/(foS)(w 9) dudmg(z, g) / / (T g) dpdme(z, g)

/ / F(T(x), g) dudme(, 9)
/ / f(z,9)dudmg(z, g) / fdudme.

(8.2)
da die Linkstranslation mit ¢(x) eine mafierhaltende Bijektion auf G ist.
Aus der Voraussetzung S ergodisch und Proposition[8.2] folgt, dass

E ={(z,9) €Y, (x,y) generisch bzgl u x mg}

volles p1 x mg Mafs hat. Wir rechnen nun nach, dass E invariant unter Recht-
stranslation Ry, : (z,g) — (z, gh) mit einem beliebigen Gruppenelement » € G
ist. Generisch bedeutet

N-1 ‘
N 2 18 a) = [ Jduime
Dann konvergiert

1 N-1 1 N— 1
N 2 (S @.gh) = 5 D (F o Ri)(S'(z.9))
i=1 z:l (83)

—>/Y(fORh)d,Ude = /de,udmg.

aufgrund der Rechts-G-Invarianz von mg. Also ist E = E; x G mit u(E;) =
(X))

Sei nun v ein beliebiges S-invariantes ergodisches Mafs und p : ¥ — X die
Projektion auf den ersten Faktor. Dann ist p,v invariant und ergodisch, also
p«v = p nach Voraussetzung. Also ist auch

v(E) =v(E1 X G) = pv(E;) = u(Ey) = 1.

Da v-fast jeder Punkt in Y generisch fiir v ist, gibt es folglich einen Punkt in F
der auch v-generisch ist. Dies gentigt nach Definition eines generische Punktes
um zu zeigen, dass v und v x mg ilibereinstimmen. O

Korollar 8.4 Ist o irrational, so ist die Abbildung S : (S*)¥ — (S1)* gegeben durch

T T+«
& & T2 T2+ X1
log(S) : [0,1)" — [0,1)", e
Tk Tk + Th—1

eindeutig ergodisch.
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Beweis: Die Abbildung ist durch (k-1)-fache Schiefproduktkonstruktion aus
der irrationalen Rotation entstanden. Aufgrund von Satz[8.3 geniigt es induk-
tiv nachzuweisen, dass S fiir alle k ergodisch ist. Sei X = (S!)¥ und f € L?(X)
invariant unter S. Sei

f(X) _ Z Cn627rin~x

nezk

die Fourier-Entwicklung von f. Sei

ni n1 + no
n2 n9 + ng
S —
Nk—1 Ng—1 + N
g ng

Dann impliziert die S-invariant von f, dass

- ) N
2 :Cn€2mn Sx _ § :Cn627rm1a 627rz(S n) x,

nezk nezk
d.h. aufgrund der Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten

Com = €™M,
und insbesondere haben die beiden beteiligten Fourier-Koeffizienten den glei-
chen Betrag. Sind alle Fourier-Koeffizienten in einer (S’) verschieden, so sind
sie gleich Null, da ) ;x cn < o0. Also gibt es zu n zwei natiirliche Zahlen
p > ¢ mit (S')Pn = (5")n. Die Untersuchung des grofiten von Null verschie-
denen Eintrag ungleich Null von n liefert ny = n3 = --- = n, = 0 fiir alle
n, sodass ¢, von Null verschiedenen ist. Dann aber vereinfacht sich die Glei-
chung zu ¢, = €*™™%,, und damit ¢, = 0 oder n; = 0. Also ist f konstant
und die Behauptung bewiesen. O

Satz 8.5 (Weyl) Sei P = agz? + ...a1z + ag € R[z] ein Polynom und mindes-
tens einer der Koeffizienten ay, ..., aq irrational. Dann ist die Folge { P(n)},en der
Nachkommaanteile gleichverteilt in [0,1).

Beweis: Durch das Beispiel [7.6l und Satz [/ T haben wir den Fall d = 1 behan-
delt, siehe auch obige Diskussion zu den ersten Ziffern der Zweierpotenzen.
Wir nehmen also induktiv an, dass die Aussage fiir Polynome vom Grad d — 1
wabhr ist.

Ist a4 rational mit Nenner ¢, so stimmen die Nachkommaanteile { P(gn+b) },en
auf jeder Nebenklasse modulo ¢ mit denen eines Polynoms vom Grad d —
1 iiberein. Diese sind nach Induktionsvoraussetzung alle gleichverteilt, also
auch die gesamte Folge.
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Wir nehmen nun also ohne Einschrankung an, dass a4 irrational ist. Das Poly-
nom P koénnen wir als

P(z) = <§>bd+ (df1>bd_1+---+xb1+b0

tiir geeignete Koeffizienten b; schreiben, wobei b, = d! a4 irrational ist. Dies
hat den Zweck, das fiir

10 - - 0
11
A=1,,1
o 0
0 0 11
gilt
b 1 b ba
b d n 1 b d nder:vl
d—1 n d—1 n
qn | bae | = (2) nod by o | _ (Q)bd+nbd71+bd72
: 1‘1 ) ’ : n n :
bo (d) no1 bo (d)bd+(d71)bd—1+"'+nb1+bo

Die letzten d Zeilen dieser Gleichung beschreiben die Abbildung aus dem vo-
rigen Korollar[8.4] die erste Zeile ist konstant. Die Werte diese Zeilen sind nach
dem vorigen Korollar (und wiederum der Schlussweise aus Satz[Z.T) auf (S')¢
bzw. [0,1)¢ gleichverteilt beziiglich dem Produktmaf. Dies impliziert, dass
auch die letzte Koordinate auf [0, 1) gleichverteilt ist, was zu zeigen war. [

Wir beweisen noch ein Kriterium fiir Gleichverteilung im Intervall [0, 1] um

die Niitzlichkeit der Methode von Weyl zu zeigen.

Satz 8.6 (Fejér) Sei (f(n))nen eine Folge reeller Zahlen, sodass die Differenzen
Af(n) = f(n+ 1) — f(n) monoton (wachsend oder fallend). Gilt weiterhin

lim Af(n)=0 und und lim n|Af(n)| = oo,

n—o0 n—o0

so ist die Folge der Nachkommaanteile { f (n) }nen in [0, 1) gleichverteilt.

Beweis: Wir wollen Lemma anwenden und fiir alle k£ # 0 zeigen, dass

N
s i 2mikf(n) __
A}gnoo N ngl e =0 (8.4)

gilt. Mit partieller Integration rechnet man fiir alle reellen u, v nach, dass

‘627riu - e2m’v - 27Ti(u - U)eQWiv’ _ ‘627ri(ufv) _1— 27.‘.2‘(u _ ?))’
u—v .
= 47? / (u—v— w)ezmwdw'
0
u—v
< 472 / (u—v—w)dw'
0
=272 (u —v)2.
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Dieses wenden wir auf u = kf(n + 1) und v = kf(n) an. Dann besagt die
vorige Gleichung, dass

e27rikf(n+l) 627rikf(n)

Af(n)  Af(n)

— 2mike?™ R < on2k2|Af(n)| fiirn > 1;

und damit, da f(n) reellwertig ist,
627rilcf(n-‘,—1) 627rikf(n)

Af(n+1)  Af(n)
‘ 1 1

- 27Ti/{?€27rikf(n)

2,2 .
< Af(n)_Af(n+1)‘+27Tk|Af(n)| furn = 1.

Daraus folgt, mit Hilfe der Dreiecksungleichung,

N—-1 A
ik Z ekaf(n)
n=1
N-1 ‘ omik f(n+1) 2mik f(n) 2mik f(N) 2mik f(1)
— Z 27Ti]{?€27r2kf(n) . € + € 4 e B e
2 Af(n+1) " Af(m) )T AFN) T AS(D)
N-1 , 2mik f(n+1) 2mik f(n)
< 27Tik€27mkf(n) . € + € 4 1 4 1
— Af(n+1)  Af(n) | [AF(N)]  [Af(D)]
N-1 N-1
1 1 1 1
< - + 2n%k? Af(n)| + +
2 |37) B+ ol 2 180+ (X7 * far)

Damit folgt, da A f(n) monoton ist und in der vorigen Zeile eine Teleskopsum-
me steht, dass

1 = 2mikf(n) 1 1 1 ﬂ-‘k’ — A
v 2 s o (¥arom * wmm) * W 2 1a7@)l

Aufgrund der Wachstumsvoraussetzungen an Af(n) folgt hieraus die Be-
hauptung. O

Dieses Kriterium kann man zum Beispiel auf Folgen der Bauart an? log™ n fiir
0 < 0 < 1und a # 0 bei beliebigem 7 anwenden. Auch bei alog”™ n fiir a # 0
und 7 > 1 ist das Kriterium anwendbar.
Eine ausfiihrliche Diskussion von Kriterien fiir die Gleichverteilung von Fol-
gen in [0, 1] findet man im Buch [KN74].

9 Gruppenaktionen

Bisher haben wir die Aktion einer Selbstabbildung 7" betrachtet, und im inver-
tierbaren Fall mit deren Potenzen die Aktion der Gruppe Z. Fiir tieferliegende
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Existenzaussagen von invarianten Mafsen haben wir zudem noch Stetigkeit
vorausgesetzt. Wir werden dies nun verallgemeinern, in dem wir die Opera-
tion einer allgemeinen Gruppe G auf X betrachten. Wie vorher nach Definiti-
on eines dynamischen Systems 7" und damit alle Potenzen mafierhaltend vor-
ausgesetzt waren, besteht nun ein dynamisches System (X, B, 1, G) aus einem
Homomorphismus 7" : G — MET (X, B, ) in die Gruppe der mafierhaltenden
Transformationen von (X, B, u1).

9.1 Topologische Gruppen und invariante Metriken

Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G, der eine Gruppenstruk-
tur trégt, sodass die Multiplikationsabbildung (g, h) — gh und die Inversion
g—g!
Aus dieser Definition folgt bereits, dass Linksmultiplikation, Rechtsmultipli-

stetig sind.

kation und Inversion allesamt Homéomorphismen sind. Untergruppen topo-
logischer Gruppen sind wiederum topologische Gruppen mittels der Spurto-
pologie und fiir einen Normalteiler H von G ist der Quotient G/H wieder eine
topologische Gruppe mit der Quotiententopologie.

Lemma 9.1 Ist G kompakt und die Topologie durch eine Metrik || - || 4 induziert, so
Qibt es eine Metrik || - || auf G, die die gleiche Topologie induziert und invariant unter
allen Translationen (d.h. bi-invariant) ist.

Beweis: Seien U,, offene Umgebungen des neutralen Elementes e mit NU,, =
{e}. Nach dem Uryson-Lemma kann man zu jedem n eine stetige Funktion
fn : G — [0,1] finden, die im Punkte e gleich 1 und ausserhalb von U,, gleich
Null ist. Dann definieren wir

fl9)=>_ falg)/2"
n=1

und haben somit eine stetige Funktion f : G — [0, 1] gebastelt, die nur am
Punkte e den Wert 1 annimmt. Dann definiert man
d(z,y) = sup {f(axd) — f(ayb)}.
a,beG
Aufgrund der Kompaktheit von G existiert das Supremum, die Supremum-
konstruktion macht die Abbildung bi-invariant. Die Eigenschaften einer Me-

trik rechnet man direkt nach und aufgrund der Stetigkeit von f erzeugt diese
Metrik die Topologie von G. O

Beispiel 9.2 Die Topologie auf GL,,(C) kann man als Spurtopologie der Topo-
logie auf C* auffassen. Die Operatornorm

|| Mo]|

|M]|op = sup :
P v#£0 ||’U||
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wobei || - || die L?-Norm auf C" ist, induziert diese Topologie. Mit ihrer Hilfe
definieren wir die Metrik

d(M, N) = log(1 + [|[M'N = L]l + [N"'M — L]}).

Diese ist invariant unter Linksmultiplikation, aber nicht unter Rechtsmultipli-
kation. Auf GL,,(C) gibt es keine bi-invariante Metrik, denn dann wére Kon-
jugation eine Isometrie, aber

E6HE) -6

und im Limes fiir m — oo konvergiert die Ausgangsmatrix gegen die Einheits-
matrix, das Konjugat aber nicht.

Im Folgenden werden wir fast stindig voraussetzen, dass G lokal kompakt ist
(d.h. dass das neutrale Element eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen
besitzt) und dass G zudem o-kompakt ist (d.h. G ldsst sich als abzdhlbare Ver-
einigung kompakter Mengen schreiben). Als nicht-lokal-kompakte Gruppen
sind z.B. unendlichdimensionale Vektorraume ausgeschlossen.

9.2 Das Haar-Mafl3

Satz 9.3 (Haar) Sei G eine lokal-kompakte Gruppe. Dann gibt es ein Mafl m¢q auf
G, genannt (Links-)Haar-Mafi, welches unter Linkstranslation invariant ist, strikt
positive auf jeder nicht-leeren, offenen Menge und welches auf jeder kompakten Menge
endlich ist.

Das Maf mg ist eindeutig in dem Sinne, dass jedes andere Maf$ mit den im vorigen
Satz genannten Eigenschaften ein skalares Vielfaches von mg ist.

Weiterhin ist mq(G) endlich genau dann, wenn G kompakt ist.

Wir werden hier keine Beweise dieses Satzes geben (dazu siehe z.B. ??), son-
dern nur m¢ in einigen wichtigen Beispielen angeben. Es ist naheliegend, dass
der gleiche Beweis auch ein Rechts-Haar-Maf3 liefert, welches unter Recht-
stranslationen invariant ist.

Mit mg ist fir jedes ¢ € G auch A — mg(Ag) ein Links-Haar-MaS, al-
so ein skalares Vielfaches von mg. Wir definieren die modulare Funktion
mod (g9) = mqg(Ag)/ma(A) fiir eine beliebige offene Menge A. Es gibt also
ein bi-invariantes MafS auf G genau dann, wenn die modulare Funktion iden-
tisch gleich Eins ist. Da es keine nicht-trivialen kompakten Untergruppen von
(R0, ) gibt, folgt, dass das Haar-Maf fiir kompakte Gruppen bi-invariant ist.
Ebenso ist es offenbar fiir abelsche Gruppen bi-invariant.

Beispiel 9.4 Offenbar ist das Lebesgue-Maf$ auf R™ translationsinvariant, es
gibt positives Mafs auf allen offenen Mengen und es ist endlich auf kompakten
Mengen. Daher ist das Lebesgue-Mafs das Haar-Mafs.
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Auf diese Art sieht man auch ein, dass das Exponentialbild des Lebesgue-
Mages auf [0,1]" das Lebesquemaf} auf dem n-dimensionalen (reellen) Torus
(S1)" definiert.

Wir konnen das Haar-Mafs angeben, indem wir in translationsinvarianter Art,
das Integral von einer Funktion angeben. Dabei muss das Integral einer Funk-
tion mit kompaktem Trager endlich sein.

Beispiel 9.5 Ist G = GL;(R) = R\ {0}, so gilt nach den Integraltransformati-

onsregeln, dass
dzx dz
[ rangs = [ e

ftr alle a # 0 und damit ist m¢ definiert durch

[ t@dme(a /faw

Die gleiche Formel, unter Verwendung des komplexen Betrags funktioniert
auch fur GL,(C).

Beispiel 9.6 Ist G = {z + az + b} die affine Gruppe des R!, so ist

/fab (a,b) / 1@:0) o
\fo} @

ein Links-Haar-Maf3 und

/fab /\{o}f|a|)ddb

ein Rechts-Haar-Mag. In diesem Fall ist mod (a,b) = 1/|a| nichttrivial.

Beispiel 9.7 Ist G = GLy(R) = {A = (%) : det(A) # 0}. Dann ist

/f )dme (z /// fifzdd db de de.

ein bi-invariantes Haar-Maf.

9.3 Ergodizitat

Sei G x X — X die Operation einer Gruppe auf einem Messraum (X, B). Wie
im Falle einer Transformation wird ein Maf$ i invariant unter G genannt, falls
geit = p, d.h. u(A) = u(g~1(A)) fiir alle A € Bund alle g € G gilt. Es sei
MY (X) die Menge aller G-invarianten Maf8e auf X.

Definition 9.8 Sei 1 € M (X). Die Aktion G x X — X auf (X, B, ) ist ergo-
disch, falls zu gegebenem A € B aus u(g~t(A)AA) = 0 fiir alle g € G folgt, dass
w(A) = 0oder u(A) = 1ist.
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Genau wie in Proposition[7.3] zeigt man in dieser Situation:

Proposition 9.9 Die Menge MY (X) ist konvex und die Extrempunkte sind gerade
die G-ergodischen Mafe.

Wie schon in Proposition ist es niitzlich zu wissen, dass man fast-
invariante Mengen durch Abdnderung um eine Nullmenge zu einer invari-
anten Menge machen kann.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass X ein topologischer Raum mit Borel-
Sigma-Algebra B, dass G eine o-kompakte und lokal-kompakte topologische
Gruppe ist und dass die Aktion G x X — X stetig ist. Man beachte, dass
diese Bedingung stdker ist, als nur zu Verlangen, dass fiir jedes g € G die
Multiplikation mit g als Abbildung X — X stetig ist.

Proposition 9.10 Fiir B € B sind dquivalent:
i) B ist fast-invariant, d.h. u(¢BAB) = 0 fiir alle g € G.

ii) Zu B gibt es eine invariante Menge B’ € ¢B, die invariant ist (d.h. gB' = B’),
und die sich von B nur um eine Nullmenge unterscheidet (d.h. n(BAB') = 0).

Beweis: Die Implikation ii) nach i) ist offensichtlich. Fiir die Umkehrung im
Fall, dass G abzihlbar ist, setzen wir B’ = NgeqgB. Diese Menge ist in B,
invariant und

W(BAB') = u(B\ B') = p(Ugec:B \ gB) = 0.

Fiir den Fall, dass G abzdhlbar ist, miissen wir mehr topologische Informati-
on verwenden. Sei dazu G’ C G eine abzihlbare, dichte Untergruppe. (Diese
existiert, da G’ metrisierbar und damit separabel ist, also eine abzédhlbare dichte
Teilmenge enthilt. Die davon erzeugte Gruppe ist immer noch abzahlbar.) Wir
konnen also annehmen, dass die Menge B aus i) nach dem bereits gezeigten,
strikt invariant unter G’ ist.

Da G lokal-kompakt vorausgesetzt ist, gibt es ein Haar-Maf3 m¢. Die Mengen

B,={9g€eG:gxreB}CG

sind meflbar aufgrund der Stetigkeit der Aktion. Aufgrund der G'-Invarianz
ist hB, = B, fiir alle h € G’ und alle x € X. Wir behaupten, dass daraus fiir
jedes x € X entweder mg(B,) = 0 oder mg(G \ B,) = 0 folgt. Angenommen,
das ist falsch fiir ein z. Dann ist die Menge

O:{QEG:me(ng\BJ;)>O}

nichtleer und offen aufgrund des Lemmas unten. Dies widerspricht aber
der Tatsache, das G’ N O leer und G’ dicht ist.
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Sei nun
B ={zecX:mgB,)>0t={z€X :mg(B\Gz)} =0

Da Bj, = B,h~! nach Definition, ist mit mg(B,) > 0 auch mqg(Byp,) > 0.
Damit ist B’ strikt G-invariant.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass B’ messbar ist und dass pu(BAB') = 0
ist. Dazu sei U C G messbar und von endlichem positivem Haar-Mafs. Wir

definieren )

flx) = o (0] /U xB(gz) dma(g).
Damit ist nach Definition f = xp’ auf U und damit folgt nach der Messbar-
keitsaussage des Fubini-Satzes angewandt auf U x X und der Messbarkeit
von B die Messbarkeit von B’. Schliesslich ist fiir jedes U, wegen xp(g9x) =

Xg*lB(x) und f = XB'y

u(BAB') = / XB + XB — 2XBXB A1t
X

. XB + Xg-1B — 2XBXg-1 B dudma(g) 9.1)

- mgl(U) /U W(BAG(B)) =0,

wobei wir in der zweiten Zeile f = x g benutzt haben. Das beweist die Propo-
sition aufgrund der kompakten Ausschopfbarkeit von G. 0

Lemma 9.11 Sind B, By zwei messbare Borel-Mengen einer lokal-kompakten und
o-kompakten Gruppen, die beide positives Haar-Maf$ haben, so ist

O:{QGGng(gBlﬂBz)>0}

offen und nicht leer. Dariiber hinaus ist mq(B) > 0 genau dann, wenn mg(B~1) >
0 ist.

Beweis: Es ist
ma(gBi N By) = / Yabs (W)X, (1) dme ().

Mit Hilfe von x4p, (h) = XpB;! (9) folgt daraus, dass

/ me(gB1 N Bs) dma(g / / XgB: (h)X B, (h) dma(h) dma(g)-

= /XBQ(h) (/thl—l(g) de(Q)) dmg(h)

~ (9.2)

= [ ma(B;")dmg(h)
Bo

= mg(B )mG(BQ)
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Dabei haben wir so getan, als wére Fubini richtig fiir charakteristische Funktio-
nen von Mengen, die nicht notwendigerweise endliches Mafs haben. Dies kann
man korrigieren, indem man B; mit einer kompakten Ausschopfung schnei-
det und die Limes tiber die Aussagen auf den Schnitten verwendet. Setzt man
in der Gleichungskette By = G'und dann B; = G, so liefert die korrekte Inter-
pretation der Gleichungskette die zweite Aussage.

Verwendet man die zweite Aussage, so folgt auch noch, dass die Funktion
mq(gB1 N Bs) integriert tiber O positiv ist und damit O nicht leer.

Um nun noch zu zeigen, dass O offen ist, sei B; = U2, A,, eine Ausschopfung
durch Mengen A,, mit kompaktem Abschluss. Aufgrund der Sigma-Addivitat
von mg gibt es ein n, sodass € = mg(gAy, N Bz) > 0. Damit ist also

me(gA, N B) = / Yo, X5 dme — / (6~ W) x5 (h) dma(h).

n

Zweimalige Anwendung, mit der Notation f = x4, besagt also, dass

ime(gAn 1 Bs) — ma(gi A 1 By)| < ' ™) = far W, dma ()

=f(g™") = Flor ")l
9.3)

Es bleibt also noch zu zeigen, dass fiir g; nahe bei g, der letzte Term kleiner als
¢ gemacht werden kann. Diese Aussage formulieren wir fiir spédtere Verwen-
dung allgemeiner im folgenden Lemma. O

Lemma 9.12 Seien G, X eine Gruppe bzw. ein Raum, die lokal-kompakt und o-
kompakt sind. G operiere stetig auf X und lasse das MafS v invariant. Dann ist fiir
jedes p € [1,00) und f € LP(X) die Funktion Uy(f) definiert durch

Uy(f)(@) = f(g™ " (x))

fiir jedes g € G wieder in LP(X). Zudem ist ||Uyf||, = ||fp|| und die Abbildung
g+ Ugf von G nach LP(X) ist stetig.

Beweis: Die ersten zwei Aussagen sind direkte Konsequenzen der Invarianz
von pu. Fur die Stetigkeitsaussage gentigt es nun mit einem offensichtlichen
Dreiecksungleichungsschluss nur stetige Funktionen mit kompaktem Trager
zu betrachten, da diese dicht in LP(X) fiir alle p € [1, c0) liegen. Da U, inver-
tierbar ist, geniigt es die Stetigkeit bei Null zu zeigen, d.h. auf einer kompakten
Umgebung Vj von Null, die wir auch noch symmetrisch unter Inversion vor-
aussetzen konnen. Ist S der Trager von f, soist fiir g € Vp also f und f o g aus-
serhalb der kompakten Menge K = V;S gleich Null. Im Inneren von K sind
beide Funktionen gleichmaéssig stetig. Daraus folgt leicht die Behauptung. [
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9.4 Starkes und schwaches Mischen

Fiir die Definition von schwach mischend verwenden wir das Kriterium aus

Satz[5.6lii).

Definition 9.13 Sei 1 € MY (X). Die Aktion G x X — X auf (X,B,pu) ist
schwach mischend, falls die Diagonalaktion auf X x X ergodisch ist.

Definition 9.14 Die Aktion G x X — X auf (X, B, uu) ist mischend, falls fiir alle
Ay, Ay € B und jede Folge g, — oo gilt

11(Ag M gyt Ar) — pu(Ag) p(Ay).

Dabei bedeutet g, — oo, dass jede kompakte Menge K in G ab einem gewissen Ny
nicht wieder besucht wird (d.h. g, ¢ K fiir n > Np).
Die Operation ist mischend von Ordnung k, falls fiir alle Ay, . .., Ay und Folgen
Gin mit g; — oo und gi’ﬁgjm — oo fiir alle i # j gilt

(Ao Mgy AL 0 N g (Ax)) = p(Ao)p(Ar) -+ p(Ay)-

Die Operation ist mischend von beliebiger Ordnung, falls sie mischend von Ord-
nung k fiir alle k € N ist.

In der Situation von Gruppenaktionen einer grofieren Gruppe als nur Z kennt
man Beispiele von mischenden Systemen, die nicht mischend von beliebiger
Ordnung sind. Ein solches ist Ledrappiers 'Drei-Punkte-Gruppe’. Dazu sei
e; = (1,0), ez = (0,1) die Standardbasis von R? und

X1 ={z € {0, 1}Z2 . Tnie, + Tnte, + Tn = Oftir allen € Z%}

eine Gruppe mit komponentenweiser Addition. Diese ist offenbar kommutativ
und mit der Spurtopologie von {0, 1}Z2 kompakt. Da die definierenden Glei-
chungen von X, invariant unter Indexverschiebung sind, operiert Z? verméoge
des Shifts, d.h. fiir m € Z2 sei

Tm : (Zn)n — (Tntm)n-
Fiir die Beschreibung des Haar-Mafles definieren wir zu A C Z? die Projektion
74 X — {0,1}4. Die Zylindermenge {z € X, : z, = Oftirallea € A} hat
also Index |74 (X1, )|. Das Haar-Maf ist durch seine Werte auf Zylindermengen

eindeutig vorgegeben. Ist C' eine solche Menge, vorgegeben durch die Werte
auf A und ist C N X, # (), so definieren wir

1
 ma(Xp)

Das somit bestimmte Mafs ist offenbar translationsinvariant und erfiillt auch

m(C)

die anderen beiden definierenden Eigenschaften des Haar-Mafles, d.h. m ist
das Haar-Mafs.
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Satz 9.15 Die Aktion von 7.2 auf X, ist mischend, aber nicht mischend von beliebiger
Ordnung.

Ist G eine abelsche topologische Gruppe, so ist ein Charakter ein stetiger Ho-
momorphismus x : G — S1. Diese Begriff erweitert den aus der Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen, wenn man diese mit der diskreten Topologie ver-
sieht.

Die weiteren Vorbemerkungen zum Beweis haben als Ziel zu skizzieren, wes-
wengen fiir eine kompakte Gruppe G, die Charaktere dicht in L2, _(G) liegen.
Zunichst ist nach dem Stone-Weierstraf3-Satz (siehe z.B. [WerQQ, Satz VIII.4.7])
ein Untervektorraum U in den stetigen Funktionen eines kompakten Raum-
es dicht, falls er die Konstanten enthilt, unter Multiplikation und komple-
xer Konjugation abgeschlossen ist und Punkte des Raumes trennt. Da ste-
tige Funktion in L2, (G) dicht liegen, ist der wesentliche Schritt zu zeigen,
dass Charaktere in G Punkte trennen. Dies ist fiir G = X, (und auch z.B. fir
G = (S")? offensichtlich durch explizite Angabe von Charakteren und im all-
gemeinen Fall kann man es mit Hilfe von Fourier-Transformation beweisen
(Satz von Herglotz-Bochner, siehe [EW10, Anhang C]).

Beweis: Wie im Fall von Z-Aktionen ist mischend dquivalent zu

[ ota) Tz dm@) = [ fom [ frdm 9.4)

fiir n — oo und fiir alle fy, f1 € L2,(X1), wobei wir den Divergenzbegriff wie
in der Definition von Mischen verwenden. Wir verwenden nun, dass endli-
che Linearkombinationen von Charakteren in L2, (G) dicht liegen, falls G ei-
ne kompakte abelsche Gruppe ist, wie oben erldutert. Mit dem bereits ein-
gangs verwendeten Dichteschluss geniigt es also die Aussage fiir f = xo und
f1 = xa1 zwei Charaktere zu zeigen. Der fiir endliche Gruppen tiibliche Beweis
der Orthogonalitdtsrelationen lasst sich wortlich auf kompakte Gruppen tiber-
tragen, da das Haar-Maf$ endlich ist. Wir erhalten also durch Paarung mit dem
trivialen Charakter, dass f xdm = 0, falls x nichttrivial ist und gleich Eins
sonst. Die Konvergenz in (9.4) ist also automatisch erfiillt, falls einer der bei-
den Charaktere trivial ist. Fiir die Eigenschaft mischend gentigt es also fiir je
zwei nichttriviale Charaktere xo, x1 zu zeigen, dass

/ xo(@)x1 (Taz) dm(z) — 0

fir n — oo gilt.
Dazu untersuchen wir X, genauer. Ein Element von X7, ist durch die Angabe
von z,, flirn € F, wobei

F ={n:ny=0o0der(n; =0undny <0)},

eindeutig bestimmt und die Angabe dieser Werte bestimmt eindeutig ein Ele-
ment von X.. Mit anderen Worten, X7, ist als Gruppe isomorph zu {0, 1}F .
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Abbildung 9.1: Schatten S(E) von E

Mit der gleichen Uberlegung sieht man ein, dass die Werte von 74 (X}) flr
jede endliche Menge A C F' bestimmt sind, indem man die Werte auf 75 (X))
kennt, wobei

E=FEm,s)={mm-+e,...,m+ se}

ein geeigneter, geniigend langer horizontaler Streifen (der Hohe Eins) ist. Die
zweite Koordinate my von m kann man dabei auch noch beliebig wihlen, so-
fern man mit ms nur kleiner bleibt als die kleinste zweite Koordinate, die in A
vorkommt.

Zu jedem Charakter y gibt es, aufgrund der Stetigkeitsbedingung in der Defi-
nition von Charakteren, eine endliche Menge A, sodass x tiber 74 faktorisiert.
Aufgrund der vorigen Uberlegung kann man also jeden Charakter x mit Hilfe
eines Streifens £ (m, s) eindeutig festlegen, und zwar durch

XF(X) = €™ 2ner ™ (9.5)

fur F C E(m, s). Ohne Einschrankung werden wir ab sofort dabei annehmen,
dass der linke und rechte Randpunkt des Streifens in F’ liegen.

Will man zwei Charaktere xo und x; vergleichen, so kann man annehmen,
dass sie beide durch die Formel (9.5) mit F;y und F} in Streifen der selben Ho-
he (d.h. gleiches ms) gegeben sind. In diesem Fall folgt, dass die Charaktere
orthogonal sind, d.h. dass [ xo(z)x1(x) dm(z) = 0 gilt, es sei denn Fy und Fy
sind gleich, da fiir X7, alle Charaktere +1-wertig sind.

Die Orthogonalitdt geht also bei zwei Charakteren, die durch Fy und Fj in
Streifen gegeben sind, hochstens dann schief, falls die Schatten S(Fp) und
S(F1), wie in Bild @.]] definiert, die Eigenschaft S(Fy)AS(F;) = () haben. Zu
gegebenem Fj und Fj ist S(Fy)AS(F; 4+ n) = () fiir hochstens ein n erfiillt, also
sicher nicht fiir n — co. Daraus folgt, dass die Aktion von 72 mischend ist.
Wir zeigen nun, dass diese Aktion nicht mischend auf drei Mengen ist. Durch
Induktion zeigt man aus der definierenden Bedingung von X7, dass

2k &
2
Lokey = E (j )xjel = T(0,0) + Toke, mod 2.
i=0
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Sei M = {r € X1, : 90y = 0 und y € X}, beliebig mit y o) # 0, sodass X, =
M U (M + y) eine disjunkte Vereinigung ist. Also ist m(M) = m(M +y) = 1/2.
Aber aus der obigen Kongruenz folgt, dass wenn x € M und auchin T"_gx, M
liegt, dass es auch in T' 5., M liegt. Also ist

MNOT_grg MONT_gie, (M +y) =0

fur alle £ < 1, was die Behauptung des Nicht-Mischens auf drei Mengen be-
weist. O

9.5 Existenz invarianter MalRe

Im Gegensatz zum Fall einer Transformation ist die Existenz invarianter Mafe
bei allgemeinen Gruppenoperationen eine delikate Frage.

Beispiel 9.16 Sei X der Einheitskreis, zentriert bei i, wie im Beispiel
der Nord-Siid-Abbildung und sei 7' eben jene Abbildung. Dann sind die
T-invarianten Mafle gerade die Konvexkombinationen aus dx und dg, den
Punktmafien beim Nord- und Siidpol. Sei S die analog definierte Ost-West-
Abbildung, welche alles aufler —1 + 4 in Richtung des Punktes 1+ 7 verschiebt.
Dann hat die Gruppe G = (S, T) offenbar keine invarianten Mafe.

Eine Bedingung, die die Existenz invarianter MafSe sicherstellt ist folgende.

Definition 9.17 Eine lokal-kompakte, o-kompakte Gruppe G' ist amenabel, falls es
zu jedem kompakten K C G und jedem € > 0 eine Menge eine messbare Menge F
gibt, sodass F'K messbar ist und

mg(FAKF) < €mg(F)
gilt, wobei mq das Haar-Maf$ auf G ist.

Grob gesprochen ist F' eine Menge, deren Rand (bzgl. kleines Maf3 im Verhalt-
nis zur Gesamtmasse hat. Man sagt auch, so ein F sei (K, ¢)-invariant.

Das Wort amenabel ist eine Ubersetzung der urspriinglich deutschsprachigen
Definition einer ‘messbaren’ (manche Quellen sagen 'mittelbaren”) Gruppe. Ei-
ne Gruppe ist demnach ‘amenable, if there exists a mean’, d.h. ein endliches
'Maf¥’, welches auf jeder Teilmenge der Gruppe definiert ist, links-invariant
ist, aber nur endlich-additiv (statt o-additiv) vorausgesetzt ist. Als Wortspiel
hat es keine gute Riickiibersetzung ins Deutsche, ‘mittelbar” ist auch ein ge-
brauchlicher Begriff. Wir werden die Aquivalenz der Existenz eines Mittels zu
dem obigen Begriff nicht benétigen und nicht zeigen.

Eine Folge F}, von Teilmenge von G heifst Folner-Folge, falls es zu jedem (K, ¢)
ein Index n gibt, abdem alle Folgeglieder (K, ¢)-invariant sind. Die Existenz
einer Folner-Folge ist dquivalent zur Amenabilitdt: Fine Richtung ist offen-
sichtlich, sei also umgekehrt G amenabel. Wir verwenden die o-Kompaktheit
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und nehmen eine Ausschopfung von G = U,enA,, durch kompakte Mengen
mit A, C A4 her. Sei F), eine Menge, die die Definition von amenable fiir
(K = A,,e = 1/n) erfillt. Da die A,, ineinander enthalten sind, leistet diese
das Verlangte.

Beispiel 9.18 Die diskrete Gruppe G' = Z (oder auch G = Z") ist amenabel,
denn eine Folner-Folge sind die Intervalle F,, = [—n,n] (bzw. die Kugeln vom
Radius n in R" geschnitten mit G). Allgemein sind abelsche Gruppen amena-
bel. Die iiblichen Beweise benotigen eine Portion mengentheoretische Topolo-
gie (Ultrafilter) und das Auswahlaxiom.

Kompakte Gruppen sind amenabel, indem man F' = G fiir alle € nimmt.

Eine diskrete Gruppe die eine freie Gruppe auf zwei Erzeugern enthalt, ist
nicht amenabel. Die Umkehrung war lange eine beriihmte Vermutung, die in-
zwischen widerlegt ist.

Die Gruppe SO, (R) fiir n > 3 ist nicht amenabel, aber SO2(RR) ist amenabel.
Das ist der Grund fiir das Banach-Tarski-Paradoxon in drei Dimensionen und
die Tatsache, dass eine analoge Aussage in Dimension zwei nicht gibt.

Satz 9.19 Ist G amenabel und G x X — X eine stetige Operation auf einem kom-
pakten metrischen Raum, so gibt es ein G-invariantes Mafs.

Beweis: Sei wie schon zuvor M(X) der konvexe Raum der Wahrscheinlich-
keitsmafie auf X. Die stetige Operation definiert einen Homomorphismus
G — Homoo(X) und, via ¢ — (v +— g«v) auch einen Homomorphismus
G — Homo6o(M(X)). Sei v € M(X) und F,, eine Folner-Folge in G. Dann
definieren wir die Mittel entlang der Folner-Folge

@ / g+vdmg(g),

was konkret bedeutet, dass y,, das Maf ist, sodass fiir alle f € C'(X) gilt

[ #ana = ﬁ / n [ #gm) dvia)dmao)

(Die Existenz eines solchen MafSes muss man rechtfertigen, der sorgfaltige Be-

Hn =

weis verwendet bedingte Erwartungswerte.)

Aus dieser Folge extrahieren wir mit Hilfe des Satzes von Banach-Alaoglu ei-
ne schwach*-konvergente Teilfolge 1i,,, deren Limes wir mit u bezeichnen.
Wir miissen noch nachrechnen, dass p in der Tat invariant ist. Vorbereitend
notieren wir, dass fiir alle f € C(X) und h € G die Gleichung

[ #0)di(a) =

f(hgzx) dv(x)dme(g)

_ m/h&/f(gx)du(:ﬂ)dmc‘(g)
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gilt. Daraus folgt

1
[ sy dunte) = [ ) dpnto)] < s [ (g dviayimato
me(FaAhFy)
AN N0 (n— o)

9.7)
und damit die behauptete Invarianz fiir jeden schwach*-Limes der Folge ,,..0

10 Ergodensatze fur Gruppenaktionen

In diesem Abschnitt werden wir die Ergodensitze aus Abschnitt Bl auf Grup-
penaktionen ausdehnen. Sei grundsatzlich G x X — X eine Gruppenoperati-
on. Rekurrentes Thema ist dabei die Niitzlichkeit von Felner-Folgen, d.h. der
Amenabilitdt. Wie in jenem Abschnitt definieren wir die unitdre Darstellung
zu G durch

Uy(f)(x) = f(g ' (z) firalle z€ X.

Die Inversion ist notwendig, damit dies eine Gruppenaktion wird, wie man an
der Rechnung

Un(Uy () (@) = Ug())(h (@) = f(g~ 0™ ) = Upg()
sieht. Wenn G ein Maf$ ;s auf X invariant lasst, so erhdlt man somit eine unitére
Transformation Uy : L2 (X) — L7,(X).
Die Integrale im folgenden Satz sind tiber Funktionen der Bauart ¢ : G — V
(konkret G > g — U, f bei gegebenem f) mit Werten in einem topologischen
Vektorraum. Solche Integrale sind durch die definierende Gleichung

f( / ¢>de> — [ ) dme (10.1)

fur alle Funktionale ¢ : V' — C charakterisert, falls der topologische Vektor-
raum gentigend viele solche Funktionale besitzt. Ist V ein Hilbertraum, so be-
sagt der Rieszsche Darstellungssatz gerade, dass die Hilberraum-wertigen In-
tegrale existieren und eindeutig sind.

Satz 10.1 (Ergodensatz im Mittel) Sei G eine lokal-kompakte und o-kompakte
amenable Gruppe mit Links-Haar-Maf$ m¢. Die Gruppe operiere stetig auf X und
lasse das Wahrscheinlichkeitsmaf$ v invariant. Sei Pg die Orthogonalprojektion auf
den abgeschlossenen Unterraum

I={fe Li(X) Uy f = f fiiralle g € G}
der Ug-invarianten Funktionen. Dann konvergieren die Mittel entlang jeder Folner-

Folge F,, d.h. ist f € Li(X ), so konvergiert

m/ Ug-1f dma(g9) — Pa(f)
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in L2,(X).
Daraus folgt unmittelbar:

Korollar 10.2 Unter den Voraussetzungen wie im Satz ist die Aktion ergodisch, ge-
nau dann, wenn fiir alle f in einer dichten Teilmenge von Li(X ) gilt

1
— / Uyafdmalg) - /X f dmu

in L2,(X).

Beweis von Satz[0.Tt Seiin f € L2 (X) und v(x) = f(ha)— f(x) fiireinh € G,
d.h. v ist im Bild des Operators U}, — Id. Wir zeigen im ersten Schritt, dass die
Mittel entlang der Folner-Folge fiir so ein v gegen Null konvergieren. Dazu
beobachten wir, dass

/ U, 1Up-s f dme(g) = / Uthg)—1 f dme(9) / U, f dme(g)
n Fn hFy,

und deswegen ist

U -ivdm
HmG Fn)/ g ' G(g) 2

_ Hﬁ </hF U, -+ f dmelg) — /F Uy f de(9)>

1
S () /FnAth Vg1l dma(9)

Damit konvergiert auch das Li(X )-wertige Integral gegen Null.

Im zweiten Schritt definieren wir V' als den Abschluss in Li(X ) des Raums
endlicher Linearkombinationen von Funktionen der Form U}, — Id. Genau wie
im Fall einer Transformation (Satz[3.14) zeigt man, dass V = I L ist und damit

2

L2(X) = I® V. Also geniigt es, die Aussage fiir f € V zu zeigen, was wieder-
um wie in Satz[3.]4 mit einem Dichteschluss aus dem ersten Schritt folgt. [J

11 Flusse auf der oberen Halbebene und Quotienten

Sei H die obere Halbebene und 7TH = H x C das Tangentialbiindel an H. Auf
TH definieren wir eine Kollektion von Skalarprodukten

1

(v, w), = Y2 (v, w),

falls z = x + iy und wobei (v, w) das gewohnliche euklidische Skalarprodukt
auf C = R + iR ist. Diese bilden eine Riemannsche Metrik, die hyperbolische
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Metrik. Damit kann man jedem Pfad ¢ : [0, 1] — H (d.h. einer stiickweise stetig
differenzierbaren Kurve) eine Lange

1
- /0 1Do(t)]| e dt

zuordnen, wobei Dy(t) = (¢(t), ¢'(t)) € TH der Tangentialvektor an den Weg
zum Zeitpunkt ¢ ist. Damit definiert man einen Abstandsbegriff auf H vermoge

d(z1,22) = inf L(p), (11.1)

©
wobei ¢ alle Pfade mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z; durchlduft. Bevor
man diese Abstdnde konkret ausrechnet, ist es niitzlich eine natiirliche Grup-

penaktion zu betrachten.
Die Gruppe SL2(R) operiert auf H durch

az+b a b
=—— fall = .
* cz+d’ ams v (c d)

Dass das Bild wieder in H liegt, folgt aus der allgmein niitzlichen Formel
Im(z
Im(y(2)) = o)

lez +dJ?’
Die Operation der Untergruppe £/ auf H ist offenbar trivial, wir definieren
daher PSLy(R) = SLo(R)/{£I}.

(11.2)

Lemma 11.1 Die Gruppe SLy(R) operiert transitiv auf H, der Stabilisator des Punk-
tes i € H ist SO2(R).

Die Operation von SLa(R) bewahrt die Riemannsche Metrik und damit auch den
Abstandsbegriff.

Beweis: Fiir die erste Aussage geniigt zu bemerken, dass die Matrix ( \{)g T;\\/f_)

den Punkt i auf = + iy abbildet. Fiir die zweite Aussage folgern wir aus vi = ¢
mit Hilfe von (I1.2) die Bedingung c*+d* = 1 folgt. Schreibt man also ¢ = sin 6
und d = cos§ mit § € R, so folgt aus yi = i, dass a = cos§ und b = —sin 6.
Isty=(2%) € SLy(R), soist ¢'(2) = m. Also ist

az+b v
D(y):TH — TH, (z,v)— <cz T d —|—d)2> (11.3)
Damit ist
U v
(D), (1]cz + d\2> ((cz +d)? (cz + d)2> (11.4)
= E )

denn das zweite Argument einer Hermitischen Form ist komplex-linear. Da
der Abstandsbegriff tiber die Lange von Wegen und diese wiederum mit Hilfe
der Riemannschen Metrik definiert sind, folgt hieraus auch die letzte Behaup-
tung. O
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Das Einheitstangentialbiindel ist der Unterraum
T'H = {(z,v) € TH : ||v|]| = 1} C TH.

Das vorige Lemma besagt, dass die Operation von PSLy(R) eine Aktion auf
TH induziert, die das Einheitstangentialbiindel invariant ldsst. Diese Aktion
ist einfach transitiv, d.h. zu zwei Punkte (21,v1), (22,v2) € TH gibt es genau
ein v € PSLy(R) mit v - (z1,v1) = (22, v2). Dies folgt aus dem Lemma, wenn
man noch beachtet, dass v = (Cose —sind) € SOo(R)/{£I} vermdge

sinf cos6

v
(isinf + cos 6)?

D(y)(v) = = (cos(260) — isin(20))v
auf S C C einfach transitiv operiert. Anders gesagt, v — D(v)(i, i) gibt einen
Isomorphismus PSLy(R) — T'H (von Mannigfaltigkeiten).

11.1 Geodaten und der geodatische Fluf3

Ziel dieses Abschnitts ist es herauszufinden, welche Pfade den Abstandsbe-
griff in (I1.I) minimieren. Wir werden alles auf den folgenden Spezialfall zu-
riickfithren.

Lemma 11.2 Seien zy = yoi und z, = y11 zwei Punkte auf der imaginiren Achse in
H. Dann ist

d(z0,21) = log(y1/90)

und
o(t) = e'yoi, t€0,log(y1/yo)]

definiert einen Pfad mit konstanter Geschwindigkeit Eins von zy nach z;.

Der Pfad o ist eindeutig, d.h. ist 1(t) : [0,log(y1/y0)] — H ein weiterer Pfad von
Linge log(y1/vo), so gibt es eine Reparametrisierung durch eine stiickweise differen-
tierbare, monoton wachsende Selbstabbildung f von [0, log(y1/vo)], sodass ¢ = po f
ist.

Beweis: Der angegebene Pfad hat Geschwindigkeit Fins und damit ist
d(z0,21) < log(y1/yo). Ist n(t) = n.(t) + ny(t) fir t € [0,1] ein weiterer Pfad
mit den geforderten Endpunkten, zerlegt in seinen Real- und Imaginarteil, so
ist

1 1 1
= e [ e [ v

Dabei impliziert Gleichheit in der Ungleichungskette, dass 7x = 0 ist und
ny(t) > 0ist. O
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Proposition 11.3 Zu je zwei Punkten zy,z; in H gibt es genau einen Pfad ¢ :
[0,d(z0,21)] — H mit p(0) = 2o, p(d(20,21)) = 21 mit konstanter Geschwin-
digkeit Eins. Dariiber hinaus gibt es genau eine Isometrie g € PSLy(R), sodass
p(t) = gle).

Beweis: Aufgrund der Transitivitdt der PSLy(R)-Operation gibt es ein g; €
PSLy(R) mit g;29p = i. Alle Elemente mit dieser Eigenschaft haben nach
Lemma [1.1] die Gestalt hg; mit h € SO2(R). Dabei macht die Forderung
hgi(z) € iRs1 das Element h eindeutig. Wir setzen g = (hg;)~!. Dann ist al-
50 ¢(t) = gel(i) fur t € [0,log(g ' 21/9 20)] ein Pfad von zy nach z;. Gibe
es einen weiteren Pfad 7 von gleicher oder kiirzerer Lange, so wire g~ ein
weiteren Pfad von gleicher oder kiirzerer Lange von i nach g~!z; € iR. Damit
ist nach dem vorangehenden Lemma 7 eine Umparametrisierung von ¢, also
unter der Voraussetzung konstanter Geschwindigkeit Eins gleich . O

Die Pfade, die in der obigen Proposition den kiirzesten Abstand zwischen
zwei Punkten realisieren, werden Geodiiten genannt.

Korollar 11.4 Eine Geodiite auf H ist in einer vertikalen Geraden oder in einem Kreis
mit Mittelpunkt auf R enthalten.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass das Bild einer vertikalen Geraden oder ei-

2 unter einer Mobiustransformation

nes Kreises der Form (z — f)2 +y? = r
wieder ein solches Objekt ist. Die Transformationen z — az +bund z — —1/z
erzeugen diese Gruppe. Unter z — az + b gehen vertikale Geraden auf ver-
tikale Geraden und (z — f)? + y? = 7? auf (x — (af + b))? + y*> = a*r?% Die
Abbildung z — —1/z ist in Polarkoordiaten gegeben durch (r, ) — (1,7 — ).
Da sowohl vertikalen Geraden als auch Kreise mit Mittelpunkt auf R durch
eine Gleichung der Form

ar® 4 Breos(d) +v =0

mit (o, 8,7) # (0,0,0) definiert werden, sieht man, dass die Menge solcher
Objekte unter z — —1/z invariant ist. O

Schliesslich wollen wir noch die Menge aller geoditischen Pfade mit Hilfe ei-
nes Flusses, d.h. einer Aktion von R auf T'H 2 PSLy(R) beschreiben. Der
geoditische Fluss g, : T'H — T'H ist definiert im Punkt (z,v) als der End-
punkt der Geodte durch z mit Tangentialvektor v von Lange t. Insbesondere
ist g4(i,1) = (e
Da das Einheitstangentialbiindel eine Gruppenstruktur hat, gibt es die Mog-

i, eli).

lichkeit mit Rechts- oder Linksmultiplikation zu arbeiten. Beide werden in der
Literatur verwendet, die jeweils andere wird fiir die Aktion der Fuchsschen
Gruppe benétigt, wie wir sie im ndchsten Abschnitt einfiihren.

Wir (und [EW10]) verwenden die Konvention, dass die Fliisse auf H mit Hil-
fe von Rechtsmultiplikation beschrieben werden, aber (wie alle Operationen

Seite 63



hier) von Links wirken. Deswegen miissen wir das wirkende Gruppenelement

invertieren. Sei also

ar= (" %)

Damit konnen wir den geodétischen Fluss in einem beliebigen Punkt (z,v) =

g(i,4) als Linkswirkung von a; durch Rechtsmultiplikation auf PSLy(R) be-
schreiben, denn es gilt

g¢(z,v) = Dg(g(i,)) = Dg(Day ' (i,4)) = D(ga; *)(i, ).

11.2 Der horozyklische Fluss, stabile und instabile
Mannigfaltigkeit

Die Geodéaten durch die beiden Punkte (i, i) und (z +1,i) € T'H sind gegeben
durch
t

gi(i,i) = (e'i,eli), bzw. gi(x+1i,i) = (x + i, e').

Diese laufen also parallel und der Abstand der zugrundeliegenden Basispunk-
te e'i und x + e'i ist beschrankt durch |z|/e!, geht also gegen Null. Wir wer-
den in diesem Abschnitt eine Metrik auf 7'H einfithren, die invariant unter
der Linkstranslation von PSLy(R) ist und in der dieser Abstand auch gegen
Null geht. Bei vorgegebenem Punkt (z,v) nennen wir die Menge der Punk-
te (z/,v"), deren Abstand d(g:(2’,v"), g:(z,v)) unter dem gedétischen Fluss fiir
t — oo nach Null geht die stabile Mannigfaltigkeit durch (z, v). Fiir den Punkt
(1,1) enthélt die stabile Mannigfaltigkeit die Punkte (z + 4, 7). Es wird sich her-
ausstellen, das dies alle Punkte der stabilen Mannigfaltigkeit sind. Diese sind
wiederum die Bahn eines Flusses, den wir wie folgt definieren. Sei

U = {u = (4 7). s €R).

Zu (z,v) € T' sei g € PSLy(R), sodass (z,v) = Dg(i,4). Dann ist die Bahn des
(stabilen) horozyklischen Flusses durch (z,v)

u(s)(z,v) = D(gus)(i, 1).
Analog definieren wir

U = {0, = (19).s € B},
Dann definiert die Bahn des instabilen horozyklischen Flusses u*(s)(z,v) =
D(gvs)(i,4) die instabile Mannigfaltigkeit.

Wir wollen nun eine linksinvariante Metrik auf einer beliebigen abgeschlosse-
nen Untergruppe G der linearen Gruppe GL4(R) definieren und dies im Fol-
genden speziell auf G = SLy(R) C GL2(R). Sei g die Lie-Algebra von G. Dies
ist der maximale lineare Unterraum von Mat?*?¢(R) mit exp(g) C G, wobei exp
die Matrixexponentialabbildung ist. (Als Ubung zeige man, dass aufgrund der
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Abgeschlossenheit von G die so definierte Menge g in der Tat ein Untervektor-
raum ist.) Im konkreten Falle ist die Lie-Algebra von G = SLy(R) gleich

sly = {v € Mat®*? : tr(v) = 0}.

Wir fassen zunédchst alle Eigenschaften tiber die Metrik auf G, die wir in Rest
von Abschnitt[ITbenotigen, in der folgenden Proposition zusammen.

Proposition 11.5 Sei G C GL4(R) abgeschlossen. Der Tangentialraum TG an G
kann mit G x g identifiziert werden. Unter dieser Identifikation ist die Tangentialab-
bildung der Linksmultiplikation mit g im Punkt h gleich

(DLg)p : T G = Ty G, (h,v) = (gh,v),
withrend die Tangentialabbildung an die Rechtstranslation (mit g—1)) durch
(DR : Th G = Tyn G, (hyv) v (hg ™", gug ™)
gegeben ist. Zu jeder Wahl eines Skalarprodukts (-, -) auf g erhilt man mittels
(u,v)g = (u,v) (11.5)

eine linksinvariante Riemannsche Metrik, ausserdem durch

1
L) = [ 1Dt
eine Liangenbegriff fiir jeden Weg ¢ : [0, 1] — G. Der damit definierte Abstand
da(go,g1) = 1inf L(p), (wobei ¢ ein Weg von go nach g, ist)
©

auf jeder Zusammenhangskomponente von G ist linksinvariant. Die Rechtsmultipli-
kation ist Lipschitz-stetig fiir diese Metrik.

Damit konnen wir die Behauptungen {iber stabile und instabile Mannigfaltig-
keiten beweisen.

Korollar 11.6 Ein Punkt -y ist in der stabilen Mannigfaltigkeit von ~o (d.h.
d(9:(70), 9¢t(m)) — O fiir t — oo) genau dann, wenn ~, € yoU ™. Ein Punkt ~; ist
in der instabilen Mannigfaltigkeit von ~o (d.h. d(g¢(v0), g+(71)) — O fiir t — —o0)
genau dann, wenn v, € U ™.

Beweis: Es ist nach der Definition des geodatischen Flusses und aufgrund der
Linksinvarianz der Metrik
d(gi(90), ge(n)) = d(oa; 'y map t) = d(Iz, aryg 'miag ).
Sei 76171 = (‘; Z). Dann ist
a -1 _ ( a bet
a’t(c Z)Clt - (ceZt bd )
Falls der Abstand gegen Null geht, muss also ¢ = 0 sein und damit -, Ly =

(4%) € U~ Ist umgekehrt v, 71, so geht der Abstand offenbar gegen Null.
Die zweite Aussage beweist man analog. O
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Wir beweisen nun Proposition Dabei fillt auf, dass die Formel ({I1.5) viel
einfacher aussieht als die entsprechende Formel fiir TH. Dies liegt an der ge-
schickter gewdhlten Trivialisierung des Tangentialbiindels, die dafiir sorgt,
dass die Linkstranslation hier viel einfacher aussieht als die entsprechende
Formel fiir die Trivialisierung TH = H x C in (IL.3).

Beweis von Proposition I1.5: Zundchst zeigen wir, dass g der Tangential-
raum am neutralen Element I; ist, d.h. dass fiir jeden differenzierbaren Weg
¢ : a,b] = G mit ¢(t) = I, gilt, dass ¢'(t) € g. Dazu zeigt man, dass es
eine Umgebung B von I; gibt, sodass log(B) eine Umgebung von Null in g
ist. Die Behauptung folgt dann aus der Beobachtung, dass die Ableitung des
Logarithmus an der Einheitsmatrix gleich der Identitit ist. Zur Konstruktion
von B nehmen wir zunichst ein Komplement b von g in Mat?*%(R) her. Die
Abbildung

Y:gxbh— GLg(R), (u,v)— exp(u)exp(v)

ist in einer Umgebung C; vom Null invertierbar, da die Ableitung bei Null
gleich der Identitdt ist. Sei B; = 1(C1). Wir wollen zeigen, dass es eine Umge-
bung B von I; gibt, sodass log(B N G) C g ist. Angenommen, dies ist falsch.
Dann gibt es eine Folge v, € (g x h) \ {0} mit v, — 0, sodass exp(v,) € G.
Nach Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annhemen, dass vy, /||v.|| — v
konvergiert, da die Einheitskugel in einem endlichdimensionalen Vektorraum
kompakt ist. Es ist exp(tv) € G fiir alle t € R, denn zu jedem solchen ¢ gibt es
eine Folge m,, € Z mit m,||v,|| — ¢t und dann ist

Un

exp(tw) = lim exp(mnanH > = lim (exp(v,))"™ € G
n—o0o ||vn|| n—00

aufgrund der Abgeschlossenheit. Das aber widerspricht der Definition von g
als maximalem linearen Unterraum mit Exponentialbild in G.

Nun kénnen wir TG mit G x g identifizieren, indem wir fiir jeden differenzier-
baren Weg ¢ : [a,b] — G den Tangentialvektor Dy(t() mit

Dep(to) = (o(to), o(to) "¢’ (to))

identifizieren. Dazu ist zundchst zu zeigen, dass das zweite Argument tatsdch-
lich in g liegt. Der Weg 1(t) = ¢(to) '¢(t) hat auch Werte in G und n(ty) = 1.
Also ist nach dem ersten Schritt 1 (tg) = ¢(to) ¢ (t,) € g.

Mit dieser Identifikation ist

D(gp)(to) = (g(to), (ge(t)) " g¢' (t0)) = (ge(t0), e(to) ¢’ (to))
und
D(pg~")(to) = (¢(to)g ™", (¢(ta)g™") " &' (to)g™")
= (p(to)g ™", o(to) " g’ (to)g ™)

woraus die Behauptungen tiber Links- und Rechtstranslation folgen.
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Esistklar, dass d¢ in der Tat eine Metrik definiert. Aufgrund der Eigenschaften
der Rechtstranslation ist L(pg) < L(p)||Ad(g)||, wobei

Ad(g) (v) = gug™*
die adjungierte Darstellung von G ist. Daraus folgt die Lipschitzstetigkeit der
Rechtstranslation. O

Als Ubung iiberzeuge man sich davon, dass die Topologie auf G induziert

von d¢ und die Spurtopologie von Mat®*?

iibereinstimmen. Dazu zeigt man,
dass jedes g € G eine Umgebung besitzt, sodass dg und die Metrik zu einem

Skalarprodukt auf Mat?*? zueinander Lipschitz-dquivalent sind.

11.3 Gitter und die hyperbolische Volumenform

Eine Fuchssche Gruppe ist eine diskrete Untergruppe I' C PSL(R). Ist I eine
Fuchssche Grupppe, so definieren wir auf dem Quotientenraum X = I'\G
eine Metrik durch

dx('g1,Tg2) = inf dg(y191,7292) = inf da(91,792) -
Y1,v72€l ~yel

Die zweite Gleichheit folgt dabei aus der Linksinvarianz der Metrik auf G.
Die Dreiecksungleichung folgt aus der von G unter Verwendung des mittle-
ren Ausdrucks. Wir beobachten, dass eine Fuchssche Gruppe I stets uniform
diskret ist, d.h. es gibt ein C' > 0, sodass d¢(71,72) > C fiir alle 71,72 € I. (Ein
Widerspruchsbeweis und die Linksinvarianz der Metrik zeigt dies.) Aufgrund
der Lipschitzstetigkeit der Rechtsmultiplikation ist auch I'go uniform diskret
und damit infyer dg(g1,792) > 0, es sei denn g; = vg» fiir eine v € T'. Dies
zeigt die Definitheit der Metrik auf X.

Wir haben nun Metriken auf H und 7'H definiert. Fiir alle dynamischen An-
wendungen benétigen wir noch ein Maf3 (oder eine Volumenform) auf H und
T'H. Dieses sollte linksinvariant sein, damit es zu einem Maf3 auf X absteigt.
Falls die Gruppe X so grofs ist, dass das Mafs endlich ist, konnen wir mit der
Untersuchung der Eigenschaften Ergodizitdt, Mischen, etc. starten. Wir para-
metrisieren dazu einen Punkt (v,u) € T'H mit u = €%.

Lemma 11.7 Die Volumenform dA = y%d:ndy auf H und die Volumenform dm =
y%dxdyd& auf T'H sind beide invariant unter der Linksaktion von PSLy(R).

Beweis: Wir haben bereits berechnet, dass die Ableitung von z — 2’ = g(z)
gleich o )2 ist. Also gilt fiir ]ede stetlge Funktion mit kompaktem Trager
f : H — R mit der Schreibweise 2z’ = 2’ + ¢/

/fogdA /f ey
/f

(11.6)

/ fdA.
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Mit gleicher Rechnung folgt auch der Beweis fiir T'H, sobald wir nachgerech-
net haben, dass die Jacobi-Determinante der Ableitung auch in diesem Fall
gleich ist. Im Koordinatensystem (z,y, ) hat die Ableitung die Block-

gestalt
Dg 0
* a ’

da die Linksmultiplikation auf 7'H die Linksmulitplikation auf H fortsetzt
und letztere nicht von # abhangt. Eine invertierbare holomorphe Selbstabbil-
dung von C, die den Einheitskreis auf sich abbildet ist eine Drehung. Also ist
|a| = 1 und daraus folgen alle Behauptungen. O

1
[cz+d]?

Definition 11.8 Ein (strikter) Fundamentalbereich F fiir eine Fuchssche Gruppe
I' € PSLy(R) ist eine Teilmenge von H, sodass |F NT'g| = 1 fiir alle g € PSLy(R)
ist.

In analoger Weise definiert man auch einen Fundamentalbereich in T’ 1, aber
diese sind aufwendiger anzugeben und werden seltener benétigt. Fiir alle Vo-
lumenfragen geniigt es einen Fundamentalbereich in H zu betrachten, da das
Volumen von S! (einer Faser der Abbildung 7 H — H) endlich ist.

Fiir alle Volumenfragen ist es dquivalent und einfacher mit dem folgenden Be-
griff zu arbeiten. Ein abgeschlossener Fundamentalbereich ist fiir eine Fuchssche
Gruppe I' C PSL»(R) ist eine abgeschlossene Teilmenge F von H, sodass das
Volumen A(F N~F) = 0 fiir alle id # v € I" und sodass H = UycrvyF.

Definition 11.9 Ein Gitter ist eine Fuchssche Gruppe I' C PSLy(R), sodass ein
Fundamentalbereich F fiir I endliches Volumen hat. Es ist uniform oder kokom-
pakt, falls I'\PSLy(R) kompakt ist.

Diese Definition wirft eine Wohldefiniertheitsfrage auf, die wir in der folgen-
den Proposition mitbeantworten. Man beachte, dass dm ein linksinvariantes
Maf3 auf PSLy(R) und offenbar ein Haar-MaR ist.

Proposition 11.10 Sei G eine abschlossene Untergruppe von GLq(R) und I" eine dis-
krete Untegruppe von G, sodass ein Fundamentalbereich F fiir I' endliches Volumen
fiir ein Haar-Maf$ m¢ hat. Dann hat jeder Fundamentalbereich das Volumen von F,
die Gruppe G ist unimodular und durch

mx(B) = mg(r~Y(B) N F)

wird ein endliches Maf$ auf X = I'\G definiert. Die Rechtsoperation von G auf X
lisst mx invariant.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir zwei messbare Mengen B, B’ C G sodass die
Einschrdnkung von 7 : G — X\G auf B und B’ injektiv ist und 7(B) = 7 (B’)
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gilt, notwendigerweise m¢(B) = mg(B’) folgt. Aus den Voraussetungen folgt,
dass
B=UyerBNyB" und B =U,B NYyB

disjunkte Vereinigungen sind. Es gibt die offensichtlich Beziehung
v YBn~yB)=B'n~y"'B

zwischen den Bausteinen dieser Zerlegung. Damit folgt mq(B) = mq(B’) aus
der Linksinvarianz von m. Dies zeigt die Volumengleichheit von Fundamen-
talbereichen und die Wohldefiniertheit von mx.

Ist F ein Fundamentalbereich und g € G, so ist 7/ = Fg ein weiterer Funda-
mentalbereich. Nach Definition des modularen Charakters von G ist

ma(F) = mg(F) = mod (g)mg(F).

Da der Fundamentalbereich endliches Volumen hat, folgt hieraus mod (g) =
1, also dass G unimodular ist.

Fiir die letzte Aussage sei B C X messbar und C = 7~!(B)NF. Dannist Cg =
7 1(Bg) N F' ¢ F' = Fg. Nach der Unimodularitit folgt mg(C) = mg(Cyg)
und damit die Behauptung. O

Ein wichtiges Beispiel ist die modulare Gruppe PSLy(Z).

Proposition 11.11 Die Menge F = {z € H : |z| > 1,|Re(2)| < 3} ist ein abge-
schlossener Fundamentalbereich fiir PSLa(Z).

Beweis: Wir zeigen, dass das Volumen von F endlich ist. Fiir alle z € F ist

Im(z) > @ Also ist
1/2
/ dA < / / dwdy
V3/2

/ - dy l < 00
V3/2 y? V3 '
Die Eigenschaft abgeschlossener Fundamentalbereich wird an vielen Stellen
z.B. in [EW10, Proposition 9.18] bewiesen. O

11.4 Die Ergodizitat des geodatischen Flusses

Die Beweisidee des folgenden, zentralen Ergodizitdtssatzes ist auch als Hopf-
Argument bekannt.

Satz 11.12 Sei I' € PSLy(R) ein Gitter. Dann ist jedes nichttriviale Element des
geoditischen Flusses, d.h. jede Rechtsmultiplikation R,, fiir t # 0 ergodisch auf X =
I'\PSLy(R) beziiglich dem von dm auf PSLa(R) induzierten Maf§ mx.
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Die grobe Idee ist, dass eine R,,-invariante Funktion f auch U~ -invariant sein
muss, da zwei Punkte im gleichen U~ -orbit unter Ry, fiir grofie n einander
beliebig nahe kommen. Ausserdem muss sie unter U* invariant sein, indem
man —n grofs werden ladsst. Da diese Gruppen PSLy(R) erzeugen, muss sie zu-
sammen konstant sein. Technisch wird das Argument komplizierter als diese
Skizze, da f nur messbar (bzw. stetig) vorausgesetzt werden kann, aber das
Argument mit grofs em n eine Gleichmaéssigkeit benotigt.

Beweis: Wir normieren myx um, sodass mx(X) = 1ist. Sei f : X — R unter
R,, invariant und messbar. Sei ¢ > 0 fixiert. Dann gibt es nach Lusins Satz ein
Kompaktum K C X sodass mx(K) > 1 — ¢ und sodass f|x stetig ist. Wir
behaupten, dass

B = hm_ZXK 1}

"m0 n

das Maf mx(B) < 1 — 2¢ hat. Dazu betrachten wir

g" = lim (Anxr)(z).
N—o0
Dieser Limes existiert nach Birkhoffs Ergodensatz fast iiberall und

Jx 9" dmx = mx(K) > 1 — e. Damit folgt

N[

1—€§/g*dmx+/ g dmx <mx(B)+ imx(X\ B) =imx(B)+
B X\B

und somit auch die Behauptung.
Seien nun z und y im gleichen Blatt der stabilen Mannigfaltigkeit, d.h. sei y =

R )T fiir s € R. Dann ist

u~ (s

f(x) = f(RE,(x)), und f(y) = (R, (y)) (11.7)

fir alle £ > 1. Also geht der Abstand

dx (RS, (), RS, () = dx (za; ,ya; *)
< dpst,(r) (L2, a; ‘u™ (—s)af) — 0

fur ¢ — oco. Nehmen wir an, dass z und y zudem beide in B liegen. Da die
R (z) und R! (y) jeweils zu mehr als der Halfte der Zeit in K liegen, gibt es
eine Teilfolge /;, sodass Rﬁi (z) und Rﬁi (x) gleichzeitig in K liegen. Auf K ist
| aber gleichmadssig stetig, sodass mit (I1.7) das erste Ziel

f(l‘) = f(Ru—(s)(l')) fiir x,Ru-(s)(x) € B. (118)

Fiir ein ¢ < € wéhlen wir nun K C Kj mit mx (K1) > 1 — &1 und sodass f|x,
stetig ist. Wir definieren By wie B, aber mit xx, und so ist offenbar B; 2 B.
Damit erreichen wir nun (I1.8) mit B; statt B. Im Limes erhalten wir als die
Folgerung f(x) = f(R,-(5(x)) zundchst bei gegebenem  fiir fast jedes und
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mit Fubini fiir alle Paare (z,y) € (X')? mit y = R, (y(z) in einer Menge
X' C X mit u(X') = 1.

Das gleiche Argument fiir negative Exponenten liefert f(z) = f(R,+ () (7)) auf
einer Teilmenge X" von vollem Maf und auf X; = X’ N X" gelten dann beide
Eigenschaften.

Wir verwenden nun, dass PSLy(R) von Worten endlicher Lange in U und U~
erzeugt ist. Genauer gesagt, lasst sich jedes g € PSLy(RR) schreiben als

( T(s2)u”(s1)-

g=u"(sq)u" (s3)u

Also hat die Menge
Xg=XiNR (X)NR (X))
-1 -1
N Ru_(33)u+(3)u_(sl)(X1) A RQ (Xl)
volles mx-Maf3 und es gilt f(x) = f(Ry(x)) fiir alle g € X,,.
Angenommen f ist nicht konstant. Also gibt es zwei disjunkte Intervalle I;
und I in R, sodass beide Mengen

Cj = {h S PSLQ(R) : f(Fh) S IJ} 7=1,2

weder Mafs Null noch Eins (bzgl. dm) haben. Nach Lemma gibt es also ein
Element g mit
m(C1 N ng) > 0.

Andererseits hat aufgrund der Eigenschaften von X das Komplement von
Dy = {h € PSLy(R) : Th € X} das Maf3 Null, sodass es ein Element

hEClﬂCQQQDg

geben muss. Das ist aber offenbar ein Widerspruch zur Definition der Mengen
Cjund D,. O

11.5 Die Ergodiziat der Gauss-Abbildung II: Flisse mit
Dachfunktion und geometrische Codierungen

Wir hatten in Abschnitt tiber Kettenbriiche in Satz 4.8 auf knapp 2 Seiten die
Ergodizidt der Gauss-Abbdilung beweisen. Wir geben hier noch einen Beweis,
der auf der Ergodizitit des geodatischen Flusses beruht und damit (zusam-
men mit dem Hopf-Argument im vorigen Unterabschnitt) wesentlich langer
ist. Rechtfertigung hierfiir ist ein allgemeines Prinzip einzufiihren, mit dem
man von einer geometrischen Ergodizititsaussage (in reeller Zeit) zu einer
zahlentheoritischen Ergodizitdtsaussage (in diskreter Zeit) kommt: Das Prin-
zip einer geometrischen Codierung.

Zuvor eine allgemeine Konstruktion.
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Lemma 11.13 Sei T eine invertierbare, maferhaltenden Selbstabbildung eines Wahr-
scheinlichkeitsraums (Y,C, u) und r : Y — R eine messbare Funktion. Wir definie-
ren

Xy ={(y,s):yeY,0<s<r(y)}

Dann ist

(y,s +1) falls0 < s+t < r(y)
(Ty,s+t—r(y)) falls0 < s+t —r(y) <r(T(y))

Z} ,S8) =
2) (T%y, s+t —r(y) —r(T(y)) fallsO < s+t—r(y)—r(T(y)) <r(T'y))

ein Fluss, d.h, ein Halbgruppenhomomorphismus R* — MET(X,., m,.) und das Maf3
m,, gegeben durch die Einschrinkung von p x mg auf X,, ist invariant unter dem
Fluss.

Die Abbildung 7; wird auch der Flufs tiber T' mit Dachfunktion r genannt.
Beweis: Wir interpretieren X, als Fundamentalgebiet fiir die Aktion der von

T(y,s) = (Ty,s —r(y))

erzeugten Gruppe. (Die Inverse ist T (y,s) = (T'y,s+r(T1y)).) D.h. esist
offenbar T"X, N X, = 0 falls n # 0 ist. Ausserdem behaupten wir, dass es zu
1 X mg-fast jedem x = (y, s) genau ein n € N gibt mit 7"z € X,. Nehmen wir
dazu vereinfachend an, dass r nach unten beschrankt ist. Dann ist die Folge
ZnNzo r(T"y) monoton wachsend und divergent. Ist also s > 0, so gibt es
genau ein N mit

N N-1
s — Zr(T"y) <0 und s-— Z r(T"y) > 0.
n=0 n=0

Dann ist 7V (y,s) € X,. Den Fall s < 0 behandelt man analog. Ist r nicht
nach unten beschrankt vorausgesetzt, muss man genauer argumentieren, sie-
he [EW10, Lemma 9.23].

Da offenbar T; und T beide das MaR v x mp auf Y x R erhalten, wird offenbar
die Einschrankung davon auf X, von 7; bewahrt. O

Lemma 11.14 In der Situation des vorigen Lemma ist m, endlich genau dann wenn
r integrierbar ist und in diesem Fall ist T ergodisch genau dann wenn der Flufs T;
ergodisch ist.

Beweis: Die erste Aussage rechnet man direkt nach, denn

me(X,) :/T dm, z/yr(y) du(y).
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Angenommen T ist ergodisch und f auf X, beschrankt und 7;-fast-invariant.
Wie in Proposition kann man durch Modifikation von f auf einer Null-
menge annehmen, dass f sogar T;-invariant ist (indem man dies zundchst auf
einer dichten Untergruppe, hier Q erreicht und danach mit Fubini bzgl. dem
Haar-Maf auf R argumentiert). Also ist g(y) = f(y,0) eine T-invariante Funk-
tion auf Y/, fast-tiberall konstant nach Voraussetzung und damit ist auch f fast
tiberall konstant.

Sei umgekehrt T; ergodisch und f auf Y invariant unter 7. Dann definieren
wir ¢g(y,s) = f(y) und diese Funktion g ist offenbar T;-invariant und damit
fast tiberall konstant. Daraus folgt offenbar die Behauptung. O

Wir arbeiten nun auf X = PSLy(Z)\PSL2(R) und wie oben ist 7 : PSLy(R) —
X die Projektion. Wir basteln nun eine Teilmenge C von T H sodass das néchs-
te Mal, dass eine Geodite ausgehend von C' wieder auf C' trifft, durch die
Gaussabbildung in geeigneten Koordinaten gegeben ist.

Wir betrachen nur Geodéten ausgehend von (z,v) € T'H, die durch Kreise
mit Mittelpunkte auf R gegeben sind, also mit v ¢ Ri. Ist z = ib € iR, so
bezeichnen wir die Endpunkte der Geodéten (in R C 0H) mit —y (links) und
y (rechts), falls Re(v) > 0 und mit —y (links) und y (rechts), falls Re(v) > 0,
sodass in beiden Fillen y und y positiv sind und das Symbol ohne Tilde die
Zukunft der Geodaten beschreibt. Sei

Cy = {(ib,v) : Re(v) > 0, Im(v) < 0, y € [0,1), y > 1}

und
C_ ={(ib,v) : Re(v) < 0, Im(v) <0, y € [0,1), § > 1},

sowie schlieflich C' = C} U C_. Der Punkt (ib,v) ist durch die Endpunkte
der Geoddten und damit auch durch y und den reziproken Durchmesser des
Kreises z = 1/(y + y) eindeutig bestimmt. Wir nennen (y, z) die natiirlichen
Koordinaten von C.

Lemma 11.15 Falls ein Punkt in C. die natiirlichen Koordinaten (y, z) hat und die
zugehorige Geodite die Menge 7(C') trifft, so geschieht das in w(C_) und der zuge-
horige Punkte hat die natiirlichen Koordinaten

1
T(y, =) = ({;}, y(1 - yZ))-
Die gleiche Aussage gilt, wenn man die Rollen von C'. und C_ vertauscht.

Beweis: Sei 0(z) = —% die Spiegelung am Einheitskreis. Eine Geodéte in H,
die an einem Punkt von C'; startet verlauft (nach Definition von C ) ab einem
gewissen Zeitpunkt im Einheitskreis und hat zuvor keinen Punkte in w(C_)
getroffen. Wir konnen also am Einheitskreis spiegeln und erkennen, wann
die gespiegelte Geodate 7(C_) trifft. Diese ist nun nach links orientiert und
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hat Endpunkte 1/y und —1/y (in positiver Zeit). Die Geodate trifft 7(C_) im
Punkte (z,v) € T'H hochstens dann, wenn Re(z) = —n eine negative gan-
ze Zahl ist. Damit sie auch die weiteren Bedigungen von 7 (C_) erfiillt, muss
—i +n € (—1,0] sein. Dann ist das neue y gleich {i} und der neue reziproke

Radius gleich
1

1 =yl —yz),.
7y
Die letzte Aussage des Lemmas folgt, indem man das Argument an der ima-

gindren Achse spiegelt. O

Um die Gaussabbildung mit Fliissen unter einer Dachfunktion in Verbindung
zu bringen, benétigen wir noch die Funktion r. Fiir x € 7(C) sei

ro(x) =min{t : t > 0, R,z € 7(C)}

die Riickkehrzeit auf die Menge C'. Das genaue Ausrechnen von r¢ ist unange-
nehm kompliziert, da man die hyperbolische Lange zwischen Schnittpunkten
der Geodidten mit 7(C) bestimmen muss. Offensichtliche Eigenschaften von
rc sind jedoch, dass die Funktion r¢ differenzierbar auf den Teilmengen von
C ist, auf denen sich die ganze Zahl n im vorigen Beweis nicht dndert, also
auf den Mengen %_H <y < % Offensichtlich ist auch, dass r¢ nach unten
beschrankt und nach oben unbeschrankt ist. Im folgenden Satz werden wir

mitbeweisen, dass r¢ integrierbar ist.

Satz 11.16 Die Gaufi-Abbildung ist ergodisch bzgl. dju = 5o 115 dx. Genauer gilt:
Sei T : C' — C die Transformation, die x € C' auf den ersten Riickkehrpunkt abbildet.
Der Fluss iiber T : C' — C mit Dachfunktion r¢ ist zum geodiitischen Fluss auf

X = PSLy(Z)\PSLy(R) konjugiert.

Beweis: Sei Ty = {%} die Gauf3-Abbildung und wir betrachten die Abbildung

T(y, =) = <Ty, y(1 - yZ))
auf der Menge

?:{(y,z)€[0,1)2:0§z§ﬁ}.

Die Abbildung T bewahrt das Lebesgue-Mafs, denn die Jacobi-Matrix ist
(:ézz 72/2 ). Das BildmaR des normierten Lebesgue-MaRes unter der Projek-
tion (y,z) — y ist du. Man kann zeigen, dass man aus Y eine Menge vom
MaR Null entfernen kann und 7' auf dem Komplement bijektiv ist ([EW10,
Proposition 3.15]). Mit dem gleichen Argument wie in Lemma [I1.14] gentigt
es zu zeigen, dass T auf Y ergodisch ist, um die Behauptung iiber die Gauss-

Abbildung zu zeigen.
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Um den zwei Teilmengen in der Definition von C' Rechnung zu tragen fithren
wirnoch Y =Y x {£1} ein und wir definieren

T:Y =Y, (y,ze) — (T(y,z),—¢).

Fiir die Behauptung iiber die Gauss-Abbildung gentigt es, die Ergodizitédt von
T zu zeigen, wobei wir auf {£+1} das MafB gleichverteilt wahlen.

Die zentrale Behauptung ist, dass man den Fluss auf Y unter der Dachfunktion
rc wie folgt als den geodéatischen Fluss auf X auffassen kann. Sei dazu

¢: X > X, ¢y,2,6,8) = Ro,(y,2,¢).

Zunichst ist ¢ injektiv, denn aus

d(y1,21,€1,51) = . = d(y2, 22,€2, 52)

folgt, dass s; = min{s : R, ,(z) € C'} = s2 nach Definition des Begriffs der
ersten Riickkehrzeit. Dann aber sind (y1, 21,61) = (y2, 22, €2) die natiirlichen
Koordinaten von R, _, (). Weiterhin ist das Komplement des Bildes von ¢ in
X eine Nullmenge, denn fast jede Geodate trifft C'. Schliefslich priift man nach,
dass

(b(Tt(yv Z, &, 3)) = Rat(¢(y7 %€, 8)) )

indem man eine Fallunterscheidung wie in Lemma [I1.13] durchfiihrt. Also ist
¢ dquivariant und fast bijektiv.

Es verbleibt die Behauptung, dass das Bildmaf} ¢.(m,.) = cmx ein konstan-
tes Vielfaches des endlichen MafSes mx ist. Damit wére m, endlich (was im
Moment noch nicht gezeigt ist) und r¢ auch integrierbar und die Ergodizitit
der Gauf3-Abbildung folgt aus Satz[IT.72

Fiir die verbleibende Behauptung verwenden wir, dass bei einer injektiven
differenzierbaren Abbildung ¢ : R®™ D> U — R" mit nirgends verschwinden-
der Jacobi-Determinante .J;, das Bildmafi eines gegen Lebesgue absolut steti-
gen Mafles dp = fdmpgn durch (f o d)_l)(JJl o ¢_1)dmw(U) gegeben ist (siehe
z.B. [EW10, Lemma A.26]). Diese Aussage wenden wir hier auf ¢ an und rech-
nen das Nichtverschwinden der Jacobi-Determinante auf C'y nach (und auf C_
geht alles analog). Zunéchst betrachen wir die Abbildung, die den natiirlichen
Koordinaten (z,y, +1) zunéchst (y,7) und dann (b,0) € R x (—%,0), sodass
(ib,exp(i6)) € Cy liegt, zuordnet. Deren Jacobideterminante verschwindet fiir
y > 0 und z > 0 nicht. Als néchstes betrachen wir ¢ als Abbildung nach
T'H und nennen die Koordinaten eines Bildpunktes (a + ib, exp(if)). Dabei
hédngt a nicht von y und z sondern hochstens von s ab, und die s-Ableitung
von a ist wirklich von Null verschieden, da die betrachteten Geodéaten nicht
vertikal sind. Damit reduziert sich das Nichtverschwinden der 3 x 3 Jacobi-
Determinante auf die 2 x 2 Jacobi-Determinante, deren Nichtverschwinden
wir soeben gezeigt haben.
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Damit ist also ¢.(m,.) absolutstetig gegen da dbdf und aufgrund von Lem-
ma[I1.7lauch absolutstetig gegen dmyx. Da R,, o ¢ = ¢ o T; folgt formal

(Rat)*¢*mrc = (Rat¢)*mrc = ((ﬁTt)*er = QuMy(

und damit die R, -Invarianz von ¢.(m,.). Sei F' = % die Radon-
mx

Nikodym-Ableitung. Da auch mx unter R,, invariant ist, folgt

JorayFams = [ frams = [ 55 Ry yinx

tiir jedes messbare f, also F' = F o R,, fast iiberall und aufgrund der Ergo-
dizitdt des geodatischen Flufles ist F' = ¢ konstant. Die Endlichkeit von c ist
direkte Konsequenz aus den Rechnungen mit der Jacobi-Determinante. 0

12 Matrixkoeffizienten: Die Satze von Mautner und
Howe-Moore

12.1 Ergodizitat des geodatischen und horozyklischen Flus ses

Im vorigen Kapitel haben wir die Ergodizitit des geodétischen Flusses mit
Hilfe des Hopf-Arguments bewiesen. Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis
der Ergodizitdat des horozyklischen Flusses. Das Argument wird die Aussage
tiir den geodéatischen Flufs nochmal beweisen. Es gibt gute Griinde die zwei
Beweise nebeneinander zu sehen: je nach Situation verallgemeinert sich der
eine oder andere auf die hoherdimensionale Situation.

Satz 12.1 Sei T ein Gitter in SLy(R) und X = T'\SLy(R). Sei g € SLo(R) ein Ele-
ment, welches nicht zu einem Element in SO (R) konjugiert ist. Dann ist die Rechts-
multiplikation Ry auf (X, B, mx) ergodisch.

Wir erinnern daran, dass jedes Element in SLy(R) entweder hyperbolisch ist
(und zu einer Diagonalmatrix mit Eigenwerten A und 1/ konjugiert ist) oder
parabolisch ist (und zu einer Dreieckmatrix mit Einsen auf der Diagonale kon-
jugiert ist) oder elliptisch ist (und zu einer Drehmatrix in SO3(R) konjugiert ist).
Der Beweis hiervon ist unmittelbare Konsequenz der Jordan-Normalform.
Zum Beweis kommen wir (nochmal) auf den Begriff einer unitdren Darstel-
lung zurtick.

Definition 12.2 Sei G eine metrisierbare Gruppe und H ein Hilbertraum. Eine Ak-
tion G x H — H von G auf H ist eine unitare Darstellung falls fiir jedes g auf H
unitir operiert und fiir jedes v € H die Abbildung g — g(v) stetig ist.

Der Begriff ist auf die folgende Situation modelliert. Die Aussage folgt unmit-
telbar aus Lemma
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Lemma 12.3 Ist (X, B, i) ein lokal-kompakter metrischer MafSraum mit einem end-
lichen Maf$ 1. Falls eine metrisierbare Gruppe G stetig und mafSerhaltend auf X ope-
riert, so ist die Aktion von G auf L (X) definiert durch (g, f) — fog~" eine unitiire
Darstellung.

Die wesentliche Idee des Ergodizitdtsbeweises steckt in der folgenden Propo-
sition. Sei B(SG die Kugel vom Radius § um das neutrale Element in G (bzgl. der
linksinvarianten Metrik d¢) und B (h) = hB§' die Kugel um h.

Proposition 12.4 Ist H eine unitire Darstellung von G und vy ein Element, das von
einer Untergruppe L C G fixiert wird. Dann wird vy auch von jedem Element h € G
fixiert, welches die Eigenschaft

B§(h)NLBS'L # 0
fiir alle § > 0 hat.

Dieses Argument kann man insbesondere auf die stabile horospherische Gruppe
vong € G
Uy ={he€G:g"hg™" — I, fiirn— oo}

und auf die instabile horospherische Gruppe von g € G
Uf ={heG:g"hg™" — I, fiir n — —oo}

anwenden, d.h. fiir L = ¢” erfiillt jedes h € U, und jedes h € U, die Bedin-
gung von Proposition [12.4]

Der Begriff der (in)stabilen horospherische Gruppe passt zur bisherigen Defi-
nition von stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit, denn fiir ¢ = a; mit¢ # 1
istUy =U" und U =U".

Als Folge dieser Uberlegungen erhalten wir folgenden Zwischenschritt in
Richtung des Beweises von Satz[12.1]

Korollar 12.5 Sei I' C G = SLy(R) ein Gitter und X = I'\G. Hat g € G die
Eigenschaft, dass G von U,f und U, erzeugt ist, so ist Ry ergodisch bzgl. des Haar-
Mafles mx auf X.

Beweis von Proposition 12.& Wir konnen vy skalieren, sodass |[vo|| = 1 ist.
Wir definieren fiir h € G die Hilfsfunktion
p(h) = (h(vo), vo) (12.1)

(Jedes Element von H kann anstelle von vy verwendet werden, um eine sol-
che Hilfsfunktion zu definieren. Diese Hilfsfunktionen werden Matrixkoeffizi-
enten genannt.) Aufgrund der Stetigskeitsvoraussetzung in der Definition ei-
ner unitiren Darstellung hangt p stetig von h ab. Der Matrixkoeffizient p ist
L-biinvariant, d.h. fiir g;, g2 € Lund h € G gilt

p(g1hg2) = {g1h(g2(v0)), v0) = (h(v0), g7 ' (v0)) = p(h).
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Da die Darstellung unitér ist, folgt ||h(vg)| = 1. Daher impliziert p(h) =
1, dass h(vg) = v, denn dies ist der Gleichheitsfall der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.

Fiir ein h, das die Voraussetzung der Proposition erfiillt, wiahlen wir eine Folge
gn, die gegen das neutrale Element e € G konvergiert und die zugehorigen Ele-
mente ¢, € L und ¢, € L die uns die Voraussetzung liefert, sodass ¢,,g,¢,, — h
fiir n — oo konvergiert. Dann konvergiert einerseits

P(lugnly) = p(gn) — ple) = [lvo* = 1

und andererseits konvergiert fiir n — oo

p(ngnty,) — p(h)

sodass insgesamt aufgrund der Stetigkeit p(h) = 1 und damit die Behauptung
h(vo) = Vo fOlgt. ]

Beweis von Satz [12.1} Ein Gitter wird durch Konjugation mit einem festen
Element von SLy(R) wieder in ein Gitter tibergefiihrt. Nach der Diskussion der
Elemente von SLy(R) gentigt es also die Falle g = a; und g = u; zu betrachten.
Der Fall g = a; wird von Korollar abgedeckt. (Im zweiten Fall ist dieses
Korollar nutzlos, denn beide horosphérischen Gruppen sind in diesem Fall
trivial.)

Angenommen im Fall ¢ = u; (mit s # 0 fixiert) sie f € L?nx (X) invariant
unter g. Wir wenden Proposition[12.4] direkt an.

1 ns 1 0 1 ms
he = g"ul g™ =
e =9 (0 1)(5 1) (0 1)

(12.2)
(1 +nse (1 + nse)ms + ns)

€ 1+ mse

Sei ¢ klein genug, welches wir spiter gegen Null laufen lassen. Dann kann
man n = n(e) gerade und auflerdem so wahlen, dass 1 + nse nahe bei 2 ist,
genauer gesagt, sodass |(1 + nse) — 2| < se gilt. Nun wahlen wir m = —n/2,
sodass
|(1+ nse)ms +ns| < seln|s/2 < (14 se)s/2 < 's

tiir € klein genug. In einer Folge fiir ¢ — 0 sind also alle Matrixeintrdge von
he aufler dem rechts unten a priori beschrankt und wir wahlen eine Teilfolge,
sodass der Eintrag links oben gengen zwei und der rechts oben gegen ein r
mit |r| < s konvergiert. Dann konvergiert der Eintrag rechts unten notwendi-
gerweise gegen 1/2. Also kann man fiir jedes 6 > 0 ein ¢ > 0 wahlen, sodass

)

liegt. Also ist nach Proposition[I2.4 die Funktion f auch invariant unter h. Da
h hyperbolisch ist, folgt die Behauptung aus der bereits bewiesenen Ergodiziit
des geoditischen Flussen (oder aus Korollar [12.5). O

2
0

[N

he € B§(h) N g”“Bfg”, h= (
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Als Mautner-Phenomiin ist eine Verallgemeinerung des Prinzips bekannt, das
hinter dem Beweis von Proposition[I2.4lund Satz[I2.Tlsteckt. Ist #{ eine unitére
Darstellung einer Lie-Gruppe G und wird vy von einem Element h festgehal-
ten, so wird vy auch noch von einer grosseren Gruppe festgehalten. Um diese
allgemein zu definieren, miissten wir in die Theorie von Lie-Gruppen einstei-
gen. Wir beschranken uns hier auf die Bemerkung, dass fiir G = SLy(R) und &
eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Eintrdgen (o0.E. absteigend
geordnet) die entsprechende Gruppe aus oberen (und fiir h~! aus unteren)
Dreiecksmatrizen besteht. Wie in diesem Fall erzeugen diese Untergruppen
in vielen Féllen G, sodass wir wie oben Invarianz unter der ganzen Gruppe
folgern konnen. Der allgemeine Fall steht in [Moo80]

12.2 Mischen

Wir haben gesehen, dass die Aktion des geodatischen Flusses und des horo-
zyklischen Flusses auf X = I'\SLy(R) ergodisch ist. Diese Aktionen sind noch
‘chaotischer” in folgendem Sinn.

Satz 12.6 Sei I ein Gitter in SLy(R). Dann ist die Rechtsoperation von SLa(R) auf
X = I'\G mischend.

Genauer ist diese (Rechts)operation sogar mischend von allen Ordnungen,
aber dieses feinere Resultat werden wir hier nicht beweisen.

Hilfsweise fiir den Beweis definieren wir fiir eine Folge a@ = (ay,)nen (typi-
scherweise wird spéter a,, = a;, eine wachsende Folge von Diagonalelemen-
ten sein) die Menge

S(a)={g € G:e€ {an'gay,n € N}}.

Die nichsten zwei Hilfsaussagen beschreiben, wann Elemente einer unitdren
Darstellung unter S(«) (und damit unter dem Abschluss der davon erzeugten
Untergruppe) festgelassen werden bzw. wie man Elemente in S(«) findet.

Proposition 12.7 Sei H eine unitire Darstellung einer lokalkompakten Gruppe G.
Sei « = (an)nen eine Folge und v € H, sodass a,(v) in der schwach*-Topologie
gegen vy € H konvergiert. Dann ist fiir jedes g € S(«) das Element vy invariant
unter g.

Beweis: Sei g € S(a) und (n) die Teilfolge aus der Definition, d.h. sodass
limy oo a,jkl gan, = e. Nach Definition der schwach*-Konvergenz erhalten wir
fir allew € H

(g0, w) = (0, g™ w) = lim (an, v, g7 w) = lim (gan,v,w)
k—00 k—o00
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und ebenso (vy, w) = (an, v, w). Also haben wir insgesamt, aufgrund der Ste-
tigkeit und da die Darstellung unitér ist,

|{gvo, w) — {vo,w)| = klgrolo \((a;klgank)v,a;klw - (v,a;kl?@’
< lim I(ay,, gan, )v —v|||Jw|| = 0.
—00

Da w € H beliebig war, zeigt dies die Behauptung. O

Lemma 12.8 Sei o = (ay,) eine Folge in G, die gegen oo konvergiert, d.h. in jedem
Kompaktum K liegen nur endlich viele Folgenglieder. Dann enthilt S(cv) ein vom
neutralen Element verschiedenes unipotentes Element.

Beweis: In Abschnitt [[1.2] hatten wir die adjungierte Darstellung Ad

SLy(R) — Aut(Matay2(R)),g + gvg~! bereits verwendet. Die Norm von
Ad(g) geht gegen oo, wenn die Norm von ¢ nach oo geht, denn ??. Es ist
Matgx2(R) die direkte Summe aus den Diagonalmatrizen (auf denen Ad tri-
vial operiert) und slz(R). Nach Durchdividieren konnen wir also erreichen,
dass es eine Folge v, in slz(R) gibt mit den Eigenschaften ||v,|| — 0 und
l|Adg, (vn)|| — ¢ > 0. Dabei wahlen wir ¢ so klein, dass die Exponentialab-
bildung auf einem Kreis vom Radius 2c injektiv ist. Wir exponentieren also
und erhalten h,, = exp(v,) — I> und g,h,g,! — u # I. Die FEigenwerte von
hy, konvergieren also gegen 1 und da Konjugation die Eigenwerte nicht dndert,
miissen die Eigenwerte von u auch 1 sein. Also ist u € S(«) ein nicht-triviales
unipotentes Element. O

Beweis von Satz[12.6} Sei (a,,) eine Folge in SLy(R), die gegen oo konvergiert
und f € L?(X). Fiir die Eigenschaft Mischen geniigt es zu zeigen, dass a,,(f) in
der schwach*-Topologie auf L?(X) gegen [y f dmx konvergiert. Da die Ope-
ration von jedem a,, unitdr ist, da also |||a,(f)|l2 = ||f|2 ist, hat also nach
dem Satz von Banach-Alaoglu eine schwach*-konvergente Teilfolge (da die
Einheitskugel schwach*-kompakt ist). Sei « = (a,,,, ) diese Teilfolge und fy der
schwach*-Limes. Wir konnen nun Lemma anwenden und folgern, dass
S(«a) ein nicht-triviales unipotentes Element enthilt. Nach Proposition[12.7)ist
fo invariant unter diesem unipotenten Element und aufgrund der Ergodizitat
(Satz[I2) ist fo konstant. Notwendigerweise ist also fo = [ fdmx, was zu
zeigen war. g

Die Grundidee der beiden Hilfssdtze zusammengenommen ergibt folgenden
Satz, den man sich als 'Matrixkoeffizienten verschwinden im Unendlichen’
merken kann.

Satz 12.9 (Howe-Moore) Der Hilbertraum H sei eine unitire Darstellung von G' =
SL2(R) ohne invariante Vektoren. Dann konvergiert

<gnv7 w> —0

fiir alle v,w € H und jede Folge g, — oc.
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13 Bahnabschliisse im unipotenten Fall

Im vorigen Abschnitt tiber die Ergodizitdt haben der geoditische Fluss und
der horozyklische Fluss die gleiche Rolle gespielt. In diesem Abschnitt wer-
den wir die Geometrie der Bahnen dieser beiden Fliisse genauer betrachten,
d.h. die Frage nach Abschliissen der Bahnen stellen. Dabei werden sich der
geodatische Fluss und der horozyklische Fluss sehr unterschiedlich verhalten.

13.1 Motivation: Oppenheim-Vermutung

Eine (reelle) quadrische Form () ist ein homogones Polynom vom Grad zwei mit
reellen Koeffizienten. Die Anzahl der Variablen sei n. Uber R lasst sich eine
quadratische Form stets diagonalisieren und die Diagonaleintrdge konnen als
+1,0, —1 gewdhlt werden. Die Anzahl der postiven und negativen Eintrédge ist
unabhéngig von der Basiswechselmatrix und wird Signatur der quadratischen
Form genannt. Eine quadratische Form ist indefinit, falls sowohl +1 als auch
—1in der Diagonalgestalt auftreten. Eine quadratische Form ist nichtausgeartet,
falls 0 nicht als Diagonaleintrag auftritt, d.h. falls es kein € R" gibt, sodass
Qv+ z)=Q(v—z) fur allev € R™.

Der Wertebereich von quadratischen Formen (Minima, Maxima, alle ganzzah-
ligen Werte, Haufungpunkte, Dichtheit) tritt in unzdhligen Problemen ganz
unterschiedlicher Schwierigkeit auf. Der folgende Satz 16st eine Vermutung
von Oppenheim aus den 30er-Jahren und wurde in den 70er Jahren bewiesen.

Satz 13.1 (Margulis) Sei Q) eine reelle, indefinite, nicht-ausgeartete quadratische
Form in drei oder mehr Variablen. Falls () nicht skalares Vielfaches einer quadrati-
schen Form mit ganzzahligen Koeffizienten ist, so ist QQ(Z™) dicht in R.

Jede einzelne der Voraussetzungen ist notwendig, um die Dichtheit schlieflen
zu konnen.

Wir werden den Satz als Spezialfall eines stiarkeren Strukturresultats bewei-
sen. Wir geben den allgemeinen Fall an, der Leser ohne Kenntnisse tiber Lie-
Gruppen denke an den Fall G = SL,,(R).

Satz 13.2 (Ratner) Sei G eine Lie-Gruppe und I ein Gitter in G, sei H eine zusam-
menhiingende Untergruppe, die von unipotenten Elementen erzeugt ist. Dann ist fiir
jedes © € G der Abschluss der Bahn xH in X = I'\G homogen, d.h. es gibt eine
zusammenhiingende Lie-Untergruppe L mit H C L C G, sodass tH = zL in X.
Dariiber hinaus hat L die Eigenschaft, dass I N L ein Gitter in L ist.

Dieser Satz beinhaltet den Spezialfall X = Z™"\R" = (S1)" eines Torus der Di-
mension n. Zu jedem Vektor v = (vy,...,v,) € R" definieren wir den Fluss
Ti(z) = [z + tv] € X fur ¢t € R. Fiir n = 2 haben wir im Zusammenhang mit
irrationalen Rotationen bereits implizit nachgerechnet, dass die Bahn von T}
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abgeschlossen ist genau dann wenn vy/v; € Q ist, und dass andernfalls der
Abschluss der Bahn gleich X ist. Um das Problem der linearen Fliisse auf dem
Torus in den Kontext des Ratner-Satzes zu stecken, sei G C SL,,4; die Unter-
gruppe der oberen Dreieckmatrizen mit Einsen auf der Diagonale, bei denen
die Nebendiagonalelemente hochstens in der ersten Zeile von Null verschie-
den sind. Sei H die Untergruppe erzeugt von der Matrix, deren Nebendiago-
nalelemente in der ersten Zeile gleich (vy,...,v,) sind und I' = G N SL,,41(Z).
Die Bahnabschliisse sind also nach dem Ratner-Satz von der Form (I' N L)\ L
tir H C L C G. Die Gruppen L mit dieser Eigenschaft sind alle isomorph zu
R* mit 1 < k < n, d.h. der Bahnabschluss ist ein Untertorus der Dimension k.
Beweis des Satzes [13.1] mit Hilfe von Satz[13.22 Wir nehmen an, dass n = 3
ist, der allgemeine Fall kann auf diesen zuriickgefiihrt werden. Sei G = SL3(R)
und I' = SL3(IR). Wir fixieren die quadratische Referenz-Form Qo(z1, z2,x3) =
z? + 23 — x3. Wir nehmen an, dass Q zu Qo konjugiert ist, der Fall dass @ die
Signatur (1,2) hat, ldsst sich wortlich analog behandeln. Also gibt es A € R*
und g € SL3(R), sodass
Q@=XAQooyg

ist. Zu einer quadratischen Form () sei
SO(Q) ={g € SL,(R) : Q(vg) = Q(v) fiir alle v € R"}

die spezielle orthogonale Gruppe der quadratischen Form. Wir behaup-
ten, dass die Zusammenhangskomponente der Eins SO(Q()° isomorph zu
SLy(R)/ + 1 und damit von unipotenten Elementen erzeugt ist. Dazu betrach-
ten wir die Abbildung B : sl, — R, B(X,Y) = 3tr(XY). Diese Abbildung ist
eine quadratische Form und man priift nach, dass die Signatur davon (2, 1) ist,

denn
(1 0 (o1 (o -1
“a=1o 21) 27 {1 0o/ 27 \1 o

ist eine Orthonormalbasis. Damit erhalten wir also eine Identifikation ) :
slo(R) — R?! gegeben durch

(Ul (2] ) . <U1, () +1)3, ) +U3>

vy —U1 2 2

und eine Abbildung p : SLy(R) — SO(B) mit )(Ad(g)v) = p(g)¢(v), die expli-
zit durch

b 1+ be —ac + bd ac + bd
p:(a >1—>

d —ab+cd (a® -2 —-c2+d¥)/2 (—a®> -+ +d?))/2
ab+cd (—a?>+b>—c2+d?*)/2 (a®>+b*++d?))/2

gegeben ist. Durch Differentiation beim Einselement folgt, dass diese Abbil-
dung eine Isomorphie der Tangentialrdume (d.h. der Lie-Algebren dieser bei-
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den Gruppen)

0 V3 — V2 Uy + U3
v v
Dp:<1 2)!—) Vg — U3 0 2v1

vz —Uu1
Vo + U3 —2v; 0

induziert. Daraus folgt zumindest, dass H = SO(Qy)° von unipotenten Ele-
menten erzeugt ist und der Ratner-Satz anwendbar ist.

Es gibt also eine Zwischengruppe H C L C G, sodass gH = gL. Durch Rech-
nen auf der Lie-Algebra zeigt man, dass es keine echten Zwischengruppen
gibt, d.h.esist L = H oder L = G.

Im Fall L = G ist also I'gH dicht in G. Dies bedeutet, dass

Q(Z3) = M\Qo(Z3g) nach Definition von Q)
= AQo(Z°T'g)
= \Qo(Z*TgH) nach Definition von H
dichtin  \Qo(Z*G) Voraussetzung dieses Falls und Stetigkeit
= AQo(R*\ {0})
=R

ist.

Im zweiten Fall L = H miissen wir zeigen, dass () ein Vielfaches einer Form
mit rationalen Koeffizienten ist. Zunachst ist SO(Q)° = gHg~!. Der Ratner-
Satz liefert, dass die Menge I'; = I' N gHg ™! ein Gitter in gHg ! ist. Der
Borelsche Dichtesatz besagt, dass der Zariski-Abschluss eines Gitters in einer
Gruppe L alle unipotenten von L enthélt. Da SO(Q)° von solchen Element er-
zeugt ist, enthélt also der Zariski-Abschluss von I'y die Gruppe SO(Q)°. Der
Zariski-Abschluss einer Teilmenge 7" von SL,,(Q) ist aber tiber Q definiert (d.h.
durch polynomiale Gleichungen mit Q-Koeffizienten gegeben), denn dieser ist
durch Gleichungen von hochstens einem gewissen Grad d gegeben und im
Vektorraum aller Polynome (in n? = dim(Mat"*™) Variablen) vom Grad klei-
ner gleich d sind diejenigen, die auf 7" verschwinden durch lineare Gleichun-
gen mit rationalen Koeffizienten ausgeschnitten. Angewandt auf I'; ist damit
also SO(Q)° tiber Q definiert. Schlieflich zeigt man (Ubung), dass fiir zwei
quadratische Formen @; und @3 die Untergruppen SO(Q;)° und SO(Q2)° von
SL,,(R) verschieden sind, es sei denn @; und ()2 unterscheiden sich nur um ein
skalares Vielfaches. Wir normalisieren nun (@ so, dass ein Koeffizient gleich 1
ist. Ist o € Aut(C), so fixiert 0(SO(Q)°) offenbar die quadratische Form ¢(Q).
Da SO(Q)° tiber Q definiert ist, muss o(SO(Q)°) = SO(Q)° sein und damit auf
Q@ fixieren. Also sind ¢(Q) und @ proportional und mit der Normierung in der
Tat gleich. Da ¢ beliebig war, folgt nun endlich, dass () eine Form mit rationa-
len Koeffizienten ist. O
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13.2 Invariante MalR3e fir den horozyklischen Fluss

Wir beweisen nun den Satz von Ratner in Spezialfdllen, und zwar zunéchst
eine mafStheoretische Version.

Satz 13.3 Sei I' € G = SLy(R) ein Gitter und X = T'\G. Das Wahrscheinlichkeits-
maf p sei invariant und ergodisch unter dem horozyklischen Fluss h(s),s € R. Dann
ist entweder p = mx oder p hat als Triger eine abgeschlossene U ~-Bahn und ist dort
das eindeutig bestimmte invariante Mafs.

Im Fall dass X kompakt ist, kann der zweite Fall offenbar nicht auftreten, Dann ist

= mx das einzige invariante Maf, d.h. der horozyklische Fluss ist eindeutig ergo-
disch.

Wir beweisen zundchst den Zusatz im kompakten Fall.

Lemma 13.4 Sei I' C G ein Gitter. Ist xo € X periodisch unter U~, dann verlisst
R, (x0) jede kompakte Menge. Insbesondere gibt es keine periodischen U~ -Bahnen,
falls X kompakt ist.

Beweis: Da I' diskret ist, gibt es zu jedem Punkt x € X einen sogenannten
Injektivitatsradius r,, sodass die Abbildung

B, (z) > X, gw—uxg

injektiv ist (Der Begriff wird oft auf fiir das Supremum aller moglichen r, ver-
wendet.) Ist K C X kompakt, so gibt es ein 7, dass als Injektivitatsradius fiir
alle z € K gleichzeitig dient. Damit gibt es ein ¢y > 0 (der Durchmesser von
B, in der hyperbolischen Metrik), sodass eine periodische U ~-Bahn startend
bei € K mindestens die Lange ¢ hat. Die Langer der Bahn 2U ™~ sei ¢, d.h.
h(€)xo = zo. Dann gilt

h(e7'0) Ry, (z0) = woa; 'u™ (—e'l) = zou™ (—£)a; ' = Ry, (x0),

also ist Ry, (7o) periodisch mit Bahnlinge hochstens e */. Angenommen die
Behauptung ist falsch und es gibt eine unbeschrankte Folge von positiven Zei-
ten ¢t mit R,, (x¢) € K fiir ein festes Kompaktum K. Dann liefert die allgemei-
ne Minimalldnge ¢y von periodischen Bahnen einen Widerspruch zur obigen
Rechnung. O

Fiir den Beweis von Satz[13.3]benttigen wir auch eine Umkehrung dieses Ar-
guments. Als Merkregeln: Geoddten kommen immer wieder in ein geeignet
gewdhltes Kompaktum zuriick, mit Ausnahme der Geodéten ausgehend von
einem Punkt, der periodisch fiir den horozyklischen Fluss ist.

Wir erinnern daran, dass der Dirichlet-Bereich fiir eine Fuchssche Gruppe I' zu
einem Punkt p € H als die Menge

D = D(p) = {x € bH : d(z,p) < d(z,yp) fir alleyinI" \ {e}}
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definiert ist. Jeder Dirichlet-Bereich ist zusammenhdngend, konvex und, falls
I' ein Gitter ist, ein Polygon, d.h. von endlich vielen Seiten berandet. Der Ab-
schluss eines Dirichlet-Bereichs ist ein abgeschlossener Fundamentalbereich
fur I'. Ist der Abschluss eines Dirichlet-Bereichs kompakt in H, so ist X = I'\G
kompakt. Ist umgekehrt X kompakt, so ist der Injektivitdtsradius r auf X
strikt positiv, X also von endlich vielen r-Béllen tiberdeckt und damit jeder
Dirichlet-Bereich kompakt in H. Die Menge der Randpunkte des Dirichlet-
Bereichs ist D(p)\ D(p), wobei der Abschluss in Hl = HNRNoo mit der iiblichen
Horoballtopologie auf H genommen wird. Diese Menge hdngt von der Wahl
von p ab, nicht aber die Anzahl. Genauer gesagt, wenn man die Aquivalenz-
klasse eines Punktes in OH als seine I'-Bahn definiert, so ist die Menge der
Aquivalenzklassen von Randpunkten unabhéngig von der Wahl von p. Diese
Menge wird die Menge der Spitzen von I' genannt.

Lemma 13.5 Ist I' C SLy(R) ein Gitter, aber X = I'\G nicht kompakt, so gibt es
periodische U~ -Bahnen in X. Genauer gesagt, gibt es zu jeder Spitze von X eine
Einparameterfamilie periodischer U ~-Bahnen, parametrisiert durch die R,,-Aktion.
Weiterhin ist x € X periodisch unter der Gruppe U~ genau dann wenn die Bahn
R, (z) fiir t — oo jedes Kompaktum verlisst.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass es zu jedem Randpunkt r eines Dirichlet-
Bereichs ein nicht-triviales unipotentes Element in I' gibt, das diesen Rand-
punkt fixiert. Wir konnen I' mit einem Element in SLy(R) konjugieren, das r
auf oo abbildet und somit ohne Einschrankung annehmen, dass von nun an
r = oo ist. Der erste Teilschritt ist zu zeigen, dass ein Element Stabp(co) > v #
+Id notwendigerweise unipotent ist. Ein solches Element hat allgemein die
Form v = (¢ %) mit ad = 1. Ohne Einschriankung enthlt der Stabilisator, falls
nichttrivial, also ein solches Element mit a/d > 1. Angenommen a/d > 1. Da
v(p) = Gp+ t% ist in diesem Fall also Im(y(p)) > Im(p). Also ist die Geodte

Ly={ze€H:d(z,p) =d(z,v(p))}

ein Halbkreis auf der reellen Achse und keine vertikale Gerade. Also liegen
Punkte mit groflem Imaginédrteil ndher an v(p) als an p, im Widerspruch zur
Definition des Dirichletbereichs und zur Eigenschaft, dass oo ein Randpunkt
hiervon ist. Es bleibt a« = d = +1 und damit ist, falls v # +Id, das Quadrat
davon das gesuchte unipotente Element.

Der néchste Schritt ist zu zeigen, dass es ein Element Stabr(co) > v # +Id gibt.
Sei dazu E ein der Randkanten von D in der Néhe von r. Also ist £ C L.,
fiir ein y; € I, genauer gesagt ist E = D N L,,. Als Zwischenbehauptung
zeigen wir, dass wir E auch als E = ;(D) N L., schreiben kénnen. Sei dazu
y € v1(D) N L,,. Dann ist

d(y,p) = d(y,1(p)) = glei;l d(y,v(p))-
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Wir zeigen nun, dass die Geodéte von y nach p zu D gehort. Angenommen
dies ist falsch. Dann gibt es einen Punkt z auf dieser Geodédten, d.h. mit
d(y,p) = d(y, z) + d(z,p), welcher auch die Eigenschaft d(z,v(p)) < d(z,p)
hat. Zusammen folgt

d(y,11(p)) < d(y,z) +d(z,71(p)) < d(y,z) +d(z,p) = d(y,p) < d(y,11(p))-

Also folgt Gleichheit und damit liegen y, z, p und v; (p) alle auf einer Geoditen.
Dies ergibt offenbar einen Widerspruch. Also ist v;(D) N L,, € DN L,,. Die
umgekehrte Inklusion folgt analog und damit die Zwischenbehauptung.

Falls » = oo der einzige Randpunkt ist, so behaupten wir, dass vy; € Stabr.
Aufgrund der Zwischenbehauptung treffen sich D und v;(D) genau in E, es
ist also 71 # +Id und es gibt eine Randkante E’ von D, die unter ~; auf E ab-
gebildet wird. Da E einen Randpunkt, ndmlich r; = v, 1(7“), beinhaltet, muss
aufgrund der Zusatzannahme 7y = r sein, also 7 ein nichttriviales unipoten-
tes Element im Stabilisator von r.
Der allgemeinere Fall mehrerer Randpunkte verlangt genaueres Buchhalten
der Randkanten und Identifikationen, die Details sind z.B. in [EW10, Lem-
ma 11.29] ausgearbeitet.
Ist+ € T ein unipotentes Element, so gibt es g € SL2(R), sodass g 1vg = u~s €
U~. Also ist die Bahn

h(s)(I'g) =Tgu™* =Tg

periodisch unter dem horozyklischen Fluf3.

Entfernt man aus D einen kompakten Ball 2 von geniigend grofsem Radius,
so bleibt eine disjunkte Vereinigung von Umgebungen der Randpunkte tibrig.
Alle verbleibenden Behauptungen folgen, wenn wir zeigen, dass eine Geoda-
te startend mit v € T,,H, welche sich ab ¢t > t; in einer derartigen Umgebung
von oo aufhilt, in der Tat eine vertikale Geodite ist und damit nach dem vo-
rigen Lemma zu periodischen U ~-Bahnen gehort. Falls die Behauptung falsch
ist, muss die Geodite ein Halbkreis auf der reellen Achse sein, sie wird also
irgendwann in der Zukunft die Menge {Re(z) = c}, fiir ¢ gentigend klein,
schneiden. Das reelle Intervall K = [ci, 1 (ci)] C {Re(z) = ¢} ist kompakt, wir
konnen also annehmen, dass €2 das Urbild von K in T1H enthilt. Im Quotien-
ten X = I'\SLy(R) trifft also die untersuchte Geoddte das Kompaktum €2, im
Widerspruch zur Voraussetzung, dass sie sich ab t > t; in einer Umgebung
von oo aufhalt. O

Wir konnen nun mit dem eigentlichen Beweis beginnen, d.h. wir verlagern die
Kernaussage in eine Proposition, die wir dann mit Hilfe der Mischungseigen-
schaften des geoditischen Flusses beweisen.

Beweis von Satz Sei ;1 ergodisch und invariant unter dem horozykli-
schen Fluss z +— h(s) x = R, (5. Wir erinnern daran, dass ein Punkt zo € X
fur ein Maf3 ;1 generisch ist, falls das zeitliche Mittel seiner Bahn gegen das
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raumliche Mittel konvergiert, d.h. falls fiir alle f € C,(X)

S
%/0 f(h(s)xo)dx%/fd,u (13.1)

fur S — oo konvergiert, und dass y-fast jeder Punkt xg fiir i generisch ist.

Sei also nun z ein generischer Punkt fiir ;1. Falls g ein periodischer Punkt fiir
den horozyklischen Fluss ist, so hat ;. seinen Trager also auf der Bahn von z
und ist (z.B. aufgrund der eindeutigen Ergodizitit einer irrationalen Rotation)
gleich dem Lebesgue-Maf? auf dieser Bahn. Also nehmen wir nun an, dass die
Bahn von z( nicht periodisch ist. Wir behaupten, dass es geniigt zu zeigen,
dass es eine unbeschrankte Folge von Zeitpunkten gibt, sodass die linke Seite
von (I3) gegen [ fdmx konvergiert, denn daraus folgt [ fdmx = [ fdp,
und da f beliebig war, folgt dann mx = p.

Da die Bahn von z nicht periodisch ist, konnen wir nach Lemma [13.5 anneh-
men, dass es ein Kompaktum K und eine unbeschréankte Folge von Zeitpunk-
ten t,, gibt, sodass R,, (r) € K fiir n > 1. Damit enthilt also die Aussage von
Proposition[I3.6|alles was zur Vervollstindigung des Beweises fehlt. O

Proposition 13.6 Sei K' C X kompakt und n ein Injektivitititsradius fiir alle Punkte
in K. Falls (t,) eine unbeschriinkte Folge von Zeitpunkten mit R,, (v) € K ist, so
konvergiert

neltn /One f(h(s) o) dz — /fd,u (13.2)

fiirn — oo fiiralle f € C.(X).

Wir geben zunichst eine Beweisidee und fithren dann die Details aus. Da steti-
ge Funktionen mit kompaktem Trager gleichmafsiig stetig sind, geniigt es statt
der Konvergenz in (I3.2) auch die Konvergenz des Integrals einer tubularen
Umgebung B,, des Integrationsstiicks zou™ (—[0,€™]) zu zeigen. Wir wollen
B, so wihlen, dass das R,, -Bild davon einfach zu beschreiben ist, denn iiber
diese Bilder des Punktes x(y haben wir die Kompaktheitsvoraussetzung. Das
R,,, -Bild des Integrationsstiicks ist gerade R,, (zo)u™(—[0,1]), das horozy-
klische Einheitsintervall angeheftet an einem Punkte in KX, dementsprechend
waren die Teilfolge gewédhlt. Wir definieren also ()5 C SL2(R) als ein "Quader’,
bei dem eine Kante v~ (—[0, 1]) ist (und wobei ¢) noch geeignet zu wihlen ist.
Dann ist

B, = R;ti (Rat" (xo)Q(;) = xo(a,;l@gatn).

die gewtinschte tubulare Umgebung.
Aufgrund der Quadereigenschaft werden wir zeigen, dass

1
netn

/one F(h(s) o) dix ~+ ———

1
dmy = ———
mx(Bn) /g, / mx
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wobei die Approximation bis auf ein ¢ ist, das von § damit von n abhéngt.
Da B, ein R,, -Urbild ist, wiirde Mischen (falls B,, fest wire und nicht von n
abhidngen wiirde) die Konvergenz

I mx (Rug (20)Q5) _
ey o) = P [ pams = [ fans

zeigen. Wir werden dieses Problem beheben, indem wir nutzen, dass B,, ein
R,,, -Urbild ein und der selben Mengen ()5 in SLy(R) angeheftet an verschie-
dene Aufpunkte R,, (zo)ist, und dass die Aufpunkte nur in einem Kompak-
tum variieren.

Wir beginnen das Ausfiillen der Details mit einer Schreibweise von SLy(R)
lokal als Produkt.

Lemma 13.7 Sei G eine o-kompakte unimodulare Gruppe und S und T abgeschlosse-
ne Untergruppen, sodass SNT = {e} das Bild der Produktabbildung ¢ : SxT — G
eine Umgebung von e enthilt. Dann ist die Einschrinkung des Haar-Mafles mq auf
¢(ST) proportional zum Bildmaf ¢..(m& x m.), wobei m% ein Linkshaarmaf auf S
und mf, ein RechtshaarmafS auf T ist.

Wir werden das Lemma auf G = SLy(R), S = U~ und 7' C G die unteren
Dreiecksmatrizen (mit beliebigen Diagonaleintragen) anwenden. Die Voraus-
setzungen sind nach dem Satz tiber implizite Funktionen erfiillt, denn die Tan-
gentialabbildung D¢ ist einfach die Addition auf den Liealgebren und somit
ein Isomorphismus.

Beweis: Wir verwenden auch die Hilfsabbildung ¢ : S x T" — ST gegeben
durch (s, t) = st™! = ¢(s,t7!). Aufgrund der Voraussetzung SN T = {e} ist
die Restriktion von ¢ und % auf ein Produkt Kg x K7 geeigneter kompakter
Mengen ein Homodmorphismus.

Sei v = (" 1)smg. Dann ist (in S x T mit koordinatenweiser Multiplikation)
aufgrund der Unimodularitdt von G fiir alle B C Kg x K

v((s,t)B) = ma(¢¥((s,t)B)) = m(;(S’l/J(B)t_l) =mg((B)) =v(B).

Wenn man die Kompakta vergrofert, folgt dass v ein Linkshaarmafs auf S x T’
und damit proportional zu mf x m‘.. Wenn man stattdessen das ¢~ !-Bildmaf3
nimmt, wird nur die zweite Komponente invertiert und daher m4. durch m?,
ersetzt. U

Beweis von Proposition[I3.6t Wir konnen f in seinen Positiv- und Negativteil
zerlegen und uns darauf beschranken, die Proposition fiir f > 0 zu beweisen.
Wir fixieren € und wihlen aufgrund der gleichméssigen Stetigkeit von f ein
J, sodass d(z,y) < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| < € impliziert. Den in der
Motivation erwéhnten Quader definieren wir als Q5 = v~ (—[0, 1]) B und wir
setzen wie angekiindigt

By = Ry (Ra,, (20)Qs) = xo(a;,' Qsar,) C xou™ (—[0,ne"]By ),
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wobei die letzte Teilmengeninklusion daraus folgt, dass Konjugation (zwar
U~ expandiert, aber) Ut C T kontrahiert und mit Diagonalmatrizen kom-
mutiert. Als Vorbereitung fiir die Integralabschidtzung aufgrund der Quade-
reigenschaft notieren wir noch, dass fiir ein beliebiges s € [0, ne'"] und h € BY
die Abstandsabschétzung

d (zou™ (=s), zou™ (—s)h) < dg(e,h) <6

folgt, und damit die Funktionswerte an diesen Punkten nahe beieinander lie-
gen, d.h.

1f (wou(=s)) = f (wou™ (—s)h) | < =.

Nach dem vorangehenden Lemma ist also

1
mx (By) B mx (By) a7 Qsan, (zog) (9)
1 e 1 (13.3)
- T (a BT a ) f (zou™ (s)h) dmip(h)ds
netn/o mip(ay, Bf ay,) /atnlBgatn (zou” (s)h) dmiz(h)
und damit aufgrund der Abschitzung der Funktionswerte

1 netn . . "

B )~ [ r e <e 139

wie angekiindigt.

Es verbleibt, das Mischen des geodéatischen Flusses korrekt anzuwenden. Da-
zu bemerken wir, dass 5 nach Definition "halboffen’ ist, ein abgeschlossenes
Intervall in S und eine offene Kugel in 7". Wir wahlen uns Approximationen

Ps CQ5C Qs CRs
von Innen und von Auflen, sodass P; kompakt und Rs offen ist, und sodass

ma(Rs \ P5) < e/ma(Qs) (13.5)

gilt. Die Offenheit von Rs bzw. Q5 impliziert, dass es ein x > 0 gibt, sodass
BYQs; C Rs und BSP; C Qs ist. Da das K aus der Voraussetzung kompakt
ist, gibt es endlich viele Punkte y;, i = 1,...,/, sodass K von der Vereinigung
der yl-BKG tiberdeckt wird. Mischen impliziert nun, dass es ein n gibt, sodass
furi=1,...,¢

WGP [ g e < {5 Aoy o R,
me(Qé)/fd c—e<{/f mG(Q(S)X(szé) Ratn (136)

und

mq(Ps) - < R >
mc(Q(s)/fd cte>(/f, mG(Qé)X(szg) Ra,, ) - (13.7)
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Falls nun z = R,, (z0) € K, also z € y;BS fiir ein geeignetes i, dann ist
yiPs C Qs C y;Rs. Da f nicht-negativ ist, folgt

1 1 1
<f7 mX(%Pé) ° Ratn> < m<f7 XB,) < <f, mx(%R&) © Ratn>

Es geniigt nun, die Abschitzungen (I3.5), (13.4), (13.6) und (I3.7) zuammen-
zusetzen um die gewtiinschte Aussage bis auf einen in ¢ polynomialen Fehler

zu erhalten. Fiir ¢ — 0 folgt dann die Behauptung. O

Die Aussage in Satz die Existenz von wenigen gut beschreibbaren invari-
anten Maflen, wird auch als mafitheoretische Starrheit der Aktion des horozy-
klischen Flusses bezeichnet.

13.3 Quantitative Nichtdivergenz

Neben mafitheoretischer Starrheit hat die der Aktion des horozyklischen Flus-
ses noch zwei weitere gute Eigenschaften. Zum einen ist die Gleichverteilung
horozyklischer Bahnen, die wir im ndchsten Abschnitt beweisen werden. Man
beachte, dass die vorangehende Proposition nur die Konvergenz gegen das
raumliche Mittel zu einer geeignet gewdhlten Teilfolge von Zeitpunkten be-
weist, ndmlich wenn R,, ¢ in einem festen Kompaktum liegt. Die andere gu-
te Einschaft ist quantitative Nichtdivergenz (oder 'non-espace of mass’), die
wir in diesem Abschnitt zeigen und fiir die Gleichverteilung als Hilfsmittel
benétigen.

Wir wollen zeigen, dass jeder schwach*-Limes einer Folge von Mafsen mit Tra-
ger auf einem "Stiick Horozykel’

1 [T
T_ /0 6xu*(—t)dt (138)

wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Um einzusehen, dass dies nicht selbst-
verstandlich ist, nehmen wir zum Vergleich den geodétischen Fluss. Fiir X =
SL3(Z)\SLa(R) hat das Bild der einer vertikalen Geodaten (beginnend bei 7)
nur das Nullmaf als schwach*-Limes, da jedes Kompaktum von dieser Geo-
déten irgendwann unwiderruflich verlassen wird.

Anhand der Geometrie eines Horoballs sieht man sofort, dass es andererseits
fir den horozyklischen Fluf$ zu jedem Orbit ein Kompaktum gibt, das vom Or-
bit in einer unbeschrankten Folge von Zeitpunkten besucht wird. Quantitativ
ist das die folgende Aussage.

Satz 13.8 Zu jedem Gitter I" in SLy(R), zu jeder kompakten Menge K von Start-
punkten und fiir jedes € > 0 gibt es ein Kompaktum L = L(K,e) C X, sodass

mr({t eR : 0<t<T, h(t)x & L}) <eT (13.9)
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fiir alle T > 0 und alle v € K. Weiterhin gibt es ein L = L(e) (unabhingig von x
und K), sodass jedes x in X entweder periodisch ist oder die quantitative Nichtdiver-

genz (A3.9) fiir alle T > Ty(x) gilt.

Fiir die motivierende Nichtdivergenzaussage tiber Limites von (I3.8) ist dies
mehr als ausreichend. Wir wenden den Satz auf X = {z} an und zu jedem ¢
auf eine Funktion f € C.(X) mit x1(x ) < f < 1. Dann besagt der Satz, dass
u(X) > 1 — ¢ fiir ein solches Limesmafs ;. gilt.

Wir beweisen den Satz[I3.8/hier nur in dem (wichtigen) Spezialfall I" = SLy(Z).
Der Beweis im allgemeinen Fall erfordert Umgebungen aller Spitzen konkret
(z.B. mit Hilfe eines Dirichlet-Fundamentalbereichs anzugeben, siehe dazu
[EW10, Abschnitt 11.6.2].

Der Beweis hat zwei Schritte. Der erste Schritt ist eine von der Ergodentheo-
rie unabhéngig niitzliche gittertheoretische Aussage. Dazu interpretieren wir
X = SLy(Z)\SLy(R) als Parameterraum von Gittern A € R? von Covolumen
Eins. Wir konnen die Aussagen auch gleich fiir X; = SL4(Z)\SL4(R) in Ry
mitbeweisen.

Satz 13.9 [Mahlersches Kompaktheitskritium] Eine Teilmenge K C X, hat kompak-
ten Abschluss genau dann, wenn es ein s > 0 gibt, sodass fiir alle Gitter A € K es
keinen von Nullverschiedenen Gittervektor in A der Linge kleiner s gibt.

Beweis: Wir starten mit der einfacheren Richtung, dass Gitter in einer kom-
pakten Menge K gleichméfiig diskret sind. Angenommen diese Behauptung
sei falsch und es gibt A, € K mit 0 # v, € A, N By /n(O). Aufgrund der
Kompaktheit konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge zudem anneh-
men, dass A,, — A € X, konvergiert. Es gibt also ¢,,,9 € SL4(R), sodass
A, = ;Y (Z% und A = ¢~ (Z%) und sodass d(g,,g) — 0 (d.h. g, — g) fiir
n — oo. Also ist gg;, 'v,, eine Folge von Vektoren in A \ {0}, deren Lange gegen
Null konvergiert.

Umgekehrt zeigen wir, dass zu gegebenem s es eine (explizit berechenbare
Zahl r(s) gibt, sodass jedes Gitter A mit der Eigenschaft A N B;(0) = {0} eine
Basis aus Gittervektoren b; besitzt, deren Lange universell durch ||b;|| < r fur
i =1,...,dbeschrankt sind. Daraus folgt die gewtinschte Kompaktheit offen-
bar. Um so eine Basis zu konstruieren, wahlen wir als b; einen kiirzesten Git-
tervektor. Dann ist offenbar ||b;|| > s und ausserdem gibt es eine obere Schran-
ke Cy, die nur von der Dimension des Gitters abhédngt, sodass ||b;|| < Cy ist.
(Um dies einzusehen, kann man den Minkowskischen Gitterpunktsatz zitie-
ren oder einfach verwenden, dass das Volumen des Balles (in R%) vom Radius
Ca/2 kleiner Eins sein muss, sonst liegt dieser Ball injektiv in R /A und wir
erhalten einen Widerspruch zur Unimodularitat.)

Wir arbeiten nun weiter mit W = (Rb;)* und dem Bild Ay von A unter der
Orthogonalprojektion my nach W. Da der Kern der Projektion einen Gitter-
vektor von A enthilt, ist Ay wieder ein Gitter. Es ist zwar nicht mehr uni-
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modular, aber sein Covolumen ist durch 1/s und 1/Cy nach unten bzw. oben
beschrankt. Ausserdem hat Ay keine Gittervektoren der Lange kiirzer als s,
denn wire myy (z) kiirzer als s in der Metrik auf dem Quotientengitter, so wire
x + kb kiirzer als s fiir ein k € Z, im Widerspruch zur Wahl von b;.

Damit haben wir alle Voraussetzungen gesammelt um b», . . . , b, per Induktion
zu konstruieren, angefangen damit, dass man Ay durch einen nach oben und
unten beschrinkten Faktor zu einem unimodularen Gitter umskaliert. ]

Wir geben erst den Beweis des Satzes und analysieren dann das zugrundelie-
gende Konzept der polynomialen Divergenz.

Beweis von Satz[13.8t Nach dem Mahlerschen Kompaktheitskriterum konnen
wir annehmen, dass das vorgegebene Kompaktum K in einer Menge der Form

Os = {A € Xy : AN B5(0) = {0}}

enthalten ist, wobei § € (0,1) aufgrund der Unimodularitét liegt. Wir wollen
das gesuchte L von der Form L = (2,, wéahlen und suchen dazu ein geeignetes
7, das wir auf jeden Fall kleiner als % wiéhlen.

Die Aktion der horozyklischen Flusses fixiert die z-Achse eines gegebenen
Startgitters X > x = I'g und schert die y-Achse entlang der xz-Achse. Wir
miissen kontrollieren, zu welchen Zeitpunkten welche Vektoren des gescher-
ten Gitter kurz werden und konnen uns dabei offenbar auf primitive Gitter-
vektoren (d.h. solche v € A, die sichnichtalsv =nv' mitv € Aund1 <neN
schreiben lassen) konzentrieren. Sei {v1, vg, ...} eine Aufzihlung der paarwei-
se verschiedenen primitiven, nicht-proportionalen Gittervektoren.

Da das Startgitter in K liegt, ist ||v;|| > ¢ fiir alle ¢ € N. Fiir jedem Zeitpunkt T
und jedes i € N definieren wir

B ={t€[0,T]:u (t)v; € B,(0)}
die fiir den Gittervektor v; schlechten (‘bad’) Zeiten und
P, = {t S [O,T] : u_(t)vi S Bg(O)} C B;

die fiir den Gittervektor v; schiitzenden ("protecting”) Zeiten. Offenbar ist P; N
P; = () fur i # j, denn in einem unimodularen Gitten konnen nicht gleichzeitig
zwei Gittervektoren kiirzer als Eins sein.

Wir wollen nun die Abschédtzung

ms(By) < Sms(P) (13.10)

zeigen. Damit folgt die erste Behauptung des Satzes, denn aufgrund der Dis-
junktheit der P; ist

me (U Bi> < %"mR (U H-) < %”T

1€N 1€N
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und daher gibt jedes n < % die gewtinschte Abschdtzung.

Um ([I3.10) zu zeigen, nehmen wir an, dass v; = (o} ) ist. Wir miissen also
die Lange von u™ (t)v; = (*1£1*2) abschitzen. Falls B; C [0,T] leer ist, bleibt
nichts zu zeigen, und das ist fiir s = 0 oder |as| > g > n der Fall. Andernfalls
ist P; ein Intervall, sagen wir P; = [T}, T3], welches einen Zeitpunkt 7" mit |a; +
T'as| < n enthélt. Andererseits gilt ||u™ (11 )v;|| = 6 beim Eintrittszeitpunkt T;,

also |ag + Thas| > g, da|as| < g. Also ist

J

mR(Pi):T2—T12T/—lem-

Andererseits gilt |o + tag| <n < g fur jedes t € B; = [13,T4], sodass

mg(B;) =Ty — T3 < 2L

oz -

Zusammen ergeben die beiden Gleichungen die gewiinschte Abschit-
zung (13.10).

Fiir die zweite Aussage des Satzes nehmen wir zu vorgegebenem ¢ das L =
€2, das aus der ersten Aussage angewandt auf K = € /2 und /2. Sei x € X,
nicht periodisch unter dem horozyklischen Fluss, also gibt es im zugehorigen
Gitter A keinen fixierten Gittervektor, insbesondere auch keinen kurzen fixier-
ten Gittervektor. Wenn die gewiinschte Aussage (13.10) nicht sowieso fiir alle
T richtig ist, dann gibt es ein v € A, welcher irgendwann kurz wird. Wir kon-
nen also T} so wihlen, dass v~ (7})v eine Norm in (3, 1) hat. Das Unimodula-
rititsargument von oben besagt, dass zu diesem Zeitpunkt 7 die Gittervekto-
ren +u~ (T7)v die einzigen in v~ (77)A sind, die Lange kleiner 1 haben. Also ist
u (HAe K= /2- Wenn man nun 7, so wihlt, dass T1 = 5T, dann impli-
ziert die erste Aussage angewandt auf v~ (77)A die gewtinschte Aussage. [

Fiir den allgemeinen Fall zerlegt man, wie bereits gesehen, einen Dirichlet-
Fundamentalbereich in ein Kompaktum und endlich viele Spitzenumgebun-
gen. Diese sehen geometrisch aus wie im Fall von X5, die Aufenthaltsdauer
eines Horozykelorbits in so einer Spitzenumgebung ist wie im Fall X,.

13.4 Gleichverteilung und Bahnabschlisse

Der folgende Satz schliefst den Beweis des Ratnerschen Satzes fiir G = SLy(R)
ab, denn angewandt auf charakteristische Funktionen von kleinen offenenen
Mengen beweist er offenbar, dass Bahnen periodisch oder dicht sind.

Satz 13.10 Sei' C G = SLy(R) ein Gitter und v € X = I'\G. Dann ist x entweder
periodisch fiir den horozyklischen Fluss oder die horozyklische Bahn ist gleichverteilt,
d.h. fiir jedes f € C.(X) gilt

L vyt [ amy
r /

fiir T — oo.
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Beweis: Angenommen x ist nicht periodisch. Sei also 7;, eine unbeschrinke,
monoton wachsende Folge. Wir definieren MafSe i, durch

/fdmun = Ti " f(h(t)x)dt
n Jo

fir alle f € C.(X). Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir auf-
grund des Satzes von Banach-Alaoglu annehmen, dass p, — p in der
schwach*-Topologie konvergiert. Aufgrund des Arguments im Satz von
Krylov-Bogoljubov ist i invariant unter dem horozyklischen Fluss. Wir miis-
sen zeigen, dass ;1 = my ist. Nach Satz ist ;1 ein Wahrscheinlichkeitsmafs,
also nach Satz und Satz [Z.4] eine verallgemeinerte Konvexkombination
von mx und MafSen mit Trager auf periodischen Bahnen, d.h. es gibt ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf v auf MY (X), sodass 1 = [ p, dnu(y). Also ist unsere
Aufgaben, zu zeigen dass

p({y € X :h(ty)y =y furein t, > 0}) =0

ist.

Dazu verwenden wir das Kriterium, dass eine kompakte, messbare Menge B
das Maf ;(B) = 0 hat, falls es zu jedem ¢ eine offene Menge O O B mit
kompaktem Abschluss gibt, sodass lim sup;_, . 1i(O) < . Zum Beweis dieses
Kriteriums bemerken wir, dass es nach dem Uryson-Lemma zu so einem Paar
von Mengen (B, O) eine durch 1 beschrénkte, stetige Funktion f gibt, sodass
f = 1auf Bund f = 0 auSerhalb von O ist.

Um das Kriterium anzuwenden, geniigt es die Menge periodischer Punkte als
eine abzdhlbare Vereinigung von Kompakte zu schreiben und das Kriterium
dann auf jedes Kompaktum anzuwenden. Nach Lemma[I3.5list die Menge pe-
riodischer Punkte eine Vereinigung von ein-parameter-Bahnen zu jeder Spitze.
Wir konnen also diese gesamte Menge als abzdhlbare Vereinigung von Men-
gender Form B = B(y,I) = {yu™ (z)a(—t) : y € [0,%,],t € I} schreiben, wobei
I C R ein kompaktes Intervall ist.

Wir fixieren also ¢ > 0 und so ein B und es sei L = L. die Menge aus der
zweiten Aussage von Satz [13.8| zu diesem ¢. Ist y periodisch mit Periode ¢,,
so hat ya(—t) die Periode e~?t,, welche mit t — oo immer kleiner wird. Da [
kompakt ist, gibt es ein t., sodass Ba(—t.) C X \ L ist. Wir defieren also die
offene Menge O = (X \ L)a(t;) C B. Nunist

#i(0) = Fma({s € 0.7 : his)z € O}
= dma({s € [0, va(—t)u (e *s) & L})
= hma({s € [0, za(—t)u(~s) ¢ L))

Da z nicht periodisch ist, gilt in der zweiten Aussage von Satz [13.8 die Ab-
schitzung (13.9) und diese besagt 11;(0) < . Zusammen mit den vorbereiten-
den Bemerkungen beweist dies den Satz. O
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14 Diophantische Approximation

Im Abschnitt 4 haben wir Kettenbriiche als Methode zur Konstruktion gu-
ter, sogar in gewissem Sinne bester Ndherungen fiir reelle Zahlen kennenge-
lernt. Diophantische Approximation fragt danach welche Teilmenge von re-
ellen Zahlen wie gut durch rationale Zahlen approximiert werden kann. Ziel
dieses Abschnitts ist es zu zeigen, wie Diophantische Approximation mit Ergo-
dentheorie auf SL;(Z)\SL4(R) zusammenhangt. Diophantische Approximati-
on beginnt mit folgendem Satz von Dirichlet (1842).

Satz 14.1 Sei o« € Rund N > 1 vorgegeben. Dann gibt es p,q € Zmit1 < q < N,
sodass
lga —pl < -

Ist ovirrational, so gibt es unendlich viele gekiirzte Briiche p/q, sodass

1
(a—]—" <. (14.1)
q q
Die zweite Aussage folgt offenbar aus der ersten, da fiir irrationale Zahlen
pa — ¢ nie Null ist. Wir beweisen den Satz ohne zusitzlichen Aufwand in der

hoherdimensionalen Version.

Satz14.2 Seia € R und N > 1 vorgegeben. Dann gibt es p1,...,pq,q € 7 mit
1 < ¢q < N, sodass
o —pi| < N7H7,

Ist mindestens eines der «; irrational, so gibt es unendlich Tupel (%, e %) mit
ggT(q,p1,...,pq) =1 und

1

by 2
g+ /)

q

&%)

Beweis: Wir betrachten das Gitter Z?*! ¢ R4*! und die Menge
B={yeR"" : |ojyapr —ui| < NV i=1,....d, |yap1| < N}.

Diese Menge ist abgeschlossen, konvex, nullpunktsymmetrisch und hat das
Volumen 29+1 das 2¢+1-fache des Kovolumens von Z%*+1. Also sind die Vor-
aussetzungen des Minkowskischen Gitterpunktsatzes erfiillt. Dieser besagt,
dass es ein 0 # y € Z%! in B gibt. Setzt man y4,1 = ¢ und y; = p;, dann
liefert dieser Punkte genau das gesuchte Tupel. O

Dieser Satz wirft schon fiir d = 1 die Frage auf, ob man die Approximationsgii-
te fiir irrationale Zahlen verbessern kann. Man kann zeigen, dass man in (14.1)

die rechte Seite durch 51 5 ersetzen kann. Schon fiir quadratische Irrational-
zahlen liefert das folgende Lemma die Antwort, dass sowohl die Konstante
\/5 als auch der quadratische Exponent optimal sind.
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Lemma 14.3 Sei « eine quadratische Irrationalzahl mit aa® +ba+c = 0 fiir a, b, ¢ €
Z und D = b* + 4ac die Diskriminante von o. Dann gibt es fiir alle A > /D nur
endliche viele Briiche p/q mit

p 1

Beweis: Wir schreiben das Minimalpolynom von « als
f(X)=aX?+bX +c=d*(X —a)(X —d).

Dann ist D = a?(a — o')%. Ist p/q eine Approximation, die (I£.2) erfiillt, dann
gilt aufgrund der Ganzzahligkeit von f

<l =[a(% - a) (2 - )
AO;Q ( <§ —ata- o/) (14.3)
< Ain <\/5 + A§y4)
Dies kann man zu "
S
auflosen, was die Behauptung beweist. O

Diese Lemma gibt Anlass fiir folgende Definition, die wir direkt fiir beliebiges
d angeben.

Definition 14.4 Ein Element o € R? ist schlecht approximierbar, falls es eine
reelle Zahl ¢ > 0 gibt, sodass fiir alle p € 7 und fiir alle q € N gilt, dass

C

p
o= 211> o7

Nach dem obigen Lemma sind also quadratische Irrationalzahlen schlecht ap-
proximierbar.

Wir wollen nun schlechte Approximierbarkeit mit dem geodéatischen Fluss auf
SL4(Z)\SL4(R) in Verbindung bringen. Sei p : T'H — H die Projektion und zu
einem Punkte v € T sei e(v) = lim;_, g:(2) der Endpunkt der Geoditen.

Satz 14.5 Seiv € T™. Dann ist der Vorwiirtsorbit {p(g;(v)) }i>0 auf der Modulfliiche
Xy = SLy(Z)\SL2(R) beschrinkt, genau dann wenn e(v)~* schlecht approximierbar
ist.

Beweis: Wir identifizieren T'H wieder mit SLy(RR). Sei also g € SLy(R) ein Tan-
gentialvektor. Dann gibt es zwei Félle. Der erste Fall besteht aus Matrizen g,
deren linker oberer Eintrag nicht Null ist. Eine solche Matrix kann man als

9= = (5%
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faktorisieren. In diesem Fall ist einerseits der Endpunkt

(g) = Ii (g)i = 1i aeli+bet 1
g = AL 99 = A areti +cet

Andererseits ist

a(9) = (:9)(§2)(5 .20 = (G5 2(6"")

wobei die letzte Matrix uniform fiir ¢ > 0 beschridnkt ist und damit in allen
folgenden Beschranktheitsargumenten irrelevant ist.

Der Vorwirtsorbit (aufgefasst als Menge von Gittern) ist gleich {g;(Z%g)}:>0,
und diese Menge ist beschrankt in X, genau dann, wenn {g;(Z*( 1 9))};>0 be-
schrankt ist. Sei also

Ao =7%(19) ={(p+2¢,9) : (p,q) € Z*}.

Nach dem Mahlerschen Kompaktheitskriterium ist g;(A,) beschrankt genau
dann, wenn es ein s > 0 gibt, sodass max(e!/?|p + zq|,e¥/?|q|) > s fiir alle
p € Z?> und ¢ € N und fiir alle t > 0.

Angenommen e(g)~! = x ist schlecht approximierbar, also gibt es ein ¢ > 0,
sodass |z — £| > & fiiralle p € Z° und ¢ € N. Also ist

t/2|

et 2|q| e?|p + xq| > ¢

fiir alle p € Z? und ¢ € N und alle ¢t > 0 und damit ist das Maximum der
beiden Faktoren mindestens \/c. Damit ist also der Vorwartsorbit beschrénkt
in X. 2.

Ist umgekehrt der Vorwiértsorbit beschrédnkt, so wahlen wir ¢t = ¢(g) > 0 so,
dass e~ /2
antwortlich sein und es folgt fiir alle p, dass

lg| = s/2. Der andere Term muss dann also fiir das Maximum ver-

2 6%/2
—lqllp+2zq| > s, also ‘m+]—9‘ > —é
s q q
und damit, dass z schlecht approximierbar ist.
Der zweite Fall verbleibt als Ubung. O

Dieser Satz besitzt eine hoherdimensionale Version und die umgekehrte Situa-
tion, besonders gute Approximation hat auch eine Beschreibung mit Hilfe des
geodtischen Flusses.
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