Skript zur Vorlesung

Algebra (4std.)

Wintersemester 2020/21

|
/

=\

Prof. Dr. Martin Moller

Frankfurt am Main, 18. Februar 2021



Inhaltsverzeichnis

(I Einfihrung|. . .. ... ... ... .. . . 2
2 Korper und Korpererweiterungen| . . . . ... ... ... ............ 3
2.1 Primkorper und Korperhomomorphismen| . . . . .. ... ...... ... .. 4
2.2 Quotientenkdrper| . . . ... ... .. 6
2.3 Endliche und algebraische Korpererweiterungen| . . ... ... ... ... .. 6

4 Irreduzibilitatskriterien| . . . . . .. ..o o Lo oo 9
2.5  Deralgebraische Abschluss| . . . . . ... ... ... ... ... . .. ... 13
R.6  Zerfallungskorper| . . . .. ... oo 17
2.7 Separable Korpererweiterungen| . . . . . ... ... .. ... ... . ... 20
2.8  EndlicheKorper| . ... ... ... ... . o oo 23
B Galoistheoriel. . . . . .. ... . L 24
B.1  Galois-Erweiterungen| . . . . .. ... ... ... o 0oL 25
3.2 Galois-Gruppen zu Gleichungen| . . . . . ... ... .............. 28
8.3 Emheitswurzelnl . .. ... ... . .o o oo 32
B4 NormundSpur|.............. ... ... .. ... ... 35
B.5  Zyklische Erweiterungen| . . . . . ... ... ... ... . 000 0L 40
3.6 Auflosbarkeit I: Korpererweiterungen|. . . . . . ... ... ... . 0L 42
4 Mehr Gruppentheorie| . . . . ... ... ... .. ... . .. 0000 43
.1 DieSylowsdtzel . . . .. ... ... 44
B2 Auflosbarkeit . . . ... oo 48
b Zurick zur Korpertheorie| . . . . .. ... ... oo oo oo 52
b1 Auflésbarkeit IIl . . . . . .. oo Lo 52
B2 _NochmalZirkelundTineall . . . . .. ....................... 56
b Modulnl. . . .. ... 58
b1 Elementarteiled . . . . ... ... ... ... ... ... 59
(6.2  Struktursitze tiir Moduln tiber Hauptidealringen| . . . . . . . ... ... ... 67
[/ Transzendente Korpererweiterungen|. . . . . .. .. ... .. ... ..... .. 69
[71 _Transzendenzbasen| . ... ... ... ... ... ... ... ... ... 69
(/.2 _DerSatzvon Hermitel . . .. ............................ 72
[7.3  Ganze algebraische Zahlen| . . . . ... ... ... ... ... 000 L. 73
(/4 Der Satz von Lindemann-Wejerstrass| . . . . . ... ... ... ......... 75
7.5 Noch mehr Transzendenz: Ein Uberblickl . . . ... ............... 80



Inhaltsverzeichnis




Vorwort

Dies ist ein Skriptﬂ zu einer Vorlesung , Algebra” in Frankfurt/Main im WS 2020/21. Es ist
aus einem Skript zu einer Vorlesung im WS 2012/13 entstanden und wir forlaufend korri-

giert und erweitert.

Diese Vorlesung setzt eine Vorlesung ,Lineare Algeba II” voraus, in der Begriffe wie
Gruppen, Ringe, Ideale insbesondere der Polynomring, faktorielle Ringe und Hauptideal-
ringe eingefiihrt wurden. Fiir die meisten Horer wird die Referenz das Vorlesungsskipt
[LA2] von Martin Ulirsch sein. Alternativ kann als Quelle hierfiir das Skript ,Grundlagen
der Algebra”[GA] oder die unten genannte Literatur verwendet werden.

Quellen und Literatur: Literatur zur Algebra gibt es viel. Diese Vorlesung wurde zumeist
folgenden Biichern entnommen:

* S.Bosch: ,Algebra” (Springer, [Bos18])
¢ J.Wolfart: ,Einfiithrung in die Zahlentheorie und Algebra” (Viehweg, [Wol11])
¢ M.Artin: ,Algebra” (Birkh&duser, [Art93])

Weiterfiihrendes zu diesem Thema findet man z.B. bei

¢ S.Lang: ,Algebra” (Addison-Wesley, [Lan02])

ITitelbild: http:/ /www.jimloy.com/geometry/17-gon.htm
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1 Einfuhrung

Algebra bedeutet Rechnen mit Gleichungen, heutzutage vielleicht das, was man mit Ter-
mumformungen tibersetzen wiirde. Gleichungen sind dabei, in Abgrenzung zur Analysis,
stets polynomielle Gleichungen wie z.B.

2 +22+13 = 0

oder in 3 Veranderlichen

n

tiir ein festes n > 0. Losen will man diese Gleichungen in einem Ring, z.B. ist die Losbarkeit
der zweiten Gleichung oben fiir n > 3 im Ring Z Fermats Problem, seit 1994 ein Satz von
Wiles. Oder man sucht Losungen in einem Korper. In der Tat gewinnt man aus jeder Lo-
sung (r,y, z) € Z* der Fermat-Gleichung - mit Ausnahme von z = y = z = 0 eine Losung
von 2" + y™ — 1 = 0 in den rationalen Zahlen, ndmlich (f, %), falls z # 0 ist und analog in
den anderen Fillen. Umgekehrt liefert jede Losung (g1, ¢2) € Q* von 2™ + y™ — 1 = 0 eine
Losung der Fermat-Gleichung in ganzen Zahlen, indem man mit dem Hauptnenner durch-
multipliziert. Die Fermat-Gleichung wird uns noch haufig wiederbegegnen, auch wenn der

Wiles’sche Beweis weit aufSer Reichweite dieser Vorlesung ist.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Das folgende Problem der Griechen hat tiber Jahr-
hunderte die Algebra, insbesondere die Korpertheorie motiviert. Es ist heutzutage kaum
mehr wichtig, aber schon genug, um auch hier als Motivation zu dienen. Wir werden es im
Rahmen der Vorlesung vollstandig verstehen.

Die Griechen fragten sich, welche Punkte der Ebene man ausgehend von (0,0) und (1,0)
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann. Erlaubt sind dabei Geraden durch zwei bereits
konstruierte Punkte, das Abtragen einer Strecke (zwischen konstruierten Punkten) auf einer
Geraden, Kreise mit bereits konstruiertem Mittelpunkt und Radius, sowie Schnittpunkte
solcher Geraden und Kreise.

Wir fassen die Punkte (z,y) der Ebene als komplexe Zahlen z = x + iy auf und fragen,
welche z € C konstruierbar sind. Ist \/7 konstruierbar (Quadratur des Kreises)? Ist /2
konstruierbar, die Seite eines Wiirfels mit Volumen 2 (Delisches Problem)? Fiir welche n ist
das regelmafige n-Eck konstruierbar?

Den geometrischen Teil dieses Problems 16sen wir vorweg.

Satz 1.1 Die konstruierbaren Punkte bilden einen Korper F Vs C C. Dies ist der kleinste
Teilkdrper von C, der zu jedem z € F' - auch /= enthilt.
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Die Frage, welche der oben genannten Zahlen in F - liegen, beantworten wir im Hauptteil
dieses Skripts, in dem auch alle Begriffe nochmals sorgfaltig definiert werden.

Beweis : Durch Abtragen kann man Streckenldngen addieren. Mit Zirkel und Lineal kann
man Parallelen konstruieren, wie in der folgenden Zeichnung erldutert. Mittels des Strah-

P

lensatzes kann man also Gleichungen der Form § = ¥ bei drei gegebenen Grofien 16sen.
Also ist F - ein Korper. Aus dem Thales-Kreis tiber eine Strecke der Linge x + y folgt aus

22+ 22 =a?, y? + 22 = b? und a® + b* = (z + y)? der Hohensatz
Ty = 2
und damit die Behauptung, dass F’ Va die Wurzel aus allen z € F Va enthalt.

Schliefslich ist der Schnittpunkt von zwei Kreisen, von Geraden und Kreis oder zwei Ge-
raden stets durch eine Gleichung vom Grad hochstens zwei (mit Koeffizienten in bereits
konstruierten Langen) gegeben. Dies zeigt, dass F’ - nichts enthilt, was nicht aus Quadrat-
wurzeln und Koérperoperation entsteht, also dass F' - der kleinste Kérper mit den genannten
Eigenschaften ist. O

2 Korper und Korpererweiterungen

Ringe (R, +, - ) haben in diesem Skript stets ein Einselement bzgl. der Multiplikation und
sind kommutativ. Ein Ring heifdt nullteilerfrei, falls aus a - b = 0 folgt a = 0 oder b = 0. Ein
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Ring heifst Korper, falls (R \ {0}, - ) eine Gruppe ist. Sind L C K beides Korper, so nen-
nen wir L einen Teilkorper von K und K eine Korpererweiterung von L. (,,Oberkorper” und
,Unterkorper” sind untibliche Begriffe hierfiir.)

2.1 Primkorper und Kérperhomomorphismen

Da ein Ringhomomorphismus (per Definition) stets 1 auf 1 abbildet, gibt es zu jedem Korper
K genau einen Ringhomomorphismus

p:Z — K.

Der Kern von ¢ ist also ein Ideal und es ist Z/ker(p) — K, also ist Z/ker(y) nullteilerfrei.
Folglich ist ker(y) ein Primideal, also ker(¢) = {0} oder ker(¢) = (p), fiir eine Primzahl p.
Wir nennen dementsprechend 0 oder p die Charakteristik des Korpers. Ein Kdrperhomomor-
phismus ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Korpern. Ein solcher ist stets injektiv.
Zwei Korper Ky, Ky sind isomorph, wenn es Kérperhomomorphismen ¢: K1 — K3 und
P Ko — Ky mityog = idg, und p oy = idg, gibt. Man priift leicht, dass dies dquivalent
zur Existenz eines surjektiven Homomorphismus ¢: K1 — K» ist. Ist K1 = Kj, so nennt
man ¢ einen Automorphismus. Der Durchschnitt aller Teilkorper von K ist stets nichtleer (da
{0, 1} darin enthalten sind) und auSerdem ein Korper. Er wird Primkorper von K genannt.

Proposition 2.1 Sei P C K der Primkorper von K. Dann gilt:
i) Ist char(K) =p > 0, soist P = [F, (mit p prim).
ii) Ist char(K) =0, soist P = Q.

Zur Erinnerung: F, = (Z/(p),+, - ) ist ein Korper, da jedes k& # 0 ein Inverses besitzt,
welches man mit dem erweiterten Euklid ‘schen Algorithmus findet.

Beweis : Fiir den kanonischen Homomorphismus ¢: Z — K gilt Im(yp) C P. Ist char(p) >
0, so ist Z/(p) = Im(yp) bereits ein Korper. Dies zeigt die erste Aussage. Andernfalls ist ¢
injektiv und daher P = {%, a € Im(y), b € Im(¢) \ {0}} C K ein zu Q isomorpher Kérper.
Dies ist der kleinste Korper, der Im(¢p) enthélt und jeder Teilkorper enthilt Im(y) und damit
PO, Alsoist P = P° = Q. O

Beispiel 2.2 Die Korper Q, R, C sind aus der Vorlesung ,Lineare Algebra” bekannt. Wir
betrachten die Menge (lies: Q adjungiert v/2).

Q[ﬂ] :{a—l—b-\@: a,bEQ}Q(C.
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Diese Menge ist ein Korper, denn sie ist offenbar unter Addition und Multiplikation abge-
schlossen und das Inverse von a + by/2 ist

(a+b\/§>_1: ¢ b V2.

aZ — 262 a2 — 2b2

Wir hitten diesen Korper auch ohne das Wissen iiber R und C einfiihren kénnen, indem
wir v/2 als formales Symbol betrachten, das uns daran erinnert, dass sein Quadrat 2 € Q ist.
Diesen Standpunkt werden wir im folgenden Abschnitt ausfiihrlich verwenden.

Wir bestimmen noch die Kérperhomomorphismen ¢: Q [\/ﬂ —Q [\/ﬂ . Eine Moglichkeit
ist natiirlich ¢ = id. Eine weitere Moglichkeit ist durch ¢ (v2) = —v/2 gegeben. In der Tat
ist ¢ damit eindeutig festgelegt, denn (1) = 1, also ¢ (a + bv/2) = a + by (V2).

Dies sind alle Moglichkeiten, denn ist ¢ (v2) = ¢+ dv/2, so muss 2 = ¢(2) = ¢ (V2) -
¢ (V2) = *+2d? +2cdv/2 sein. Ist d = 0, s0 ¢ = 2, was in Q keine Lésung hat und ist ¢ = 0,
soistd € {1} und wir sind bei den oben genannten Féllen.

Ubung 2.3 Ist char(K;) # char(K3), so gibt es keine Kérperhomomorphismen von K;
nach K.

Ist die Charakteristik von K nicht Null, so gibt es einen Homomorphismus, der ganz
anders aussieht als im obigen Beispiel. Er basiert auf dem folgenden Lemma.
Lemma 2.4 Ist F ein Kérper mit char(F) = p > 0, so gilt fiir alle a,b € Fund r € N:

T '

(a+bP =a? +b0", (a—b)P =da” — b .

Beweis : Per Induktion geniigt es 7 = 1 zu betrachten. Es ist

p—1
» p DY ip—i py__ P
(a+b)P =a +Z<,>abp +b und <»>‘u(p¢)!'

i—1 \" t

Der Zahler ist durch p teilbar, der Nenner nicht, da p primund 1 <+¢ < p — 1. Also sind alle
mittleren Terme gleich Null in F. O

Dabher ist fiir alle ' mit char(F") = p > 0 die Abbildung
Tp: F— F,a — d

ein Kérperhomomorphismus, genannt Frobenius-Homomorphismus.
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2.2 Quotientenkorper

Das Verfahren, mit dem man aus dem Ring Z den Korper Q gewonnen hat, ldsst sich auf
beliebige nullteilerfreie Ringe R anwenden. Es wird wichtige Beispiele (und oft gute Ge-
genbeispiele) von Korpern definieren. Der Leser denke im Folgenden an R = K[X]| den
Polynomring iiber dem Korper K und beobachte, was bei der Prasenz von Nullteilern (also
z.B. bei R = Z x Z) schiefgeht.

Auf der Menge der Paare {(a,b),a € R,b € R\ {0}} fiihren wir die Relation

(al, bl) ~ (ag,bg) <= a1by —ashb; =0

ein. Reflexivitdt und Symmetrie dieser Relation sind offensichtlich. Zur Transitivitét betrach-
ten wie 3 Paare auf (ai,b1) ~ (a2,b2) und (ag2,b2) ~ (as,bs). Dann gibt a1by = a2b; und
asbs = asby, also a1babs = brazbs oder by(a1bs — biasz) = 0. Da nach Voraussetzung by # 0
und R nullteilerfrei ist, folgt das gewtinschte a1b3 — bjasz = 0. Wir schreiben die Aquivalenz-
klassen von Paaren (a, b) sofort wie gewohnt als Briiche .

Proposition 2.5 Ist R nullteilerfrei, so bilden die Menge aller Aquivalenzklassen 7,a €
R,b € R\ {0} mit der obigen Aquivalenzrelation ~ und der iiblichen Addition und Multi-

plikation
ap ay arbyt+agby a1 az  ajaz

b b bbb by bib

einen Korper, genannt der Quotientenkdrper von R, Schreibweise Q(R).

In der obigen Konstruktion werden die , Nenner” b; stets multipliziert, nirgends wird die
Addition benotigt. Erlaubt man als Nenner alle Ringelemente in einer Teilmenge S C R
mit 0 ¢ S, die multiplikativ abgeschlossen ist (Beispiele hierfiir fiir R = Z? Ubung!), so
ist ~ wiederum eine Aquivalenzrelation. Man erhilt aber im Allgemeinen keinen Korper,
sondern nur einen Ring, die Lokalisierung von R nach S.

Ubung 2.6 Wie kann man die Definition der Relation verallgemeinern, sodass sie auch in

der Gegenwart von Nullteilern noch eine Aquivalenzrelation ist?

2.3 Endliche und algebraische Kérpererweiterungen

Eine Korpererweiterung ist eine Inklusion von Korpern K — L, die wir hdufig als L/ K schrei-
ben. Insbesondere kann man die Multiplikation L x L — L im ersten Argument auf K
einschranken und erhilt eine Abbildung K x L — L, die L zu einem K-Vektorraum macht.
Wir werden uns im Folgenden fiir Zwischenkorper, d.h. fiir Kérper £ mit K C E C L inter-

essieren.
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Definition 2.7 Wir nennen die Dimension von L als K-Vektorraum den Grad von L/K, in
Zeichen [L : K|. Wir nennen L/ K endlich bzw. unendlich, je nachdem ob [L : K] endlich oder
unendlich ist.

Satz 2.8 Sind K C F C L Korpererweiterungen, so gilt
[L:E]-[E:K]=][L: K],

wobei der Fall unendlicher Korpererweiterungen mit den offensichtlichen Konventionen
eingeschlossen ist.

Beweis : Es sei B = {«;|i € I} und C = {y;|j € J...} eine Basis von L/E bzw. von E/K.
Wir zeigen, dass die Menge D = {z;y;, i € I, j € J} linear unabhéngig ist und, im Falle
m = #B < oound n = #C < oo, eine Basis von L/K.
Seien also endlich viele ¢;; € K gegeben mit ) ¢;;(x; - y;) = 0. Wir gruppieren um und
erhalten
DD (eiyy) | wi=0
i j

Die Koeffizienten vor den z; liegen in E und die z; sind E-linear unabhdngig. Also ist fiir

Z CijY; = 0.
J

Aus der K-linearen Unabhingigkeit der y; folgt ¢;; = 0 fiir alle < und j.

alle ¢

Um zu zeigen, dass die z;y; den K-Vektorraum L aufspannen, nehmen wir z € L beliebig

her. Dann gibt es b; € £ mit ) b;xz; = 2. Die b; wiederum konnen wir als b; = ) ¢;; - y; mit
J
¢ij € K schreiben. Insgesamt ist z = ) ¢;;x;y;. O

Ist L/ K eine Korpererweiterung und a € L, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Pa : K[X} — L7 QOa(X) =,

genannt der Einsetzungshomomorphismus. In der Tat erzwingt die Homomorphie, dass

Ya(X™) = ™ und damit ¢, (Z an") = > bpa™.

n=0 n=0

Definition 2.9 Das Element «a € L heifst algebraisch iiber K, falls Ker(y¢,) # {0}, d.h. falls es
eine Gleichung der Form

1

o +ep1dV ..t cqa+ce=0

mit ¢; € K gibt. Andernfalls heifit « transzendent iiber K. Wir nennen L/K algebraisch, falls
jedes a € L algebraisch tiber K ist.
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Zum Beispiel ist a = v/5 € R algebraisch iiber Q, denn es ist a7 — 5 = 0. Es ist nicht leicht

zu zeigen, dass ein « transzendent iiber Q ist, d.h. dass eine Gleichung mit Koeffizienten in
Q noch so hohen Grades niemals a annulliert. Wir werden spéter sehen, dass 7 und e in der
Tat transzendent tiber Q sind.
Der Ring K[X] ist nach [GA] eine Hauptidealring. Also ist Ker(¢,) = (fo) von einem Ele-
ment f, erzeugt. Ist a algebraisch, so ist f, nicht null und bis auf K*-Vielfache eindeutig
bestimmt. Wir normieren f, immer so, dass der hochste Koeffizient gleich 1 ist. Offenbar ist
fa das Polynom kleinsten Grades (ungleich Null) mit der Eigenschaft f,(«) = 0. Wir nennen
fa das Minimalpolynom von «. Es ist K[X]/(fa) — L ein Teilkorper. Denn da L nullteilerfrei
ist, ist auch K[X|/(f,) nullteilerfrei. Also ist f, prim und somit irreduzibel nach [GA]. Wir
halten fest:

Proposition 2.10 Das Minimalpolynom eines algebraischen Elements o € L ist irreduzibel
und der von « erzeugte Unterring ¢, (K[X]) C L ist ein Korper, isomorph zu K[X]/(fa)
und mit

[Kla] : K] = deg(fa) =:n

Beweis : Jedes von Null verschiedene Primideal in K[X] ist maximal, also ist K [X]/(f,) ein
Korper, via ¢, zu K[a] isomorph. Die Dimensionsaussage zeigen wir fiir K[X|/(fa). Sei x
die Restklasse von X. Offenbar erzeugt {1, z, 22,..., 2" '} diesen K-Vektorraum, denn ist
g € K[X], so ist nach Polynomdivision

g=¢q- fa+r mitdeg(r)<n-—1,

also g = rin K[X]/(fa). Andererseits ist diese Menge auch linear unabhéngig, denn sonst

n—1 .
gdbe es eine nichttriviale Linearkombination ) b; X" € (f,), im Widerspruch zu deg f, = n.
i=0

O
Proposition 2.11 Jede endliche Korpererweiterung L/ K ist algebraisch.
Beweis : Es sein = [L : K] und a € L. Dann sind die (n + 1) Elemente o, a!,a?,... a"
linear abhdngig tiber K. Folglich gibt es eine nichttriviale Relation
Z cl-ai =0,
i=0
was zu zeigen war. U

Es ist nicht richtig, dass jede algebraische Erweiterung endlich ist. Bevor wir dies zeigen,
einige Zwischenschritte.
Sei L/K eine Korpererweiterung und A = {«;,i € I'} eine Teilmenge von L. Wir bezeichnen
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mit K(A) den kleinsten Teilkorper von L, der K und alle o; enthilt, genannt der von A
erzeugte Korper. Er enthélt alle Ausdriicke der Form

flag, ... ap)

mit f,g € K[X1,..., Xy, g(a1,...,0,) #0 und ay,...,, € A.
9(a1, - om)

Definition 2.12 Die Korpererweiterung L/K heifst endlich erzeugt, falls es eine endliche
Menge A gibt mit L = K(A).

Proposition 2.13 Sei L = K(«1,...,oy) endlich erzeugt. Sind a1, ..., o, algebraisch tiber
K,soist L = K[aj,..., o] eine endliche und damit algebraische Erweiterung von K.

Beweis : Wir schliefen per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage in Propositi-
on enthalten. Per Induktion konnen wir annehmen, dass Kla,...,a,_1] eine end-
liche Korpererweiterung von K ist und dass Koy, ..., o] ein Kérper und endlich tiber
Klay, ..., an_1]ist, folgt wiederum aus Proposition[2.10} Nach Satz[2.§ist also K[az, ... , au]
endlich tiber K. O

Als Ubung iiberlege man, wie man algorithmisch das Minimalpolynom von « + f3 iiber
Q bestimmt, wenn man die Minimalpolynome von o und 3 kennt. Die obige Proposition
besagt, dass dies moglich ist!

2.4 Irreduzibilitatskriterien

Zur Bestimmung von Korpergraden muss man regelmifSig testen, ob ein Kandidat fiir ein
Minimalpolynom wirklich das Minimalpolynom ist, also irreduzibel ist. Dazu hier zwei
niitzliche Tests.

Sei hierzu R ein faktorieller Ring. Dann besitzt jedes Element { € Q(R) \ {0} eine eindeu-

tige Darstellung

a

5 :up‘il p§2 ...pfl’"’
wobei v € R*istn > 0, p1,...,p, paarweise verschiedene irreduzible Element und
e; € Z\ {0}. Ist p irreduzibel, so definieren wir die p-Bewertung von ¢ als v, (%) = &,

falls p = p;, vp (%) = 0 sonst.
Wir erweitern diese Definition auf Polynome, indem wir fiir f = 3" ;2" € Q(R)[X] definie-
ren

vp(f) = miin vp(as).

Offenbar ist f € R[X], falls v,(f) > 0 fiir alle irreduziblen p. Wir nennen f € R[X]|\ R
primitiv, falls v,(f) = 0 fiir alle irreduziblen p. Jedes f € Q(R)[X] lasst sich durch Durch-
multiplizieren mit dem , Hauptnenner” als f = a - fmit f e R[X] primitiv schreiben. Die
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Zahl

a= [ 0

p irreduzibel

und f = a~ ! f leisten offenbar das Verlangte. Unser Ziel ist folgender Satz von Gau®.

Satz 2.14 Sei R faktoriell. Dann ist auch R[X] faktoriell. Ein Polynom ¢ € R[X] ist genau
dann irreduzibel, wenn entweder ¢ € R ist und irreduzibel in R oder ¢ primitiv in R[X] ist
und irreduzibel in Q(R)[X]. Insbesondere ist ein primitives Polynom ¢ € R[X] genau dann
irreduzibel in R[X], wenn es irreduzibel in Q(R)[X] ist.

Vor dem Beweis zeigen wir die Niitzlichkeit des Satzes im Fall R = Z anhand des folgen-
den sogenannten Fisenstein-Kriteriums.

Satz 2.15 Sei R ein faktorieller Ringund f = > a;X? € R[X] primitiv. Sei p € R irreduzibel
i=0
mit
pta,, pla; fir i<n und p?fag

Dann ist f irreduzibel in R[X] und (nach dem Satz von Gauf3) auch in Q(R)[X].

Beispiel 2.16 Sei p eine Primzahl. Das Polynom f(X) = XP~1+ XP~24 .. 41 istirreduzibel
in Q[X], denn f(X) = (X? —1)/(X — 1), also ist

f(X+1) = (X+1)P-1)/X

= XP—1+<p>XP—2+...+< b )
1 p—1

und dieses Polynom gentigt den Voraussetzungen des Eisenstein-Kriteriums.

T ) s )
Beweis von Satz[2.15(: Angenommen f = g-hmitg = ) biz'und h = > ¢z’ mitr > 0
i=0 i=0

und s > 0. Dann ist offenbar r 4+ s = n. Es folgt

an:br'CS7 prra pJsz
ap=bo-co, p|bo-co, p*1bo-co.

Nach eventueller Vertauschung der Rollen von g und h konnen wir annehmen, dass p | by
und p 1 ¢g. Sei t der maximale Index, sodass p | b, fiir alle 0 < 7 < t. Nach dem oben
gesagten gibt es ein solches t und ¢ < r. Es ist

ag41 = bgp1-co+ by e+ ..o+ bo - ey,

wobei wir ¢; = 0 fiir ¢ > s der einfacheren Schreibweise wegen definieren. Nach Definition
von t sind by - ¢441,b1 - ¢, - .., biey alle durch p teilbar, aber b, - ¢g nicht. Also ist a;+1 nicht
durch p teilbar, folglich ¢t + 1 = n, also r = n und s = 0, im Widerspruch zur Annahme tiber
g und h. O
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Wir kommen zuriick zum Beweis des Satzes von Gaufs und starten mit folgender Hilfs-

aussage.

Lemma 2.17 Sei R faktoriell und p irreduzibel. Dann gilt fiir f, g € Q(R)[X] die Gleichheit
der p-Bewertungen

vp(f - 9) = vp(f) + vp(9).

Beweis : Fiir f € Q(R) ein konstantes Polynom und g € Q(R)[X] beliebig ist die Aussage of-
fenbar richtig, ebenso fiir f = 0 oder g = 0, wobei man die tibliche Konvention min({}) = oo
benutze.

Mit dieser Voriiberlegung kann man den allgemeinen Fall nach Durchmultiplizieren mit
dem Hauptnenner auf f,g € R[X] reduzieren. Man kann nun noch statt f und g die Po-
lynome f/p*»/) und g/p*»(9) betrachten, welche v,(f) = 0 = v,(g) haben. Wir miissen
vp(f - g) = 0 zeigen. Hierzu betrachten wir den Homomorphismus

X+ RIX] — (R/pR)[X],
welcher jeden Koeffizienten des Polynoms auf seine Restklasse modulo p abbildet. Es ist
ker(x) = {f € R[X]:  vp(f) > O}

Es ist also x(f) # 0 und x(9) # 0 und wenn 0 = x (f-g) = x(f) - x(g) wére, so ware
(R/pR)[X] nicht nullteilerfrei, im Widerspruch zu [GA, Lemma 2.6]. O

Beweis des Satzes m : Im Fall i) eines irreduziblen Elements ¢ in R ist R/qR integer
und damit auch (R/qR)[X] = R[X]/qR[X] ein Integritdtsring. Also ist ¢ prim in R[X]. Wir
wissen noch nicht, dass R[X] faktoriell ist, also folgt in R[X]| dass ,prim’ die Eigenschaft
,Airreduzibel’ hat, aber die Umkehrung ist erst am Ende des Beweises klar.

Im Fall ii) ist nachzuweisen, dass ein primitives ¢ € R[X], prim in Q(R)[X] auch prim in
R[X]ist. Seien f,g € R[X] und es gelte ¢ | f - g. Dann gilt diese Teilbarkeit auch in Q(R)[X],
also folgt, dass (ohne Einschriankung) ¢ | f gilt. Dies besagt, dass es h € Q(R)[X] gibt mit
f = q - h. Wir miissen zeigen, dass h € R[X]. Dabei hilft uns das vorangegangene Lemma.
Fiir jedes Primelement p € R gilt

0 < wvp(f) = vp(q) +vp(h) = vp(h),

wobei die letzte Gleichheit verwendet, dass ¢ primitiv ist. Damit ist » € R[X] und eine
Implikation der zweiten Aussage ist bewiesen.

Der Beweis der umgekehrten Implikation sowie der ersten Aussage folgt, wenn wir zeigen,
dass ein 0 # f € R[X]\ R[X]* in ein Produkt von Elementen wie in i) und ii) zerféllt, denn
von diesen haben wir bereits nachgewiesen, dass sie prim in R[X] sind und so miissen wir
Eindeutigkeit der Zerlegung nicht explizit zeigen.
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Seidazu f =a - fmit a € Rund fprimitiv.
Da R faktoriell ist, kénnen wir a als Produkt von Primelementen vom Typ i) schreiben und

miissen uns nur noch um fkﬁmmern. Sei
f:Cflm..-fT

eine Zerlegung in Primelemente in Q(R)[X] und ¢ € Q(R)*, was wir im faktoriellen Ring
Q(R)[X] immer erreichen konnen. Wir konnen durch geeignete Wahl von c erreichen, dass
alle f; € R[X] liegen und dort primitiv sind. Es bleibt zu zeigen, dass bei dieser Wahl ¢ € R*
ist. Aufgrund des vorangehenden Lemmas gilt fiir allep € R

vp(f) = vp(e) + Vp(ﬁ) +.t Vp(ﬁ")

und die Voraussetzung ,primitiv’ impliziert

vp(f) = Vp(J?l) == Vp(]?r) = 0.
Also ist v,(c) = 0 fiir alle p und damit ist F=(ch) for... [ die gewiinschte Zerlegung.
Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus ii). O

Nach dem Ende des Exkurses in die Ringtheorie kommen wir noch einmal auf Irreduzi-
bilitatskriterien zurtick.
Im Beweis des Satzes von Gaufs und damit implizit beim Eisensteinkriterium haben wir die
Reduktionsabbildung modulo p verwendet. Wir halten diese niitzliche Idee nochmal fest.

Proposition 2.18 Sei f = > a; X’ € Z[X] primitiv und p € Z prim mit p { a,. Ist f € F,[X],
i=0
die koeffizientenweise Reduktion von f, in F,[X] irreduzibel, so ist f in Q[X] irreduzibel.

Beweis : Koeffizientenreduktion ist ein Homomorphismus
ZIX]| — (Z/p)Z[X] = Fp[X].

Ist also f = g - h reduzibel, so ist f = g - h. Die Irreduzibilitit von f impliziert, dass ohne
Einschrankung g € F), ein konstantes Polynom ist. Dann aber ist jeder Koeffizient von g
aufler dem Konstantglied durch p teilbar, insbesondere der fithrende Koeffizient. Dann ist
auch a,, durch p teilbar, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Beispiel 2.19 Das Polynom f = X3 + 3X? — 4X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, denn seine
Reduktion modulo 3 ist f = X3 — X — 1 und dieses Polynom ist irreduzibel in F3[X]. Man
beachte, dass es zum Nachweis der Irreduzibilitdt bei Polynomen von Grad 3 geniigt zu
priifen, dass das Polynom keine Nullstelle besitzt.
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2.5 Der algebraische Abschluss

Wir beantworten zunédchst die Frage aus Abschnitt 2.3{nach einer nicht-endlichen algebrai-
schen Erweiterung. Sei dazu

Q"8 = {a € C: « ist algebraisch tiber Q}.

Die Menge Q% ist offenbar ein Korper, der Q enthélt. Wir nennen Q*# den algebraischen
Abschluss von Q in C, einem Korper, dessen Existenz wir aus der linearen Algebra vor-
aussetzen. Per Definition ist Q& /Q algebraisch. Angenommen [Q*8 : Q] = n < oco. Dann
betrachten wir das Polynom f = X"™! —p € Q[X]. Nach dem Eisensteinkriterium ist es
irreduzibel. Der Korper L = Q[X]/(f) hat Grad n + 1 tiber Q und vermoge des Homo-
morphismus mit X —— »+/p ist L ein Teilkdrper von Q*#. Dies steht im Widerspruch zur
Gradvoraussetzung. Dabei haben wir den ,Fundamentalsatz der Algebra”“verwendet, der
besagt, dass jedes Polynom in Q[X] tiber C eine Nullstelle hat.

Ziel dieses Abschnitts ist die allgemeine Konstruktion eines Korpers, der zum einen das
leistet, was C fiir Polynome in Q[X] leistet -ndmlich dass jedes Polynom eine Nullstelle
besitzt- und der zum anderen minimal unter solchen Korpern ist. C leistet dies nicht, son-

dern der oben beschriebene Kérper Q*#, wie wir weiter unten sehen werden.

Definition 2.20 Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom f € K[X]\
K eine Nullstelle besitzt.

Offenbar kann man die Definition induktiv nach Abdividieren eines Linearfaktors anwen-
den und erhalt, dass jedes nicht konstante Polynom tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper in Linearfaktoren zerfillt. Die Bezeichnung rechtfertigt die folgende Proposition.

Proposition 2.21 Ein Korper K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn fiir jede
algebraische Korpererweiterung L/ K gilt L = K.

Beweis : Nehmen wir an, K sei algebraisch abgeschlossen und o € L\ K. Dann zerféllt das
Minimalpolynom von « iiber K in Linearfaktoren f,(X) = [[ (X — o). Alsoistn = 1 und

a1 = a € K, da f, irreduzibel ist. Zur Umkehrung sei f EZ}([X | irreduzibel. Wir wiirden
gerne eine algebraische Erweiterung L/K konstruieren, in der f eine Nullstelle o hat. Dies
leistet die folgende Proposition. Dann aber ist wegen L = K die Nullstelle v bereits in K
und die Bedingung fiir K algebraisch abgeschlossen gepriift. 0

Die folgende Konstruktion von algebraischen Erweiterungen, in denen wir erzwingen,
dass ein gegebenes Polynom f eine Nullstelle hat, wird auch als Kronecker-Verfahren oder
,Adjunktion einer Nullstelle von f“ bezeichnet.

Seite 13



Proposition 2.22 Sei K ein Korper und f € K[X] irreduzibel vom Grad > 1. Dann gibt
es eine endliche algebraische Erweiterung L/K, sodass f eine Nullstelle in L hat. Konkret
leistet L = K[X]/(f) das Verlangte.

Beweis : Da f irreduzibel ist, ist (f) C K[X] ein maximales Ideal und damit L ein Kor-
per. Dieser enthilt offenbar K und X (oder genauer gesagt, die Restklasse X von X
modulo (f)) ist eine Nullstelle von f in L, denn f(X) = f(X) = 0). AuBerdem ist
{1,X,X2,..., X4e(f)~11 eine K-Basis von L, was die Endlichkeit der Erweiterung zeigt.

U

Um einen algebraischen Abschluss eines gegebenen Korpers K zu konstruieren, miissten
wir also nacheinander das Verfahren von Kronecker auf alle irreduziblen Polynome anwen-
den. Dabei miissen wir auch noch kontrollieren, dass die Elemente, die in Erweiterungs-
korpern hinzukommen zur Konstruktion von anderen irreduziblen Polynomen verwendet
werden konnen. Darauf miissen wir wieder das Kronecker-Verfahren anwenden usw. Die
Konstruktion eines algebraischen Abschlusses ist also in der Hauptsache ein mengentheo-
retisches Problem.

Satz 2.23 Jeder Korper K besitzt einen algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper L.

Vor dem Beweis erinnern wir an das Zorn’sche Lemma (siehe [LA]): Ist M eine (partiell)
geordnete Menge und hat jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke, so
besitzt M ein maximales Element. Damit zeigen wir:

Proposition 2.24 Sei R ein Ring und a & R ein echtes Ideal. Dann besitzt R ein maximales
Ideal m D a.

Beweis : Sei M die Menge aller Ideale, die a enthalten, geordnet beztiglich Inklusion. M # ),

daa € M.Ist N C M total geordnet, so zeigen wir, dass ¢ = |J b ein Ideal ist. Dies folgt
beN
daraus, dass alle Idealaxiome nur endlich viele Elemente involvieren. Konkret sei 1,2 € ¢,

also y1 € by und 72 € by fiir b1,b2 € N. Dann gibt es wegen der Totalordnung ein b3, das
b1 und by enthdlt. Also ist v € b3, 72 € b3, 71 + 72 € b3 wegen des ersten Idealaxioms und
damit v; + 72 € c. Die anderen Axiome zeigt man genauso. Das Zorn’sche Lemma liefert
also ein maximales Element, notwendigerweise das gesuchte maximale Ideal. O

Beweis des Satzes : Um auf alle irreduziblen Polynome in K gleichzeitig das Ver-
fahren von Kronecker anzuwenden, benutzen wir einen Polynomring in unendlich vielen

Variablen. Seien X = (X¢) < eine Menge von Variablen, indiziert durch

I'={f e K[X]:deg(f) > 1}
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und sei K[X] der Polynomring in diesen Variablen. Darin liegt das Ideal (erzeugt von un-
endlich vielen Elementen)

a=(f(Xy): fel),

erzeugt von den Polynomen f € I, angewandt jeweils auf die ,eigene” Variable X ;. Zur
Anwendung der vorigen Proposition miissen wir zeigen, dass a & K[X] ist. Wére das nicht
der Fall, also 1 € a, so gdbees fi,..., f, € Iund g1, ..., g, € K[X] mit

> gifiXpi) = 1. 2.1)
i=1
Wir wenden nun das Kronecker-Verfahren (endlich oft!) auf die Polynome fi,..., f, an,
so dass diese Polynome in einem Erweiterungskorper L Nullstellen «;,% = 1,...,n haben.

Da [2.1| eine Gleichheit von Polynomen € K[X] ist, konnen wir sie auch als Gleichheit von
Polynomen in L[X] auffassen. Es folgt, dass beide Seiten auch noch gleich sind, wenn wir
fiir die Variablen beliebige Konstanten in L einsetzen, also «; fiir Xy,. Dann aber erhalten
wir 0 = 1, der gewiinschte Widerspruch.

Sei m C K[X] ein maximales Ideal, das a enthilt, welches nach der vorigen Proposition
existiert. Dann ist L; = K[X]/m ein Erweiterungskorper von K = L und alle Polynome in
K[X]\ K haben eine Nullstelle in L;. Wir iterieren dieses Verfahren und konstruieren L;;
wie oben aus L;, sodass alle Polynome in L;[X]| eine Nullstelle in L;;; haben. Schliellich

[o@)
L= U L,
n=0

und miissen noch zeigen, dass L in der Tat algebraisch abgeschlossen ist. Sei dazu f €

definieren wir

L[X]\ L. Das Polynom hat nur endlich viele Koeffizienten, die folglich allesamt in einem L,,
liegen, also f € L,,[X]. Also hat f eine Nullstelle in L,+; und damit in L. O

Korollar 2.25 Sei K ein Korper. Dann gibt es eine algebraische Kérpererweiterung K /K,
sodass K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis : Wir konstruieren mit dem vorigen Satz eine algebraisch abgeschlossene Korperer-
weiterung L/K und setzen (wie im Fall L = C)

K = {a € L: « ist algebraisch iiber K }.

Dann ist K ein Kérper, da fiir o und 3 algebraisch auch —«, ™!, o+ 3 und « - 3 algebraisch
iiber K sind. Aulerdem ist K algebraisch abgeschlossen, denn wenn f € K[X]\ K ist, so hat
[/ eine Nullstelle o € L. « ist also algebraisch iiber K, also algebraisch iiber der endlichen
Korpererweiterung von K, die man durch Adjunktion der Koeffizienten von f erhalt und
damit algebraisch iiber K, also o € K. O
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Ein algebraischer Abschluss von Q ist nicht C, sondern ein echter Teilkorper Q C C. Das
liegt daran, dass z.B. 7 € C transzendent iiber Q ist, wie wir spater sehen werden. Bereits
jetzt kann man sich leicht tiberlegen, dass der algebraische Abschluss eines abzdhlbaren
Korpers abzédhlbar ist (Ubung!), aber C ist tiberabzihlbar.

Zu Beginn des vorigen Abschnitts haben wir bewusst den unbestimmten Artikel gewéhlt.
Wir wissen noch nicht, dass der algebraische Abschluss von K eindeutig ist, in dem Sinne,
dass je zwei solche Abschliisse zu einander isomorph sind. Dazu miissen wir einen Isomor-
phismus zwischen diesen Abschliissen konstruieren und dazu wiederum versuchen Kor-

perhomomorphismen auf Kérpererweiterungen fortzusetzen.

Ist 0: K — L ein Kérperhomomorphismus und f € K[X], so schreiben wir 7 € L[X]
fir das Polynom, das entsteht, wenn wir o auf jeden Koeffizienten anwenden. Ist « € K

eine Nullstelle von f, so ist o(«) offenbar eine Nullstelle von f°.

Lemma 2.26 Sei L = K(«)/K eine algebraische Korpererweiterung und f das Minimalpo-
lynom von a. Weiter sei 0: K — F ein Kérperhomomorphismus.

i) Ist or,: L — F ein Kérperhomomorphismus, der o fortsetzt (d.h. o7 |x = o), so ist
or(a) eine Nullstelle von f°.

ii) Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle 3 € F von f? eine Fortsetzung o7, von ¢ mit

O'L(Oé) = ,8

Insbesondere ist die Anzahl der Fortsetzungen von o beschréankt durch den Grad von f.

Beweis : Aus f(a) = 0 folgt fiir jede Fortsetzung o7y,
0=f%(or(a)) = f? (o(ev)) und damit i).

Um ii) zu zeigen, betrachten wir die Homomorphismen, die durch Einsetzen von o bzw.

von f3 in ein Polynom bzw. sein o-Bild entstehen.

(Pa:K[X] —>K[a]7 g|—>g(a)
U: K[X] — F, g+— g% (5).

Letztere Abbildung ist als Verkettung des Homomorphismus K[ X| — F[X], g — ¢ und
des Einsetzungshomomorphismus 3 in der Tat ein Homomorphismus. Es gilt Ker(¢,) = (f)
nach Definition des Minimalpolynoms. Da ¢, surjektiv ist, gibt es einen inversen Homomor-
phismus ¢, ': Kla] — K[X]/(f). Wegen f7(83) = 0 ist (f) C KerV. Nach dem Homomor-
phiesatz gibt es also eine Abbildung ¥, sodass ¥ = ¥ o 7 ist, wobei m: K[X]| — K[X]/(f)
die Abbildung auf den Quotientenring ist. Die gesuchte Fortsetzung ist nun

Vop,': Klo] — K[X]/(f) — F.

0
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Satz 2.27 Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, I algebraisch abgeschlossen und
o: K — F ein Homomorphismus. Dann besitzt ¢ eine Fortsetzung o7,: L — F. Ist L
ebenfalls algebraisch abgeschlossen und F'/o(K) algebraisch, so ist o7, ein Isomorphismus.

Des Satz besagt also insbesondere, dass alle algebraischen Abschliisse eines Korpers K

zueinander isomorph sind.

Beweis : Um das vorige Lemma sukzessive anzuwenden, bis wir ¢ bis auf L fortgesetzt
haben, benttigen wir wieder das Zorn’sche Lemma. Sei also M die Menge aller Paare (£, 7),
bestehend aus einem Zwischenkorper K C E C L und einer Fortsetzung 7: £ — F von o.
Dann ist M partiell bzgl. der Relation C’ geordnet, wobei (E1, 1) C' (E3, 12), falls E; C Es
und m|g, = 7. Ist (E;,7;), i € I eine Kette, so ist (£ = |J E;, 7) mit 7(z) = 7;(z), falls
x € FEj, eine obere Schranke. Man beachte, dass wir die Kompatibilitidt der 7; benétigen,
um einzusehen, dass dieses 7 wohldefiniert ist. Sei also (E, 7o) €in maximales Element
von M. Wir sind fertig, wenn wir gezeigt haben, dass £, = L ist. Falls nicht, wahlen wir
a € L\ Ey und wenden das vorige Lemma auf dieses « an, was aufgrund der Voraussetung
F algebraisch abgeschlossen moglich ist. Wir erhalten eine Fortsetzung von 7, nach E[a],
im Widerspruch zur Maximalitidt von (E, Too).

Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist auch o,(L) algebraisch abgeschlossen: Kérperho-
momorphismen sind auf ihrem Bild stets invertierbar. Ist f € o (L)[X], so ist for ‘e L[X],
besitzt also eine Nullstelle o und o, () ist die gesuchte Nullstelle von f. Da F//o(K) alge-
braisch ist, also erst recht F'/o,(L) algebraisch, muss F' = o,(L) sein und damit o, eine
Isomorphismus. O

2.6 Zerfallungskorper

Dieser Abschnitt ist eine Vorbereitung in Richtung Galoistheorie. Bisher haben wir zu einem
Polynom eine Nullstelle adjungiert. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass Korper-
homomorphismen Nullstellen von f auf (andere) Nullstellen von f? abbilden. Wenn wir
also alle Korperautomorphismen eines Korpers L = K[X]/(f) bestimmen wollen, so klappt
das gut, wenn alle Nullstellen von f gleichberechtigt auftreten. Betrachten wir zum Beispiel
f = X?® — 2 € Q[X]. Das Polynom besitzt eine reelle Nullstelle « = /2. Also ist Q[a] C R.
Die anderen beiden Nullstellen von f sind &3 - ¥/2 und . /2, wobei &3 = €>™/3 € C\ R eine
dritte Einheitswurzel ist, d.h. eine Nullstelle von 23 — 1. Der Kérper Q[a] enthélt also genau
eine der drei komplexen Nullstellen von f.

Definition 2.28 Sei F = (f;)icr mit f; € K[X] eine Menge von Polynomen. Eine Korperer-
weiterung L/ K heifSt Zerfillungskorper von F, falls
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i) jedes f; € F tiber L in Linearfaktoren zerféllt und

ii) die Korpererweiterung L/K von den Nullstellen der f; erzeugt wird.

Die Existenz eines Zerfallungskorpers zu einer beliebigen Menge F folgt leicht aus der
bereits bewiesenen Existenz des algebraischen Abschlusses. Man wihlt einen algebraischen
Abschluss K von K und nimmt fiir L den kleinsten Teilkorper von K, der alle Nullstellen
der Polynome in F enthilt.

Proposition 2.29 Sind L; und L, zwei Zerfallungskorper von F = (f;)icr mit f; € K[X].
Dann lasst sich jeder K —Homomorphismus 7 : L; — L faktorisieren als 7 = i o 7, wobei
7 : L1 — Ly ein Isomorphismus ist und i : Ly — L, die Inklusion.

Insbesondere sind je zwei Zerfallungskorper von F isomorph iiber K.

Beweis : Wir betrachten zuerst den Fall, dass F = (f) aus nur einem Polynom besteht. Sind

ai,...,ay die Nullstellen von f in L; und b1, ..., b, die Nullstellen von f in Ly C Lo, so ist
=11 (X =7a) = £ =[] (X = ba).
i=1 i=1

Also ist, nach geeigneter Umordnung 7(a;) = b; und daher
Lo = K(bl, e ,bn) = K(?(al), R ,?(Cbn)) = ?(Ll).

Fiir endliche Mengen F = ( f;)ics ist der Zerfallungskorper von F offenbar der Zerfallungs-
korper von [] - f;, womit wir diesen Fall soeben mitbewiesen haben.
i€l
Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir L; = (|J L1 ;), wobei L ; der Zerfallungskorper
j€J
von F; = (fi)ier,; ist und I; endliche Teilmengen mit I;; 2 [; fiir und |J I; = I. Dabei
j€J
bezeichnen die spitzen Klammern das Korper-Erzeugnis in einem algebraischen Abschluss
Ly von Ly der Ly j, also den kleinsten Teilkorper von Ly, der alle L; ; enthilt.

Wir wenden nun den ersten Teil auf L ; fiir alle j € J an und erhalten 7; : L; — Lo
mit der Eigenschaft 7|, ,_, = 7;-1. Dajedes x € L; in einem L, ; fiir j geniigend grof3
enthalten ist, definiert dies den gesuchten Homomorphismus 7 : L1 — L.

Fiir die zweite Aussage miissen wir nur die Inklusion K — Lo in einen Homomorphis-
mus 7 : L1 — Lo fortsetzen und erhalten aus dem ersten Teil den gewiinschten Isomor-

phismus 7 : L1 — Lo. O
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Der Korper Q[v/2, 3] ist also nach dem Eingangsbeispiel ein Zerfallungskorper, zum Po-
lynom 2?® — 2. Sind die Zwischenkérper Q[+/2] und Q[(3] auch Zerfillungskorper? Das fol-
gende Kriterium hilft, diese Art von Fragen zu beantworten.

Satz 2.30 Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und ein algebraischer Abschluss L
von L fixiert. Dann sind dquivalent:

i) Jeder K—Homomorphismus L — L ist ein Automorphismus von L, verkettet mit der
gegebenen Inklusion L — L.

ii) L ist Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen aus K [X].

iii) Jedes irreduzible Polynom f € K[X], das in L eine Nullstelle besitzt, zerfdllt tiber L in

Linearfaktoren.

Eine Korpererweiterung L/ K, die eine der Bedingungen des Satzes erfiillt, heifst normal.

Beweis : Wir starten mit i) impliziert 7ii). Sei a € L eine Nullstelle des irreduziblen Poly-
noms f € K[X] und b € L eine weitere Nullstelle. Dann gibt es nach Lemma einen
Homomorphismus 7 : K(a) — L mit 7(a) = b. Diesen kénnen wir auf die algebraische
Korpererweiterung L/K (a) zu 7 : L — L fortsetzen. Nach i) ist 7(L) C L und damit
b= 71(a) =7(a) € L. Da b beliebig war, folgt 7ii).

Es gelte nun iii) und es seien (a;);c; Elemente, die L/ K erzeugen. Sei f; das Minimalpo-
lynom von a;. Da die f; nach Voraussetzung in Linearfaktoren zerfallen, ist L der Zerfal-
lungskorper von (f;)icr.

Fiir die fehlende Implikation bemerken wir, dass bei einem K —-Homomorphismus 7 :
L — L mit L auch 7(L) Zerfallungskérper von F = (f;);es ist. Die Behauptung folgt aus
der vorangehenden Proposition. O

Aus diesem Satz folgt, dass in einer Kette X' C L C M von Koérpern M /K normal auch
M /L normal impliziert, man verwende i) und betrachte f; € K[X]| C L[X]|. Aber aus M /K
normal folgt nicht L /K normal. Man verwendet dazu das Anfangsbeispiel und den Korper
L = Q(v/2) C M = Q[V/2,(3]. Ist eine Kérpererweiterung nicht normal, aber man wiinscht
in einer normalen Erweiterung zu arbeiten — was wir in der Galoistheorie stindig werden

—, so hilft folgender Satz.

Proposition 2.31 Sei L/K algebraisch. Dann gibt es eine minimale (beziiglich Inklusion)
Erweiterung L'/ K, die normal ist und sodass L' O L. Diese wird normale Hiille von L/K
genannt und ist bis auf Isomorphie tiber L eindeutig. Die Erweiterung L’/K ist endlich,
falls L/ K endlich ist.
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Beweis : Sei L = K(A), wobei A = (a;);cr mit a; € L ein Erzeugendensystem der Erweite-
rung ist. Sei f; das Minimalpolynom von a; und L’ der von den Nullstellen der f; erzeug-
te Teilkorper in einem algebraischen Abschluss L von L. Dann ist offenbar L'/K normal,
L' O L und L' minimal mit dieser Eigenschaft.

Ist L = K(a), soist [L' : L] < (deg f,)! Hieraus folgt die Endlichkeitsaussage. Fiir die
Eindeutigkeitsaussage seien L} und L) zwei normale Hiillen und somit Zerfallungskorper
der obigen f;,i € Z. Wir konnen auch f; € L[X] auffassen und L} und Lf sind Zerfallungs-
korper auch dieser Polynome. Die Eindeutigkeit folgt nun aus Proposition [2.29 0

2.7 Separable Korpererweiterungen

Korperhomomorphismen werden fortgesetzt, indem man Nullstellen auf Nullstellen abbil-
det, sagt grob gesprochen das Lemma Dabei passieren viele ungewohnliche Dinge,
wenn das Minimalpolynom mehrfache Nullstellen hat. Wir wollen diese Situation charak-

terisieren und dann von den weiteren Betrachtungen zunédchst ausschliefien.

Wir wissen, dass K[X] faktoriell ist. Ist « € K, so konnen wir ein Polynom f € K[X]
in eindeutiger Weise schreiben als f = (X — «)" - IIf; mit irreduziblen f; und f;(a)) # 0.
Der Exponent r wird auch Vielfachheit von « in f genannt. Ein nicht-konstantes Polynom f,
dessen Nullstellen im algebraischen Abschluss alle einfach sind, wird separabel genannt.

Lemma 2.32 Sei f € K[X] nicht-konstant. Die Nullstellen von f von Vielfachheit grofer 1
sind genau die Nullstellen von ggT (f, f/).

Beweis: Ist f = (X — )" [[ fimitr > 1,sowird ' =r(X — )" [[fi+ (X —a)" - (T] f;)/
von (X — «) geteilt und somit auch der ggT.

Ist umgekehrt o Nullstelle von ggT(f, ), so teilt (X — «) das Polynom f, also r > 1 in
obiger Darstellung. Auflerdem ist f/(a)) = 0 und wegen f;(a) # 0 folgt r > 2. O

Lemma 2.33 Ist f irreduzibel und nicht konstant, so ist f nicht separabel, genau dann wenn

F=0.

Beweis : Ist a eine Nullstelle von f, so ist f das Minimalpolynom von a. Ist f nicht separabel,
so ist @ auch Nullstelle von f’ nach dem vorigen Lemma. Da f’ kleineren Grad als f hat, kann
nach Definition des Minimalpolynoms nur f" = 0 folgen. Die Umkehrung ist klar. 0
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Ein Beispiel fiir ein nicht-separables Polynom tiber dem Korper K = [F,,(t) = Quot (F)[t])
ist f = XP — t. Dieses Polynom ist nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel und f" = 0.
Das Beispiel ist typisch:

Satz 2.34 Sei f € K[X] irreduzibel.
i) Ist char (K) = 0, so ist f separabel.

ii) Ist char (K) = p # 0, so sei r definiert als das Maximum aller i mit f(X) = g(X*") fiir
ein ¢ € K[X]. Dann hat jede Nullstelle von f die Vielfachheit p" und g ist separabel
und irreduzibel.

Im vorangehenden Beispiel ist g = X — ¢.

Beweis : Im Fall i) folgt aus f = Y ;a; X' und 0 = f' = > ia; X" dass i - a; = O fiir
i =1,...,n und damit der gewtinschte Widerspruch, falls f nicht konstant ist.

Im Fall 4) sei f(X) = g(X?") mitr maximal. Wire ¢’ = 0, so wire g ein Polynom in X7, im
Widerspruch zur Maximalitit von . Wire g = g1 - g reduzibel, so wire f = g1 (X?")-ga(X?")
im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f. Also ist auch g irreduzibel und somit nach dem
vorigen Lemma separabel. Uber einem algebraischen Abschluss K faktorisiert sich g also
als

e

g=c- | |(X—-a)

=1

mit einer Konstante ¢ € K und paarweise verschiedenen a;. Also ist
fX) = g(X7") = e JI(X" —ai) = e JJ(X =0
i=1 i=1

und hieraus folgen alle Behauptungen. O

Definition 2.35 Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann heifst o € L separabel
tiber K, falls das Minimalpolynom von « separabel ist. Die Koérpererweiterung heifst sepa-
rabel, falls jedes o € L separabel ist.

Wir brauchen noch ein Kriterium, zu testen, wann eine Korpererweiterung separabel ist. Fiir

einzelne Elemente leistet dies der Satz

Satz 2.36 Sei L = K(aj,...,a,)/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L/ K separa-
bel genau dann, wenn jedes «; separabel tiber K ist.

Seite 21



Beweis : Die Implikation = ist klar. Fiir die umgekehrte Implikation sei
di = [K(ag,...,0)  K(ag,...,¢-1)].

Dannistd = [[i_;d; = [L : K|. Aufgrund der Separabilitit der ; und Lemma gibt
es d; Fortsetzungen eines gegebenen Homomorphismus K (a4, ...,®;—1) — K zu einem
Homomorphismus K (ay, ..., a;) — K. Insgesamt gibt also d Fortsetzungen einer fixierten
Einbettung i : K — K.

Andererseits ist fiir jede endliche Korpererweiterung E/F die Anzahl der Fortsetzungen
von F' — K nach E kleiner gleich [E : F]. Wir nehmen an, dass 3 € L nicht separabel ist.
Dann ist die Anzahl der Fortsetzungen von ¢ : K() — L kleiner gleich [L : K(§)] und
die Anzahl der Fortsetzungen von i : K — K nach K () strikt kleiner als [(K(8) : K].
Insgesamt lasst sich i : K — K also auf weniger als

[K(8): K]-[L:K(9)] = [L:K] =d
Weisen nach L fortsetzen, im Widerspruch zur Aussage im ersten Abschnitt. O
Separabilitdt ist auch im folgenden Satz die Schliisselvoraussetzung. Wir nennen eine end-

liche Korpererweiterung L/K einfach, falls es ein z € L gibt mit L = K(z). In diesem Fall
heifst z ein primitives Element von L/ K.

Satz 2.37 (Satz vom primitiven Element) Sei L = K(a,f1,...,05,)/K eine endliche Kor-
pererweiterung und f, . .., B, separabel tiber K. Ist K unendlich, so ist L/ K einfach.

Beweis : Per Induktion kénnen wir offenbar » = 1 annehmen. Seien f und ¢g die Minimal-
polynome von a und 3; und F' ein Zerfallungskorper von fg. Seien a = ay,as,...,a, die
Nullstellen von f und 8 = by, ..., b, die Nullstellen von g in F'. Die b; sind nach Vorausset-

zung paarweise verschieden. Daher hat die Gleichung
a;+c-bj = ar+c-b

tiir jedes i und jedes j nur eine Losung in F'. Da K unendlich ist, gibt es ein ¢ € K, sodass
diese Gleichung fiir kein Paar (i, j) erfillt ist. Wir setzen = a + ¢ - b und wollen zeigen,
dass L = K (z) ist.

Da f(z — ¢b) = f(a) = 0ist b Nullstelle von h(X) = f(z — c¢X) € K(z)[X]. Also ist b auch
Nullstelle von ggT x(;)[,(¢; h). Fiir alle anderen b;, d.-h. mit i > 2 ist h(b;) = f(z — cb;) =
f(a+ cby — cb;) # 0 nach Wahl von c. Also ist

28T k(a)x)(9:h) = (X —b) € K(2)[X]

und damit b € K(z). Dann ist auch ¢ - b und somita = x — c¢b € K(z). O
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Der Satz gilt auch fiir K endlich, allerdings mit anderem Beweis. Als Vorbereitung fiir den
Abschnitt tiber endliche Korper zeigen wir:

Satz 2.38 Ist K ein Korper und H C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist H zyklisch.

Den Satz werden wir héufig fiir K endlich und H = K* anwenden. Der Beweis verwendet
folgendes Lemma.

Lemma 2.39 Sei G eine abelsche Gruppe und a,b € G zwei Elemente endlicher Ordnung,
m = ord(a) und n = ord(b).

Dann gibt es Zerlegungen m = mg - m’ und n = ng - n/ mit kgV(m,n) = mg - nyp und

ggT(mo,no) = 1. Das Element o - b hat die Ordnung kgV (m, n).

Beweis : Ubung. O

Beweis des Satzes : Sei a € H ein Element maximaler Ordnung m und H,, C H die Teil-
menge von Elementen, deren Ordnung m teilt. Da K* abelsch ist, ist H,, eine Untergruppe.
Alle Elemente von H,,, sind Nullstellen von X™ — 1, also hat H,,, hochstens m Elemente. Da
(a) € Hy, und |(a)| = m folgt H,, = (a). Falls H 2 H,, so gibtes b € H\ H,,. Dann ist ord(b)
kein Teiler von m, also kgV (ord(b), m) > m. Nach dem vorangehenden Lemma gibt es ein
Element der Ordnung kgV (ord(b), m) in H, im Widerspruch zur Maximalitit von n. O

Beweis des Satzes vom primitiven Element, Fall K endlich) : Ist K endlich und L/K
endlich, so ist auch L und damit L* endlich. Ein Erzeuger von L* als zyklische Gruppe
erzeugt auch L/K. O

2.8 Endliche Korper

Wir wissen bereits, dass ein endlicher Korper F als Primkorper einen Korper F), fiir eine
Primzahl p besitzt und ein endlich-dimensionaler F,— Vektorraum ist. Somit hat F die Kar-
dinalitdt ¢ = p" fiir n = [F : F)] € N. Ziel dieses Abschnitts ist es, fiir jedes solche ¢ einen
endlicher Korper zu konstruieren.

Lemma 2.40 Ist F ein Korper mit ¢ = p" Elementen, so ist F der Zerfallungskorper von
X?— X € Fy[X]. Insbesondere ist F/[F,, normal.

Beweis : Die Gruppe F* hat die Ordnung ¢ — 1, also hat jedes Element in F* eine Ordnung,
die ¢ — 1 teilt. Folglich sind alle Elemente in F Nullstelle von X? — X. Da der Grad dieses
Polynoms gerade |F| ist, enthalt F alle Nullstellen von X7 — X. Also ist F der Zerfallungs-
korper dieses Polynoms. O
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Satz 2.41 Sei p prim. Dann gibt es zu jedem n € N bis auf Isomorphie genau einen Kérper

mit ¢ = p" Elementen.

Beweis : Sei L ein Zerfdllungskorper von f = X7 — X. Sobald wir gezeigt haben, dass L
genau ¢ Elemente enthilt, folgt die Eindeutigkeitsaussage aus Proposition Sind v und
v zwei Nullstellen von f, so ist wegen

(u+v)! =@ +v)=u+v
auch u + v eine Nullstelle von f. Fiir b # 0 ist
(a-b Nl =a?- b H=a-b1

also auch a - b~ Nullstelle. Ist ¢ ungerade, so ist mit a auch (—a) Nullstelle und fiir ¢ gerade
ist p = 2, also a = —a. Insgesamt bilden die ¢ Nullstellen von f also einen Korper, was zu
Zeigen war. O

Wir wissen nun, welche endlichen Korper es gibt und wollen noch bestimmen, wann sie

ineinander enthalten sind.

Korollar 2.42 Fassen wir F,, und F,, als Teilkorper eines algebraischen Abschlusses F,, auf
und schreiben ¢; = p™ und ¢z = p"?, so gilt F,, C F,, genau dann, wenn nq|ns.

Beweis : Ist F;,, C [Fy,, so ist Fy, ein IF,, —Vektorraum, also ¢» = ¢{" fiir ein m € N und daher
gilt n1|ng. Gilt umgekehrt n;|ng, so betrachten wir ein a € F,,. Fiir dieses gilt ' = a und

daher (mit ny - m = ng) :

m—1

-1
{n = a(ql

a2 = a(QT) — (alh)q ) — a,

wobei wir im letzten Schritt induktiv den Exponenten verkleinert haben. Also ist a € F,. [

3 Galoistheorie

Die geniale Idee von Galois besteht darin, einer Koérpererweiterung, also einem bisher noch
ziemlich unhandlichen Objekt, eine Gruppe zuzuordnen, also ein wesentlich handlicheres
Objekt. Ist die Korpererweiterung endlich, so wird auch die Gruppe endlich sein. Auflerdem
werden wir Zwischenkorper mit Untergruppen in Verbindung bringen und so die motivie-
renden Fragen z.B. der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal spadter mit mehr Gruppen-
theorie 16sen konnen.
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3.1 Galois-Erweiterungen

Definition 3.1 Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifst galoissch, falls sie normal
und separabel ist. Man bezeichnet die Gruppe Auty (L) der K —Automorphismen von L als
Galoisgruppe und schreibt auch Gal(L/K) := Autg (L).

Fixieren wir einen algebraischen Abschluss K von K und damit auch von L. Verkettet
mit der Inklusion L < K ist also jedes Element der Gruppe Auty (L) auch ein Element
von Homg (L, K), wie wir die Menge aller K—Homomorphismen von L nach K ab sofort
bezeichnen. Ist L normal, so definiert jedes Element von Hom (L, K) auch ein Element
von Autg (L). Also ist Homg (L, K) fiir galoissche Erweiterung eine andere Darstellung der
Galoisgruppe.

Proposition 3.2 Sei L/K galoissch und K C E C L ein Zwischenkorper. Dann ist L/E
galoissch und Gal(L/E) < Gal(L/K) eine Untergruppe. Ist auch £/K galoissch, so liefert
jedes 0 € Gal(L/K) durch Einschrénken auf E ein Element o|p € Gal(E/K) und 0 — o|g
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis : Wir hatten bereits gesehen, dass die Eigenschaften normal und separabel sich auf
den oberen Teil einer Zwischenkorpererweiterung vererben. Sind o,7 € Gal(L/E), d.h.
olg =idund 7|g = id, so auch 0 o 77} =id, also 0 o 77! € Gal(L/E).

Ist E/K normal, und o € Gal(L/K), so betrachten wir o|g : E — L — K. Nach Defini-
tion faktorisiert dies tiber einen Automorphismus von E, den wir auch mit o|g bezeichnen,
verkettet mit der Einbettung E — K. Diese Einschrankung ist offenbar mit Komposition
vertrdglich, also ein Gruppenhomomorphismus. Indem wir den Fortsetzungssatz auf
ein gegebenes 7 : £ — E — L anwenden, folgt die Surjektivitat. O

Bisher wissen wir noch nicht, wie grof8 Gal(L/K) ist, und haben die Separabilitdtsvoraus-
setzung noch nicht verwendet.

Lemma 3.3 Ist L/K endlich und galoissch, so ist

[L: K] = #Gal(L/K).

Beweis : Nach dem Satz vom primitiven Element ist L = K («) einfach. Dieses Minimalpo-
lynom f von o hat d = [L : K] Nullstellen a = «y, ..., aq in K aufgrund der Separabilitit
und diese liegen alle in L aufgrund der Normalitit. Zu jedem «; gibt es nach Lemma [2.26|
genau einen Homomorphismus ¢ : L — L mit p(«) = «;. Dies sind genau die n gesuchten
Automorphismen. O
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Beispiel 3.4 Sei L = Q(v/2,(3) und E = Q(+/2). Dann definiert 7((3) = (2 und 7(+/2) = v/2
einen Automorphismus von L/K, der E fixiert. Da [L : E] = 2ist Gal(L/E) = {id, 7}. Ein
weiteres Element o von Gal(L/K) ist definiert durch ¢(v/2) = V/2 - (3 und 0((3) = (3. Man
priift, dass die 6 Elemente

{id, 0,02, 7,70, 70%}

paarweise verschieden sind.

Wir haben bereits Zwischenkodrpern Untergruppen zugeordnet. Um umgekehrt einer Un-
tergruppe H < Gal(L/K) einen Fixkorper zuzuordnen, betrachten wir die Menge

" = {aecL:o(a)=a firalle ¢ € H},
genannt den Fixkdrper von H.

Satz 3.5 Sei L ein Kérper und G < Aut(L) eine Untergruppe mit Fixkorper K = LY. Ist G
endlich, so ist L/ K galoissch,

#G = [L: K] und G = Gal(L/K).

Ist G nicht endlich, aber L/K algebraisch, so ist L/K galoissch und Gal(L/K) > G.

Beweis : Sei G endlich oder L /K algebraisch. Wir wollen zeigen, dass L/ K separabel ist und
betrachten a € L. Wir betrachten eine beztiglich Inklusion maximale Menge E C G, sodass
die o(a) fiir 0 € E paarweise verschieden sind. Da alle o(a) Nullstellen des Minimalpoly-
noms von a sind, ist auch im zweiten Fall E endlich. Ist 7 € G beliebig, so ist fiir o € E auch
T oo € F, denn sonst konnte man dieses Element zu E hinzufiigen, im Widerspruch zur
Maximalitdt von F. Also ist

"t “E—E, owTo0

eine Bijektion. Dies bedeutet, dass
fo = [ (X —0o(a))
o€E

unter 7 invariant ist, da nur die Faktoren permutiert werden. Da 7 beliebig war, ist f € K[X].
Damit ist L/ K separabel. Ist 7 = (f;)qcr+ die Menge aller Polynome, die durch obiges
Verfahren aus a € L* gewonnen werden, so ist L offenbar Zerfallungskorper von 7 C K[X].
Also ist L/K normal und damit galoissch. Ist G endlich, so folgt aus obigem Argument,
dass fiir alle a € L gilt [K(a) : K] < #G =: n. Widre [L : K] > n, potenziell unendlich,
so schreiben wir L = K(«;,7 € I). Dann gibt es eine endliche Teilmenge J C I, sodass
[K(aj,i € J) : K] > n.Nach dem Satz vom primitiven Element ist diese Korpererweiterung
von einem a € L erzeugt, im Widerspruch zu [K (a) : K| < n. Da andererseits G C Autg (L)
und #Autg (L) < [L : K] folgt Gleichheit tiberall, wie behauptet.

Ist G unendlich, so ist oo = #G < Autg (L) = [L : K], was noch zu zeigen war. O
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Satz 3.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie) Sei L/K endlich und galoissch mit G = Gal(L/K).
Dann sind die Zuordnungen

¢
{Untergruppen von G} = {Zwischenkorper von L/K}
P
H — L7
Gal(L/E) — FE

zueinander inverse Bijektionen.

Die Untergruppe H < G ist ein Normalteiler genau dann, wenn L /K galoissch ist. In
diesem Fall ist H der Kern von o + | u, also G/H — Gal(L¥ /K).

Beispiel 3.7 Wir bleiben bei L = Q(+v/2, (3). Dannist G = Gal(L/K) = S3 via 7 + (12) und
o — (123). Diese Gruppe enthilt H3 = {(123), (132),id} als Untergruppe vom Index zwei,
notwendigerweise ein Normalteiler. Der Fixkérper L3 = Q((3) hat Grad [L¥ : K] = 2.
Die weiteren nichttrivialen Untergruppen sind {(12),id}, {(13),id} und {(23),id}, allesamt
keine Normalteiler. Die zugehorigen Fixkorper sind Q(v/2), Q(v/2-¢2) und Q(+/2-(3). Diese
sind folglich tiber Q nicht normal, was wir bereits zuvor direkt aus der Definition eingesehen
haben.

Beweis : Sei E ein Zwischenkorper der Erweiterung L/ K. Dann ist H = Gal(L/FE) eine Un-
tergruppe von Gal(L/K) und L¥ = ¢ o (F) nach Definition. Nach der vorigen Proposition
ist Gal(L/L*) = H und nach Definition des Fixkorpers gilt E C LY. Wir wissen bereits,
dass L / E separabel ist, da dies fiir L/K und daher fiir L/E gilt. Um die Gleichheit einzu-
sehen, gentigt es, nach Lemma [3.3| zu zeigen, dass es nur eine Fortsetzung der Einbettung
ig : E — K nach L gibt. (Dabei haben wir den algebraischen Abschluss K so gewihlt,
dass er L enthilt.) Jede Fortsetzung von ig nach LH kann man auch nach L fortsetzen. Da
L/FE normal ist, muss die Fortsetzung ein Automorphismus von L, verkettet mit der Ein-
bettung L — K sein. Dieser Automorphismus ist, als Fortsetzung von ig, auf E trivial. Also
gehort er zur Gruppe H. Daher ist er auch auf LY trivial und damit ist i;n : L7 — K ist
gleich der Einbettung ¢z. Damit ist gezeigt, dass £/ = LH ist.

Sei umgekehrt H < G eine Untergruppe und L der zugehorige Fixkorper. Dann sagt die
vorangehende Proposition direkt, dass Gal(L/L") = H, d.h. dass 1) o ® = id.

Ist H = Gal(L/L) mit L¥ /K normal, so ist der Kern des Homomorphismus

G — Gal(L"/K)
T — T|pu

gerade Gal(L/L") = H, also ist H ein Normalteiler. Die letzte Aussage des Satzes ist dann
gerade der Homomorphiesatz fiir Gruppen.
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Ist umgekehrt H < G ein Normalteiler, so wiahlen wir wie oben einen algebraischen Ab-
schluss }
K—Lf! 5 L4K.

Wir miissen nachweisen, dass L /K normal ist und betrachten einen Homomorphismus o :
L7 — K. Diesen kénnen wir zu o7, : L. — K fortsetzen. Da L /K normal ist, faktorisiert
o, als ein Automorphismus von L verkettet mit der Einbettung i, : L — K. Eingeschrénkt
auf LY bedeutet dies, dass sich ¢ = i o 0 mit o : L < L faktorisieren ldsst. Wir wollen
zeigen, dass oo(L) C L ist. Seialso a € L und b = o¢(a) € L.Sei T € H = Gal(L/L¥)
beliebig. Dann ist 7 0 g = g o 7’ fiir ein 7’ € H, da H Normalteiler ist. Also ist

7(b) = To0g(a) = ogo 7' (a) = op(a) = b

Damit wird b von jedem Element in H festgelassen und liegt somit in L. O

Als Folge hiervon erhalten wir, dass jede separable endliche Kérpererweiterung nur end-
lich viele Zwischenkdorper besitzt. Es gentigt dazu, zur normalen Hiille iberzugehen, welche
immer noch endlich und separabel iiber dem Grundkorper ist. Nun konnen wir den Haupt-

satz anwenden und die Tatsache, dass eine endliche Gruppe nur endlich viele Untergruppen
hat.

Wir wollen noch erkldren, was Durchschnitt von Untergruppen und Gruppenerzeugnis
unter der Korrespondenz des Hauptsatzes bedeuten. Sei dazu fiir £y C L und E; C L das
Kompositum E; - E5 definiert als der kleinste Teilkorper von L, der sowohl E; als auch Ej
enthalt.

Korollar 3.8 Sei L/K endlich und galoissch. Seien E; und E, Zwischenkorper und H; =
Gal(L/E;) die zugehorigen Galoisgruppen. Dann gilt

i) By C Er < Hy > Hy
ii) By - By = L0

111) E1 M E2 = L<H17H2>Gruppe

Beweis : Ist F; C E» und o € Gal(L/Es), soist o € Gal(L/E;). Umgekehrt ist By = Lt C
LH2 = F,. Dies zeigt i) und die anderen beiden Aussagen folgen analog. a

3.2 Galois-Gruppen zu Gleichungen

Wir wollen zu einigen Gleichungen kleinen Grades die Galoisgruppe bestimmen.
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Grad 2: Sei f = X? + aX + b € K[X]. Das Polynom ist genau dann irreduzibel, wenn
f keine Nullstelle in K hat. In diesem Fall ist f separabel, falls nicht char(k) = 2 und a =
0 gilt. Wenn wir eine Nullstelle a adjungieren, so ist f/(X — «) linear, also ist K («) der
Zerféllungskorper von f. Esist [K(«) : K] = 2, also Gal(K («)/K) = Z/2.

Bevor wir den Grad erhohen, noch eine Strukturaussage.

Satz 3.9 Sei f € K[X] separabel und L/K der Zerfallungskorper von f. Seien {a1, ..., a,}
die Nullstellen von f. Dann ist

v: Gal(L/K) Star,any = Sn
o — U|{a1,...,an}

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere ist #Gal(L/K) < n!

Das Polynom f ist genau dann irreduzibel, wenn f transitiv auf {«a, ..., a,} operiert.

Beweis : Da o Nullstellen von f auf Nullstellen abbildet und injektiv ist, muss es auf der
endlichen Menge {a1, ..., o} eine Bijektion sein. Die Bilder der Nullstellen bestimmen o
und daher ist ¢ injektiv. Ist f irreduzibel, so gibt es zu jedem Paar (v, ;) von Nullstellen
eine Fortsetzung o von i : K — K mit o(o;) = a;. Da L/K normal ist, haben wir den
gesuchten Automorphismus von L gefunden. Ist f reduzibel mit Zerlegung f = g - h, so
bildet f die Nullstellen von g in sich und ebenso die Nullstellen von A in sich ab. Da f
separabel ist, miissen diese verschieden sein und daher gibt es keinen Automorphismus
von L, der eine Nullstelle von g auf eine von h abbildet. O

Grad 3:Ist f = X3 + 2 X2+ 1 X + ¢y € K[X], so lasst sich, falls char(k) # 3 das Polynom
durch die Substitution X —— X — £ auf die Gestalt f = 2® + ax + b bringen, die wir ab
sofort betrachten. Wieder ist f irreduzibel, falls f keine Nullstelle in K hat. In diesem Fall
ist bei char(K) # 3 das Polynom auch separabel. Sei o eine Nullstelle von f und L der
Zerfallungskorper. Nun gibt es zwei Fille.

Ist L = K(«), also Gal(L/K) von Ordnung 3, so ist die Gruppe zyklisch.

Ist L 2 K(a),soist [L : K] = 6 und Gal(L/K) kénnen wir als Untergruppe von S3
auffassen. Also hat Gal(L/K) kein Element der Ordnung 6 und ist daher isomorph zu Ss.

Wir suchen noch nach einem Kriterium, welcher der Fille auftritt, indem wir nur die
Koeffizienten ¢ und b ansehen. Seien dazu a1, as, a3 die Nullstellen von f und

0= (041 - 042)(041 — 043)(042 — 043).
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Wenn man o € Gal(L/K) anwendet, so werden die Nullstellen permutiert und damit die
Vorzeichen der Faktoren von . Es gilt also o(d) = +6. Ist 0 € {(12),(23), (13)}, so gilt
0(d) = —d und falls o € {id, (123), (132)} so gilt 0(§) = +0. Also ist @ = sign(o) und somit

#Gal(L/K) =3 & Gal(L/K) C Ker(sign) < 0 € K

Es gilt

3

f= H(x — o) = 2% — (a1 + as + a3)2® + (a2 + aras + azaz)T + arasas.
i=1

Also ist a1 + a2 + a3 = 0 mit der gegebenen Normierung und man rechnet mit Geduld
§° = —4a® — 270"

nach. Einen allgemeinen Grund hierfiir sehen wir im Abschnitt tiber Diskriminanten. Jeden-
falls folgt hieraus, dass z.B. f = 2% — z + 1 die Galoisgruppe 53 besitzt.

Grad n: Der allgemeine Fall: Wir betrachten L = k(T1,...,T,) = Quot(k[T1,...,T,])
fir einen Korper k. Die Gruppe S,, operiert hierauf, indem \S,, > ¢ in einem Polynom die
Variablen vertauscht und auf Briichen dies im Zihler und Nenner tut. Dann ist X = L°" ein
Korper, der Korper der symmetrischen rationalen Funktionen in n Variablen. Die Erweiterung
L/K ist nach dem Satz galoissch. Wir wollen bestimmen, wie Elemente von K konkret
aussehen. Sicher ist ¥ € K und zB. T} + 1> + ... + T;, € K. Fiir den allgemeinen Fall
betrachten wir

3

fo= -1

]

I
—

(=1)s;(Th,...,Ty) - X7 € k[T, ..., T,)[X].

I

7=0

Dabeiist sp = 1,81 = Th1 + 1o + ... Ty, 80 = T1Ty + 1113 + ... + T,,_1T,, und schliefslich
sy = T1-...-T),. Diese Polynome werden elementar-symmetrische Polynome genannt. Offenbar
ist k(s1,...,8n) = Quot(k[si,...,s,]) € K.Da [L : K] = n!ist f irrezuzibel in K[X]. Da L
offenbar Zerfallungskorper von f ist, folgt

[L:k(s1,...,8)] <nl
und somit K = k(s1,...,8y).

Wir wollen nun diesen Konstruktionsvorgang umkehren und 51, .. ., S, als Variablen be-
trachten sowie das Polynom

p=X"+S X" 4. 45, 1 X+S,€k(S1,...,5)X]

und dessen Zerfallungskorper. Wir nennen p das allgemeine Polynom n—ten Grades tiber k.
(Die fehlenden Vorzeichen im Vergleich zu f oben sind Kosmetik, man konnte X durch —X
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ersetzen und der Begriff allgemeine Polynom ist eben fiir die Version ohne Vorzeichen {iib-
lich.) Wir wollen zeigen, dass wir S; mit s; identifizieren diirfen und fithren dazu folgenden
Begriff ein.

Definition 3.10 Sei £ — F eine Inklusion von Ringen und M = {s;,...,s,} C F eine
Teilmenge. Diese heifst algebraisch unabhiingig tiber E, falls der Ringhomomorphismus

E[Xl,...,Xn]—>F, Xi—> s;
injektiv ist. Andernfalls heiflen sy, .. ., s, algebraisch abhidngig.
Algebraische Unabhingigkeit bedeutet also die Nichtexistenz einer polynomialen Bezie-

hung zwischen den gegebenen Elementen. Jedes algebraische Element einer Korpererwei-
terung ist also algebraisch abhingig.

Lemma 3.11 Die elementar-symmetrischen Polynome s, ..., s, € L°" sind algebraisch un-
abhéangig tiber k.
Beweis : Wir nehmen wie oben Variablen 51, . .., S, und betrachten

f = Zn:(_l)jsj-xnfj € k(S1, ..., 50)[X],

J=0

wobei Sy = 1 per Definition gesetzt wurde. Sei L der Zerfallungskorper dieses Polynoms
und tq,...,t, die Nullstellen von fin L. Dann gilt

L = k(S1,...,8)(t1, .. tn) = k(t1, ... 1),

da S = t1 + ... + t, und allgemein sich die S; als elementarsymmetrischen Ausdruck in
den t; schreiben lassen. Wir betrachten den Ringhomomorphismus

eVZ]{Z[Tl,...,Tn]—)kj[tl,...,tn}, Til—>ti

gegeben durch die Evaluation bei t;. Dieser bildet s; € k[T, ...,T,] auf S; € k[t1,...,t,] ab.
(Man achte auf Grof3- und Kleinschreibung der Objekte!) Da die S; Variablen sind, sind sie
algebraisch unabhéngig tiber k, die Einschrankung der Evaluation

eV‘k[Sl,...,Sn] : k:[sl, .. .,Sn] — ]{[Sl, .. ,Sn]

ist injektiv und offenbar ein Isomorphismus. Also ist {s1,...,s,} algebraisch unabhéngig.
O
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Satz 3.12 Das allgemeine Polynom n—ten Grades ist irreduzibel, separabel und hat .S, als
Galoisgruppe.

Beweis : Da die elementarsymmetrischen Funktionen {si,...,s,} algebraisch unabhangig
uber k sind, ist

k?(Sl,...,Sn)I—)k}(sl,...,sn) = K, Sj’—>(—1)j'8j

ein Isomorphismus. Das Bild von p(X) unter diesem Isomorphismus ist f(X) aus dem vo-
rigen Lemma. Mit den Notationen von dort ist L der Zerfillungskorper von F(X) und L

der Zerfillungskorper von f(X), welches aus F(X) via ev],;[il . hervorgeht. Also sind

--75n]

p(X), f(X) und f(X) alle gleichermafien separabel und irreduzibel und ihre Zerfallungs-

korper haben Grad n! und Galoisgruppe S;,. O

3.3 Einheitswurzeln

Wenn wir Wurzeln ziehen, also Nullstellen von X? — a adjungieren wollen, so treten im Zer-
fallungskorper stets Einheitswurzel-Erweiterungen auf. Dies haben wir bereits im Beispiel
23 — 2 mehrfach gesehen und wir untersuchen diese nun systematisch.

Lemma 3.13 Falls p { n, soist f = X™ — 1 tiber einem Korper der Charakteristik p separabel.
Falls p | n, etwa p - n = n, so sind die Nullstellen von f diejenigen von f: (X" —1).
Wenn wir also Einheitswurzeln adjungieren wollen, konnen wir immer annehmen, dass
char(K) {* gilt, andere Exponenten bringen keine neuen Einheitswurzeln dazu.
Beweis : Esist f/ = n - 2"~ ! # 0, falls p { n. Falls char(K) = p | n, so ist

(Xﬁ - 1)]) - (Xn - 1)7

was die Behauptung zeigt. O

Satz 3.14 Es gelte char(K) { n. Dann ist die Gruppe U,, der n—ten Einheitswurzeln zyklisch
der Ordnung n.

Beweis : Offenbar ist die Ordnung mindestens n, die Gruppe ist nach Satz zyklisch und
die Ordnung jedes Elements teilt n. Also hat U,, genau n Elemente. a
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Die Erzeuger von U, werden primitive n—te Einheitswurzeln genannt. Abstrakt ist also
(Un,-) zu (Z/nZ,+) isomorph. Es ist (Z/nZ,+,-) ein Ring und wir konnen die Einhei-
ten in diesem Ring betrachten, die wir wie {iblich mit (Z/nZ)* bezeichnen. Die Eulersche
p—Funktion ist definiert als

p(n) = #(Z/nZ)".
Es gilt

Lemma 3.15 Die Eulersche ¢—Funktion ist multiplikativ fiir teilerfremde Argumente, d.h.

aus ggT(m, n) = 1 folgt p(m - n) = p(m)p(n). Weiter ist p(p*) = p*~1 - (p — 1) und
(Z/nZ)* = {a € Z/nZ mit ggT(a,n) = 1}.

Beweis : Die letzte Aussage folgt direkt aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus. Mit

dieser Charakterisierung sieht man sofort, dass

#(<Z/pkz>\<Z/pkz>*) _

und damit die zweite Behauptung. Die erste ist Folge des Chinesischen Restsatzes. Dieser
besagt, dass fiir ggT(m,n) = 1 die Abbildung

Z/(mn)Z — Z/mZ x Z/nZ,a — (& mod m,a mod n)

einen Isomorphismus von Ringen ist. O

Dies steht mit der Struktur der Einheitswurzeln wie folgt in Zusammenhang.

Proposition 3.16 Die Gruppe U, enthilt genau ¢(n) primitive n—te Einheitswurzeln. Ist ¢
eine solche, so ist {¢¥, k € (Z/nZ)*} die Menge aller primitiven n—ten Einheitswurzeln.

Beweis : Ist k € (Z/nZ)* und | - k = 1, so ist (¢¥)! = ¢, also ¢* eine primitive n—te Ein-
heitswurzel. Umgekehrt gilt: Ist ¢ primitiv, so ist (¢C*) = U,,, also gibt es ein [ mit (¢¥)! = ¢.
Folglichistk -1 =1und k € (Z/nZ)*. O

Wir betrachten nun den Zerféallungskorper L von X" —1.Ist K = Q, so wird L auch der n—te
Kreisteilungskorper genannt. Wir konnen wie oben gesagt char(K') { n annehmen, sodass L/ K
galoissch ist. Die Struktur der Galoisgruppe klért der folgende Satz.

Satz 3.17 Die Erweiterung L/K ist abelsch und [L : K] | ¢(n). Genauer definiert
Gal(L/K) — Aut(Uy,); 7 — T|u,
einen injektiven Homomorphismus. Die Abbildung
Y (Z/nZ)" — Aut(Uy), a+— ((— (%)

ist ein Isomorphismus von Gruppen.
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Beweis : Die erste Aussage folgt offenbar aus den zwei folgenden. Offenbar bildet 7 €
Gal(L/K) eine Nullstelle von X™ — 1 wieder auf eine solche ab und 7 ist durch die Bilder
der Nullstellen bestimmt. Also ist ¢ eine injektive Abbildung in die symmetrische Gruppe
der Nullstellen. Zudem ist 7((; - ¢;) = 7(¢;)7((j), sodass T ein Homomorphismus von U, ist,
wegen Bijektivitit also ein Automorphismus.

Identifiziern wir U,, mit Z/nZ, so besagt die letzte Aussage, dass
U (Z/nZ) —s Aw(Z/nZ), a—s (x+— a-x)

ein Isomorphismus ist. Unabhingigkeit von der Wahl des Vertreters in der Klasse von a ist
offensichtlich. Das Bild 1(a) von a € (Z/nZ)* ist ein Automorphismus, denn das Bild von
a~! € (Z/nZ)* ist die gesuchte Umkehrabbildung. Ist Y(a) = id,alsoa-1 =1 modn,
so ist a das neutrale Element in (Z/nZ)* und ¢ daher injektiv. Bildet ein Automorphismus
p € Aut(Z/nZ) das Element 1 auf a ab, und das Inverse zu p bildet 1 auf b ab, so gilta-b =1
und daher a € (Z/nZ)*, woraus die Surjektivitat folgt. O

Satz 3.18 Ist K = Q, so ist die Abbildung

Gal(Q(¢n)/Q) — Aut(Uy)

surjektiv, also [Q((,) : Q] = ¢(n).

Beweis : Sei f das Minimalpolynom von ¢,,. Wir zeigen, dass jede primitive n—te Einheits-
wurzel Nullstelle von f ist. Dann ist [Q((,) : Q] > ¢(n) und die umgekehrte Ungleichung
folgt bereits aus dem vorigen Satz. Offenbar ist f ein Teiler von X" — 1. Nach dem Gaufs-
Lemma bleiben die irreduziblen Faktoren in einer Zerlegung von X" — 1 {iber Z[X] irredu-
zibel tiber Q[X]. Da f und X" — 1 normiert sind, muss f einer davon sein, also gilt f € Z[X]
und es gibt h € Z[X],sodass f - h = X" — 1.

Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle p { n prim die Potenz ¢}, wieder eine Nullstelle von f ist,
denn jedes m mit ggT(m,n) = 1 ldsst sich als Produkt solcher Primzahlen schreiben. Ware
die Behauptung falsch, so wére ¢k eine Nullstelle von h(X), also ¢, selbst eine Nullstelle von
h(XP). Da f irreduzibel ist, folgt f|h(X?). Wir reduzieren nun die Koeffizienten modulo p,
d.h. betrachten den Homomorphismus

¥ Z[X] — Z/pZ[X] = Fp[X]

Im Bild gilt ¢ (h(X?)) = ¢(h(X))” = (f) - g fiir ein Polynom g € Z/pZ|z]. Das aber
bedeutet, dass

X" =1 =9X" =1) =¢(f) - »(h) =o(f) - ¢(f) -9
eine mehrfache Nullstelle hat. Da p { n ist dies ein Widerspruch zu den Separabilititsaussa-

gen am Anfang des Abschnitts. O
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Das Minimalpolynom @,, einer primitiven n—ten Einheitswurzel tiber Q wird n—tes Kreis-
teilungspolynom genannt. Nach dem vorigen Satz ist

©(n)
o, = [T (X =¢), (3.1)
i=1
wobei {le), e ,(f(n))} eine Liste der primitiven n—ten Einheitswurzeln ist. Ist p prim, so

hat
O, =(XP - 1)/(X -1)=XP1 4+ XP 24  +X+1

den Grad ¢(p) = p — 1. Allgemein berechnet man Kreisteilungspolynome zum Beispiel wie
folgt.

Proposition 3.19 Esgilt X" —1= ][] ®,.
dn,d>0

Beweis : Sei P; die Menge der primitiven d—ten Einheitswurzeln. Jede n—te Einheitswurzel
ist in einem der P; fiir ein d|n, genauer ist d(¢{) = min{a > 0 : (* = 1}. Also ist U,, =

U Pj;und diese Vereinigung ist disjunkt. Die Behauptung folgt nun aus der Darstellung
d|n,d>0
des Kreisteilungspolynoms. O

Will man ®,, berechnen und kennt man bereits ®, fiir d < n, so kann man ®,, durch ab-
dividieren der anderen Faktoren aus der Proposition (nicht besonders effizient) berechnen,
z.B.

@104:X48—X44+X40—X36+X32—X28+X24—X20+X16—X12+X8—X4+1.

Dabei stellt man fest, dass alle ®,,, n < 104 nur Koeffizienten in {—1,0, 41} haben. Ab ®1¢5
andert sich das, denn einer der Koeffizienten von ®¢5 ist —2. Das liegt daran, dass 105 = 3 -
5-7 Produkt dreier verschiedener Primfaktoren ungleich zwei ist. Sei A(n) das Maximum der
Betrdge der Koeffizienten von ®,,. Diese Funktion A(n) ist vollkommen elementar definiert,
n hat viele Publikationen der elementaren Zahlentheorie hervorgerufen und dennoch ist
einiges unbekannt. Zum Beispiel hatte 1968 Schwester Marion Beiter einiges tiber A(n) im
Fall von n = p - ¢ - » Produkt dreier Primzahlen (p < ¢ < r) herausgefunden und vermutet,
dass A(p-q-r) < }%1. Die Schranke A(p-q-r) < %p ist in der Tat bewiesen, aber in [GMO09]
wurde gezeigt, dass es eine Folge (pj, ¢;, rj) gibt mit lim sup A(p;q;7;)/p; > 2/3. Also ist die
urspriingliche Vermutung falsch, aber der optimale Wert des lim sup, welcher irgendwo in
[2/3,3/4] liegen muss, ist bislang unbekannt.

3.4 Norm und Spur

Ist L/ K eine endliche Korpererweiterung und « € L, so will man oft charakteristische Gro-
en von a schnell bestimmen. Natiirlich besitzt o ein Minimalpolynom f, und (wenn wir
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wie immer f, normiert voraussetzen) so sind alle Koeffizienten von f, solche charakteristi-
schen Grofien, aber manche davon sind bequemer zu bestimmen als andere.

Zum Vergleich sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
K —Vektorraums V. Dann wird ¢ sein charakteristisches Polynom x = x,, zugeordnet und

n .
zwei Koeffizienten werden in der linearen Algebra besonders studiert. Ist y = > ¢; X", so
i=0
ist
Spur(p) = —c; und Det(p) = (—1)"c,.

Natiirlich stimmt dieser Begriff mit der Spur und Determinante einer Matrix iiberein, wenn
man eine beliebige Darstellungsmatrix verwendet.

Wir spezialisieren auf V' = L und ¢ = ¢, die (Links-)Multiplikation mit o € L.

Definition 3.20 Die Spur von « € L ist definiert als

Spur (@) = Spur(xe, )

und die Norm durch
Norm¥%(a) = Det (Xpa)-

Aus den bekannten Rechenregeln Spur(ay + b() = a Spur(y) + b Spur(¢) und Det(¢p o () =
Det(¢y) - Det(¢) fiir beliebige Endomorphismen von V und a,b € K folgt sofort fiir o, § € L
und a,b € K

Spurk (ac + bB) = a Spurk (a) + b Spurk (8), Norm% (a3) = Norm% () - Norm% (3).

Proposition 3.21 Ist L = K(«), so sind Spur und Norm Koeffizienten des Minimalpoly-

n .
noms, genauer gesagt ist f, = Y ¢; X" ™" das Minimalpolynom von a, so ist
i=0

Spurk(a) = —¢; und Norm%(a) = (=1)"c,.

Beweis : Es ist nun zu zeigen, dass fiir L = K («) das Minimalpolynom f, und yx,,, tiberein-
stimmen. Da f,(a) = 0 ist auch fiir jedes z € L

(Lewr) @=L a0

=0

= <Z cioz”_i> -z =0.
1=0

Das Minimalpolynom von ¢, teilt also f, und aus der gleichen Rechnung folgt die umge-

fa(pa)(z)

kehrte Teilbarkeit. Das Minimalpolynom von f, und das von ¢, stimmen also iiberein.

Aus Gradgriinden ist hier das Minimalpolynom von ¢, gleich dem charakteristischen
Polynom und daraus folgt die Behauptung. O
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Im anderen Extrem gilt, ist « € K, so ist die Darstellungsmatrix eine Diagonalmatrix mit «
auf der Diagonale und daher

Spurk(a) = [L: K] o und Normk(a) = ol

Proposition 3.22 Norm und Spur sind transitiv, d.h. sind K < F' < L endliche Korperer-
weiterungen, so gilt fiir allea € L

Spurf (a) = Spurk (Spurf:(ar)) und Norm% (@) = Normf; (Normk (a)).

Beweis:Seim = [F : K|und n = [L : F|. Sei 1, ...,z eine K—Basis von F und y1,...,y,
eine F'—Basis von L. Dann ist {z;y;} eine K-Basis von L und wir suchen die Darstellungs-
matrix Mg € K™*™" von ¢, in dieser Basis. Sei zunachst Mp = (o) € F™*" die
Darstellungsmatrix von ¢, als F-linearer Endomorphismus von L. Sei (aj; );; € K™ ™ die
Darstellungsmatrix der Multiplikation mit «,,,. Wir betrachten die Abbildung (,,Blockdar-

stellung”)
ann — Kmnxmn
B: Aqrd
() — <ai[jm1 M) y
ij
wobei Querstriche Restklassen modulo m, aber im Vertretersystem 1, ..., m bedeuten.
Dann ist

n
SOQ(xiyj) = xzz Q5plYy = Z ajuxi)yu
v=1
= ZZ xu Yv

v=1p=1

= Z ZB(MF)(jfl)-eri, (v—ym4p "~ TpYv,
v=1p=1

also ist B(MF) in der Tat die Darstellungsmatrix M. Wir behaupten, dass fiir alle M €
F'I’LXTL
Spur(B(M)) = Spurk; (Spur(M)) und Det(B(M)) = Norm’ (Det(M))

gilt. Daraus folgt direkt
Spurk (a)) = Spur(B(Mp)) = Spurk (Spur(Mp) = Spurk (Spurk(a))
die gewiinschte Behauptung fiir die Spur und analog fiir die Norm.

Die behauptete Aussage fiir die Spur folgt direkt aus

SpurK (Spur(M ZZCL %B(M bk
k=1

=1 j=1
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Fiir die Determinantenaussage zeigen wir, dass B ein Ringhomomorphismus ist. Bis auf die
Multiplikativitat ist das offensichtlich. Fiir M = (a,,) und N = (8,,,), welche als Darstel-

lungsmatrizen (afj”)i, j=1,....n und (bﬁ‘;’)i,j:l’wn haben, rechnen wir nach, dass

n n m n m
_ A HA
> b | T = > Buddizi =YY alf B,
A=1 =1 j=1 A= j=1
n m

m
_ HAL AV
= > DD al b

=1 j=1 k=1

Die Matrixeintrdage von

B(MN) =B (Za“)\ﬁ)\y>
A=1 v

sind also von der Bauart

nom
SN d, ike{l,...om}; pve{l,... n}
A=1j=1
Dies sind auch genau die Eintrdge von B(M) - B(N), was wir zeigen wollten. Die Deter-
minantenaussage ist fiir obere und untere Dreiecksmatrizen offensichtlich und nach dem
Gauf3-Algorithmus ldsst sich jede Matrix als Produkt solcher Matrizen schreiben. (Zeilen-
/Spaltenvertauschung benétigt man nicht gesondert, wie man anhand von

)l )6

einsieht.) Ist also M = [] D; mit D; Dreiecksmatrizen, so ist schliefSlich
i=1

k k
Det (B(M)) = Det (B (HDZ)) = [[Det (B(Dy))

k k
= [[Normf (Det(D;)) = Normjg (Det 11D
=1 =1
= NormZ (Det(M)).

g

Satz 3.23 Ist L/K separabel und endlich vom Grad [L : K] = rund 7;: L — K fiiri =
1,...,r die Fortsetzung der Einbettung K — K in einem algebraischen Abschluf3, so ist fiir
allea € L

r

Spurk(a) = Zn(a) und Norm%(a) = Hn(a).
i=1

i=1
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Ist L/ K galoissch, so konnen wir 7; als Automorphismen von L auffassen und die Summe
bzw. das Produkt beinhaltet nur Elemente in L.

Beweis : Den Spezialfall « € K haben wir bereits behandelt. Wir betrachten nun den Spezi-
alfall L = K(«). Dann hat das Minimalpolynom die Faktorisierung

zn:ciX”_i = fo= 17_[ (X - Ti(oz)).

=0 i=1

Also ist

T

Spurk(a) = 1 = Y 7ila)

=1

und

Norm% (a) = (-1)"¢, = Hn(a).
i=1

Den allgemeinen Fall setzen wir aus diesen Spezialfdllen und der Transitivitit zusammen.
Wir betrachten dazu K C K(a) C L. Es seien r; = [K(a) : K} und o = [L : K(a)].
Weiter seien 71, ..., 7, die (paarweise verschiedenen) Fortsetzungen der Inklusion K — K
nach L, ...,n,, seien die (paarweise verschiedenen) Fortsetzungen der Inklusion K — K
nach K(a) und fiir jedes i = 1,...,71 seien n;;, j = 1,...,72 die (paarweise verschiedenen)
Fortsetzungen von 7; : K (a) — K nach L. Die Einbettungen

{ThjLHF,Z:l,,Tlundj:l"1"2}

sind paarweise verschieden und damit bis auf Umnummerierung gleich 71, ..., 7,.. Denn
angenommen 7;; = 7. Dann gilt nach Einschrinkung auf K(«), dass 7, = nij|g @) =
Nk K (o) = Mk, also @ = k und damit auch j = [. Also ist

Spurk (o) = Spurg ™ (Spurk (@) = [L - K(a)] - > mi(a)
=1

T1 T2 T

=3 migle) =D 7lr)
i=1 j=1 i=1
und

T1
Normk (@) = Normg® (Norm¥ () = [ (o) H< (@)
=1
re re

=TI 1] mi(@ =[]
=1

i=1j=1
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3.5 Zyklische Erweiterungen

Angenommen K enthilt bereits die n-ten Einheitswurzeln. Wir wollen die Erweiterungen
von K charakterisieren, die als Zerfallungskorper von X" — c auftreten. Dies leistet der fol-
gende Satz, dessen Beweis einige Hilfsmittel erfordert. In diesem Abschnitt ist stets char(K)

kein Teiler von n.

Satz3.24 Ist U, ¢ K und L = K(a), wobei a Nullstelle von X™ — ¢ ist, dann ist L/K
zyklisch. Weiter ist d = [L : K] ein Teiler von n, esist a® € K und f, = X% — a? € K[X] ist
das Minimalpolynom.

Ist umgekehrt U,, C K und L/K zyklisch von Ordnung n, so gibt es ein a € L mit L = K (a)
und f, = X" — o™ € K[X]ist das Minimalpolynom von a.

Als ersten Schritt beweisen wir einen Satz, der als lineare Unabhéngigkeit von Charak-
teren bezeichnet wird. Ein K-wertiger Charakter einer Gruppe G ist ein Homomorphismus
x: G— K*.
Das Produkt zweier Charaktere x1 und x- ist definiert durch

(x1-x2)(9) = x1(9) - x2(9)
und mit dieser Verkniipfung wird die Menge der Charaktere eine Gruppe.

Die Menge Abb(G, K) der Abbildungen von G nach K bildet via

(fi + f2)(9) = fi(g) + f2(g) und (A~ f1)(g) = A~ fi(9)
einen K-Vektorraum. Dieser enthilt per Definition alle Charaktere von G.
Satz 3.25 Verschiedene K-wertige Charaktere x1,..., X, von G sind linear unabhéngig in

Abb(G, K).

Beweis : Angenommen die Behauptung ist falsch und wir wéhlen ein Gegenbeispiel mit n
minimal. Offenbar ist n > 2. Sei

n
Zai'Xi =0
=1

die lineare Relation. Alle a; sind von Null verschieden aufgrund der Minimalitat. Es gilt also

> a;-xi(g-h)=0firalle g, h € G. Wir wahlen g so, dass x1(g) # x2(g) ist. Es ist
i=1

n
=1
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da wir oben bereits gesehen haben, dass die Beziehung fiir alle h € G gilt. Aus den beiden
Relationen koénnen wir die neue Relation

n

Zai (Xi(g) - Xl(Q))Xi =0

=2

zusammenbauen. Da as (Xl (9)— Xg(g)) # 0, ist diese Relation nicht trivial, im Widerspruch
zur Minimalitét. 0

Damit konnen wir folgende Charakterisierung zyklischer Erweiterungen beweisen. Was
hier ein Hilfssatz ist, kann als der Anfang der Galoiskohomologie gesehen werden.

Proposition 3.26 (Hilberts Satz 90) Sei L/K zyklisch und (r) = Gal(L/K). Dann ist
1

Norm% (b) = 1 genau dann, wenn es ein a € L* gibt mitb = a - 7(a) ™"
Beweis : Wenn es solch ein a gibt, so folgt offenbar

NormZ (a)

Norm%(b) = ———— K7 _ —
®) Norm% (7(a)) !

nach Satz Fir die Umkehrung sei solch ein b gegeben und wir setzen n = [L : K].
Wir betrachten die Elemente 7° € Gal(L/K) als Charaktere der Gruppe L*. Aufgrund deren
linearer Unabhéngigkeit ist

f=m"+b-7t4b-7(b) -2+ . b1 (b)) T (b)) L
nicht die Nullabbildung L* — L. Also gibt es ein ¢ € L, sodass a = f(c¢) # 0 ist. Dann ist

b-r(a)=b-7c)+b-7(b)-T*(c)+...+b- T(b)TQ(bl ) () = a,

=NormE (b)=1 =79(c)

alsob=a-71(a)". O

Beweis von Proposition : Wir beginnen mit der Umkehrung. Da eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢ in K enthalten ist und L /K als zyklisch vorausgesetzt ist, gilt

Normj (¢ = J[ o' = ¢ = 1.

Nach Hilberts Satz 90 gibt es also ein a € L mit o(a) = ¢ - a. Insbesondere sind die Galois-
Bilder o'(a) = (%a fiiri = 0,...,n — 1 paarweise verschieden und damit L = K (a), denn
[K(a) : K] > n. Weiter ist o(a™) = ("a" = a", also a™ € K. Also ist a Nullstelle des
Polynoms X™ — a" € K[X], welches aus Gradgriinden das Minimalpolynom von a ist.
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Fiir die andere Richtung kénnen wir ¢ # 0 annehmen. Die Nullstellen (‘a fiir i =
0,...,n — 1 sind paarweise verschieden und damit alle Nullstellen von X" — c. Also ist
L Zerfallungskorper dieses Polynoms und aufgrund der Charakteristikvoraussetzung ist
L/K separabel und somit galoissch. Ist o € Gal(L/K), so ist auch o(a) eine Nullstelle von
X™ — ¢, also o(a) = (ya firein {, € U,.

Diese Zuordnung Gal(L/K) — Uy, 0 — (, ist ein Homomorphismus, denn fiir o, 7 €
Gal(L/K) gilt

Cor-a=(07)(a) =0(¢r-a) =C-o(a) =G G a
Auflerdem ist diese Zuordnung injektiv, denn aus o(a) = a folgt wegen L = K(a), dass
o = id gilt. Da U,, zyklisch ist, muss auch Gal(L/K) zyklisch sein. Sei nun ¢ € Gal(L/K)

ein Erzeuger dieser Gruppe, welche eine Ordnung d mit d | n = #U, hat. Dann ist (, eine
primitive d-te Einheitswurzel. Wie am Ende der anderen Implikation ist wieder

oat) = ¢4 ot = ot

also a? € K und aus Gradgriinden X? — a¢ € K[X] das Minimalpolynom von a iiber K. [

3.6 Auflosbarkeit I: Kérpererweiterungen

Die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen und die weniger bekannten Ver-
sionen fiir kubische Gleichungen und Gleichungen vom Grad 4 enthalten nur Wurzeln und
Korperoperationen des Grundkorpers. Im folgenden Begriff gestatten wir aus technischen
Griinden auch die Hinzunahme von Einheitswurzeln. Wenn wir damit keine Gleichungen
5. oder hoheren Grades auflosen konnen, dann sicher auch nicht ohne Verwendung von

Einheitswurzeln.

Wir schranken uns in diesem Abschnitt auf Charakteristik 0 ein. Fiir eine entsprechen-
de Theorie in char(K) = p > 0 miissten wir noch zyklische Erweiterungen vom Grad p,
sogenannte Artin-Schreier-Erweiterungen diskutieren.

Definition 3.27 Eine Korpererweiterung L /K mit char(K') = 0 heifst durch Radikale auflosbar,
falls L in einem Korper E enthalten ist, der eine Kette von Erweiterungen

K=FEyCFEiC...CE,=F
besitzt, sodass F; 1 aus E; durch Adjunktion
(1) einer Einheitswurzel oder

(2) einer Nullstelle eines Polynoms X" — a € E;[X]
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hervorgeht.

Angenommen die Erweiterung E /K ist galoissch. Wir konnen den Kérperturm der Auf-
losbarkeit durch Radikale so sortieren, dass ;1 = E;(a;1) mit «; eine Einheitswurzel fiir
jeA{l,...,r} und vom Typ (2) fiir j € {r +1,...,m} ist. Dann ist also E};/FE; galoissch
fur jedes j. Diesen Sachverhalt werden wir bald in der Sprache der Gruppentheorie formu-
lieren. Zuvor halten wir noch zwei Bemerkungen tiber Auflosbarkeit durch Radikale fest,
deren gruppentheoretisches Analogon wir nach einem ldngeren Ausflug in die Gruppen-
theorie formulieren.

Lemma 3.28 Ist L/K durch Radikale auflosbar und F'/K algebraisch sowie F'L das Kom-
positum in einem fixierten algebraischen Abschluss F von F, so ist auch FL iiber F' durch
Radikale auflosbar.

Beweis : Klar, man betrachte E als Teilkorper von F. Dann ist die Kette F C FFE; C ... C
FE,, von der gewiinschten Gestalt. Il

Lemma3.29 Ist M O L D K eine Kette von Korpererweiterungen, dann ist M /K durch
Radikale auflgsbar genau dann, wenn M /L und L/K dies sind.

Beweis : Die direkte Implikation ist klar, denn eine durch Radikale auflosbare Erweiterung
von M /K ist auch eine von L/K und das Kompositum von einer Radikalauflosung von
M /K mit L liefert eine Radikalauflosung von M/ L.

Umgekehrt sei L; eine Erweiterung von L, sodass L;/K eine Kette von Radikal-
erweiterungen besitzt. Sei E eine Erweiterung von M, sodass £/ L eine Kette von Radikal-
erweiterungen besitzt. Dann besitzt auch das Kompositum EL; in einem algebraischen Ab-
schluss von K iiber L; eine Kette von Radikalerweiterungen. Zusammen mit der Kette von
L1 /K sichert das die Auflosbarkeit von M/ K. O

4 Mehr Gruppentheorie

In diesem Abschitt wollen wir die Struktur endlicher Gruppen ndher untersuchen, moti-
viert durch die Untersuchung endlicher Galoiserweiterungen. Die Struktur dieser Gruppen
ist auSerordentlich kompliziert. Die Bausteine, sogenannte einfache Gruppen, sind inzwi-
schen (seit 1981) klassifiziert, aber der Beweis umfasst ca. 10.000 Seiten Veroffentlichungen
in Fachzeitschriften. Die Schwierigkeit liegt darin, dass wir hier auf nicht-abelsche Gruppen
fokussiert sind. Die Klassifikation abelscher Gruppen werden wir in einem spéteren Kapitel
vollstandig verstehen.
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Wir setzen in diesem Abschnitt grundlegende Definitionen wie Gruppenoperationen so-
wie Zykelschreibweise von Permutationsgruppen voraus. Diese konnen z.B. in [GA] nach-

gelesen werden.

4.1 Die Sylowsatze

Ist H eine Untergruppe von G, so teilt die Ordnung von H die Ordnung von G. Die um-
gekehrte Frage, fiir welche Teiler der Ordnung von G es Untergruppen der entsprechenden
Ordnung gibt, und wenn ja wie viele, ist viel schwerer zu beantworten. Ist der Teiler eine
Primzahlpotenz, so geben die Sylowsitze darauf eine befriedigende Antwort.

Definition 4.1 Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Ist ord(G) eine p-Potenz, so
wird G eine p-Gruppe genannt. Eine Untergruppe H < G heifst p-Sylow-Gruppe, falls H eine
p-Gruppe ist und p den Index [G : H]| nicht teilt.

Die p-Sylowgruppen in G sind also die p-Untergruppen maximaler Ordnung in G. Wir
untersuchen zundchst die Struktur von p-Gruppen. Erinnern wir uns daran, dass das Zen-
trum von G definiert ist als

Z(G)={o € G: 7o =or fur alle r € G}.

Proposition 4.2 Sei G eine p-Gruppe der Ordnung p* mit k£ > 1. Dann teilt p die Ordnung
von Z(G), also Z(G) # {1}.

Beweis : Wir betrachten die Operation von G auf G selbst durch Konjugation, (g, h) —
ghg~!. Die Bahnbilanz besagt fiir ein Vertretersystem z1, ..., x, der Bahnen, dass

n

ord(G) = Z[G : Stabg(x;)].

i=1
Istz € Z(G), so ist seine Bahn einelementig und G = Stabg(z). Also konnen wir annehmen,
dass {z1,..., 2} = Z(G). Dann besagt die Bahnbilanz

ord(G) = ord(Z(G)) + > [G : Staba(x;)].
i=k+1

Da fiir ¢ > k der Stabilisator von z; strikt kleiner als G ist, sind ord(G) und [G : Stabg(x;)]
durch p teilbar, also auch ord(Z(G)). O

Korollar 4.3 Ist G eine p-Gruppe der Ordnung p*, dann gibt es eine Kette von Untergruppen
G=Gp2Gr12...G1 2 Gy = {1},

wobei ord(G;) = p/ und G, in G4 ein Normalteiler ist.
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Dieser Satz beantwortet also fiir p-Gruppen vollstindig die Existenz von Gruppen fiir
alle Teiler von p* und die Kette ist Modell dessen, was wir unten als auflosbar definieren

werden.

Beweis : Der Fall £ = 0 oder £ = 1 ist trivial und wir argumentieren per Induktion. Sei

a € Z(G)\ {1} und ord(a) = p". Dann hat b = a?" ' die Ordnung p und (b)) C Z(G)

1

ist ein Normalteiler in G. Also ist G/(b) eine Gruppe der Ordnung p*~!, auf die wir die

Induktionsvoraussetzung anwenden. Sei
G/(b) =Gr-1 2Gr—22...2G; 2Go={1}

die zugehorige Kette und 7: G — G/(b) die Quotientabbildung. Dann hat 7—!(G},) die
Ordnung p**1. Wir setzen also G; = 7~ 1(G;_1) fiir j > 1 und Gy = {1}. Dann ist G; der
Kern des Homomorphismus.

prjowla.,  Giyn — Gj — G;/Gj,
also ein Normalteiler in G4 1. O

Korollar 4.4 Ist ord(G) = p oder ord(G) = p?, so ist G abelsch.

Beweis : Der erste Fall folgt direkt aus der Proposition. Ist im zweiten Fall Z(G) = G, so ist
die Folge klar. Im anderen Fall ist G/Z(G) von Ordnung p, also zyklisch und die Aussage
folgt aus dem ndchsten Lemma. O

Lemma 4.5 Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Beweis : Wihle a € G so, dass (@) = G/Z(G). Sind g, h beliebig und g = @™ und h = @" ihre

Restklassen, d.h. es gibt g1, h; € Z(G) mit g = a™g; und h = a™h;. Dann gilt
gh=a"gia"hy = ™ "g1h1, hg=a"h1a"g1 = a" " hig1 = " g1k,

also gh = hg wie behauptet. O

Satz 4.6 (Sylow) Sei G eine endliche Gruppe und p prim.
i) Jede p-Untergruppe H ist in einer p-Sylowgruppe S enthalten.
ii) Ist S eine p-Sylowgruppe und S, zu S konjugiert, so ist auch S, eine p-Sylowgruppe.
iii) Umgekehrt sind je zwei p-Sylowgruppen zueinander konjugiert.
iv) Die Anzahl s der p-Sylowgruppen geniigt den zwei Bedingungen.

s|lord(G) und s=1 mod p.
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Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma, das letztlich die Kongruenz in iv) liefert.

Lemma 4.7 Ist ord(G) = n = p* - m, aber nicht notwendig gg7'(p,m) = 1, dann gilt fiir die
Anzahl s der p-Untergruppen H < G mit ordH = p* die Kongruenz

n—1 1 (n d
= = — m .
s pk—l - pk od p

Beweis : Sei X C P(G) die Menge aller p*-elementigen Teilmengen. Die Menge X hat < Z)
p

Elemente. G operiert auf X durch Linksmultiplikation:
GxX—X, (¢U)r—{g-u,ucU}=:gqU.

Sei G(U) fur U € X die G-Bahn von U und Gy = {g € G : gU = U} der Stabilisator von U.
Jedes U ist eine Teilmenge von G und daher operiert Gy auf U durch Linksmultiplikation.
Die Untergruppe Gy < G operiert auch durch Linksmultiplikation auf ganz G. Die Bahnen
haben alle die Méachtigkeit ord(Grr) und entsprechen den Rechtsnebenklassen Gy \ G. Also
ist auch U eine disjunkte Vereinigung solcher Rechtsnebenklassen. Daher teilt die Ordnung
von Gy die Machtigkeit von U, also

#Gy =p¥  firein K <k.

Wir wéhlen nun ein Vertretersystem (U;);c; der Bahnen der G-Operation auf X. Die Bahn-
bilanz besagt dann
n
(pk) = #X = g{a L Gy,
Sei #Gy, = pFi, also [G : Gy,] = m-p*~*i. Mit der Indexmenge Iy C I indizieren wir Bahnen
mit dem grofitmoglichen Stabilisator. Fiir alle anderen ist [G : Gy] durch mp teilbar, also

m-#Iy = Z[G Gy = (Z) mod mp.

i€l p
Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Anzahl s der Untergruppen mit Michtigkeit p*
mit #I libereinstimmt. Eine solche Untergruppe H < G ist ein Element von X und wir
betrachten seine G-Bahn G(H). Da H eine Untergruppe ist, besteht diese Bahn aus m Ele-
menten, den Nebenklassen g; H mit geeigneten g; € G und der Stabilisator Gy von H ist
gerade H selbst. Also gibt H eine Bahn in I. Sind H und H' zwei verschiedene Untergrup-
pen der Machtigkeit p¥, so sind die Bahnen verschieden, denn anderfalls wire gH = H’
fiir ein ¢ € G und wegen 1 € H' folgt g~! € H, also gg~'H = H' und damit H = H'. Ist
umgekehrt U; € X mit #Gy, = p*, so ist U; Vereinigung von Rechtsnebenklassen von Gy,
hier aber genauer eine Rechtsnebenklasse von Gy,, also etwa U; = G, - u;. Dann ist

G(U:) = G(u; 'Guu;)
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und H = u; 'Gpu; ist eine p-Untergruppe mit p*-Elementen. Damit ist die Bijektion und das

Lemma bewiesen.

Nun ist
mept\ o ompt e (mpt —1) - (mph — (pF - 1))
pk: pk-(pF—1)-...-1

k1

. pH mpk—J

ko
5 P
Ist v,(j) = s, so ist auch v,(pF — j) = s fiir j = 1,...,p* — 1 und v,(mp* — j) = s, sodass

insgesamt jeder der Faktoren im Produkt p-Bewertung 0 hat. Also hat auch das Produkt p-
Bewertung 0 und ist modulo p betrachtet kongruent 1. Damit haben wir die Kongruenz in
Satz[4.6]iv) bewiesen. O

1

Lemma 4.8 Sei G eine endliche Gruppe, H < G eine p-Untergruppe und S < G eine p-
<959

Sylowgruppe. Dann existiert ein g € G mit H

Beweis : Wir betrachten die Operation von H auf den Linksnebenklassen G//S durch Links-
multiplikation, d.h. (h, gS) — hgS. Die Ordnung jeder Bahn ist ein Teiler von ord(H), also
eine p-Potenz. Da p { ord(G/S), muss mindestens eine der Bahnen die Ordnung p" = 1 ha-
ben. Fiir diese Bahn gilt also hgS = ¢S fiir alle h € H und wegen 1 € S folgt fiir dieses g,
dass h € gSg~! fiir alle h € H, was zu zeigen war. O

L eine p-Sylowgruppe ist (die offensichtliche Aussage ii) von Satz[4.6),

Da mit S auch ¢Sg~
ist H in einer p-Sylowgruppe enthalten und wir haben Satz[4.6]i) bewiesen. Offenbar beweist
das Lemma auch Satz 4.6|iii). Fiir die fehlende Aussage in iv) erinnern wir an die Definition

des Normalisators von S (in G)
Ns ={geG:g9Sg ' =5}.
Der Normalisator enthilt offenbar stets S.

Lemma 4.9 Ist G eine endliche Gruppe und S eine p-Sylowgruppe in G, so ist die Anzahl
der p-Sylowgruppen gleich dem Index [G : Ng].

Beweis : Sei X die Menge der p-Sylowgruppen, auf denen G durch Konjugation operiert.
Wir haben bereits oben gezeigt, dass es nur eine Bahn gibt. Per Definition ist der Stabilisator
eines S € X gerade der Normalisator. Also besagt die Bahnbilanz #X = [G : Ng|, was zu
zeigen war. U
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Da Ns > S folgt die fehlende Aussage in Satz[4.6]iv) aus
s = [G:Ng|] teilt [G:S] = m.
Wir halten noch eine wichtige Folge aus Satz 4.6 zusammen mit Proposition [4.3] fest.

Korollar 4.10 Ist G eine endliche Gruppe und p prim, ein Teiler von ord(G), so gibt es ein
Element der Ordnung p in G.

4.2 Auflosbarkeit

Zu zwei Elementen g, h € G definieren wir den Kommutator
l9.h] = ghg™'h™".
Diese Definition verallgemeinert man auf Untergruppen, indem man
[Hi, Ho] = ([h1, ho] : h1 € Hy,hy € Hy)

als die von Kommutatoren erzeugte Untergruppe definiert. (Im allgemeinen ist das Produkt
von Kommutatoren nicht selbst Kommutator zweier Elemente.) Die Gruppe G ist genau
dann abelsch, wenn |G, G| = 1 ist. Folgendes Lemma erklédrt, warum Kommutatoren im Zu-
sammenhang mit Ketten von Untergruppen und abelschen (oder zyklischen) Faktorgrup-
pen relevant sind.

Lemma 4.11 Es gilt [a,b]~! = [b,a] und g[a,blg~! = [gag™!, gbg~!] und [G, G] < G. Genauer
ist [G, G] der kleinste Normalteiler, sodass die Faktorgruppe abelsch ist.

Beweis : Die Formeln ergeben sich direkt durch Nachrechnen und zeigen auch, dass |G, G|
ein Normalteiler ist. In der Faktorgruppe G/[G, G] gilt fiir alle g, h € G
ghg h =Tg, ] =T,

also ist die Faktorgruppe abelsch. Ist N <t G Normalteiler und G/N abelsch, so gilt fiir alle
g,h e G
ghg'h =1 in G/N,
also ist ghg=*h~! € N und somit enthilt N die Kommutatorgruppe [G, G]. O
Definition 4.12 Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
G=Gp2G12G22...2G, ={1},

sodass G;+1 in G; Normalteiler ist, wird als Normalreihe von G bezeichnet. Die Gruppe G
heift auflosbar, falls G eine Normalreihe besitzt, sodass G;/G;1 abelsch ist.
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Lemma 4.13 Eine endliche Gruppe G ist auflosbar, genau dann wenn G eine Normalreihe
besitzt, sodass G;/G+1 zyklisch ist.

Beweis : Zunichst zeigen wir, dass jede abelsche Gruppe eine Normalreihe besitzt, deren
sukzessive Quotienten zyklisch sind. Dazu gentigt es zu zeigen, dass es eine Kette von Un-
tergruppen gibt, sodass G;/G; 1 Primzahlordnung besitzt, denn die Eigenschaft Normal-
teiler ist in einer abelschen Gruppe automatisch erfiillt. Wir zeigen dies durch Indikation
nach Anzahl der verschiedenen Primteiler. Gibt es nur einen Primteiler, ist also ord(G) = p¥,
so liefert Korollar 4.3| die gewtinschte Kette. Im Allgemeinen sei S eine p-Sylowgruppe und
m: G — G/S die Quotientabbildung. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G/S eine Ket-
te von Untergruppen G,,j = 0,...,n, sodass G, /G1 zyklisch ist. Die Kette

G=nYGy)2n ' (G)D...2n (G, =S

fortgesetzt mit einer Kette von Untergruppen von S mit zyklischen Quotienten leistet das
Verlangte.

Den allgemeinen Fall erledigen wir mit dem gleichen Prinzip. Sei m;: G — G;/Gi41 die
Quotientabbildung und G;/Giy1 = Gig 2 Gin 2 ... 2 Gipp-1 2 {e} die Kette mit
zyklischen Quotienten nach dem ersten Fall. Sei G; ; = 7 1(G; ;). Diese Gruppen bilden die
gewiinschte Kette von G, da G, ; /G j11 = G, ;/Gi j11 zyklisch ist. O

Wir charakterisieren Auflosbarkeit durch den iterierten Kommutator definiert durch
D°G =G, DG =[D'G,D'G.
Diese bilden die Kette
G=D'G2D'G2D’G2...2D"G2D""'GD...
und D'G/D*1G ist stets abelsch.

Proposition 4.14 Die Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ein n gibt, sodass D"G =

{1}

Beweis : Wenn es so ein n gibt, dann ist G offenbar auflosbar. Ist umgekehrt G auflosbar
und {G;,i = 1,...,n} eine Normalreihe, so zeigen wir induktiv D'G C G;. Dies st fiiri = 0
per Definition richtig. Da G;/Gi41 abelsch ist, folgt (G, G;] C G4, also per Induktion

DG = [D'G,D'G] C [G,Gi] C Gy

Die Behauptung folgt nun aus D"G C G,, = {1}. O
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Wir haben in Korollar 4.3 gesehen, dass endliche Gruppen von Primzahlordnung auflos-
bar sind. Andererseits wurde in [GA] gezeigt, dass A5 einfach ist, d.h. keinen Normalteiler
aufler {1} und der ganzen Gruppe besitzt. Da A5 nicht abelsch ist, ist A5 nicht auflosbar. Wir
verallgemeinern diese Aussage auf alle A,, und S,, unter Verwendung des Kommutatorkri-
teriums.

Als Vorbereitung benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.15 Fiir n > 3 besteht A,, aus allen Elementen von S,,, die sich als Produkt von
3-Zykeln schreiben lassen.

Beweis : Da ein 3-Zykel eine gerade Permutation ist, bleibt nur eine Inklusion zu zeigen.
Dazu gentigt es offenbar jedes Produkt von zwei Transpositionen als Produkt von 3-Zykeln
zu schreiben. Seien a, b, ¢,d € {1,...,n} paarweise verschieden. Dann ist

(ab)(ed) = (acb) o (acd)

und
(ab)(bc) = (abe),

womit alle Fille abgedeckt sind. O
Proposition 4.16 Es gilt [S,,,S,| = A, furallen > 2. Firn > 5ist [A,, A,] = A,,. Firn =4

ist [A4, A4] = (Z/27)? die Kleinsche Vierergruppe V, bestehend aus allen Doppeltransposi-
tionen und der Identitit. Die Gruppen A; und A3 sind zyklisch.

Beweis : Da S,,/A,, = Z/2Z zyklisch ist, folgt wie im vorigen Beweis [S,, S,] C A,. Zum
Nachweis der umgekehrten Inklusion gentigt es nach dem vorigen Lemma, jeden 3-Zykel
als Kommutator zu schreiben. Dies leistet

(abc) = (ac)(be)(ac)~(be) L.

Fir n = 4 ist [A4, A4] C V4, da Vi < A4 (Konjugation bildet Doppeltranspositionen auf
Doppeltranspositionen ab) ist und A4 /V, =2 Z /37 abelsch. Die Identitét

(ab)(cd) = (abe)(acd)(abe) ™ (acd) ™

liefert die umgekehrte Inklusion.
Fiir n > 5 ist genug Platz, sodass wir zu einem gegebenen 3-Zykel (abc) zwei Elemente d, e
finden, sodass die Elemente a, b, ¢, d, e paarweise verschieden sind. Dann gilt

(abc) = (abd)(ace)(abd) ™ (ace) ™

und da die A,, von 3-Zykeln erzeugt ist, folgt A,, C [A,, A,] und damit 4,, = [4,,A4,]. O
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Wir fithren noch eine Konstruktion von Gruppen ein, die Beispiele von auflésbaren Grup-
pen liefert, die weder abelsch noch von Primzahlordnung sind.

Seien dazu zwei Gruppen H und N sowie ein Homomorphismus ¥: H — Aut(/N) ge-
geben. Dann wird die Menge G = N x H zusammen mit der Verkniipfung

(’I’Ll, hl) . (ng,hg) = (nl\I’(hl)(ng),hth)

zu einer Gruppe. (Merkregel: Will man h; nach rechts an ny vorbeiziehen, so muss man ng
um ¥ (h;) abandern.) Wir priifen die Assoziativitét:

((m,hl).(m,m)) (ng, hs) = (nl\Il(hl)(ng) hlhg) (n3, hs)

- (nlll'(hl)(ng) (h1h2)(n3),h1h2h3)
(nl,h1)~<(n2,h2) (ng,hg)) (n1, h (nQ\IJ ng),h2h3>
(nl\I’ ) (n2(R2)(n3)), hahohs)
(nl\II( D (n2) W (hlhg)(ng),hlhzhg).

Neutrales Element ist offenbar (1, 1) und das Inverse zu (n, h) ist ((\ll(h_l)(n))_l, h_l).
Die Gruppe bezeichnet man als semidirektes Produkt von N und H in Zeichen N x H = G.
Via der Abbildungen n +—— (n,1) und A — (1, h) kann man N und H als Untergruppen
von G auffassen. Offenbar ist N N H = {(1,1)} nur das neutrale Element in G. Auflerdem
ist N sogar ein Normalteiler, denn

(na ha) - (m1, 1) - (n2. ho) ™" = (ngW(ha)(m). ha ) (W(hy ) (no) ™', 13 ")
- (ngw(hQ)(nl)n;1,1) € N.

Ist umgekehrt G eine Gruppe, die einen Normalteiler /V und eine weitere Untergruppe H
mit NNH = {1} und G = N-H enthilt, so ist fiir jedes h die Abbildung n — hnh~! € N ein
Automorphismus von N und die damit erhaltene Abbildung ¥: H — Aut(NV) ist wegen

W(gh)(n) = ghnh~'g~" = (g) (W(h)(n))
ein Homomorphismus. Wir betrachten die Abbildung
¢o: NxH—G, (n,h)—n-h

und behaupten, dass die Abbildung ¢ ein Homomorphismus ist, falls N x H mit der Ver-
kniipfung eines semidirekten Produkts beziiglich obigem ¥ versehen wird. Wegen NN H =
{1} und G = N - H ist ¢ dann sogar ein Isomorphismus. Wir miissen also noch nachrechnen:

o(n1, h1) - p(ng, ha) = nihinghs
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und

W((nh hi) - (n2,h2)> = @(nlq/(hﬂ(m),hlhz)

= go(nlhlnghfl, hth) = nlhlnghg.
Insgesamt haben wir gezeigt:

Satz 4.17 Ist G eine Gruppe, die einen Normalteiler N und eine weitere Untergruppe H
mit NN H = {1} und G = N - H enthilt, so ist G zu einem semidirekten Produkt N x H
isomorph.

Ein Beispiel fiir ein semidirektes Produkt ist die Abbildung ¥, die alles auf die Identitat
in Aut(N) schickt. Damit erhalten wir gerade das bekannte direkte Produkt. Ein interessan-
teres Beispiel ist N = Z/pZ und H = Aut(N). Dann ist N und G/N = H abelsch und
ord(G) = p- (p — 1) und wir haben ein Beispiel fiir eine auflosbare, nichtabelsche Gruppe.

5 Zuriuck zur Korpertheorie

5.1 Auflosbarkeit Il

Im ersten Abschnitt {iber Auflosbarkeit haben wir den Begriff von Auflosbarkeit beschrie-
ben, der uns eigentlich interessiert, die Auflosbarkeit durch Radikale. Wir definieren hier
einen zweiten Auflosbarkeitsbegriff, den wir praktisch aufgrund der Methoden des vorigen
Abschnitts testen konnen. Auch in diesem Abschnitt ist zur Vereinfachung die Charakteris-
tik aller Korper gleich Null.

Definition 5.1 Eine endliche Kérpererweiterung L /K heifst auflosbar, falls es einen Oberkor-
per E D L gibt, sodass E/K galoissch ist und Gal(E/K) auflgsbar ist.

Ist L/ K bereits galoissch, so ist L/ K auflosbar genau dann, wenn Gal(L/K') auflosbar ist.
Istndmlich £ O L der Oberkorper aus der Definition von auflosbar, so ist die Einschrankung
Gal(E/K) — Gal(L/K) nach Proposition (3.2 wohldefiniert und surjektiv. Als Quotient
einer auflosbaren Gruppe ist Gal(L/K') auch wieder auflosbar.

Dieser Auflosbarkeitsbegriff hat dieselben formalen Eigenschaften wie Auflosbarkeit
durch Radikale.

Lemma 5.2 Sei F' eine algebraische Korpererweiterung von K und seien F' und L in einen
algebraischen Abschluss K von K eingebettet. Ist L/ K aufldsbar, so ist auch FL/F aufls-
bar.
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Beweis : Mit F/K istauch FE/F wieder galoissch. Ist 7 € Gal(F E/F), so fixiert T erst recht
den Korper K. Die Einschrankung auf E definiert also einen Homomorphismus

Gal(FE/F) — Gal(E/K).

Dieser ist injektiv, denn ist 7 € Aut(FE) eingeschrankt auf £ und F' die Identitét, so ist 7 =
id. Wir verwenden nun, dass eine Untergruppe einer auflosbaren Gruppe wieder auflosbar
ist. O

Lemma 5.3 Ist K C L C M eine Kette von Korpererweiterungen, so ist M /K genau dann
auflosbar, wenn L/K und M /L auflgsbar sind.

Beweis : Ist M /K auflosbar, also E/K eine zugehorige galoissche Erweiterung mit
Gal(E/K) auflosbar, so ist £ O L und daher L/K auflosbar. Weiter ist Gal(E/L) C
Gal(E/K) als Untergruppe einer auflosbaren Gruppe wieder auflosbar. Dies zeigt eine Im-
plikation.

Fir die Umkehrung zeigen wir zunédchst, dass wir L zu L' und M zu M’ vergroiern
konnen, sodass L'/ K und M’/L’ galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe sind. Die Existenz
von L’ folgt aus der Definition der Auflosbarkeit und fiir M’ nehmen wir das Kompositum
E-L', wobei E der Oberkorper aus der Definition der Auflosbarkeit von M/ L ist. Wir lassen
ab sofort die Striche weg und nehmen an, dass die Kette X' C L C M selbst die gewiinschten
Eigenschaften besitzt.

M/K ist separabel, da beide Teilschritte dies sind, aber M /K ist nicht notwendigerweise
galoissch. Sei also M/K die normale Hiille von M/K. Diese konstruiert man, indem man
einen algebraischen Abschluss K von K fixiert und dann M als das Kompositum aller 7(M)
fir 7 € Hom g (M, K) definiert. Es geniigt nun zu zeigen, dass Gal(M/K) auflosbar ist.
Da L/K galoissch ist, kann man 7 € Gal(ﬁ /K) auf L einschranken und erhilt somit eine
Surjektion

Gal(M/K) — Gal(L/K).

Da nach Voraussetzung Gal(L/K) auflosbar ist, geniigt es die Auflosbarkeit des Kerns
Gal(M /L) nachzuweisen. Da M/L galoissch ist, gilt dies auch fiir (M) /L fiir jedes 7 €
Hom g (M, K). Das Produkt der Restriktionsabbildungen definiert einen Homomorphis-
mus
Cal(M/L) — [ cal (T(M) /L) R
reHom (M,K)

der nach Definition des Kompositums injektiv ist. Jeder Faktor auf der rechten Seite ist zu
Gal(M/L) isomorph. Also steht auf der rechten Seite ein Produkt auflosbarer Gruppen und
Gal(M /L) ist als Untergruppe hiervon auflosbar. O
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Satz 5.4 Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann auflsbar, wenn sie durch
Radikale auflgsbar ist.

Beweis : Sei L /K auflosbar. Wir kénnen annehmen, dass L/K galoissch mit auflosbarer
Galoisgruppe ist, denn wenn wir Radikalauflosbarkeit fiir eine Korpererweiterung gezeigt
haben, folgt dies per Definition auch fiir den urspriinglichen Korper. Wir vergrofiern den
Korperturm noch weiter. Sei m das Produkt aller Primzahlen, welche [L : K] teilen und
F/K der Zerfallungskorper von X" — 1. Per Definition ist ///K durch Radikale auflosbar
und es geniigt zu zeigen, dass das Kompositum F'L in einem algebraischen Abschluss K
durch Radikale auflosbar ist. Dazu gentigt es nach Lemma die Auflosbarkeit von F'L/F
durch Radikale zu zeigen. Die Auflosbarkeit dieser Galois-Erweiterung folgt direkt aus der
von L/K. Sei also

Gal(FL/F>:GoDG13...3Gn_1DGn:{1}

die nach Lemma[4.13]existierende Normalreihe mit Faktoren, die zyklisch von Primzahlord-
nung sind. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gehort dazu eine Kette von Korpererwei-
terungen

F=FRCcF CFC..CF,1CF,=FIL,

wobei Gal(F;1/F;) zyklisch von Primzahlordnung p; ist. Da Gal(F'L/F') isomorph zu einer
Untergruppe von Gal(L/K) ist, muss p; den Grad [L : K] teilen. Also enthilt F; eine pri-
mitive p;-te Einheitswurzel. Nach Satz ist also F;11 = Fj[ »/a;] fir ein Element a; € F;.
Dies zeigt die Auflosbarkeit von F'L/F durch Radikale.

Umgekehrt sei nun L/K durch Radikale auflosbar und
K=K¢yCcKi CKyC...CK, 1CK,

mit K, D L der zugehorige Korperturm. Wieder gentigt es die Auflosbarkeit von K,/ K zu
zeigen, d.h. wir kénnen L = K,, ohne Einschrankung annehmen. Nach Lemma verall-
gemeinert induktiv auf n Schritte, gentigt es zu zeigen, dass K;1/K; auflosbar ist. Entsteht
K41 aus K; durch Adjunktion einer Einheitswurzel, so folgt dies aus Satz Enthilt K;
bereits eine n-te Einheitswurzel und ist K; ;1 = K;| {L/aﬁ-], so folgt dies aus Satz Sind die
n-ten Einheitswurzeln nicht bereits in K; enthalten, so sei '/ K; der Zerfallungskorper von
X" — 1. Mit den eben genannten Argumenten sind '/ K; und F K, /F auflosbar, also nach
Lemma auch FK;;1/K; und damit K;;,/K; auflosbar. O

Korollar 5.5 Sei L/K vom Grad < 4. Dann ist L/K auflosbar und somit durch Radikale
auflosbar.
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Beweis : Nach dem Satz vom primitiven Element konnen wir L = K () mita € L schreiben.
Sei F'/K der Zerfillungskorper des Minimalpolynoms f,. Dann a8t sich Gal(F'/K) in die
Permutationsgruppe der Nullstellen von f, injektiv abbilden, also Gal(F/K) < S4. Da Sy
auflosbar ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 5.6 Die allgemeine Gleichung n-ten Grades fiir n > 5 ist nicht aufldsbar.

Beweis : Folgt direkt aus Satz und Proposition O

Das letzte Korollar ist noch etwas unbefriedigend. Wir wollen noch konkret Gleichungen
hinschreiben, die nicht aufldsbar sind.

Lemma 5.7 Sei p prim und G < S, eine transitive Untergruppe, d.h. die Operation von ¢
auf {1,...p} hat nur eine Bahn. Dann enthilt GG eine Untergruppe H der Ordnung p. Ist G
auflosbar, so gibt es genau ein solches H, insbesondere H < G.

Beweis : Da G/G bijektiv zur G-Bahn von 1, also zu {1, . . . p} ist, muss p die Ordnung von
G teilen. Da p? 1 p! folgt p? t ord(G). Also hat jede p-Sylowgruppe in G die Ordnung p. Dar-
aus folgt auch die Existenz von H. Sei nun G auflésbar, G = Gy D G; D ... D G, = {1} die
zugehorige Normalreihe mit zyklischen Quotienten von Primzahlordnung. Wir zeigen zu-
erst induktiv, dass fiir alle i < n die Gruppe G; immer noch transitiv auf {1, ..., p} operiert.
Der Fall ¢ = 0 ist der Induktionsanfang nach Voraussetzung. Fiir beliebiges i ist G; in G;—1
ein Normalteiler. Fiir g € G, und = € {1,...,p} ist g(G;x) = G;(gx). Also haben wir eine
wohldefinierte Operation von G;—; auf den G;-Bahnen, welche nach Induktionsvorausset-
zung transitiv ist. Also haben alle G;-Bahnen gleiche Ordnung. Da i < n, also G; 2 {1} ist
die Ordnung sicher nicht 1. Da nach Bahnbilanz p = (# Bahnen) - (# Bahn von 1) gilt und p
prim ist, muss die Anzahl der Bahnen gleich 1 sein, wie behauptet.

n—1

Da ord(G) = [] ord(G;/Git1) und (Gn-1/Gr) = p folgt wegen p? { ord(G), dass p #
i=0

ord(G;/Giy1) furi =0,...,n— 2. Daraus folgt H C G, furallei =0,...,n— 1, denn H liegt

im Kern der Verkettung H — G; — G;/Gi41. Daraus folgt H = G,,—; und hiermit die
Eindeutigkeit und die Eigenschaft Normalteiler. O

Lemma 5.8 Sei wieder p prim, G < S, transitiv und auflosbar. Hat o € G zwei Fixpunkte,
soist o =id € S),.

Beweis : Sei H < G der Normalteiler der Ordnung p aus dem vorigen Lemma. Dann ist
H von einem p-Zykel erzeugt, denn nur diese Permutationen in .S, haben die Ordnung p.
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Sei also (nach Umnummerieren der Elemente) H = () und 7 = (1 2...p). Durch Um-
nummerieren konnen wir zudem annehmen, dass einer der Fixpunkte von o gleich 1 ist. Sei

1 <@ < p ein weiterer Fixpunkt von . Da H Normalteiler ist, muss

coroo = (c(1)a(2)...0(p)) =7" € H

fureinr € Nsein. Esist7#” = (11+r1+ 2r...1+ pr), wobei der Querstrich den Vertreter in
{1,...,p} der Restklasse modulo p bezeichnet. Wegen o (1) = listalsoo(k) =1+ (k —1) - r.
Aus o(i) =ifolgt (i —1) = (i — 1) - r und damit » = 1. Dies bedeutet o = id, wie behauptet.

U

Proposition 5.9 Sei f € K () irreduzibel, separabel und vom Grad p. Sei L/K der Zerfdl-
lungskorper von f und Gal(L/K) auflosbar. Sind o und 8 zwei verschiedene Nullstellen
von f,soist L = K(a, ).

Beweis : Wir konnen Gal(L/K) als Untergruppe von S, der Permutationsgruppe der Null-
stellen von f auffassen. Da f irreduzibel ist, gibt es zu je zwei Nullstellen o; und «; ein
o € Gal(L/K) mit o0(c;) = a;. Nach vorigem Lemma ist Gal(L/K (e, 3)) = {id} und nach
dem Hauptsatz der Galois-Theorie also L = K («, ). O

Korollar 5.10 Sei f = X? — 4z + 2 € Q[X] fir p > 5 prim und L/Q der Zerfallungskorper
von f. Dann ist L/Q nicht auflosbar.

Beweis : Nach dem Eisenstein-Kriterium ist f irreduzibel. Es gilt f(z) — +oo flir x —
+00. Da f” = 0 genau dann, wenn z = 0, hat der Graph von R > z — f(x) hochstens einen
Wendepunkt, wegen f(1) < 0und f(—1) > 0 sogar genau einen. Also hat f genau drei reel-
le Nullstellen. Ware L/Q auflosbar, so konnte man den Zerfallungskorper nach der vorigen
Proposition durch Adjunktion von zwei dieser Nullstellen erhalten, im Widerspruch zu Tat-
sache, dass f auch p — 3 komplexe Nullstellen hat. O

5.2 Nochmal Zirkel und Lineal

Wir betrachten nochmal den Kérper F - aus Satz der Korper aller Punkte, die man
durch Konstruktionen mit Zirkel und Lineal erhélt. Die Struktur dieses Korpers wird durch
folgende Charakterisierung besser handhabbar.

Proposition 5.11 Fiir z € C sind dquivalent

1) ZGF\[

Seite 56



2) Es gibt eine Kette von Korpererweiterungen
QZL()CLlCLQg...LngC
mitz € Lyund [Li4q: L;) =2 fur i =0,...,n— 1.

In 2) konnen wir zudem annehmen, dass L,,/Q galoissch ist.

Beweis : Fiir die Implikation 1) = 2) betrachten wir nochmals den Beweis von Satz
In jedem Konstruktionsschritt entsteht der neue Punkt aus einem Schnitt zweier Geraden-
und/oder Kreisgleichung. Der Losungspunkt liegt also in einer quadratischen Erweiterung
des Korpers, erzeugt von den bisher konstruierten Punkten. Da jede Konstruktion endlich
viele Schritte hat, folgt die Aussage 2). Umgekehrt entsteht jede quadratische Erweiterung
durch Adjunktion einer Quadratwurzel nach Satz Im einleitenden Abschnitt haben wir
gezeigt, dass sich jede Quadratwurzel von konstruierten Punkten wieder mit Zirkel und
Lineal konstruieren lasst. Damit folgt 1).

Fiir den Zusatz betrachten wir die Homomorphismen o; : L, — Q,j € J in einen
fixierten algebraischen Abschluss. Das Kompositum der ¢;(L,), j € J ist die normale Hiille
von L, /Q. Da

QCoj(L1) Coj(Le) C...Coj(Ly)

ebenfalls eine Kette mit [0 (Lit1) : 0;(L;)] = 2 ist, erhdlt man auch das Kompositum durch
eine Kette von Korpererweiterungen vom Grad zwei. 0

Korollar 5.12 Ist z € F /-, so ist z algebraisch tiber Q und [Q(z) : Q) ist eine Zweierpotenz.
Insbesondere ist z.B. ¥/2 ¢ F .

Korollar 5.13 Das regelméfiige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
falls ¢(n) eine Zweierpotenz ist.

Also ist z.B. das regelmafiige 7-Eck nicht konstruierbar, das regelmafige 17-Eck hingegen
schon. Die erste Konstruktion davon (siehe das Deckblatt) geht auf Gaufs zurtick.

Beweis : Ist das regelméfige n-Eck konstruierbar, so ist ¢, € F| -, also [Q(¢n) = Q] = ¢(n)
eine Zweierpotenz. Ist umgekehrt p(n) eine Zweierpotenz, so gibt es nach Korollar 4.3/ und
dem Hauptsatz der Galois-Theorie eine Kette von Zwischenkdrpern mit Erweiterungsgrad
2 und damitist ¢, € F' - nach Proposition O

Man kann die Werte n mit p(n) Zweierpotenz noch genauer beschreiben. Fiir £ € N wird
F, = 22° 1 1 die /-te Fermatsche Zahl genannt. Unter den Fermatschen Zahlen sind Fy =
3,F1 = 5,F, = 17,F3 = 257 und Fy = 65537 die einzigen {bekannten} Primzahlen. Die
Existenz weiterer Fermatscher Primzahlen ist eine offene Frage. Wir tiberlassen folgenden
Satz als Ubungsaufgabe.
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Proposition 5.14 Fiir n > 2 ist ¢(n) genau dann eine Zweierpotenz, falls es Fermatsche
Primzahlen p1,...,p, und m € N gibt mitn =2"p; - ... p,.ng

6 Moduin

Als Motivation fiir Algebra wurde eingangs das Losen diophantischer Gleichungen ange-
geben. Bereits das Losen linearer diophantischer Gleichungssysteme geht tiber den Rahmen
der linearen Algebra hinaus. Dort wird, z.B. beim Gauf-Algorithmus an geeigneter Stelle
dividiert, was nicht gestattet ist, wenn wir bei ganzzahligen Koeffizienten verbleiben wol-
len.

Wir miissen also Strukturen untersuchen, bei denen der Skalar-Kérper nur noch ein Ring ist.
Diese werden Moduln genannt. Man beachte, dass ein Z-Modul nach untenstehender De-
finition nichts anderes ist als eine abelsche Gruppe. Struktursitze fiir (endliche) Z-Moduln
sind also Aussagen {iiber (endliche) abelsche Gruppen. Wir werden viel prazisere Aussagen
machen konnen als die Sylowsitze fiir (allgemeine, nicht notwendig abelsche) Gruppen.

Sei R ein Ring, wie immer kommutativ und mit Einselement. Ein R-Modul M ist eine
abelsche Gruppe (M, +) und eine Skalarmultiplikation

R x M —s M,

die den (vom Vektorraum-Fall bekannten) Axiomen

a-(x+y) = a-x+a-y
a+b)-x = a-xz+b-x
a- (bx) = (a-b)z; l-z=z

fur alle a,b € Rund z,y € M geniigt. Wortlich wie lineare Abbildungen definiert man R-
Modulhomomorphismen, wie Untervektorraume definiert man Untermoduln, wie Faktorraume
definiert man Quotientenmoduln.

Beispiel 6.1 i) Fiir jeden Ring R ist R ein freier (Definition siehe unten) R-Modul. Un-
termoduln hiervon sind gerade die Ideale von R.

ii) Sei V' ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V') ein Endomorphismus. Vermoge der Ska-
larmultiplikation

KX xV —YV, (Z aiXi,U) — Zaz’@i(v)
wird V zu einem K[X]-Modul. Umgekehrt, falls V ein K[X]-Modul ist, so definiert
p(v) =X v

einen Endomorphismus. Damit erhélt man eine Bijektion zwischen K [X]-Moduln und
Paaren (V, ¢ € Endg (V).
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Wie im Vektorraumfall definiert man den Schnitt und die Summe (sowie eine direkte Sum-
me) von R-Moduln und diese sind wiederum R-Moduln. Ebenso wie im Vektorraumfall
definiert man Erzeugendensystem sowie linear unabhiingig.

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem wird auch hier Basis genannt. Wenn es eine
solche gibt, so heifst der Modul frei und es gilt wie im Vektorraumfall der Satz von der
eindeutigen Darstellung als Linearkombination von Basisvektoren.

Der erste wesentliche Unterschied zum Vektorraumfall ist, dass nicht jeder R-Modul eine
Basis besitzt: Fiir jedes Element = in dem Z-Modul (d.h. der abelschen Gruppe) Z/pZ gilt
p - v = 0,womit wir eine nichttriviale Linearkombination gefunden haben.

Ist R allgemeiner ein nullteilerfreier Ring und M ein R-Modul, so formulieren wir das
eben gesehene Phinomen, indem wir alle Elemente € M, sodass es ein a € R \ {0} gibt
mit ax = 0, Torsionselemente nennen. Die Menge aller Torsionselemente bilden einen Unter-
modul My, € M, genannt Torsionsuntermodul. Ist M = Mo, so nennt man M einen Torsions-
modul. Beispielsweise ist im Z-Modul M = Z & Z/sZ der Torsionsuntermodul Mo, = Z/sZ.
Das néchste Ziel ist zu zeigen, dass jeder Z-Modul solch eine direkte Summenzerlegung
besitzt.

6.1 Elementarteiler

Wir schrianken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass R ein Hauptidealring ist, ein.
Dies beinhaltet die wichtigen Fille R = Z und R = K[X] und die Hauptaussagen dieses
Abschnitts sind ohne diese Voraussetzung nicht richtig.

Wir benotigen den Begriff der Lange eines R-Moduls M. Eine Kette der Lange ¢ in M
besteht aus R-Untermoduln

0CM CMC...C M =M.

Das Supremum iiber die Langen aller Ketten von M wird die Linge von M genannt und mit
(r(M) bezeichnet. Der Nullmodul hat die Lange Null und der Z-Modul Z hat die Lange
oo, wie man an der Kette ...p*"! . Z C p*Z C ... leicht sieht. Dies ist insbesondere eine
Kette von Idealen in Z, die wir beginnend von einem gegebenen Ideal beliebig lang machen
konnen.

Umgekehrt bricht eine aufsteigende Kette von Idealen in R beginnend bei 0 C a1 C as €

... nach endlich vielen Schritten ab, denn |J a; C R ist wieder ein Ideal erzeugt von einem
i>0
Element z, da R Hauptidealring ist. Nun ist « € a,, fiir ein n und somit a, 1 = a, fiir alle

k > 0. Aufgrund dieser Eigenschaft sagt man, dass Hauptidealringe noethersch sind. Der
Langenbegriff hat folgende Eigenschaften.
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Lemma6.2 a) Ist M = M’ ®& M"” eine direkte Summe von R-Moduln, so ist /(M) =
CR(M') + Lr(M").

b) Ista =¢-pi*-... p/r die Primfaktorzerlegung von a € Rmite € R* und v; € N, so ist

(r(R/aR) =3 1 vi.

Beweis: Zu Teila):Sind 0 C M{ C M, C ...C M/ =M und0C M/ C M) C...C M/ =
M Ketten, so ist

0CM @0 M 0C...C M a0CMeM' C...CM'eM =M

eine Kette der Lange r+s, also (p(M) > (r(M')+Lr(M"). Fir die umgekehrte Ungleichung
betrachten wir die Projektion 7”: M — M" mit dem Kern M’. Ist

0=MyCM CMC...C My=M

eine Kette von M, so bilden die 7" (M;) eine (nicht unbedingt echt aufsteigende) Kette von
M" und die M; N (M’ & 0) eine (nicht unbedingt echt aufsteigende) Kette von M'. Da M; C
My gilt 7" (M;) € 7" (M;41) oder M; N (M' & 0) € M;+1 N (M’ @ 0). Daraus folgt die

umgekehrte Ungleichung. Zur Aussage b): Nach dem chinesischen Restesatz ist
R/aR = ®}_,R/p/R,

welches ein Isomorphismus von Ringen und damit auch von Z-Moduln ist. Nach Teil a)
miissen wir also nur noch den Fall a = p” betrachten. In diesem Fall konstruiert man eine
Kette der geforderten Lange v wie in Korollar und eine solche Kette kann man nicht
weiter verfeinern, da die Quotienten R/pR, also Korper sind. O

Ist zq,..., 2, eine Basis von M (d.h. gibt es eine solche), so ist
M=Rx1 ®Rxo®... D Rx,.

In diesem Fall wird n = Rang(M) der Rang von M genannt. Im allgemeinen definieren wir
den Rang von M als das Supremum iiber die Anzahl linear unabhéngiger Elemente in M.

Der folgende Satz wird Elementarteilersatz genannt. Aus ihm werden alle wichtigen Sitze
tiber R-Moduln (fiir R Hauptidealring) folgen.

Satz 6.3 Ist I ein freier R-Modul von endlichem Rang und M ein Untermodul von F' vom

Rang n. Dann existieren 1, ...z, € F, die Teil einer Basis von F' sind, sowie o, ...,y €
R\ {0}, sodass
i) {aqz1,...,anx,} eine Basis von M ist und

i) o |y flirl <i<n.
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Die Elemente o4, ..., a;, sind bis auf Einheiten in R eindeutig bestimmt und werden Ele-
mentarteiler von M genannt.

Die Situation des Satzes tritt in der Natur z.B. beim Studium von Gittern auf, d.h. von
freien Z-Moduln vom Rang n, die diskret in R" eingebettet sind. Gesucht sind dann die
Elementarteiler wie z.B. im folgenden Bild fiir ein Untergitter des Standardgitters Z? C R2.

Zum Beweis des Satzes bendttigen wir den Begriff des Inhalts cont(x) fiir v € F'. Sei dazu
F* = Hom p(F, R) der Dualraum von F. Die Menge {¢(z),p € F*} C R ist ein Ideal von
R, also erzeugt von einem Element ¢ € R, das bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist und
mit cont(z) bezeichnet wird.

Lemma 6.4 Ist F' frei von endlichem Rang, so gelten folgende Aussagen.

i) Ist {y1,...,y,} eine Basis von FFund z = > ,_, ¢;y; die Basisdarstellung von z € F, so
ist cont(z) = ggT(cq, ..., cr).

ii) Fir alle z € F gibt es ¢ € F* mit ¢(z) = cont(z).
iii) Fur z € Fund ¢ € F* gilt cont(x) | ¥(z).

iv) Ist M C F ein Untermodul, so gibt es ein € M mit cont(x) | cont(y) fiir alle y € M.

Beweis : Die Punkte ii) und iii) sind nach Definition klar. Zu i) sei 1, ..., ¢, die zu y1, ..., y,
duale Basis und ggT(ci,...,¢.) = >, a;c; mit a; € R. Wir setzen ¢ = >/, a;p;. Dann
ist o(z) = ggT(c1,...,¢c), also cont(z) | ggT(ci,...,c). Andererseits ist ein beliebiges
F* 5 ¢ = Y7, bip; eine Linearkombination der ¢;. Dann wird ¢ (z) = >.._; bjc; von
ggT(c,. .., ¢ ) geteilt und folglich ggT(cy, ..., ¢.) | cont(z).

Fiir iv) betrachten wir die Menge J der Ideale der Form cont(y) - R mit y € M. Da R
noethersch ist, hat jede Kette ein Supremum, also gibt es in J ein maximales Element der
Form cont(z) - R.
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Sei ¢ € F* so, dass p(x) = cont(z). Zundchst zeigen wir ¢(x) | ¢(y) fir alle y € M. Wir
schreiben

ap(z) +bp(y) = d =: ggT(p(x),e(y)).

Wegen ¢(ax + by) = d und iii) folgt cont(az + by) | d | ¢(x) = cont(x). Da cont(z) - R
maximal in J gewdhlt war, folgt hieraus cont(az + by) = cont(z) = d = p(z) | ¢(y). par Wir
sind fertig, sobald wir fiir jedes ¢ € F* und jedes y € M die Beziehung ¢(z) | (y) gezeigt
haben. Es gilt ¢(x) | ¢(z) und ¢(x) | ¢(y). Daher gilt p(x) | ¢(y) genau dann, wenn

o) | (v - G50) = v (v- 58 0)
»(y)

Wir kénnen also ohne Einschrankung y durch y — o) * T ersetzen, anders gesagt ¢(y) =0

Y(z)

annehmen. Mit dem gleichen Argument kénnen wir ¢ durch ¢ — @Ei) - ersetzen und damit

¥ (x) = 0 annehmen. Sei nun

ap(z) +b(y) = d =: ggT(p(x),¥(y)).

Dann ist
(p+)(ax +by) = ap(x) +bY(y) = d.,

also cont(ax + by) | d | p(z) = cont(x). Wieder besagt die Maximalitét, dass diese Teilbar-
keitsbeziehung alles Gleichheiten (bis auf Einheiten) sind und daher

p(x) | d|P(y),

was zu zeigen war. O

Beweis von Satz[6.3: Wir zeigen zunichst induktiv nach n = Rang(M) die im Satz impli-
zit enthaltene Aussage, dass M frei ist. M ist sicher torsionsfrei, da F' dies ist. Also ist fiir
n = 0 nichts weiter zu zeigen. Wir wiahlen fiir den Induktionsschritt ein € M wie in Lem-
maiV) und ¢ € F*, sodass ¢(x) = cont(z). Weiter gibt es ein z; € F mit z = () - 1,
denn falls x = > ¢;y; in einer Basis y,...,y, von F, so leistet > ¢;/¢(x) - y; das Verlangte.
Wir definieren F’' = Ker(y) und M’ = M N F’. Wir behaupten, dass

F=Rri®F und M=Rxzo M

gilt. In der ersten Formel ist die Summe offenbar direkt und ist y € F', soist y — o(y) - 1 €
Ker(yp). Die zweite Summe ist ebenso direkt, wir miissen zeigen, dass die beiden Summan-
den ganz M aufspannen. Unter Verwendung von Lemma6.4]iv) ist

) <y _ sO(y)x)
() p(z)
die gewtinschte Darstellung fiir ein y € M beliebig. Wir konnen nun die Induktionsvoraus-
setzung auf M’ anwenden und erhalten, dass M frei ist.
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Wir kénnen ebenso per Induktion nach Rang(M) annehmen, dass die Folgerungen des
Satzes fiir M’ bereits gelten, d.h. dass 3, . . ., z,, Teil einer Basis von F’ istund es aa, ..., ay,
gibt mit o; | a4 fiir ¢ > 2, sodass asx, . . ., a,x, eine Basis von M’ ist. Mit 21 wie oben und
a1 = ¢(x) wir oben ist nur noch oy | az zu zeigen. Sei dazu o € F* mit pa(22) = 1. Dann
gilt nach dem vorigen Lemma ¢(z) | p2(aax2), also a; | as.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus dem nédchsten Lemma. O

Lemma 6.5 Sei R ein Hauptidealring und 7' = ;" | R;/«;R;, wobei a1, ...,a, € R\ {0}
Nichteinheiten mit «; | ;41 sind. Dann sind «, . . ., ay, bis auf Einheiten in R eindeutig.

Beweis : Der Beweis verwendet die Elemente grofiter Ordnung in 7" und daher ist es giinstig,
die Reihenfolge der Indizierung umzudrehen. Sei also &; = «a;,—;+1 und folglich a; 1 | a.
Wir nehmen an, dass es eine weitere Summenzerlegung

T = @R/%R =~ @R/ﬁj

Jj=1
ebenfalls mit 3;,1 | ; gibt. Wir nehmen an, dass die Zerlegungen echt verschieden sind, sei

k der kleinste Index mit a R # [ R. Wir betrachten die Zerlegung des R-Moduls a;T'. Da
fir ¢ > k die ay alle Teiler von ¢y, sind, erhalten wir

k—1
anT = (P aw(R/aiR) @ak (R/&;R) & d - (R/BLR) &
=1

Da (r(a;T) < oo folgt aus dem Vergleich der Langen beider Seiten mit Hilfe von Lemma[6.2]
dass ay-(R/ B R) = 0ist, mitanderen Worten o R C B35, R. Durch Vertauschen der Rollen von
ay und fy, erhalten wir die umgekehrte Inklusion, insgesamt die Gleichheit im Widerspruch
zur Wahl von k. Ist a; = Bj fur alle j < min{m,n}, so folgt ebenfalls durch Berechnen von
(r(T'), dass m = n ist. Insgesamt beweist dies das Lemma. O

Beweis von Satz Eindeutigkeit : Nach dem bereits Bewiesenen gibt es Elementarteiler
a1 | ag|...|a, von M und wir nehmen an, dass 31 | 52 | ... | B ebenfalls Elementarteiler
(bzgl. einer anderen Basis von F) sind. Wir definieren zu M die Menge:

Mgat = {y€F :esgibt0#a€R:a-ye M},.

Man priift sofort, dass Mg, ein Untermodul von F ist, genannt die Saturierung von M in F.
Wir behaupten, dass

Mgae/M = P R/oiR = P R/B;R
i=1 j=1

ist. Sobald wir dies gezeigt haben, folgt die Eindeutigkeitsaussage aus dem vorangegange-

nen Lemma.
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Zum Beweis der Behauptung verwenden wir die Basis z1,. .., x, aus dem bereits bewie-
senen Teil des Satzes. Esist @;" | R-x; C Mga denn o (r; - x;) = 7i(a;-x;) € M fiir beliebiges
r;. Um zu zeigen, dass die Inklusion eine Gleichheit ist, nehmen wir y € Mg, beliebig her.

Wir ergdnzen z1,. .., x, zu einer Basis z1,...,2; von F und schreiben y = 25:1 c;xi. Bs ist
a-y € M fiirein 0 # a € Rnach Definition der Saturierung. Also ist Zle ac;x; € M. Daraus
folgt, dassa - ¢; = 0 fiiri = n+ 1,...,t. Da R nullteilerfrei ist, folgt ¢; = 0, was zu zeigen
war.

Insgesamt ist also
n n
M = @R (CKZ.%'Z) g MSat = @Rxl
i=1 i=1

und daraus folgt die obige Behauptung tiber den Quotientenmodul. O

Der oben genannte Beweis ist allerdings nicht konstruktiv, d.h. nicht direkt in einen
programmierbaren Algorithmus umzusetzen. Das Problem ist die Anwendung von Lem-
ma iv) zu Beginn des Beweises. Das gewiinschte Element = dort wird als maximales
Element einer Kette gewonnen und wir haben bisher uns keine Gedanken gemacht (wie wir
grofiere Ideale in dieser Kette finden konnen und vor allem), wann diese Kette aufhort.

In der Praxis liegt die freie Modul F' oft durch Angabe einer Basis z1, ..., z, und M durch
T

Erzeuger z1,..., 2y, vor, wobei z; = ) a;jx;. Wir fassen die Koeffizienten in einer Matrix
i=1
A = (ai;) zusammen. Ziel ist es, die Elementarteiler anhand von A auszurechnen.

Sind I € {1,2,...,r}und J C {1,2,..., m} zwei Teilmengen mit ¢ Elementen, so bezeich-
nen wir mit Ay die ¢ x t-Matrix, deren Eintrag an der Stelle (u, v) gerade a;, ;, ist, wobei die
Indexmengen als I = {iy,... i} mit iy < ip1; und J = {j1,...,j:} mit jo < joy fiir alle ¢
aufgezahlt sind. Als t-Minore von A bezeichnet man die Determinante einer Matrix A;; mit
I und J wie oben.

Zum Beweis des folgenden Satzes ist es giinstig, den Begriff des t-fachen dufleren Produkts
A'F eines Moduls F zu verwenden. Wir definieren diesen hier ad hoc und nur fiir freie R-
Moduln. Sei also 1, ..., z, eine Basis von F. Dann ist A'F der freie R-Modul erzeugt von
Symbolen der Form z;; Az, A ... Az, wobei 1 < i1 <ig < ... < <r. Wir definieren fiir
jede Indexmenge ji, j2,. .., j; ein Element x;, Az, A...xj, € AtF, indem wir dies als Null
erkléren, falls zwei Indizes gleich sind und andernfalls die Permutation 7 € S; verwenden,

sodass jy = i, (¢) mit i; < ig < ... < i;. Dann definieren wir

Tinay N Tiggy N oo ATy = sgn(m)zi, ATy Ao ATy,

Schlieflich definieren wir fiir ein beliebiges ¢-Tupel z1, ..., z; von Elementen in F' ein Ele-
ment (,,t-faches dufleres Produkt”) z; A 2o A ... Az € A'F durch sogenannte multilineare
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Fortsetzung. Damit ist gemeint, dass falls z; = ) ;_, a;;z; die Basisdarstellung von z; ist,
wir das t-fache dufSere Produkt der z; definieren als

r T T
AN = E aijry | A E a2;%; | Ao A E :atjwj
=1 j=1 Jj=1

T

= E A1, - Q24+ - Qg - (Tjy AN Tjy Ao AN xjy)
Jise-sgt=1
.
= E a1j1-a2j2-...-atjt-(xji/\xh/\.../\a:jt)
j17"'7.jt:1

alle ji verschieden

= Z (Z Sgn(7r)a1i7r<1> L2 (g - - .atiﬂ(t)> (Tiy Ny N oo N xy,)

1<i1<i2<...<it <r \meS;
6.1)

(Die Rechnung zeigt auch, dass die Definition von A'F nicht von der Wahl einer Basis
abhangt, denn falls z1, . . ., 2; eine andere Basis ist, so ist die Determinante der Basiswechsel-
matrix eine Einheit.)

Aus dieser Rechnung folgt auch, dass aus einer Inklusion M C F' von R-Moduln eine Inklu-
sion A'M C A'R der dufleren Produkte entsteht. Ist die Basis z1, . . ., z; durch Ergénzen einer
Basis von z1, ..., x, wie im Elementarteilersatz entstanden, so bilden die a1 21, . . ., apx, €i-

ne Basis von M und somit die Elemente
Qi iy N\ Qo Tjg N o0 N QG T4, = (ailaiQ S ait)xil Ny ... NTy, (6.2)

eine Basis von A’ M. Diese sind (von Null verschiedene) Vielfache von Basiselementen von
AF.

Satz 6.6 Sei F' ein endlich erzeugter freier R-Modul mit Basis z1,...,2,. Sei M C F ein

Untermodul mit Erzeugern z1, ..., z,, wobei z; = Z;Zl a;;xj und seien o, . . ., a, die Ele-
mentarteiler von M. Sei 1, der ggT aller ¢-Minoren der Koeffizientenmatrix A = (a;;). Dann

gilt

t
e = Hai .
i=1

Beweis : Wir beginnen mit dem Fall ¢ = 1. Es ist oy R das Ideal, welches von allen ¢(y) mit
(p € F*)und y € M erzeugt wird. Ist ¢y, ..., 1, die Dualbasis zu z1, . .., z,, so ldsst sich ein
beliebiges ¢ als Linearkombination ¢ = >,_, byt); schreiben. Weiter ist y = > """ | ¢;z; und
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insgesamt

ely) = > by (Z Ci Zz)
=1 i=1
= > bty <Z > ¢ alﬂ])
=1 i=1j=1
= 2 ) ciaijb;
i=17=1
Also ist das Ideal o R gerade vonden a;; fiiri = 1,...,mund j = 1,...,r erzeugt, d.h. von

den 1-Minoren von A. Wir wenden diese Aussage auf die Inklusion von freien R-Moduln
A'M C A'F fiir beliebiges ¢ an. Unter Verwendung der Basis aus Gleichung sieht man,
dass der erste Elementarteiler fiir diese Inklusion gleich o; - g - ... - oy ist, da «; | ;41 und
somit der ggT tiber alle Indextupel {i1,...,i;} angenommen wird. Mit dem Erzeugenden-
system z1, ..., z, von M wird A’M von den zj, A ... A zj, aufgespannt, deren Basisdarstel-
lung in den z;, A ... A x;, wir in Gleichung ausgerechnet haben, dort im Spezialfall
J1 = 1,...,5t = t. Dort war der Koeffizient die t-Minore Ay s ;.- Fir beliebiges

Ji,--.,Jji erhalten wir analog als Koeffizient eine beliebige t-Minore von A. Insgesamt be-
sagt das erste Argument, dass der ggT aller t-Minoren gleich «; - ... - a; ist, was zu zeigen
war. O

Wir wollen noch aus diesem Satz eine Algorithmus zur Bestimmung der Elementarteiler
eines Untermoduls ableiten. Aquivalenterweise suchen wir zu einer Matrix A (der Koeffi-
zientenmatrix aus dem vorigen Satz) invertierbare Matrizen S und 7" (die zu einem Basis-
wechsel in M bzw. F gehoren), sodass D = T'AS die Eintrdge D;; = a; mit o; | a;q; flr
i =1,...,n und sonst nur Nullen als Eintrage hat.

Angenommen wir haben bereits erreicht, dass der linke obere Eintrag a1, alle Eintrdge von
A teilt. Dann ist insbesondere a;; und ay; fiir alle 4, j durch a;; teilbar. Also ist die Addition

Zﬁ -fachen der ersten Spalte zur j-ten Spalte eine durch ein Element in GLy(R), also ein

Basiswechsel in I’ beschrieben. Ebenso ist die Addition des (— %) -fachen der ersten Zeile

zur i-ten Zeile Resultat eines Basiswechsels in M. Am Ende dieser Schritte hat die Matrix in

des —

der ersten Zeile und Spalte mit Ausnahme von a;; nur Nullen und wir kénnen induktiv den

Algorithmus auf die Untermatrix ohne die erste Zeile und Spalte anwenden. Um die erste

Annahme zu erreichen nehmen wir vereinfachend an, dass der Ring R euklidisch bzgl. der

Gradfunktion ¢ ist. (Dies beinhaltet R = K [z] und § = deg sowie R = Z und § = | - |). Sei
d= min {d(a;)}.

ij=1..

Einen der Matrixeintrdge mit kleinstem von null verschiedenem Grad kénnen wir durch
Zeilen- und Spaltenvertauschungen in der linken oberen Ecke annehmen. Wir zeigen, dass
entweder a; alle Eintrdge von A teilt oder wir d durch elementare Zeilen- und Spaltenum-
formungen (d.h. Basiswechsel in M bzw. F') verringern konnen.
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Falls ein Eintrag der ersten Zeile, etwa ay; nicht durch ay; teilbar ist, so schreiben wir
a;j = q- a1 + bmit §(b) < d und durch (—g)-fache Addition der ersten Spalte auf die j-te
Spalte erreichen wir, dass in der neuen Matrix A der Eintrag a;; = bist und 6(b) < d gilt.
Analog gehen wir vor, wenn ein Eintrag der ersten Spalte nicht durch a;; teilbar ist. Da
d € N miissen wir dies nur endlich oft durchfiihren. Wie in der Anfangsbemerkung konnen
wir nun durch Zeilen- und Spaltenoperationen erreichen, dass a;; = 0 und a1; = 0 fiir ¢ > 2
und j > 2
Angenommen in der ,Restmatrix” gibt es noch einen Eintrag a;; mit¢ > 2 und j > 2, der
nicht durch a1, teilbar ist, also a;; = ga11 + b mit 0 < 6(b) < d. Dann addieren wir die erste
Zeile zur i-ten, sodass nun a;; = a11, aber a;; unverandert ist. Schlieflich addieren wir (—q)
mal die erste Spalte auf die j-te Spalte, sodass nun a;; = b gilt. Auf diese Weise haben wir d
verringert und beginnen mit dem Algorithmus von neuem. Da d € N miissen wir dies nur
endlich oft durchfithren. Danach ist a1; in der Tat der erste Elementarteiler und wir konnen
uns im gesamten Algorithmus auf die Restmatrix mit 7 > 2 und j > 2 beschranken.

6.2 Struktursatze fir Moduln Giber Hauptidealringen

Wir halten einige wichtige Folgerungen aus dem Elementarteilersatz fest. In diesem Ab-
schnitt ist immer noch R ein Hauptidealring.

Korollar 6.7 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und M;,, C M der Torsionsuntermodul.
Dann ist M, endlich erzeugt und es gibt einen freien R-Modul M, sodass M = M @ MF.
Insbesondere hat jeder endlich erzeugte torsionsfreie R-Modul eine Basis.

Beweis : Seien 21, ..., 2, Erzeuger von M und F' = R’ ein freier R-Modul vom Rang r mit
Basis y1,...,y,. Sei p: ' — M der Homomorphismus mit ¢(y;) = z;. (Wie bei Vektorradu-
men ist auch bei freien Moduln ein Homomorphismus eindeutig durch die Bilder der Basis
festgelegt und die Bilder der Basis konnen beliebig gewahlt werden.) Wir wenden den Ele-
mentarteilersatz auf das Paar Ker(p) C F an. Seien z1, ..., z, die Elemente von ker(p) aus
diesem Satz, durch z,,11, ..., 2, zu einer Basis von F ergdnzt und a1, ..., a, die Elementar-
teiler, also
Ker(p @R o) < F = @R T; ® @ R ;.
i=n+1

Also ist

n

M = F/Ker %@ R/OéiR).%'i@ @ R-x;.
=1 i=n-+1

Der erste Summand ist offenbar ein Torsionsmodul, der zweite ist frei und wir haben die

gewiinschte Zerlegung gefunden. O
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Wir zerlegen den Torsionsuntermodul weiter und definieren hierzu fiir ein Primelement
pin R
M,={zeM:p"z=0 firein n e N},

genannt der p-Torsionsanteil von M.

Korollar 6.8 Ist M ein endlich erzeugter Torsionsmodul, so ist

M =P M,,

peEP

wobei P die Menge der Primelemente (bis auf Assoziiertheit) von R bezeichnet. Dabei ist
M, = 0 fiir fast alle p € P. Weiter gibt es fiir jedes p eine Folge natiirlicher Zahlen 1 < v, ; <

Vp2 < ... <y, sodass

r(p)
7(p)
M, = R/p™ R

1

S

J
Mit dieser Eigenschaft sind die Zahlen v, ; eindeutig durch M bestimmt.

Dies ist auch der angekiindigte Struktursatz tiber endlich erzeugte abelsche Gruppen (d.h.
Z-Moduln). Jede solche ist direkte Summe eines freien Z-Moduls (also Z") und eines Torsi-
onsmoduls, fiir welche obige Zerlegung gilt. Da Z/p”Z fiir alle j < v eine Untergruppe der
Ordnung p’ enthilt, folgt aus dem Korollar oben, dass eine endliche abelsche Gruppe der
Ordnung n fiir jeden Teilnehmer m von n eine Untergruppe der Ordnung m enthilt.

Beweis von Korollar: Nach dem vorigen Korollar wissen wir bereits, dass
n
M = My = @ R/aiR
i=1

ist, wobei «; | i1 gilt. Sei a; = ¢; [] p"»* die Faktorisierung der «;, wobei ¢; € R*. Nach
peP
dem chinesischen Restesatz gilt

R/o;R= P R/p"R.
peEP

Durch Kombination dieser Zerlegung erhilt man

n
M=EPEPHR/*R
peEP i=1
Dies ist offenbar bereits die gewiinschte Zerlegung in p-Torsionsanteile. Um die v, ; wie ge-
fordert zu erhalten, gentigt es, diejenigen v, ; wegzulassen, die Null sind und zur Zerlegung
sowieso nicht beitragen. Die Eindeutigkeitsaussage folgt leicht aus der Eindeutigkeitsaus-
sage in Lemma [6.5] O
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7 Transzendente Korpererweiterungen

7.1 Transzendenzbasen

Im Korper Q(z,y, v/ + y) sind alle drei Elemente z,y und /z + y transzendent tiber Q,
aber wenn wir bereits z und y adjungiert haben, wird /z + y algebraisch tiber dem Zwi-
schenkorper Q(z,y). Auerdem ist Q(z,y, vz + y) = Q(z, vz + y), denn es gilt natiirlich
y = (\/Jﬁy)2 — z. Die Anzahl der transzendenten Elemente, die wir benotigen, um einen

Korper zu erzeugen, messen wir mit folgendem Begriff.

Definition 7.1 Eine Teilmenge A eines Korpers L ist eine Transzendenzbasis der Erweiterung
L/K, falls A algebraisch unabhingig tiber K ist und L/K(A) algebraisch ist. Gibt es eine
Transzendenzbasis A, sodass L = K(A), so heift L rein transzendent tiber K.

Proposition 7.2 Jede Korpererweiterung besitzt eine Transzendenzbasis.

Der folgende Beweis ist analog zum Beweis Aussage in der linearen Algebra, dass jeder
Vektorraum eine Basis besitzt.

Beweis : Man zeigt, dass eine Teilmenge A C L genau dann eine Transzendenzbasis ist,
wenn sie algebraisch unabhangig und maximal (bzgl. Inklusion) unter solchen Mengen ist.
Das System aller algebraisch unabhéngigen Teilmengen von L enhdlt aber nach dem Zorn-
schen Lemma maximale Elemente. O

Wie in der linearen Algebra gilt ein Austauschsatz, den wir nur im endlichen Fall bewei-
sen, da dies fiir die Wohldefiniertheit des Begriffs Transzendenzgrad (siehe unten) ausreicht.

Proposition 7.3 Ist A = {ay,...,a,} C L algebraisch unabhingig tiber K C Lund ¢t € L
tiber K(ay,...,ay) algebraisch, aber iiber K transzendent, so gibt es ein j, sodass A’ =
{a1,...,an} \ {a;} U{t} algebraisch unabhéngig tiber K ist und a; algebraisch tiber K (A’).

Beweis : Da t tiber K (A) algebraisch ist, gibt es eine Gleichung f(a1,...,a,,t) = 0mit f €
Klz1,...,zp,y], wobei fiir die Variablen z; die a; und ¢ fiir y eingesetzt wurde. (Dabei haben
wir bereits etwaige Polynome in den x; im Nenner durch Durchmultiplizieren entfernt.)
Nach der Transzendenzvoraussetzung an ¢ ist f in einer der Variablen z; nicht-konstant. Wir

konnen dann f aber auch als algebraische Gleichung fiir a; tiber K (A’) interpretieren. Ohne

Einschridnkung sei j = 1. Angenommen A’ wire algebraisch abhingig. Da {az,...,a,} C A
algebraisch unabhéngig ist, miisste dann ¢ algebraisch tiber K (as, ..., a,) sein. Dann ist aber
auch a; algebraisch tiber K (as,...,a,), im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Wir definieren den Transzendenzgrad trdeg(L/K) einer Korpererweiterung L/K als die
Machtigkeit einer endlichen Transzendenzbasis, falls es eine solche gibt, und als co sonst.

Proposition 7.4 Der Transzendenzgrad ist wohldefiniert, d.h. ist L /K eine Koérpererweite-
rung so haben alle Transzendenzbasen unendliche Machtigkeit oder sie haben alle die glei-
che endliche Méchtigkeit.

Mit etwas mehr Sorgfalt kann man auch im Falle unendlicher Machtigkeit zeigen, dass je
zwei Transzendenzbasen gleiche Machtigkeit besitzen, siehe [Bos18, Theorem 7,5].

Beweis : Angenommen es gibt eine endliche Transzendenzbasis A. Wir argumentieren in-
duktiv nach n = |A|. Fiir n = 1 folgt die Behauptung direkt aus dem Austauschsatz, denn
ist A’ eine weitere Transzendenzbasis, so tauschen wir ein Element o’ von A’ gegen das Ele-
ment von A aus und erkennen, dass A’ keine weiteren Element enthalten kann, denn diese
wiren {iber K (a’) algebraisch.

Sei nun n > 2 und a’ ein Element einer weiteren Transzendenzbasis A’. Nach dem Aus-
tauschsatz konnen wir dies gegen ein Element von A tauschen und erhalten so eine weitere
Transzendenzbasis B mit ' € B N A’ und mit B N A # (), sagen wir a € B N A. Dann gilt
|B| = |A’| nach Induktionsvoraussetzung (mit Grundkorper K (a')) und |B| = |A| nach In-
duktionsvoraussetzung (mit Grundkorper K (a)). Zusammengesetzt folgt die Behauptung.

U

Man beachte, dass der Grad der algebraischen Erweiterung nach Adjunktion einer Tran-
szendenzbasis sehr von der Wahl der Transzendenzbasis abhangt. So ist zu Beispiel Q(7)/Q
eine rein transzendente Erweiterung, aber auch {72} € Q(T) ist eine Transzendenzbasis,
denn Q(T')/Q(T?) ist eine algebraische Erweiterung vom Grad zwei.

Unser néchstes Ziel ist eine Transzendenzgradformel fiir eine Kette von Korpererweite-
rungen. Seien L; und Ly zwei Korpererweiterungen von K, und wir setzen weiter voraus,
dass diese beide in einem algebraisch abgeschlossenen Korper F' liegen. (Im allgemeinen
wird nattirlich F' groier als der algebraische Abschluss von K sein, denn L;/K wird im
folgenden zumeist transzendent sein.) Dann ist L; linear disjunkt zu Lo tiber K, falls jede
Menge B C Li, die K-linear unabhidngig ist, auch (im Kompositum L; L, aufgefasst) Lo-
linear unabhéngig ist. Dieser Begriff ist asymmetrisch definiert, aber in der Tat symmetrisch
in L und Ls.

Lemma 7.5 Sei L linear disjunkt zu L, tiber K und C' C Ly K-linear unabhédngig. Dann ist

C C LyLy auch Ly linear unabhingig. Insbesondere ist L, linear disjunkt zu L iiber K.

Beweis : Angenommen die Behauptung ist falsch und es gibt ¢;,...,¢, € C und es gibt

Elemente a1, ...,a, € L1 mit )} ; a;¢; = 0. Nach Umsortieren konnen wir annehmen, dass
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{a1,...,an} C L; Uber K linear unabhingig ist und die restlichen Elemente Linearkombi-

nationen davon, also gibt es y;, € K, sodass

m
aj:Z/J’jkak fuir j=m+1,...,n.
k=1

Dann gilt
0 = Z aici + Z Z Hjiaicj = Z (Ci + Z Mjicj)az"
i=1 j=m+1 i=1 i=1 j=m+1
Also sind alle Ausdriicke in der Klammer gleich Null, im Widerspruch zur K-linearen Un-
abhéngigkeit von C. 0

Korollar 7.6 Sind L; und L; linear disjunkt tiber K und A C L; algebraisch unabhingig
tiber K, soist A C L L, algebraisch unabhéngig tiber L.

Beweis : Algebraisch unabhingig iiber K bedeutet, dass alle Potenzen von Elementen in A
und deren Produkte linear unabhingig tiber K sind. Mit dieser Beobachtung folgt die Be-

hauptung aus dem vorigen Lemma. O

Korollar 7.7 Sind L; und L linear disjunkt tiber K, so gilt

trdeg(L1Ly/K) = trdeg(Li/K) + trdeg(L2/K) .
Beweis : Sei A; for i = 1,2 eine Transzendenzbasis von L;/K. Dann sind auch die Kor-
per K(A;) und K (A;) linear disjunkt tiber K und damit ist nach dem vorigen Korol-
lar A, eine Transzendenzbasis von K(A;)K(A2)/K. Da Li/K(A;) algebraisch ist, muss
auch L1 K (Ay)/K(A1)K(Asz) algebraisch sein. Ebenso folgt aus Lo/ K (As2) algebraisch, dass

LiLy/L1K(Ay) algebraisch ist. Durch Zusammensetzen dieser algebraischen Erweiterun-

gen folgt, dass A; U As eine Transzendenzbasis von L Ly ist. O

Korollar 7.8 Sei K C L C M ein Korperturm. Dann gilt
trdeg(L/K) + trdeg(M/L) = trdeg(M/K).
Beweis : Sei A eine Transzendenzbasis von M /L. Diese Menge ist auch tiber K algebraisch

unabhingig, also ist trdeg(M /L) = trdeg(K(A)/K). Auflerdem ist nach Definition einer
Transzendenzbasis K (A) und L linear disjunkt tiber K. Also ist nach dem vorigen Korollar

trdeg(K(A)/K) + trdeg(L/K) = trdeg(L(A)/K)

und trdeg(L(A)/K) = trdeg(M/K), da M/L(A) algebraisch ist. O
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7.2 Der Satz von Hermite

Satz 7.9 Die Zahl e ist transzendent.

Die wesentliche Eigenschaft von e = el, die in den Beweis eingeht, liegt in folgender
Integrationsformel fiir die Exponentialfunktion gegen ein beliebiges Polynom.

Lemma 7.10 Sei f[X] € C[X] ein Polynom vom Grad m, seit € C und

I(f,t) = /0 e~ f (u)du.

Dann ist
m m

I(f,)=e' Y f90) =3 /7).

Jj=0 j=0

Beweis : Die Unabhingigkeit des Integrals vom Integrationsweg folgt aus der Holomorphie
von e'~* und f. Induktiv nach m zeigt man

t
0

I = S 00 = 3100 + [ e wdu,
=0 =0
mittels partieller Integration. 0

Wir benétigen noch eine Integralabschitzung. Zu f € C[X] sei f € R[X] das Polynom,
das man erhilt, indem man jeden Koeffizienten durch seinen Betrag ersetzt. Dann gilt

[]
I(f.8)] < / 1= p () | du < Je] MUl 7.1)

0

nach der Standardabschitzung und da f monoton wachsend ist. Wir haben jetzt alle Bau-
steine beisammen.

Beweis : Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann gibt es eine Relation

n
Zakek =0
k=0

wobei wir annehmen konnen, dass die a; ganzzahllig und sowohl ag also auch a,, von Null
verschieden sind. Wir definieren fiir eine (grof3e, noch festzulegende) Primzahl p > |ao| das
Hilfspolynom

f=aP Yz —1)P (z—n)P
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vom Grad m = (n + 1)p — 1 und bastern die Linearkombination der Integrale

J = apI(f,k).
k=0

Aufgrund des Lemmas und der Relation gilt

J =Y a(F X 00 - Y 1O w)
k=0 j=0 Jj=0
= S a0k ==Y a Y Y%,
k=0  j=0 k=0  j=p-1

wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Nullstellenordnungen von f gilt. Es ist weiter
FPH0) = (p—1)(=1)"Pn!P.

Wenn wir also p > n wihlen, ist diese Ableitung durch (p — 1)! teilbar, aber nicht durch p.
Fiir j > p sind sowohl die Ableitungen f()(0) bei Null als auch die Ableitungen fU) (k) bei
den anderen ganzzahligen Stellen durch p teilbar. Daraus folgt, dass sich nicht alle Terme
wegheben konnen. Insgesamt ist also J eine von Null verschiedene ganze Zahl und wir
wissen auch, dass

(=D < |J].

Andererseits folgt aus der Integralabschdtzung, dass
[T < |aglke" F(k) < Ane™(2n)? (7.2)
k=0

wobei A = maxy, |ax|. Zusammen mit der Abschétzung e? > pP~1/(p — 1)! folgt
PP e < (p—1)! < Ane™(2n)P.

Da nach der Stirling-Formel k! ~ 27k (%)]C fir k — oo gilt, stehen (nachdem man e~
nach rechts gebracht hat) auf der rechten Seite (da n fest ist) nur Terme der Form Konstante
hoch p, aber links der Term p” und das gibt fiir p grofigenug einen Widerspruch. 0

7.3 Ganze algebraische Zahlen

Wir definieren eine Erweiterung des Begriffs von ,ganzen Zahlen”, bisher in Q definiert,
auf endlich algebraische Erweiterungen von Q, d.h. auf sogenannte Zahlkorper. Die Kurz-
fassung hier stellt das Notwendige fiir den ndchsten Abschnitt bereit - man kann damit auch
eine ganze Vorlesung ,,Algebraische Zahlentheorie” fiillen.
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Proposition 7.11 Sei K /Q algebraisch und a € K. Dann sind folgende Eigenschaften von a
dquivalent.

i) Es gibt ein normiertes Polynom f € Z[X] mit f(a) = 0.
ii) Der Ring Z[a] C K ist ein endlich erzeugter Z-Modul.

iii) Es gibt einen endlich erzeugten Z-Untermodul A C K mita- A C A.

Falls a eine der Eigenschaften der Proposition erfiillt, so nennt man a ganz (iiber Q).

Beweis : Fiir die Implikation ii) = iii) konnen wir A = Z[a] nehmen. Fiir die Implikation
iii) = i) seien vy, ..., v, Erzeuger von A. Dann gibt es nach Voraussetzung b;; € Z mit

n
a-Uj:Zbij’Ui fiir jzl,...,n.
j=1
Also ist a eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms Det(B—X -1,,) € Z[X], wobei B =
(bij)i; € Z"*™) ist. Bis auf einen Faktor (—1)" ist das charakteristische Polynom normiert
und daher folgt i).

Fir die Implikation i) = ii) beachte man, dass der Ring Z[a| als Z-Modul offenbar von
allen o mit k € N erzeugt wird. Nach Voraussetzung ist, falls f = >"I" b, X* € Z[X] mit
by =1,

m 1

a = —bo—bla—b2a2— —bm,lam_ .

m

Damit liegt @™ im von 1,a,a?,...,a™"! erzeugten Z-Modul und durch rekursive Anwen-

dung dieser Beziehung kann man den Grad aller a* reduzieren. Also ist Z[a] von der endli-

m—1

chen Menge 1,a,a?,...,a erzeugt. O

Korollar 7.12 Die Menge der ganzen Zahlen in K bilden einen Ring O. Der Schnitt von
Ok mit Qist Z. Zu jedem a € K gibt es einen Nenner s € Nmit s -a € Ok.

Beweis : Seien a,b € Ok und A, B C K die nach iii) der vorigen Proposition existierenden
endlich erzeugten Z-Moduln mit aA C A und bB C B. Der von A - B erzeugte Untermodul
AB C K ist nach dem Distributivgesetz auch endlich erzeugt. Er erfiillt

(a+b)AB C aAB+ AbB C AB und abAB C AB.

Also sind nach der vorigen Proposition auch a + b und a - b ganz.

Jedes a € Z C Q ist offenbar ganz. Ist umgekehrt a € Q \ Z, so ist Z[a] nicht endlich
erzeugt, denn sonst hitte die Menge {a*, s € N} einen gemeinsamen Nenner.
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Fiir die letzte Aussage sei f, = Y. ,b; X' € Z[X] das Minimalpolynom von a, normiert
auf Inhalt 1, also

n
Zbiai = 0.
1=0

Durchmultiplizieren mit b7 ~! liefert, dass das normierte Polynom

> b IX € ZIX]
=0

by, - a als Nullstelle hat. O

7.4 Der Satz von Lindemann-Weierstrass

Satz 7.13 Die Zahl 7 ist transzendent.

Beweis : Angenommen die Aussage ist falsch. Dann ist auch o = i * 7 algebraisch, sagen
wir vom Grad d und wir listen die Konjugate als oy = o, g, ..., 4. Sei N der fithrende
Koeffizient des Minimalpolynoms von . Dann ist N« eine ganze Zahl nach Korollar [7.12]
Indem wir die Gleichung ™ + 1 = 0 konjugieren, erhalten wir

(I+e)(1+e*?)---(14+e*) = 0.
Wir multiplizieren dies aus und erhalten eine Summe von 2¢ Termen der Form ¢/, wobei
H(Q) = &1 + - 40

mit ¢; € {0,1}. Unter diesen Termen seien genau n von Null verschieden, die wir als
B1,- .., By listen. Es gilt also

20 _ 4Pty L6 = 0. (7.3)

Wir basteln nun ein Polynom g € Q[X], das genau diese f; als (einfache) Nullstellen hat.
Wir starten dazu mit ) )
goX) =[] TI X —e1on + - ca0a)
£1=0 e4=0
Dieses Polynom is Galois-invariant, also in Q[X], hat die §; als einfache Nullstellen und
zudem noch Null also Nullstelle der Ordnung s = 24 — n. Der Quotient g = go/X™ leistet
also das Gewtinschte.

Nur konstruieren wir wieder ein Hilfspolynom wie in Satz|7.9|mit ganzzahligen Koeffizi-
enten und hohen Verschwindungsordnungen. Sei

f = N"po_l(X _51)p...($ _ Bn)p
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fur eine grofie Primzahl p. Da die Menge der f; konjugations-invariant ist (das Polynom g
zertifiziert das) und N 3; ganzzahlig ist (denn No; is ganz fiir jedes i), ist in der Tat f € Z[X].

Wir setzen nun

k=1

und erhalten wie oben . L
Jo= =) fO0 =323 V)
§=0 k=1 j=0
mit m = (n+ 1)p — 1. Jetzt funktioniert die gleiche Abschitzung: J ist eine ganze Zahl, nicht
Null, denn der Termin f®~1)(0) ist durch (p — 1)!, aber nicht durch p teilbar, wahrend alle
anderen Terme durch p! teilbar sind (bzw. Null sind). Damit folgt wieder (p — 1)! < |J] und
das Wachstum von (p — 1)! schldgt das Wachstum der oberen Schranke wie in (7.2). O

Der folgende Satz beinhaltet den vorigen und den Satz von Hermite, aber der Beweis
verwendet an einer Stelle, dass wir bereits die Transzendenz von m beweisen haben. Die
Methode verfeinert den oben verwendetetn Trick noch einmal.

Satz 7.14 Seien ay, ..., a, € Q algebraisch und linear unabhingig iiber Q. Dann ist
{e™,..., e}

algebraisch unabhéngig iiber Q.

Der Beweis verwendet zunichst zwei Reduktionsschritte.

Lemma 7.15 Sind ci,...,c, € Q paarweise verschieden, so ist die Menge {e“,..., e}
linear unabhangig tiber Q.

Beweis von Satz mit Hilfe von Lemma : Angenommen der Satz ist falsch und
es gibt ein Polynom P(Xy,...,X,) € Q[Xi,...,X,], das von Null verschieden ist, aber
P(e™,...,e") = 0 erfiillt. Dann kann man dies als Q-lineare Abhingigkeit der einzelnen
Monome lesen, welche von der Gestalt

et = (e (e)
ist, wobei 1; € N und v4,...,r, die Exponenten des k-ten Monoms (in einer beliebigen
Sortierung) sind. Da die Menge {a1, ..., a,} tiber Q linear unabhingig ist, sind

crp = aiv] +agvg + ...+ apln

paarweise verschieden. Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, welches den
gewtlinschten Widerspruch liefert. O
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Lemma 7.16 Seien ai,...,a, € Q paarweise verschieden und enthalten in einem Korper L,
sodass L/Q galoissch und endlich ist. Sei zudem {a1,...,a,} Gal(L/Q)-invariant, d.h. fur
alle7 € Gal(L/Q) und alle j € {1,...,n} gibtesein k € {1,...,n}, sodass 7(a;) = ay.

Seien b1, ...,b, € Z, nicht alle 0, und konstant auf den Galois-Bahnen der entsprechen-
den a;, d.h. gibt es 7 € Gal(L/Q) mit 7(a;) = ay, so gilt b; = b;. Dann gilt

b1 + boe® + ...+ bpe® £ 0.

Beweis von Lemma mit Hilfe von Lemma|[7.16]: Angenommen das Lemma ist falsch
und es gibt eine nichttriviale Q-Linearkombination der e“. Nach Durchmultiplizieren mit
dem Hauptnenner konnen wir annehmen, dass dies sogar eine Z-Linearkombination ist. Sei
L die normale Hiille von Q(cy, . .., ¢,)/Q. Diese ist endlich iiber Q, da die ¢; € Q sind. Sei
¢1,...,Cs die Menge der ¢; samt ihrer Konjugate unter Gal(L/Q). Indem wir die Koeffizien-
tenvon {c; ...,¢s} \ {c1,...,cn} als Null setzen, erhalten wir eine Z-Linearkombination

id ~
Z dret = 0.
k=1

Die Exponenten haben bereits die geforderten Eigenschaften und wir erhalten eine nichttri-
viale Linearkombination mit der vollen Symmetriebedingung aus Lemma indem wir

Shei= [ (Z dkef<6k>> |
j=1

r€Gal(L/Q) \k=1

definieren

Zum Beweis der Symmetrie definieren wir eine Operation Gal(L/Q) auf Ausdriicken der
Form ) fje® fiir f; € Qund a; € L durch

o (Z fje‘”') — ijeg(aj).

Diese Operation ist vertraglich mit Summe und Produkt, d.h. sind F; und F» zwei solche
Exponentialausdriicke, so gilt o(F1F>) = o(F1)o(F) und o(F) + F2) = o(F1) + o(F?) fur
alle 0 € Gal(L/Q). Die Invarianz der linken Seite unter allen solchen o ist die gewtinsch-
te Symmetriebedingung. Fiir die rechte Seite gilt die Invarianz offenbar, denn Anwenden

von o numeriert nur die Faktoren des Produkts um.

Wir miissen nur noch zeigen, dass die so definierten b; nicht alle Null sind und dann
liefert Lemma den gewiinschten Widerspruch. Dazu sortieren wir die Exponenten nach
Realteil. Genauer gesagt, definieren wir auf C die Ordnungsrelation

21 < z9 falls Re(z1) < Re(z2) oder Re(z1) = Re(z2) und Im(z1) < Im(z9),

welche zwar nicht mit Multiplikation, wohl aber mit Addition vertrédglich ist. In jedem Fak-
tor (zu 7 € Gal(L/Q)) wahlen wir den bzgl. dieser Relation grofiten Exponenten j(7) aus,
d.h.

7(Cj(ry) = max{7(ck),k =1,...,n,d; # 0}.
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Deren Produkt tragt zu einem Summand b;e® des Ausdrucks auf der linken Seite bei.
Wegen der Maximalitdt behaupten wir, dass auch nur ein Summand dazu beitragt, d.h.
bj = HTeGal( £/Q) %7 # 0 ist. Da die Exponentialabbildung den Kern 27iZ hat konnte das
Produkt der grofiten Exponenten sich hochstens mit einem Produkt von Exponenten auslo-
schen, deren Realteil genauso grofs ist und deren Imaginarteil sich vom dem im Maximum
um 27iZ unterscheidet. Da aber die Exponenten 7(¢j) alle algebraisch und 7 nach Satz
transzendent ist, kann dies nicht passieren. 0

a+b

Bisher haben wir nur die Homomorphie e?*? = ¢?-¢? der Exponentialfunktion verwendet.

In der Funktionentheorie zeigt man, dass eine holomorphe Funktion mit dieser Eigenschaft
notwendigerweise die Exponentialfunktion ist.

Beweis von Lemma : Angenommen das Lemma ist falsch und es gibt eine lineare
Relation

b1e®t + boe™ + ...+ bpe® =0 (7.4)

mit a; und b; wie gefordert. Sei N € N ein gemeinsamer Nenner fiir die a;, d.h.
Nay,...,Na, € Op. Sei p eine Primzahl, die wir am Ende des Beweises so grof§ wahlen
bis wir den gewiinschten Widerspruch haben.
Die zentrale Rolle spielen die Hilfsfunktionen

[i(X)=N"[(X —a1)(X —ag) ... (X —a,)]P /(X —a;) € OL[X],

ein Polynom vom Grad np — 1, so wie die Integralfunktionen

Ii(t) = / e f () du
0

und deren Auswertung
J; = blli(al) + bg[i(ag) 4+ ...+ ani(an).

Nach (7.1)) ist
n
1 Ti] < lag - bil € TF; (Jax]) -
k=1
Wir wollen diesen Ausdruck als Funktion von p abschitzen. Die Koeffizienten von f; sind
sicher kleiner als die Koeffizienten von

fi= N"[(X +|aa[)(X = laz]) - ... - (X = lan])]” /(X — |ai])

und somit ist f;(|ax|) < fi(Jax|) und es gilt f;(x) < N (z + max(|ay|,. .., |a,|))"?! fiir alle
x € R. Also gibt es Konstanten Cj, sodass ‘TZ (|ak| ] = C% . Wir kénnen ay, b, und elaxl als
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Konstanten, da unabhingig von p, ansehen. Daher kénnen wir auch die obige Linearkom-
bination exponentiell in p abschétzen, d.h. es gibt C;, sodass |.J;| < Cf und aufmultipliziert
gibt es C' € R, sodass

|Ji-o- | S CP

als Funktion von p.
Wir beginnen nun die Abschdtzung von J; nach unten und nutzen Lemma um

np—1 ) np—1 )
Liar) = e > £20) = Y 17 (an).
7=0 J=0

auszuwerten. In der Linearkombination J; fallen die positiven Summanden aufgrund
von (7.4) weg. Es bleibt

np—1 n

Ji=— 3 e (an). (7.5)

=0 k=1

Da f; € Op[X] gilt das auch fiir deren Ableitungen. Die Nullstellenordnung von f; ist p an
allen Stellen ay, k # i, und sie ist p — 1 an der Stelle a,;. Genauer ist

77 @) =N -1 I (a—an)? € 0L
k=1,k+i

Diese Zahl ist durch (p—1)! teilbar, es ist also sogar fi(p — (ai)/(p—1)! € Or. Durch Nachbau
des iiblichen Beweis im Fall der ganzen Zahlen kdnnen wir zeigen, dass es unendlich viele
Primzahlen p gibt, die kein Element der Menge {N(a; — ax),?,j € {1,...,n}} teilen. Wir
beschranken uns ab sofort auf solche p. Fiir alle 4, j, k mit Ausnahme der Félle j = p— 1 und
k =1 gilt stets die Teilbarkeit

P | 17 ()
in O L-
Schliefilich wollen wir noch die Galois-Symmetrie der Ausgangsgleichung ausnutzen.
Diese besagt, dass (7.5) eine Q-Linearkombination von Ausdriicken der Bauart

Z fi(j) (T(ak))

T€Gal(L/Q)

ist. Das Polynom g = (X — ;) fi(X) ist unabhédngig von i und invariant unter der An-
wendung von 7 € Gal(L/Q), also ist g € Q[X] und somit auch ¢} € Q[X] fiir alle j. Ist
g =", b;X", so erkennt man mittels Polynomdivision, dass

fz(X) = bannp_l + (bnpfl - bnp : ai)an_Q +...
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also, dass es von ¢ unabhéngige Polynome R, (X) € Q[X] gibt, sodass der v-te Koeffizient
von f; gleich R, (a;) ist. Schreibt man die Ableitungen von f;, in denen von g, induktiv

beginnend mit
Jg(X)  9X)
X — Q; (X — (17;)2

so liefert das gleiche Divisionsargument, dass es R, j(X) € Q[X] gibt, welche nicht von ¢

1(x) =

abhdngen, sodass der v-te Koeffizient von fi(j ) gleich R, j(a;) ist.
Istalso 7 € Gal(L/Q) mit 7(a;) = as und 7(a;) = a4, so ist T(f(])(ak)) = fégj)(at). Folglich ist

)

> )= > 9 (rw)).
T€Gal(L/Q) T7€Gal(L/Q)

Das wiederum bedeutet, dass J; - ... J, € QN O = Z ist und auBlerdem durch (p — 1)!"

teilbar. Da J; # 0 ist

und da nach der Stirling-Formel k! ~ 27k (%)lC fur k — oo gilt, ergeben die obere und
untere Schranke einen Widerspruch fiir p grofs genug. O

7.5 Noch mehr Transzendenz: Ein Uberblick

Die historisch ersten komplexen Zahlen, deren Transzendenz bewiesen wurde, gehen auf
Liouville zuriick.

Satz 7.17 (Liouville) Ist o € R eine algebraische Zahl vom Grad n iiber Q. Dann gibt es eine
Zahl c¢(«), sodass fiir alle p, ¢ € Z mit ggT(p,q) =1

-2 > 4 7.6
q q
Dieser Satz ist Beginn eines grofsen Kapitels der Zahlentheorie, der diophantischen Ap-

proximation. Dabei wird gefragt, welche Zahlen « fiir welche Exponenten n und festes ¢(«)
unendlich viele “gute Approximationen” p/q zulassen, d.h. Briiche p/q, sodass die Unglei-
chung im Satz verletzt ist. Wir verwenden nur die erste Aussage dieses Gebiets, den obigen
Satz von Liouville, um festzustellen, dass

Z 1

10k!

= 10
eine transzendente Zahl ist, denn die Teilsummen dieser Reihendarstellung widersprechen
ab k > n der Ungleichung (7.6).

Viele weitere Transzendenzresultat basieren auf mehrdimensionaler diophantischer Ap-
proximation. Die Basisversion davon ist folgendes Lemma von Siegel.
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Lemma 7.18 (Siegel) Seien a;; ganze Zahlen mit A = max; j |a;;|. Wir betrachten das lineare
homogene Gleichungssystem aus r Gleichungen

n
E aij:cj =0
j=1

in n unbestimmenten. Falls n > r so gibt es es Losung, deren Eintrége alle ziemlich klein im
Betrag sind, namlich
z;] < 2(2nA)/ (=)

In der Praxis benétigt man eine Version hiervon nicht nur fiir ganzzahlige Losungen, son-
dern auch fiir Losungen, die ganz in einer algebraischen Erweiterung sind. Damit kann man

dann zeigen:

Satz 7.19 (Siegel) Seien z1, 7 ein Paar linear unabhdngiger komplexer Zahlen und y1, y2, y3
ein Tripel linear unabhangiger komplexer Zahlen. Dann ist unter den 6 Zahlen exp(x;y;)

mindestens eine transzendent.

Siegels Lemma und bessere Abschatzungen fiir Ableitungen von Hilfspolynomen (als die
groben Abschitzungen bei Lindemann-Weierstrass) erlauben zu zeigen:

Satz 7.20 (Gelfond-Schneider) Seien «, 5 algebraisch tiber Q und o« # 0,1. Dann ist o

transzendent.

Der Satz hat viele Konsquenzen fiir Logarithmen. Z.B. folgere man hieraus, dass fiir «, 5
algebraisch, beide nicht Null oder Eins, der Quotient log(«a)/ log(/3) entweder rational oder
transzendent ist (Ubung).

Der Satz von Gelfond-Schneider folgt aus dem Spezialfall n = 2 des folgenden Satzes:

Satz 7.21 (Baker) Seien «y,...,q, algebraische Zahlen wungleich Null und
log(ay),...,log(ay,) tiber Q linear unabhéngig. Dann ist die Menge {1, log(a1), .. .,log(ay)}
tiber Q linear unabhéngig.

Viel mehr Details hierzu findet man im Buch [MR14].
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