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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien M,N R-Moduln. Eine multilineare Abbildung ϕ : Mn → N nennen wir symmetrisch,
falls für alle Permutationen σ ∈ Sn gilt

ϕ
(
(xi)

)
= ϕ

(
(xσ(i))

)
.

Wir nennen eine multilineare Abbildung ϕ : Mn → N alternierend, falls für alle 1 ≤ i < j ≤
n und xi = xj gilt:

ϕ(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = 0.

Zeigen Sie:

(a) Zu jedem R-Modul N und jeder symmetrischen Abbildung ϕ : Mn → N gibt es genau
eine R-lineare Abbildung Φ: Symn(M)→ N , so dass das folgende Diagramm kommu-
tiert:

Mn Symn(M)

N

⊗

ϕ
Φ

(b) Zu jedem R-Modul N und jeder alternierenden Abbildung ϕ : Mn → N gibt es genau
eine R-lineare Abbildung Φ:

∧n(M)→ N , so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Mn
∧n(M)

N

∧

ϕ
Φ

Aufgabe 2 (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie: T (R) ∼= R[x] ∼= Sym(R) (als R-Algebren).

Geben Sie ein R an, so dass T (R2) 6∼= Sym(R2) ist.

(b) Seien V,W freie R-Moduln von endlichem Rang.

Zeigen Sie, dass V ⊗Hom(W,R)→ Hom(W,V ), v⊗ f 7→ [w 7→ f(w)v] ein Isomorphis-
mus ist.



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei R ein Ring in dem 2 und 3 invertierbar sind und V ein R-Modul.

Seien σ1 = (1 2) und σ2 = (1 3) Permutationen aus S3.

Zu einer Permutation σi, i ∈ {1, 2} und einem R-Modul N nennen wir eine multilineare
Abbildung ϕ : V 3 → N σi-symmetrisch, falls

ϕ(x1, x2, x3) = −ϕ(xσi(1), xσi(2), xσi(3)) und ϕ(x1, x2, x3) = ϕ(xσj(1), xσj(2), xσj(3))+ϕ(x1, x3, x2),

wobei j = {1, 2} \ i.

(a) Für i ∈ {1, 2} definieren wir die lineare Abbildung

ψi : V
3 → V ⊗3

(x1, x2, x3) 7→ 1

3

(
x1 ⊗ x2 ⊗ x3 + xσj(1) ⊗ xσj(2) ⊗ xσj(3)

− xσi(1) ⊗ xσi(2) ⊗ xσi(3) − xσjσi(1) ⊗ xσjσi(2) ⊗ xσjσi(3)

)
,

wobei j = {1, 2} \ i. Weiterhin sei Si := ψi(V
3) ⊆ V ⊗3.

Zeigen Sie, dass ψi σi-symmetrisch ist und dass es zu jedem R-Modul N und jeder
σi-symmetrischen Abbildung ϕi : V 3 → N genau eine R-lineare Abbildung Φ: Si → N ,
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

V 3 Si

N

ψi

ϕi
Φ

(b) Finden Sie injektive Abbildungen
∧3 V →

∧2 V ⊗ V , deren Kokern jeweils isomorph
zu Si, i ∈ {1, 2} ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei R ein Hauptidealring in dem 2 und 3 invertierbar sind und M ein freier R-Modul.

(a) Zeigen Sie: T 2(M) ∼= Sym2(M)⊕
∧2(M).

(b) Zeigen Sie: T 3(M) ∼= Sym3(M)⊕
∧3(M)⊕ S1 ⊕ S2.

Abgabe bis Beginn der Übung um 14:00 am Mittwoch, den 9. Mai.


