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Übungsblatt 4

Aufgabe 1 (2 Punkte)

Zu einer Menge S definieren wir die freie Gruppe F (S) auf S als die Menge der Wörter
a := se11 s

e2
2 · · · senn mit si ∈ S und ei ∈ Z modulo der Äquivalenzrelationen se1se2 = se1+e2

und s0 = (das leere Wort). Dann wird F (S) durch Verkettung von Wörtern zu einer Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass F (S) folgende universelle Abbildungseigenschaft erfüllt: Für jede Grup-
pe G und jede Abbildung f : S → G existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
ϕ : F (S)→ G, so dass f = ϕ ◦ ι und ι : S → F (S) die Inklusion ist.

(b) Ist S eine beliebige Menge und R ⊆ F (S) eine Teilmenge, die Relationen, so definieren
wir 〈S | R〉 als den Quotienten von F (S) nach der normalen Hülle von R. Insbe-
sondere sehen wir so, dass wir eine Gruppe G mit Erzeugendensystem S ⊆ G und
R = Kern(F (S)→ G) als G = 〈S | R〉 schreiben können.

Zu zwei Gruppen G = 〈SG | RG〉 und H = 〈SH | RH〉 definieren wir das freie Produkt

G ∗H := 〈SG t SH | RG tRH〉.

Seien weiterhin U eine Gruppe und ϕ : U → G und ψ : U → H Homomorphismen,
sowie N die normale Hülle der Elemente ϕ(u)ψ(u)−1 für u ∈ U . Dann definieren wir
das amalgamierte Produkt von G und H bzgl. U (und ϕ und ψ) als

G ∗U H := (G ∗H)/N.

Zeigen Sie, dass G∗UH das Pushout (Kofaserprodukt) in der Kategorie der Gruppen ist,
d.h. zu jeder Gruppe P und Morphismen f : G→ P und g : H → P mit f ◦ ϕ = g ◦ ψ
existiert genau ein Morphismus Φ: G ∗U H → P , so dass das folgende Diagramm
kommutiert
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Aufgabe 2 (6 Punkte)

Stellen Sie folgende Gruppen als amalgamiertes Produkt zyklischer Gruppen dar.

(a) 〈x, y | y6, x3y3〉

(b) 〈x, y | x5, y10, x3y8〉

(c) 〈x, y | x4, y6, x3y3〉

(d) 〈x, y | x5, y6, x3y3〉



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Gruppe SL2(Z) von den Matrizen

T =

(
1 1
0 1

)
und S =

(
0 1
−1 0

)
erzeugt wird.

Geben Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Z/4Z ∗Z/2Z Z/6Z→ SL2(Z) an.

Hinweis: Betrachten Sie ST .

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Zu einer endlichen topologischen Überlagerung f : Y → X und einem Punkt x ∈ X definieren
wir die Monodromiedarstellung

ρx : π1(X,x)→ Aut(f−1(x)), γ 7→ [y 7→ γ̃y(1)].

Dabei ist γ̃y der Lift von γ, der bei y ∈ f−1(x) beginnt, und Aut bezeichnet die Bijektionen
der endlichen Menge.

Sei nun Y := {(x, y) ∈ C2 : y2 = x(x− 1)(x− 2)} ⊂ C2 und π : Y → C, (x, y) 7→ x.

Weiterhin setzen wir C̃ := C \ {0, 1, 2} und Ỹ := π−1(C̃) = Y \ {(x, y) ∈ Y : y = 0}.

Seien x ∈ C̃ und y0 ∈ f−1(x) fest gewählt.

(a) Bestimmen Sie die Monodromiedarstellung ρx zu der Überlagerung π : Ỹ → C̃.

(b) Zeigen Sie, dass π∗π1(Ỹ , y0) = Kern ρx ist.

Abgabe bis Beginn der Übung um 14:00 am Mittwoch, den 15. November.


