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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei §% = {(z,y,2) € R? : 22 + y? + 22 = 1} C R? die Einheitssphire im R3. Weiterhin
bezeichnen wir den Nordpol mit N = (0,0, 1) und den Sidpol mit S := (0,0, —1). Zu diesen
definieren wir die stereographischen Projektionen

on: SP\N = R? und ¢g: S*\ S — R?

durch folgende Vorschrift: Zu P € S?\ N gibt es genau eine Gerade g durch P und N; wir
setzen (a,b,0) := {z = 0} N g und definieren ¢n(P) = (a,b). Die Abbildung ¢g sei analog
definiert.

Zeigen Sie, dass, nach geeigneten Identifikationen von R? mit C, die Karten (S?\ N, ¢n)
und (S?\ S, ¢5) einen komplexen Atlas von S? bilden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei Z[i] == {a+1ib: a,b € Z} C C das Gauf$’sche Gitter. Bestimmen Sie das asymptotische
Wachstum der Gitterpunkte in einem Kreis By(r) von Radius r um 0 € C, d.h. geben Sie
ein Polynom f € R[z| an, so dass

1o #2010 Bo(r)}

00 (r) =1

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Wir betrachten den quadratischen Torus als Quotienten 7: C — T = C/Z[i]. Weiterhin
betrachten wir den zu einem Winkel 0 < § < 27 gehorigen Strahl Sp = {re'? : r € R>o} C C.

(a) Zeigen Sie, dass tanf genau dann rational (d.h. in Q) ist, wenn 7(Sy) geschlossen ist,
d.h. falls es ein 1y € Rsq gibt, so dass 7(rge'?) = 7(0) ist.

(b) Zeigen Sie, dass m(Sp) andernfalls dicht liegt, d.h. dass es zu jedem z € C und zu jeder
offenen Umgebung z € U, C C ein 7, € Ry gibt, so dass 7(r.e'?) € 7(U,) ist.

Hinweis: Verwenden Sie den Dirichlet’schen Approzimationssatz: Fiir eine irrationale
Zahl z € R liegt die Folge {{nz} : n € N} dicht im Einheitsintervall. Dabei bezeichnet
{z} =z — |z] den gebrochenen Anteil von z.

Abgabe bis Beginn der Ubung um 14:00 am Mittwoch, den 25. Oktober.



