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Einleitung

Ein priméres Ziel der Linearen Algebra ist das Losen linearer Gleichungssysteme. Zu einem
gegebenen solchen Gleichungssystem will man zuerst wissen, ob es losbar ist und wenn ja,
wie man eine Losung findet. Aber auch die Frage, ob es mehr als eine Losung gibt, ist oft
relevant. Allgemeiner formuliert, ist das erste zentrale Ziel die Struktur der Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems. Dabei spielt der Begriff des Vektorraums eine zentrale
Rolle.

Den Begriff des Vektorraums haben sicherlich viele Leser bereits kennengelernt, oftmals
in Form des 3-dimensionalen ,, Anschauungsraums”, ,,der Welt, in der wir leben”. Doch: was
bedeutet eigentlich 3-dimensional? Und auch wenn dieses Beispiel sicher wichtig ist, gibt es
viele Beispiele von Vektorrdumen, in denen Vektoren nicht (gut) mit , Pfeilen” veranschau-
licht werden konnen.

Deswegen werden wir Begriffe wie , Vektorraum”oder ,Dimension”“mit einer prazisen
Definition einfithren. Dem Leser sei nahegelegt, diese Definition auswendig (!) zu beherr-
schen. Die Anschauung ist gut und wichtig, aber ebenso wichtig ist es, auch das abstrakte
Konzept beschreiben zu kénnen, fiir das man gerade ein Beispiel in Handen halt.

In diesem Skript sind einige Beispiele und Beweise aufgenommen, die in einer Vorlesung
tiir Lehramtskandidaten der Studiengédnge L2 /L5 nicht diskutiert wurden, zum Beispiel der
formale Beweis der Korrektheit des Gauss-Algorithmus. Solche Abschnitte sind mit dem
Symbol (***) gekennzeichnet.

Quellen und Literatur: Biicher zur Linearen Algebra sind zahlreich. Empfehlen kann man
z.B. , Lineare Algebra” von G. Fischer, Vieweg Verlag.

Dieses Skript entstand parallel zu einer Vorlesung von Martin Méller im Sommersemester
2017 an der Johann Wolfgang Goethe-Universitdt Frankfurt am Main. Es basiert auf Vorle-
sungsausarbeitungen zu mehreren Vorlesungen von Jiirgen Wolfart in fritheren Semestern,
sowie auf dem des Vorlesungsskript ,Lineare Algebra” (fiir Bachelor und L3) von Martin
Moller. An der LATEXnischen Umsetzung haben Cornelia Salzmann und Jonathan Zachhu-
ber, sowie Cristina Sarti und Claudia Baden in der Vorgidngerversion, mafSgeblichen Anteil.
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1 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme sind eine Kollektion von Gleichungen in einer Reihe von Unbe-
stimmten x,y, ... (oder auch x1, 22, .. .), die in den Gleichungen nur mit reellen Konstanten
multipliziert auftreten, also zum Beispiel

dor—Ty = 3, (1.1)
oder
- 5 =0
r— 3y + 52z ’ (1.2)
35+ 10y — 5z = 0
oder auch
x — 3y + 5z = 1
3bxr+10y+5z = -1 ,, (1.3)
36x + Ty = 5

Gefragt ist in allen Fallen nach der Lésungsmenge, also nach denjenigen {(x,y) € R?} bzw.
denjenigen {(z,y,2) € R?} die alle Gleichungen gleichzeitig erfiillen. Gleichungssysteme,
bei denen die Zahlen auf der rechten Seite alle Null sind, werden homogene Gleichungssysteme
genannt. Diese sind etwas einfacher zu 16sen und auch in in ihrer geometrischen Anschau-
ung direkt zu erkennen.

1.1 Geometrische Vorstellung
Wir beginnen in der Ebene R?, also mit 2 Variablen. Die Gleichung beschreibt eine

Gerade im R2. Das kann man z.B. durch Auflgsen der Gleichung nach y einsehen, d.h. man
parametrisiert die Gerade durch y = —2 + 2z wie in Abbildung|l.1|dargestellt.

3/5

Abbildung 1.1: Gerade, die (1.1) 16st.
Diese Art der Parametrisierung ist nicht immer moglich, wie z.B. in den folgenden Spezial-

fallen sichtbar wird.
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5x + Oy = 3: ist ein Parallele zu y-Achse.
0z — Oy = 3: Keine Losung, leere Menge.
0z 4 Oy = 0: Losungsmenge R?.

Wir betrachten nun Losungsmengen von linearen Gleichungen und Gleichungssystemen
im Raum R3, wie zum Beispiel

— = 1
T — 3y + 52 } (1.4)

{ 350+ 10y — 52 = —1

Eine Gleichung az +by+cz =d (a,b,c,d € R) beschreibt eine Ebene im R*-ausgenommen
im Fall @ = b = ¢ = 0. In diesem Fall ist die Losungsmenge die leere Menge fiir d # 0 und
der ganze Raum R3 fiir d = 0. In der Regel sollten Gleichungssystem mit der Variablenzahl
wie in (1.2) und raumliche Geraden als Losungsmengen haben, das Gleichungssystem
(1.3) einen Punkt (o, yo, 20) € R? als Lésungsmenge.

Abbildung 1.2

Das ist aber nicht immer der Fall, denn geometrisch kann es passieren, dass

i) sich drei Ebenen in einer gemeinsamen Gerade schneiden (vgl. Abbildung [1.3), wie
z.B. im Fall (1.4). Hier ist die dritte Gleichung die Summe der beiden ersten,

Abbildung 1.3
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ii) sich je zwei Ebenen in parallelen Geraden im Raum schneiden wie im Fall des Glei-

chungssystems
xz—3y+ 5z = 1
3br+ 10y —5z = -1 », (1.5)
36 + Ty = 0

dessen Losungsmenge in der Abbildung

N
|
;

Abbildung 1.4

skizziert ist.

Bei homogenen linearen Gleichungssystemen ist das Nulltupel stets eine Losung, die Lo-
sungsmenge also insbesondere nicht leer. Geometrisch ist die Losungsmenge also nur der
Nullpunkt (Ursprung) selbst, eine Gerade durch den Nullpunkt oder eine Ebene, die durch
den Ursprung geht.

1.2 Ad-hoc-Lésungsverfahren

Fiir kleine Zahl vor Variablen ist es moglich mit folgenden Verfahren Losungen zu bestim-
men. Sofern die Losung eindeutig oder die Losungsmenge leer ist, funktionieren diese Ver-
fahren zuverléssig. In anderen Féllen ist das Verfahren fehleranfallig und es ist ratsam die
systematischen Verfahren (Gauss-Algorithmus, siehe unten) zu verwenden.

Als Beispiel fiir das Einsetzungsverfahren betrachten wir

or —T7y = 15 (1.6)
t+8 = 0| '

Die zweite Gleichung nach x aufgelost ist + = —8y. Die eingesetzt in 5z — 7y = 15 ergibt
40y — 7y = 15 und damit ist
15 120

T und schliefflich = = T

Seite 4



Man schreibt in diesem Fall L = {(122, —15)}.

Als Beispiel fiir das Additionsverfahren multiplizieren wir die zweite Gleichung von (1.6)
mit —5 und erhalten das System

ox —T7y = 15
—5r—40y = 0 [
Durch Addition der Zeilen folgt —47y = 15, also y = _}T? und schliefflich z = %. Letztlich
ist dieses Verfahren aber nur eine wenig systematische Version des Folgenden.

1.3 Der Gauss-Algorithmus

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem und fiir unsere Losungs-
strategie. Gegeben seien die Gleichungen

T+2y+32 =0
rz+3y+4z =1.

Gesucht sind diejenigen (z,y, z) € R?, die beide Gleichungen erfiillen. Erfiillt (z,y, z) beide
Gleichungen, so erfiillt (x,y, z) auch die erste und die Differenz der beiden Gleichungen.
Genauer ist die Losungsmenge von

r+2y+3z =0
y+z =1

genau die des urspriinglichen Systems, denn die zweite Gleichung oben kénnen wir als
Summe dieser beiden Gleichungen zurtickgewinnen.

Wir addieren das (—2)-fache der zweiten Gleichung auf die erste und erhalten

r+z =-2
y+z =1.
Wihlen wir z € R beliebig, so ist die Losung notwendigerweise y = 1 — zund x = -2 — z.

Anders ausgedriickt: Eine Losung ist (2, y, z) = (=2, 1,0) und jede weitere erhédlt man durch
Addition von (—A\, =\, \) fiir ein A € R zu dieser ersten Losung. Diesen Losungsprozess
formalisieren wir nun.

Definition 1.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) (iiber dem Korper der reellen Zahlen R) ist
eine Menge von linearen Gleichungen

a11x1 —+ a12x9 + ... 4+ A1nTn = b1
as1r1 + asexe + ... +  agpT, = b

(1.7)
Gm1T1 + amaT2 ..+ QGpaTn = by
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mit a;; € R und b; € R. Ein Tupel (x1,...,2,) € R, das alle diese Gleichungen erfiillt, heifst
Losung des linearen Gleichungssystems. Die Gleichungen

n
Zaijj =0 fir k=1,...,m
j=1
nennen wir das zugehorige homogene Gleichungssystem.

Statt tiber den reellen Zahlen kann man auch versuchen, lineare Gleichungssyteme, deren
Koeffizienten alle rationalen Zahlen sind, nur in den rationalen Zahlen Q zu 16sen. Das funk-
tioniert auch, im Verfahren gibt es keine Unterschiede. Wir schreiben daher manchmal auch
,ein lineares Gleichungssystem iiber dem Korper K und fiir K kann man dann wahlweise
R oder Q lesen.

Wir konnen lineare Gleichungssysteme mittels Matrizen beschreiben. Sei dazu

b1
A = (aij)?:1 ,,,,, m € Rmxn und b: ( N > € RmXI.

=Tl b
Fiir den Moment sind Matrizen eine formale Organisation der Koeffizienten, die Schreibar-
beit beim Losen des linearen Gleichungssystems erspart. Wir werden im Abschnitt iiber Ma-
trizenmultiplikation einen weiteren Grund fiir diese Schreibweise kennenlernen. Das ganze
lineare Gleichungssystem konnen wir also durch die erweiterte Matrix (A | b) € K™* (1)
beschreiben. Dabei deutete die Trennlinie an, dass es sich urspriinglich um eine Matrix und
einen Vektor mit gleich vielen Zeilen handelte.

Elementare Zeilenumformungen

Im folgenden Abschnitt beschreiben wir, welche Modifikationen wir im einleitenden Bei-
spiel durchgefiihrt haben, um die Losungsmenge eines Gleichungssystems nicht zu veran-
dern, wohl aber die Gestalt des linearen Gleichungssystems so zu verbessern, dass wir die
Losung (fast) sofort ablesen konnen. Wir verwenden drei elementare Operationen.

M;(X) :  Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K \ {0}.

Vij Vertauschen der i-ten- und j-ten-Zeile.

E;j(A\) : Addieren des M\-fachen der j-ten Zeile auf die i-te Zeile,
A € K\ {0}, wobei die j-te Zeile unverdndert bleibt.

Im Abschnitt iber Matrizen werden wir zeigen:

Lemma 1.2 Die elementaren Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge eines Gleichungssys-
tems nicht.

Seite 6



Wir konnen nun lineare Gleichungssysteme umformen, aber wo wollen wir eigentlich
hin? Wir betrachten zunichst ausschliefslich homogene LGS, d.h. LGS mit b = 0. Zum allge-
meinen Fall kehren wir weiter unten zuriick. Die Losungsmenge des LGS A - = 0 mit

1 0 - 00 -+ --- 0
e 0 1 ,
0 i 0 10 <o o 0
sehen wir sofort: Es muss 1 = 22 = ... = z}, = 0 sein und die restlichen Eintrége sind

beliebig. Die Losungsmenge L 4 g ist also
LA70:{$€Kn:1‘1:1‘2:...:£Bn:0}
= {Mit1 1+ Mg €2+ F A ens Ay, o.M € K

wobei ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)" den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Auf so eine einfache
Gestalt kdnnen wir nicht jedes (homogene) LGS bringen. Ist z.B.

1 2 3 45
A= ,
0 0001
so konnen wir die 5 durch Addition von (—5) mal der zweiten Zeile zur ersten zu einer 0

machen, aber mehr Nullen kénnen wir nicht erreichen. Der Kompromifs zwischen Wiin-
schenswertem und Moglichem wird in folgender Definition festgehalten.

Definition 1.3 Sei K ein Korper und m,n € N. Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, wenn sie
folgende Gestalt besitzt:

O --- 01 % -+ % 0 % --- % 0 0 x - =%
o ---00O0 --01 % --- % 0 0 * -+ x
o .-~ 00O --00©O0 --- 01 0 * - =
) GKmX’n
: Do Do Do 0 :
o .- 00O .- 0O0O0 --00 0 0 0
o ---0O0O0.- 0O0O0 --00 0 0 0

d.h. wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) Ist die i-te Zeile eine Nullzeile von A, so auch die (i + k) — te fiir alle k € N. (,,Nullzeilen
stehen ganz unten.”)

ii) Der erste Eintrag ungleich Null jeder Zeile von A ist gleich 1. Diesen Eintrag nennt man
Pivotelement (dieser Zeile).

iii) Ist j > i und der k-te Eintrag der i-ten Zeile das Pivotelement und der (-te Eintrag der j-
ten Zeile das Pivotelement, so ist £ > k. (,,Die Pivotelemente in den darunterliegenden Zeilen
stehen weiter rechts.”)
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iv) Ist der (i, j)-te Eintrag ein Pivotelement, so ist a; = 0 fiir k < 4. (,,Oberhalb der Pivotelemente
stehen nur Nullen.”)

Eine Matrix nennen wir in spezieller Zeilenstufenform, wenn grob gesprochen ,alle Pi-
votelemente maximal weit vorne stehen”. Wir kiirzen die Anzahl der Pivotelemente einer

Matrix in Zeilenstufenform mit » ab und machen diesen Begriff prazise.

Definition 1.4 Sei K ein Korper und m,n € N. Eine Matrix A ist in spezieller Zeilenstufen-
form, falls sie in Zeilenstufenform ist und die Pivotelemente an den Stellen a;; fiir i = 1,...,7r
stehen.

Bei einer Matrix in spezieller Zeilenstufenform steht also oben links ein r x r-Block mit
Einsen auf der Diagonale und Nullen daneben. Eine Matrix in spezieller Zeilenstufenform
hat also die Eintrage

0 -+ 0 0 cirq1 Clr42 *** Cinp
01 -+ 0 0 corq1 Corq42 "t Cap
10 r—1r r—1r r—1n
Cr—1r+1 Cr—1r+2 Cr—1 € Kmxn (1.8)
00 --- 01 Crr41 Cror42 o Crn
0O o0 --- 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Der Zweck der Zeilenstufenform und der speziellen Zeilenstufenform wird durch die
folgenden Sitze offenbar.

Satz 1.5 (Gaufi-Algorithmus) Jede Matrix lifst sich nach endlich vielen Schritten in Zeilenstu-
fenform bringen.

Der Beweis hiervon ist auch gleichzeitig der Algorithmus. Er wird am Ende des Ab-
schnitts der Vollstandigkeit halber gegeben. Vermutlich ist es intuitiver, sich von den Bei-

spielen leiten zu lassen.
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Satz 1.6 Die Losungsmenge IL 4 o eines homogonen linearen Gleichungssystems in spezieller Zeilen-
stufenform (1.8) ist gegeben durch

Cir+1 Cir+2 Cin
C2r+1 C2r+2 C2n
Cr—1 r+1 Cr—1 r+2 Cr—1n
]LA,O - )\1 Crr41 + )\2 Crr42 + -+ >\n—r Crn 5 >\17 RN )‘n—r eR
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Mit anderen Worten gesagt: Man erhilt die Losungsmenge L4 o) eines homogonen linea-
ren Gleichungssystems in spezieller Zeilenstufenform (1.8), indem man n-Tupel bildet (wir
werden diese spéter Spaltenvektoren nennen), ingesamt n — r Stiick bestehend aus den ers-
ten r Eintragen der Nicht-Pivot-Spalten von (1.8) ergdnzt um eine —1 und aufgefiillt mit
Nullen, wie im Satz angegeben. Die gesamte Losungsmenge erhdlt man, indem man die-
se Tupel mit beliebigen reellen Zahlen \; multipliziert und aufaddiert. (Wir werden spéter
sagen, dass wir eine Linearkombination der oben konstruierten Spaltenvektoren nehmen.)

Man iiberzeuge sich (dringend empfohlene Ubung!!), dass die Tupel, die in Satz[1.6|gelis-
tet sind, in der Tat Losungen des linearen Gleichungssystems sind. Zum Beweis, dass dies
die gesamte Losungsmenge ist, kommen wir in Abschnitt 4.4 zuriieck.

Wir konnen nur Matrizen durch den Gauss-Algorithmus in Zeilenstufenform bringen und
von Matrizen in spezieller Zeilenstufenform die Losungsmenge direkt ablesen. Der Uber-
gang zwischen der (allgemeinen) Zeilenstufenform und der speziellen Zeilenstufenform ge-
schieht durch geeignete Spaltenvertauschungen. Achtung: Im Gegensatz zu Zeilenumfor-
mungen indern Spaltenvertauschungen die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems. Diese Anderung der Reihenfolge der Losungsvariablen muss also nach Ablesen
der Losungsmenge unbedingt wieder riickgangig gemacht werden. Dies wird in Beispiel[1.9]
erldutert.

Den Fall inhomogener Gleichungssystem, d.h. den Fall, dass b nun Null verschieden sein

kann, fithrt man auf den Fall homogener linearer Gleichungssysteme zurtick.

Satz 1.7 (GauB3-Algorithmus im inhomogenen Fall ) Jede Matrix (A|b) lifst sich nach endlich
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vielen elementaren Zeilenumformungen in die Zeilenstufenform

0 0 1 = * 0 * 0 0 =* x| b
0 000 0 1 0 0 * x|
0 000 000 01 0 * x| D,
(A,b)= |0 00 0 000 0 00 0 | bryq (1.9)
: 0 : 0
0 000 --000 00 00 -0
000 0 00 0] o

bringen. Ist b,y ungleich Null, so ist L apy = 0, d.h. das lineare Gleichungssystem nicht losbar. Ist
EH =0, so ist

Eln
b2n

Lap = { 2 }+ Lap

jede Losung eine Summe aus der speziellen Losung und einer beliebigen Losung des zugehorigen
homogengen linearen Gleichungssystems.

Beispiel 1.8 Wir beginnen mit folgendem linearen Gleichungssystem

3x1 + 6x3 + 325 =6
T+ x0+223=1

2x9 — x4 + 1025 = 2

To + 3x3 + 224 + 225 = 12

bei dem (zufélligerweise) keine Spaltenvertauschungen notwendig sind. Wir protokollieren
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die Gaufischritte (von rechts nach links) wie in der Vorlesung:

S O = W
N = O

oS O O =

2
0
0
3
0
0
1
0

©C e P9 oo~ o

o O o =

6
2
0
3

-1

0
0
0
1

0 3
0 O
-1 10
2 2

6
1
2
1

0 1|2

0 -1

1214

2

1

2 3|13

—-17
-1
9
—12

-1
-1
7

—4

2

Eo1(—

E13(—

1) M (:
—>

Wl
—

2)M3 )V34

=N = O

1
0
0
0

o O O =

w O O N

S O = O

0
0
-1
2

= Wiy O Wk

o = O O

-1
10 | 2

112
-1

2112

-1
—1

1

E42(*1})_€32(*

20

3
-1
13

3

12 | 4

E14(%)E34S§)M4(—

2)

Offenbar ist das LGS losbar und wir kénnen x5 als freien Parameter wéhlen. Der Losungs-

raum ist also

Beispiel 1.9 Wir wenden den Gaufialgorithmus an, um das folgende LGS in Zeilenstufen-

form zu bringen:

00 0O0O0 2
11 2 1 0 1
000013
2 2 5 11 3
00 0O0O0GO
E15(5)E2s(—

Die spezielle Zeilenstufenform erhalten wir nun, indem wir die Spalten (und damit die Va-

S O NN W

-

N OO~ O

= Co0 Ut W

—12
-1

7 +1
—4

0

_17
—1
9 )€R5:tER}.
k

M5 (3)My(3)E21(—2)VizVig
H

3)E14(—5)E24 (2)£>34 (=3)E13(2) E23(—

riablen) folgendermafien vertauschen:

1—1

53

26
6+—4

1)E12(—

2)

o O O o =

32
7T 8

o O O O

o O O o =

o O o O

=R el el =

o O O = N

0

o O~ = O
O = W = =

oSO O = O O
o = O O O

41— 7
85

O W Nt

O NIWw N

_ o O W =

|83
W NN O N W

= o O O O
|
RO NI N 00
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Somit erhalten wir als spezielle Zeilenstufenform:

100001 3 ]33
010000 -1 —3|-8
001000 0 —53|1%

3| 1
ooo1oo o 3|1
000010 0] 2

Als Losungsraum der speziellen Zeilenstufenform erhalten wir also

32 1 3 13/2
-8 0 —1 -3
z 0 0 —5/2
i 0 0 3/2
I[Jspez: ; + M 0 + A2 0 + A3 0 , A, A2, A3 €R
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Indem wir die obige Permutation (riickwirts) auf die Zeilen anwenden, erhalten wir die
Losungsmenge des urspriinglichen Systems:

3 1 3 13/2

0 -1 0 0

-8 0 -1 -3

0 0 -1 0

L= +A +A + X AL, A2, A3 ER

% 1 0 2 0 3 75/2 1,12, 13

3 0 0 3/2

0 0 0 ~1

2 0 0 0

Beweis von Satz (1.5 (Gauf$-Algorithmus) (***) : Wir beweisen den Satz durch Induktion
nach der Anzahl der Spalten. Ist A = (a;;) € K™*! ein Nullspaltenvektor, so ist 4 in Zeilen-
stufenform. Andernfalls konnen wir durch Vertauschen von Zeilen erreichen, dass a7 # 0
ist. Wenden wir nun M;(aj;') an, so erreichen wir a;; = 1. Wir wenden nun Ej;(—aj1) an,

d.h. wir addieren —a;; mal die erste Zeile auf die j-te Zeile fiir j = 2, ..., m. Damit erreichen

()

ist und diese Matrix ist offenbar in Zeilenstufenform.

wir, dass

Wir kénnen nun annehmen, dass wir die Zeilenstufenform fiir Matrizen mit weniger als
n Spalten durch elementare Zeilenumformungen erreichen kénnen und betrachten A €
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K™*" Ist die erste Spalte von A eine Nullspalte, also

()

so konnen wir nach Induktionsvoraussetzung B auf Zeilenstufenform B’ bringen. Dann ist
auch A’ = (O B’ ) in Zeilenstufenform.

Ist die erste Spalte von A = (a;;) € K™*" keine Nullspalte, so erreichen wir durch Zei-
lenvertauschung, dass a;; # 0 ist. Durch anwenden von Ml(al_ll) und F;(—a;1) erreichen
wir wie im ersten Fall, dass die erste Spalte nur einen von Null verschiedenen Eintrag hat,
genauer, dass wir A zu

1 B
0

el
0

mit B’ € K*(=1) ynd ¢’ € Km=1*x(=1) ymformen.

Al =

Wir wenden nun die Induktionshypothese an und erreichen durch elementare Zeilenum-
formungen, dass C’ zu C” in Zeilenstufenform umgeformt wird. Das dndert nichts an der
ersten Zeile, also mit B” = B’ wird A’ zu
o
o | T (a;/j)

0

A// —

umgeformt. A” ist noch nicht ganz in Zeilenstufenform. Wir miissen noch sicherstellen, dass
oberhalb der Pivotelemente Nullen stehen. Sei P4~ die Menge der Spalten, in denen A” ein
Pivotelement hat und fiir j € P4 sei i = i(j) die Zeile von A”, deren Pivotelement in der
Spalte j steht. Fiir alle j € P4~ \ {1} addieren wir —a7,; Mal die i(j) — te Zeile auf die erste
Zeile, um dies zu erreichen, d.h. wir wenden die Zeilenoperation E;;);(—aj;) an. Damit
haben wir A” und somit A in Zeilenstufenform umgeformt. O

Der Beweis der ersten Aussage von Satz [1.7] folgt hieraus unmittelbar, indem man nach
Anwendung des obigen Algorithmus” auf A noch elementare Zeilenoperationen auf den
Zeilen r + 1, ..., m durchfithrt und die rechte Seite des LGS, d.h. die bNZ in die gewtiinschte
Gestalt zu bringen. Der Beweis der zweiten Aussage von Satz[1.7]verschieben wir ebenfalls
auf Abschnitt

2 Vektoren und Vektorraume

2.1 Ein Beispiel

Sei S die Menge der gerichteten Strecken der Ebene R? oder des Anschauungsraums R3.
Parallele Strecken gleicher Richtung und Lange (vgl. dazu Abbildung sollen identifi-
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ziert werden, d.h. wir fiihren auf S eine Aquivalenzrelation ,~" ein (=, gehen durch Par-
allelverschiebung auseinander hervor”) und betrachten nur noch die Aquivalenzklassen.

AN

e

Abbildung 2.1

Andere Sichtweise: Lege den Anfangspunkt der Strecke in den Nullpunkt des Koordi-
natensystems und beschreibe die Strecke durch das Koordinatenpaar (z,y) des Endpunkts

bzw. durch sein Koordinatentripel (z, y, z) im Raum. Wir sprechen dann von Vektoren.
Vektoren kann man addieren (siehe Abbildung und mit (reellen) Zahlen multiplizieren

(vgl. Abbildung [2.3).

v 3/2v (-1) - v=-1 0-v
(Nullvektor)
Abbildung 2.2 Abbildung 2.3

Mit Zahlenpaaren und -tripeln wird einfach komponenetenweise gerechnet:

(z,y) + (u,w) := (x + u,y +w)
r(z,y) = (rz,ry)

Offenbar erfiillen die Vektoren bekannte Rechenregeln, wie zum Beispiel das Assoziativge-
setz (fiir je drei Vektoren u, v und w gilt v + (v + w) = (v + u) + w), das Kommutativgesetz
(fiir je zwei Vektoren v und v gilt v+ u = u+v) und das Distributivgesetz fiir die Skalarmul-
tiplikation (fiir eine reelle Zahl A und Vektoren v und v gilt A(u+v) = Au+ Av). Des Weiteren
gibt es einen ausgezeichneten Nullvektor und jeder Vektor v hat ein additives Inverses (—v).
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Dies ist leicht zu verifizieren (zeichnerisch oder rechnerisch) und motiviert den folgenden
Abschnitt.

2.2 Die Axiome eines Vektorraums
Im folgenden sei K ein Korper (z.B. K = Q, die rationalen Zahlen, oder K = R, die reellen

Zahlen).

Wir definieren zuerst eine Struktur, die die Addition in den ganzen Zahlen, den rationalen
Zahlen, den reellen Zahlen oder den Vektoren, aber auch die Multiplikation in Q \ {0} oder
R\ {0} verallgemeinert.

Definition 2.1 Eine Menge G heifit abelsche Gruppe, falls es eine Abbildung
+:GxG =G

gibt, die folgenden Eigenschaften geniigt
(GN) es gibt ein Element 0 € G, so dass fiir jedes v € G gilt: +(x,0) = x (Neutralelement);

(GI) es gibt zu jedem x € G ein Element y € G mit +(z,y) = 0; wir schreiben —z := y (Inverses);
(GK) fiir alle z,y € G ist +(z,y) = +(y, x) (Kommutativitit);
(GA) fiiralle x,y,z € G gilt: +(x,+(y, 2)) = +(+(x,y), 2) (Assoziativitit).

In diesem Fall definieren wir x + y := +(x,y) fiir z,y € G.

Beispiel 2.2 Offenbar bilden die reellen Zahlen R mit der gewohnlichen Addition + eine
abelsche Gruppe. Auch das kartesische Produkt R x R ist mit komponentenweiser Addition
eine abelsche Gruppe.

Im Fall eines Vektorraums bilden die Vektoren eine Gruppe (man kann sie addieren); Vek-

toren konnen aber auch mit Skalaren multipliziert werden.

Definition 2.3 Eine abelsche Gruppe V heifst K-Vektorraum, falls es eine Abbildung (,,Skalar-
multiplikation”)
K xV —V

gibt, die folgenden Eigenschaften geniigt:
(N) 1-a = afiiralle a € V (,Nichttrivialitit der Skalarmultiplikation™)

(A) N-p)-a=X-(u-a)fiirallea € Vundalle \, n € K (,,Assoziativitit zwischen Skalarmul-
tiplikation und Multiplikation in K*)
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D) X-(a+b) =X-a+A-bund(\+ p) - a = Aa + pa fiiralle a,b € V und alle \,u € K
(, Distributivgesetze”).

Beispiel 2.4 Der Vektorraum R fiir n € N. Wir haben bereits gesehen, dass das kartesische
Produkt R"™ mit komponentenweiser Addition eine abelsche Gruppe ist. Wir definieren fiir
A € Rund (z1,...,2,) € R" die Skalarmultiplikation

A (21, xp) = (A1, ..y Azy).

Damit ist offenbar (N) erfillt. Ebenso rechnet man die anderen Vektorraumaxiome leicht
nach, z.B.
A+ @) (@1, mn) = (A pzr,...,(A+ p)ay)
= (Axy + pxy, ..., Azy + pay)
(Az1, ..., Azp) + (pze, . .., py)
= Mz, xn) +p(z1, .0 20)

fur alle \, p € Rund alle (z1,...,z,) € R™
Beispiel 2.5 Die Abbildung R x R? — R? gegeben durch
A1, @2, x3) = (A1, A2wg, Ns)

macht aus der abelschen Gruppe R? keinen Vektorraum, denn fiir den Vektor (z1, 22, z3) =
(1,1,1) und die Skalare A = p = 1 folgt aus (A + p)(1,1,1) = A(1,1,1) + p(1,1,1) die
Gleichheit (2,4,8) = (2, 2, 2), ein Widerspruch.

Beispiel 2.6 Der Vektorraum K[X] der Polynome (***) iiber einem Korper K.

Die Menge der Polynome tiber einem Korper K[X] bildet einen K-Vektorraum: Wir be-
trachten zundchst nur die zugrundeliegende kommutative Gruppe (K[X], +) und fiithren
eine Skalarmultiplikation K x K[X] — K[X] durch

A Zle Zn:/\-bi)Xi
=1

ein. Damit wird K [X] zu einem K-Vektorraum, denn die Axiome verifiziert man leicht, z.B.

(A-u)iobixf = S (Aep) b X

aufgrund der Assoziativitat der Multiplikation in K.
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Wir halten noch 2 Konsequenzen der Axiome fest:

Lemma 2.7 Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle \ € K und x € V:
i) A-x =0 genau dann, wenn A = 0 oder x = 0.

ii) (—\)-x = —(\-x), insbesondere (—1) - x = —x.
Beweis : Ubung. O

Man beachte, dass wir in diesem Lemma mehrfach das scheinbar (?!) tiberfliissige Vektor-

raumaxiom (N) verwendet haben.

2.3 Untervektorraume

Wir betrachten noch einmal die Losungsmenge eines homogenen LGS. Gesucht haben wir
Losungen in dem Vektorraum K" und die Losungsmenge selbst ist Teilmenge hiervon und
wiederum ein Vektorraum. Daher folgende Begriffsbildung.

Definition 2.8 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum, falls U
beziiglich der auf V' erklirten Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum ist.

Das ist nicht sehr praktisch zu verifizieren, daher beweisen wir sofort folgendes Kriteri-

um.

Proposition 2.9 Eine Teilmenge U C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn gilt:
)U#0

ii) Fiirallex,y € Uundalle N\ € Kgiltz+yecUund \-x € U.

Man sagt zu ii) auch, dass U beziiglich Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen
sein muf.

Beweis : Ist U ein Untervektorraum, also eine abelsche Gruppe, so ist 0 € U, also gilt i).
Auflerdem ist bei einem Vektorraum U Addition eine Abbildung U x U — U und Skalar-
multiplikation eine Abbildung K x U — U, woraus ii) folgt.

Umgekehrt folgen aus den Rechenregeln in V' sofort die Axiome (GA) und (GK) einer abel-
schen Gruppe sowie (N), (A) und (D) der Vektorraumaxiome. Es bleibt die Existenz eines
neutralen und inversen Elements bzgl. + zu zeigen. Aus i) folgt, dass es ein « € U gibt. Nach
ii) ist dann auch 0 - z = 0 € U. Aufierdem ist nach ii) zu jedem v € U auch (—1) - u € U und
nach obigem Lemma ist (—1) - v = —u. Damit haben wir die verbleibenden Axiome einer
abelschen Gruppe gezeigt. O
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Die Konstruktion von Losungen eines LGS fiihrt zu einem weiteren Begriff:

Definition 2.10 Sind vy,..., vy € V und A1, ..., A\x € K so nennt man den Vektor
k
vV = Z )\Z * Vg
i=1
eine Linearkombination von vy, ..., v, Man sagt auch, v sei als Linearkombination der v; dar-

stellbar oder aus den v; linear kombinierbar.

Man beachte, dass in Linearkombination nur Summen von Vektoren mit endlich vielen
Summanden auftreten.

Die wichtigste Quelle von Untervektorraumen sind Mengen von Linearkombinationen.

Definition 2.11 Die lineare Hiille oder der Spann [a1, ..., ay]| der Vektoren ai,...,a; € V ist
die Menge aller Vektoren von V', die sich als Linearkombinationen von a1, ..., ay schreiben lassen.
Allgemeiner, fiir eine Teilmenge M C 'V ist die lineare Hiille [M] die Menge aller Vektoren von V,
die sich als Linearkombination von Elementen von M schreiben lassen.

Wir setzen [()] = {0} und zeigen:

Proposition 2.12 Fiir jede Teilmenge M C V ist [M] ein Untervektorraum von V.

Beweis : Fiir M = () ist dies obenstehende Konvention und fiir M # () miissen wir noch
Eigenschaft ii) des Untervektorraumkriteriums nachpriifen. Sind z = Zle Aiai, a; € M
und y = Zle wib;, b; € M. Linearkombination von Elementen aus M, so ist auch

k J4
r+y= Z)\iai+2uibi
=1 i=1

Linearkombination und fiir alle A\ € K ist

k
Aoz =Y (A A)a
i=1
wieder eine Linearkombination von Elementen aus M und damit in [M]. O

Einige weitere Eigenschaften der linearen Hiille, die direkt aus der Definition folgen, sind

in folgendem Lemma festgehalten.

Lemma 2.13 Fiir alle Teilmengen M, My, M, eines Vektorraums gilt:
i) M C[M]
ii) Ist My C Moa, soist [M;] C [Ma].

iii) Es gilt [M] = M genau dann, wenn M ein Untervektorraum ist.
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2.4 Anwendungen der Vektorrechnung in der Elementargeometrie:

Satz 2.14 Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich gegenseitig (vgl. Abbildung[2.4).

Abbildung 2.4

Beweis : Wir zeigen zunichst, dass die Diagonalen-Vektoren v + w und v — w sind. Der
Vektor vom Nullpunkt zum Mittelpunkt der v+ w-Diagonale ist (v +w), das ist aber gleich
w + (v — w), also auch auf halber Strecke der anderen Diagonale. O

Satz 2.15 Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden (vgl.
Abbildung[2.5).

1/2 (A+B) - C

B-A

Abbildung 2.5

Beweis : Der Nullpunkt der Ebene sei beliebig gewdhlt. Wir identifizieren alle Punkte mit

den Endpunkten der Vektoren vom Nullpunkt aus. Dann ist

1 1

§(A+B) :A+§(B—A)
der Seitenmittelpunkt der Strecke AB. Entsprechend ist 3 (A + C) der Seitenmittelpunkt von
AC und % (B + C) der Seitenmittelpunkt der Strecke BC'. Schlieflich ist

1

S(A+B)=0)

1 2
S=3(A+B+0) =0+
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der Punkt, welcher die Seitenhalbierende der Seite C' im Verhiltnis 2 : 1 teilt. Wegen

S:A—Fg(l(B—FC)—A):B—Fg(l

3(3 3§(A+C)—B)

liegt er aber auch auf den anderen Seitenhalbierenden und teilt sie im gleichen Verhéltnis.
O

Genauso zeigt man folgenden Satz.

Satz 2.16 Gegeben ein Tetraeder im R3 mit Eckpunkten A, B, C, D (nicht in einer Ebene gelegen).
Verbindet man jeden Eckpunkt mit dem Schwerpunkt des gegeniiberliegenen Randdreiecks, so schnei-
den sich diese vier Strecken in einem Punkt S = %(A—i—B +C+ D), der alle vier Verbindungsstrecken
im Verhiltnis 3 : 1 teilt.

3 Erzeugende, Basis, Dimensionen

3.1 Lineare Unabhangigkeit

Wir wollen einen Begriff dafiir schaffen, dass eine Menge von Vektoren ihre lineare Hiil-
le ohne Redundanz aufspannt. Dies erkennt man bereits an Linearkombinationen, die den
Nullvektor darstellen. Ist z.B. a« = (1,0),b = (0,1) und ¢ = (1,1) € R, so ist

0=0-a+0-04+0-¢c

eine Linearkombination von a, b, ¢, die den Nullvektor ergibt, genannt die triviale Linearkom-
bination. Hier gilt aber auch
0O=1-a+1-b4+(-1)-c

und in dieser Linearkombination sind nicht alle Koeffizienten gleich Null. Sie wird nichttri-
vial genannt.

Definition 3.1 Eine Teilmenge M eines K-Vektorraums V heifit linear unabhangig (.u.), falls die
Null nur in trivialer Weise eine Linearkombination ist, d.h. falls fiir alle k € N, alle a; € M und
A € Kauszle)\,-ai =0folgt \; =0Vi=1,... k.

Die Menge M heifdt linear abhéngig (1.a.), falls es eine nichttriviale Linearkombination von Vek-
toren in M gibt, die Null ist, d.h. falls es a; € M und \; € K gibt, sodass nicht alle \; = 0 sind
und

k
Z )\iai =0
=1

gilt.
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Beispiele 3.2 i) Im einleitenden Beispielist {a, b, ¢} L.a., aber die Mengen {«, b}, {a, ¢}, {a, ¢}
und {b, ¢} sind allesamt L.u.

ii) Die Menge {a} ist l.a. genau dann, wenn a = 0.

iii) Allgemeiner: Ist 0 € M, so ist M la., denn 0 = 1 - 0 ist eine nichttriviale Linearkombi-

nation von Elementen in M.

iv) Sind a,b € V' \ {0} linear abhdngig, so gilt 0 = Aa + b mit (A, 1) # (0,0) und daher
A #£ 0und p # 0. Also ist

a:_—u-b und b:_—)\-a.
A I

In diesem Fall nennt man die Vektoren auch proportional. Sind umgekehrt ¢ und b pro-
portional, d.h.a =¢-b,s0ist0 = 1-a — ¢ - b eine nichttriviale Linearkombination, also
{a,b} lLa.

In der Definition von linearer (Un)abhidngigkeit haben wir stets von einer Menge gespro-
chen, wir haben nie definiert , a; ist linear unabhédngig von ao, ..., a,”. Eine richtige Version
solch eines Begriffs liefert die folgende Proposition. Dennoch wird dem Leser nahegelegt,
den Nachweis der linearen (Un)abhéngigkeit, wenn moglich mit Hilfe der urspriinglichen
Definition statt mit der folgenden Proposition zu fiihren. Dies ist weniger anfallig fiir ele-

mentare Fehler.

Proposition 3.3 Eine Teilmenge M C 'V ist genau dann linear abhiingig, wenn es ein Element
a € M gibt, das sich als Linearkombination von M \ {a} schreiben lisst.

Beweis : Ist M linear abhéngig und 0 = Y% | \;a,, so gibt es einen Index ip mit A;, # 0. Also
ist a;, = Zki:l ;—_’\"ai die geforderte Linearkombination. Ist umgekehrt M > a = Zle i,
=l XN

1#io
so setzen wir ax11 = aund A1 = —1. Dann ist 0 = Zfill Aia; die gesuchte nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. O

Wir halten noch folgende direkte Konsequenzen der Definition fest.

Lemma 3.4 i) Ist My C V linear abhingig und My O M;, so ist auch Mo linear abhiingig.
ii) Ist My C V linear unabhingig und Ms C M;, so ist auch Ms linear unabhiingig.

iii) Istn € Nund vy,...,v, € V sowie wy,...,wpt1 € [v1,...,0y,], dann ist {wy,...,wp41}
linear abhingig.
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Beweis : i) und ii) sind klar, iii) beweisen wir durch Induktion. Die Fillen = Ound n = 1
sind (vgl. Beispiel klar und wir kénnen annehmen, dass die Aussage fiir n — 1 richtig
ist. Sei also

w1 = a11v1 + ... + a1pvp
Wpt1 = QApt+1,1V1 + ...+ Gpt1pUp
Sind die a;;, = 0 fiir alle j, so sind die w; alle in [vq,...,v,—1] und aus der Annahme folgt

die Behauptung. Andernfalls konnen wie nach Vertauschen annehmen, dass a1, # 0 ist.
Dann sind die p Vektoren

~ a; . .
wWj = w; — cwpyr fur j=1,...,p
ap+1,p
allesamt in [vy, ..., v,—1]. Nach Induktion gibt es also eine Linearkombination
P P P
Qir = N
— AT — s | — 2P I .
0= E Ajw; = Ajw; E . Wp41,
j=1 -1 j=1 "PtLp

wobei nicht alle A\; Null sind. Dies ist die geforderte nichttriviale Linearkombination von

{wl,...,wp+1}. O

3.2 Basen und der Dimensionsbegriff

In den vorherigen Abschnitten haben wir gesehen, dass es Teilmengen eines Vektorraums
gibt, die diesen erzeugen und welche, die linear unabhéngig sind. In diesem Abschnitt in-
teressieren wir uns fiir solche Teilmengen, die beide Bedinungen auf einmal erfiillen.

Beispiel 3.5 Sei V = R2 Dann ist die Menge {(1,0), (0,1), (1,1)} ein Erzeugendensystem,
das nicht linear unabhingig ist; die Menge {(1,0)} ist zwar linear unabhingig, erzeugt
aber nicht ganz V' und die Menge {(1,0), (0, 1)} erzeugt V' und ist linear unabhangig. Auch
{(2,3),(3,2)} ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.

In diesem Abschnitt sei V' stets ein K-Vektorraum.
Definition 3.6 Eine linear unabhingige Teilmenge B C V mit [B] = V heifit Basis von V.

Dieser Begriff ist zentral bei der Beschreibung von Vektorraumen. Mit seiner Hilfe konnen
wir die ,, Grofie” von V messen. Wir werden bald sehen, dass es viele Basen von V' gibt. Ist
V = K", so ist die folgende besonders ,einfach”. Es sei

e = (1,0,...,0,0)
€y = (0,1,...,0,0)
en = (0,0,...,0,1)
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Dannistjedes K" 3 (ai,...,an) = > i, ai-¢;imSpannvon {e1,...,e,fundaus " ;| Aie; =
0 folgt durch Betrachten des j-ten Eintrags A\; = 0. Daraus folgt die lineare Unabhéngigkeit
von ey, ..., e,. Diese Menge wird Standardbasis von K" genannt.

Satz 3.7 Jeder Vektorraum V hat eine Basis.

Dies ist offenbar ein Spezialfall von R = () und E = V der folgenden Aussage, die hier

ohne Beweis zitiert wird.

Satz 3.8 Sei R C V linear unabhingig R C E und [E] = V. Dann gibt es eine Basis B von V mit
RCBCE.

Wir notieren einige wichtige Konsequenzen.
Korollar 3.9 i) Jede linear unabhingige Teilmenge eines Vektorraums kann man zu einer Basis
erginzen.

ii) Zu jedem Untervektorraum Uy C V gibt es ein Komplement, d.h. einen Untervektorraum Us
mit der Eigenschaft [U; U U] =V und U; N Uy = {0}.

iii) Jeder endlich erzeugbare Vektorraum hat eine endliche Basis.

iv) Hat eine Basis von V' genau n Elemente, so hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Aufgrund der letzten Aussage ist folgender Begriff wohldefiniert.

Definition 3.10 Die Dimension eines Vektorraums V ist die Kardinalitit einer Basis von V, falls
diese endlich ist, und unendlich andernfalls.

Beweis des Korollars : Die Teile i) und iii) sind unmittelbar klar.

In ii) sei R eine Basis von U;. Wir wenden den Satz 3.8/ auf dieses R und £/ = V an. Sei
also B eine Basis von V mit R C B. Bezeichne By = B\ R und U, = [Bs]. Dann ist sicherlich
B C Uy U Uy, also erzeugt die Vereinigung ganz V. Auflerdem: Ist v € U; N Uy, so gibt es, da

v sowohl in Uy, als auch in Us ist, Elemente o, 8; € K (i € I), so dass

n m n m
Z QT =V = Z B;b; und daher Z ;T — Zﬂibg =0,
i=1 i=1 i=1 i=1

wobei 7, € R und b, € Bj sind. Da aber {rq,...,r,,b},...,b,,} als Teilmenge einer Basis
linear unabhéngig ist, muss die Linearkombination trivial sein, d.h. alle o; = 3; = 0 und

damit ist v = 0.

Zum Beweis von iv) nehmen wir an, B sei eine Basis mit n Elementen. Nach dem Lem-
ma3.4]sind n+ 1 Linearkombinationen aus diesen Elementen stets linear abhingig. Also hat
jede Basis hochstens n Elemente. Gébe es eine Basis By mit ny < n Elementen, so folgt mit

der gleichen Uberlegung, dass B linear abhingig sein miifte. O
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Wir notieren folgenden einfachen Satz, den man sich als , Eindeutige Darstellbarkeit ei-
nes Vektors in einer (gegebenen) Basis” merken sollte.

Satz 3.11 Ist B eine Basis des Vektorraums V', so besitzt jedes v € V eine eindeutige Darstellung

=1

als Linearkombination

mit \; € K und b; € B.

Beweis : Existenz einer solchen Darstellung ist unmittelbare Konsequenz aus B Basis. Zum
Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass a € V' zwei Darstellungen

a= zn:)\ibi = zn:,uibi
i—1 i—1

hat. Dabei haben wir die gleichen Basisvektoren fiir beide Darstellungen verwendet, denn
falls ein b; in der ersten Darstellung auftritt, aber nicht in der zweiten, so konnen wir p; = 0
setzen und zur zweiten Darstellung 0 - b; addieren, und umgekehrt. Daraus folgt nun

n

0="> (Ni—m)- b
i=1
und aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von B folgt A\; = p;. Also waren die zwei Dar-
stellungen in Wirklichkeit gleich. O

Beispiele 3.12 Offensichtlich gelten dimR3 = 3, dimR? = 2, dimR! = 1, dim{0} = 0. Jede
Gerade durch den Nullpunkt des R? oder R? definiert einen eindimensionalen Untervektor-

raum, Ebenen durch den Nullpunkt im R? zweidimensionale Untervektorraume.

4 Matrizen und lineare Abbildungen

Die Koeffizienten von linearen Gleichungssystemen in einem rechteckigen System, einer
Matrix, anzuordnen, ist nicht nur eine Frage von Bequemlichkeit und Schreibaufwand. Denn
mit solchen Matrizen kann man neben den offensichtlichen Operationen, komponentenwei-
ser Addition und Multiplikation mit einem Skalar, auch eine weniger intuitive Operation
durchfiihren, die Matrizenmultiplikation. Diese Definition der Matrizenmultiplikation ist
durch den Bezug zu linearen Abbildungen motiviert.
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4.1 Matrizenoperationen

Sei K ein beliebiger Korper (der Leser moge mit Vorstellung K = R oder K = Q weiterlesen)

und seien m,n € N.

Definition 4.1 Eine m x n Matrix mit Koeffizienten in K ist ein m - n-faches Tupel von Elementen
in K, welche wie folgt angeordnet und durchnummeriert sind:

a11 a12 o Qln

a1 Az -+ A2np
A =

am1 Am2 T Amn

Die Menge der m x n Matrizen wird mit Mat,, ,(K) oder mit K"*" bezeichnet. Ist m =
n, so heifst die Matrix quadratisch und wir bezeichnen die Menge der quadratischen n x n
Matrizen mit Mat,, (K) oder K™*".

Wir konnen eine Matrix in m Elemente von K" zerlegen. Es sein (a;i ...a;,) fir j =
1,...,m die m Zeilen oder Zeilenvektoren der Matrix. Ebenso kénnen wir sie in n Elemente

aie
Ame

fur £ = 1,...,n die n Spalten oder Spaltenvektoren der Matrix. Wir schreiben auch A =

von K™ zerlegen, wir nennen

(@ij) i=1,...m um die Eintrage einer Matrix zu spezifizieren.
j=1,...,n,

Die Addition zweier Matrizen A, B € K™*" definieren wir komponentenweise. Die Skalar-
multiplikation einer Matrix A = (a;;) € K™*" mit einem Element A € K ist definiert als

A0‘11 )‘aln
AA= ()\ : az‘j)@:l,m,m = . : .
j=1,..

Aam1 - Aamn

Definition 4.2 Das Produkt zweier Matrizen A = (a;;) € K™ " und B = (byy) € K"*P ist

definiert als die Matrix C = A - B = (¢i¢)i-1,...m € K™*P mit den Eintrigen
Ele'wp

n
cie =Y _aibj
j=1

d.h. ausgeschrieben

a11b11 + a2bo1 + ... Fapbpr o0 anibig 4+ ai2b2e + ..o+ a1nbayp

amlbll + am2b21 +...+ am,nbnl te amlbll + am2b22 +...+ amnbnp
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Man beachte, dass das Produkt zweier Matrizen nur dann definiert ist, falls die Spal-
tenzahl der ersten Matrix gleich der Zeilenzahl der zweiten Matrix ist. Ist B € K™*? und

A € K™ wie oben, so ist B - A nur definiert, falls p = m ist.

Beispiel 4.3 Als Spezialfall der Matrizenmultiplikation betrachten wir zunéchst den Fall
n = 1. In diesem Fall erhalten wir

by
(al,...,an>- = a1by +agbs + ... +axb, € R
S— SRS
Zeilenvektor bn ,Multiplikation
——
Spaltenvektor

Der Fall m = n = 2 und p = 1 ist ausgeschrieben

a b r o\ azr + by

c d y | cr + dy
—_—— —_—
2% 2 Matrix Zeilenweise multipliziert

Ein weiteres Beispiel fiir ein Matrizenprodukt ist

3 0 4 N (srtoy+4s
7T -1 -1 YT Tx—y—=z
z

3% 2-Matrix N—— cR2
€R3

4.2 Lineare Abbildungen

Wir betrachten Matrixmultiplikation von einem anderen Standpunkt. Sei A € K™*" ge-
geben. Die Abbildung, die einem Spaltenvektor z € K" den Spaltenvektor A -z € K™
zuordnet, ist der Prototyp einer linearen Abbildung, wie in folgender Definition.

Definition 4.4 Seien V und W K-Vektorriume. Eine Abbildung f: V — W heifit linear, falls
fiir alle vi,v2 € V und alle A € K gilt

f(vr +v2) = f(v1) + f(v2) und  f(Avi) = Af(v1).

Man kann diese zwei Eigenschaften auch zu einer Bedingung
f()\’Ul + 1}2) = )\f(’l)l) + f(vg) fur alle v, eV, AeK

zusammenfassen.
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Beispiele 4.5 i) Die Abbildung f: R? — R3, (z,y) — (2 + y,z — y,2x — y) ist linear,
denn ist (z1,%1), (z2,42) € R?und A € K, so ist

S @1, m1) + (w2,52)) = fO@1 4 @2, Ay1 + 42)

= (Az1+ T2 + AY1 + Y2, A1 + T2 — Ay1 —y2,2- A1 + 213 — Ay1 — ya)
=X (1 4y, 21 —y1, 221 —y1) + (T2 + y2, T2 — y2, 222 — ¥2)

= M(x1,y1) + f(z2,92)

ii) Die Abbildung f: V — W,z +— a fiir ein festes a € W ist linear genau dann, wenn
a=0ist,dennesmussa = f(0-2) =0- f(z) =0-a =0 gelten.

iii) Die Abbildung f: R — R, x — 22 ist nicht linear, denn wenn sie linear wire, miisste
gelten
4= F2) = FA+1) = FO) + f(1) =12 +12 =2,

was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Als weitere Beispiele fiir lineare Abbildungen betrachten wir die zwei Abbildungen f; :
R? — R2 fiir i = 1,2 gegeben durch = — A; - z, wobei A; die Matrizen

A1:<c?s<p —sin<p> bzw, Ay = (c?sap sin ¢ )
sing  cosy singp —cosy
sind.

In beiden Fllen wird der Vektor () auf den Vektor ( o z ) abgebildet, also um den Win-
kel ¢ gedreht. Handelt es sich in beiden Fillen um eine Drehung um den Winkel ¢? Das
Bild des Vektors e; = ({) unter den beiden Abbildungen f; bzw. fs ist jedoch verschieden,
es ist namlich fi(ez) = (5n¢), und fa(ez) = (ficr(‘)fv ) (Wir halten nebenbei fest, dass wir
mit Kenntnis dieser beiden Bilder alle Eintrdge der Matrix A; bzw. A, kennen. Das allge-
meine Prinzip dahinter fasst der ndchste Satz zusammen.) Wir priifen nach, dass der Vektor

b2
<:T§ 2 ) unter der Abbildung f> fest bleibt. Es ist namlich
f2< cos & ) _ cos ¢ cos & + sin psin £ _ cos(p — %) _ cos § '
sin £ sin p cos £ — cos psin £ sin(p — %) sin £
2 2 2 2 2

2
Die Gerade mit Winkel ¢/2 zur z-Achse ist also eine Fixgerade der Abbildung f,. Man
kann weiter nachpriifen, dass unter f; alle Vektoren an dieser Gerade gespiegelt werden.
Die Matrix Ay beschreibt also eine Achsenspiegelung (siehe Abbildung [4.1). Unter der Ab-
bildung f; hingegen wird auch f> um den Winkel ¢ gedreht (Nachrechnen!) und damit
werden alle Vektoren um diesen Winkel gedreht. Die Matrix f; stellt also in der Tat eine
Drehung um den Winkel ¢ dar.
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7 N '
fi(e2) “ filer) “ faler)
# ¢
¥ 2 /2
» x ) x
€1 €1
fa(e2)
Abbildung 4.1: Drehung in der Ebene Abbildung 4.2: Achsenspiegelung

Im obigen Beispiel wird implizit behauptet, dass wir die lineare Abbildung f : R? — R?
kennen, in dem wir die Bilder zweier (linear unabhéngiger) Elemente kennen. Dies ist ein
Spezialfall des folgenden Satzes. Diesen Satz kann man sich als , Lineare Abbildungen sind
durch die Bilder einer Basis bestimmt” merken.

Satz 4.6 Seien V und W K-Vektorriume und B = {b1, ..., b,} eine Basisvon V. Ist {c1,...,cn} C
W eine beliebige Menge, so gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit

f(bl) = C; fﬁr 1= 1,...,71.
Beweis (***) : Ist x € V, so ldsst sich = eindeutig als Linearkombination

n
Tr = Z Ozkbk
k=1

in den Basiselementen schreiben. Ist f gesuchte lineare Abbildung, so muss

fla)=f <Z akbk> = o f(bk) =D ke 4.1)
k=1 k=1 k=1

gelten. Das heifst, dass f(x) fiir jedes = aus den Vorgaben auf den Basiselementen und der
Linearitdt eindeutig festgelegt ist. Wir nehmen nun die Gleichung als Definition und
zeigen, dass die so definierte Abbildung in der Tat linear ist.

Es sei also y € V die Basisdarstellung

y=">_ Bibi
k=1
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und es sei A € K. Dann gilt

fx+y) = f <>\ ké apby + 5kbk>
= f (kfl(mk + 5k)bk> = ki1<)\ak + Br)ck
= )"iakck+iﬂkck:)\'f(x)+f(y)-
k=1 =1
Also ist f linear. O

Matrizenmultiplikation liefert nicht nur ein Beispiel fiir lineare Abbildungen, sondern
jede lineare Abbildung kann durch Matrizen beschrieben werden. Seien nun konkret V' =

R", W = R™, seien ey, ..., e, die Standardbasis von V und zur Unterscheidung bezeichnen
wir mit Strichen, also €], ..., e/, die Standardbasis von W.

Satz 4.7 Ist f : V. — W eine lineare Abbildung und die Bilder der Standardbasis von V sind als
Linearkombination der Standardbasis von W gegeben, also

ail
a1

w1 ¢:f(€1):< :

am1

/ / /
) =aj1€] + a1y + ...+ Ami1€y,,

(4.2)

Ain

a2n
/ / ’
wp, = f(en) = ( : ) = A1n€] T a2n€y + ..+ AmnCpy-

Amn

Dann wird die Abbildung f beschrieben durch die Matrixmultiplikation f(xz) = A - x, wobei

ail AT

a1 a2n
A=

aml .. Amn

Man merkt sich diesen Satz, der den Ubergang von einer abstrakten linearen Abbildung
zu einer konkret durch Matrizenmultiplikation gegebenen linearen Abbildung, als , Die
Spalten (!!) von A sind die Bilder der Standardbasis des Ausgangsraums V' ausgedriickt
in der Standardbasis des Bildraums W.”

Beweis : Man rechnet mit der Definition der Matrixmultiplikation nach, dass unter der Ab-
bildung x — A - x die Standardbasisvektoren ¢; in der Tat auf die Vektoren w; abgebildet
werden. Dadurch ist eine lineare Abbildung nach dem vorigen Satz eindeutig bestimmt. Al-
so stimmt die Abbildung = — A - z mit der Abbildung f {iberein. O
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4.3 Kern, Bild und Rang einer linearen Abbildung

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.

Definition 4.8 Die Menge aller f(v),v € V wird das Bild von f genannt. Die Menge f~1(0) wird
Kern von f genannt und mit Ker( f) bezeichnet.

Proposition 4.9 Der Kern von f ist ein Untervektorraum von V und das Bild ist ein Untervektor-
raum von W.

Beweis : Es ist 0 € Ker(f) und 0 € Bild(f). Fiir die Anwendung des Untervektorraumkri-
teriums seien x,y € Ker(f) und A € K gegeben, d.h. f(z) = f(y) = 0. Dann ist

fQz+y) =Af(2)+ fly) =A-0+0=0,

also ist Az + y € Ker(f). Sind andererseits z,y € Bild(f) gegeben, d.h. gibt es u,v € V mit
f(u) =z und f(v) = w, so gilt

fQu4v)=Af(u)+ flv)=X-z+y

und demnach ist Az + y ebenfalls im Bild von f. O

Mit dem Dimensionbegriff fiir Vektorraume und dieser Proposition konnen wir folgenden
Begriff einfithren, der ein Mafs fiir die Nichttrivialitdt, die ,Reichhaltigkeit” einer lineare
Abbildung ist.

Definition 4.10 Der Rang einer linearen Abbildung f ist die Dimension des Bildes.

Aus der Definition der Dimension eines Vektorraums und aus dem Satz {4.7| folgt unmit-
telbar:

Proposition 4.11 Ist die lineare Abbildung f durch Matrixmultiplikation f(x) = A -z gegeben, so
ist der Rang von f gleich der Maximalzahl linear unabhingiger Spalten von A.

Aufgrund dieser Proposition definiert man auch den Spaltenrang (oder kurz Rang) einer
Matrix als die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A.

Die verschiedenen Dimensionsbegriffe stehen in der folgenden fundamentalen Beziehung
zueinander.

Satz 4.12 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen) Ist f: V — W linear und V endlich-
dimensional, so gilt
Rang(f) + dim (Ker(f)) = dim(V).
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Wir illustrieren den Satz zundchst am Beispiel m = n = 2. Es gibt drei Moglichkeiten fiir
die Gestalt der linearen Abbildung f(z) = A - z, ndmlich

0 0 a ra a b
A1:<0 0), AQZ(C rc), A3:<C d) (ad—bc;éO) (43)

Die Nullmatrix A; ist die einzige Matrix, mit der Eigenschaft, dass das Bild der Nullraum,
also von Dimension Null ist. In diesem Fall ist der Kern der ganze Ausgangsraum V und
wegen 2 + 0 = 2 ist der Satz in diesem Fall richtig. Ist der Bildraum eindimensional, so ist
eine Spalte von A nicht Null, sagen wir die erste. Die zweite Spalte von A ist dann zwingend
ein Vielfaches der ersten Spalte, sagen wir das r-fache, wie in A, angegeben. In diesem Fall

) = {7 1e=-mr = (7))

also ein eindimensionaler Vektorraum. Der Dimensionssatz ist wegen 1 + 1 = 2 auch in

ist

diesem Fall richtig.

Es bleibt noch der Fall eines zweidimensionalen Bildraums zu diskutieren. Wir behaupten
also, dass fiir alle Matrizen, die nicht von der Gestalt A; oder A (oder die Vertauschung der
beiden Spalten hiervon) sind, die Bindung ad — bc # 0 gilt, dass fiir Matrizen der Gestalt A;
und A, die Bedingung ad — bc = 0 gilt, und dass aus ad — bc # 0 folgt, dass der Bildraum
wirklich zweidimensional ist. Die zweite dieser Aussagen ist ganz offensichtlich. Fiir die
erste dieser Aussagen konnen wir annehmen, dass die Matrix der linearen Abbildung nicht
Null ist (sonst sind wir im Fall A;). Sei also ein Eintrag der ersten Spalte nicht Null. (Falls
es diesen nicht gibt, vertauschen wir die Rollen der ersten und zweiten Spalte im folgenden
Argument.) Ist a # 0, so definieren wir r = b/a und dann ist d = bc/a = rc, wie behauptet.
Analog, ist ¢ # 0, so definieren wir = d/c und dann ist b = ad/c = ra, wie behauptet. Fur
die dritte dieser Aussagen verwenden wir schliefslich, dass im Fall ad — bc # 0 die Gleichung

a b z\ [
c d Y s
Iosbar ist, und zwar durch
( ’ ) = ! ( d b ) ( " ) (nachrechnen!) (4.4)
y ad—bc\ —¢ a s

Im Fall ad—bc = 0 folgt aus diesen Zeilen auch, dass Ker f = 0. Damit ist der Dimensionssatz

in diesem Fall die Aussage 0 + 2 = 2.

Beweis von Satz (***) : Fur dimV = 0 ist die Behauptung 0 + 0 = 0, also trivialer-
weise richtig. Wir wahlen eine Basis {b1,...,bq} des Kerns von f und ergdnzen sie mittels
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{¢d+1,--.,cn} zu einer Basis von V. Zu zeigen ist also, dass Rang(f) = n — d ist. Dies wollen
wir nachweisen, indem wir zeigen, dass {f(c4+1), ..., f(cn)} eine Basis von Bild(f) ist. Sei
also z € Bild(f) und f(u) = z. Dann hat u die Basisdarstellung.

d n
u = E Olibi + Z Q;C;.
=1

i=d+1

Da f(z aibz-) = 0ist, gilt x = f(u) = f (X4 ics), also erzeugen {f(cgt1),---, f(cn)}
das Bild von f. Diese Menge ist auch linear unabhingig, denn falls es eine Linearkombi-
nation 0 = 1" ;.1 Aif(c;) gibt, so ist aufgrund der Linearitdt f (3.7, cuc;) = 0, also
Z?:dﬂ a;c; € Ker(f). Anders gesagt, es gibt o; = \; € K fiiri =1,...,d mit

n d
Z )\ici = Z /\zbz
=1

i=d+1
Da aber {b1,...,b4,C4+1,- - -, Cn} €ine Basis von V war, miissen alle \; = 0 sein. Also war die
Linearkombination trivial und dies zeigt die Behauptung. 0

Die Eigenschaften des Rang-Begriffs helfen uns im ndchsten Abschnitt die Strukturaussa-

gen iiber die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zu beweisen.

Als Hilfsbegriff definiert man auch den Zeilenrang einer Matrix als die Maximalzahl line-
ar unabhingiger Zeilen. Bei einer Matrix in spezieller Zeilenstufenform [I.8]ist offensichtlich
der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang gleich der Anzahl r der Pivotlemente. Offensicht-
lich dndern Spaltenvertauschungen den Rang einer Matrix nicht. Wir verwenden ohne Be-
weis, dass die elementaren Zeilenoperationen des Gauss-Algorithmus den Rang einer Ma-
trix ebenfalls nicht &ndern. Zusammengesetzt beweisen diese Beobachtungen

Satz 4.13 Der Zeilenrang einer Matrix A ist gleich dem Spaltenrang von A.

Aufgrund dieses Satzes sprechen wir ab sofort nur noch vom Rang der Matrix A. Als
Beispiel fiir den Satz betrachten wir die Matrix As aus (4.3)), wobei (a, ¢) # (0,0). Wir hatten
dort festgestellt, dass der Spaltenrang gleich 1 ist. Wir priifen nochmal von Hand nach,
dass auch der Zeilenrang gleich 1 ist. Die Voraussetzung iiber das Nichtverschwinden von
(a,c) impliziert, dass der Zeilenrang nicht Null ist. Weiter ist ¢(a,ra) — a(c,7¢c) = 0 eine
nichttriviale Linearkombination der zwei Zeilenvektoren. Also sind diese linear abhidngig
und der Zeilenrang echt kleiner als zwei.

4.4 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Zundchst halten wir fest, dass mit Hilfe der Matrixmultiplikation die Schreibweise von li-
nearen Gleichungssystemen aus Abschnitt [I| einen weiteren Sinn bekommt. Die Losungs-
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menge (4 ) des linearen Gleichungssystems

ai1r1 + apx2 + ... 4+ aipTn, = b1
as1x1 + agxe + ... + aspx, = by
Am1T1 + am2T2 + ...+ GpnTn = bm

wie in (1.7) besteht genau aus den x € K™ mit A - z = b, wobei wie in Abschnitt

all a1 e A1n
71 by
asl ago . aAon
A= ] } . , T= : und b=
In bm
aml aGm2 ... Omn

Im Fall b = 0 ist die Losungsmenge also genau der Kern Ker(f) der linearen Abbildung
f:+ K" — K™ gegeben durch die Matrixmultiplikation f(z) = A - x. Nach Proposition
ist Ker(f) = L(4)0) ein Untervektorraum und zwar ein Untervektorraum der Dimension
n — Rang(A) nach dem Dimensionssatz Wir haben bereits oben verwendet, dass ele-
mentare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen den Rang von A nicht verdandern.
Also ist Rang(A) = r die Anzahl der Pivotelemente und dim Ker(f) = n — r. Die Losungs-
menge, die in Satz [1.6| angegeben wird, besteht aus allen Linearkombinationen von n — r
Elementen, von denen wir bereits gepriift haben, dass sie in Ker(f) liegen. Da diese n — r
Elemente linear unabhéngig sind (man beachte die Zeilen mit den —1en) ist die Losungs-
menge aus Satz(1.6/in der Tat ein n — r-dimensionaler Vektorraum. Damit ist der Beweis von
Satz (1.6 vollstindig.

Wir kommen nun nochmal auf inhomogene lineare Gleichungssysteme, d.h. auf den Fall
b # 0 zurtick. Sei f : R® — R™ die lineare Abbildung x — A - z und z( eine (,,spezielle”)
Losung des linearen Gleichungssystem, d.h. f(z¢) = Azg = b. Ist x; eine weitere Losung
des linearen Gleichungssystem, so gilt f(z1) = b und damit nach Definition einer linearen
Abbildung
f(xl —.%'0) = b—b =

mit anderen Worten 1 — x¢ ist eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssys-
tems. Ist umgekehrt x;, eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems, so
hat zo + zj, die Eigenschaft, dass

f(zo+mp) = f(wo) + f(xp) =0+ b=0b

also eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist. Diese beiden Beobachtungen zu-
sammen, rechtfertigen die bisher noch nicht bewiesene zweite Behauptung in Satz

Mit Hilfe der Vokabel ,Rang” konnen wir auch die erste Behauptung dieses Satzes
nochmal kompakt wie folgt formulieren.
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Satz 4.14 Ein lineares Gleichungssystem Ax = b besitzt genau dann eine Losung x € R", wenn
Rang A = Rang (Ab), d.h. wenn der Rang der Matrix A gleich dem Rang der erweiterten Ma-
trix (Alb) ist.

5 Langen und Winkel

Die Langen und Winkel im R? oder R? kann man aus den Koordinaten eines Punktes un-
ter Verwendung des Satzes von Pythagoras bzw. aus der Definition der trigonometrischen
Funktionen bestimmen. Wir fassen diese Rechnungen zusammen und benutzen die Motiva-
tion, auf einem beliebigen Vektorraum den Begriff eines Skalarprodukts zu definieren und

damit Langen und Winkel zu bestimmen.

Der R? oder R? sei mit einem kartesischen Koordinatensystem versehen, d.h. die Ach-
sen stehen senkrecht aufeinander, und die Vektoren der Standardbasis mogen die Lange 1
haben. Nach dem Satz von Pythagoras hat die Stecke OP in Abbildung die Lange
/27 + x3. Wir fassen P als Vektor in R auf und definieren dessen euklidische Norm als

I1PI| = [[(z1,22)]| := |OP| = /i + 23

Im R3 definiert man entsprechend die euklidische Norm von P = (z1,x2,z3) als || P|| :=

X0 AN

WV

Abbildung 5.1: Lange der Strecke OP

|OP| = /2% + 23 + 22. Damit ist auch der Abstand zweier Punkte im R3 definiert als

POl =P = Qll = V(21 — y1)? + (22 — y2)? + (25 — y3)?.

Im R? ist der Winkel @ zwischen P = (1, x5) als Vektor und der ersten Koordinatenach-
se bestimmt durch ||P|| - cos(a) = z1. Der Winkel zwischen den Vektoren P,Q € R? im
Spezialfall, dass @ auf der ersten Koordinatenachse mit Koordinaten (y;,0) liegt, ist also

IPIl - lQlf cos o = w1y
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Abbildung 5.2: Bestimmung des Winkels POQ

Fiir zwei Punkte P = (21, 72),Q = (y1,v2) € R? in beliebiger Lage ist a bestimmt als ap —ay,
wobei (vgl. Abbildung

cos(a) = cos(ag — a1) = cos aq cos ag + sin ay sin
_ T + Toy2
IP]l- Il

nach dem Additionstheorem fiir cos und der Definition der trigonometischen Funktionen.
Im R3 rechnet man nach, indem man eine Ebene durch 0, P und Q legt, dass

T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

cos £(P.Q) = =5 0]

Wir definieren nun fiir alle Vektoren z = (z1,...,2z,), v = (y1,-..,yn) € R" das Standard-
Skalarprodukt:
(z,y) = 2191 + T2y2 + -+ + TnYn

und die zugehorige euklidischen Norm

lz||* = (z, ), also ||| = /(z, ),

wobei die Quadratwurzel stets nicht-negativ gewahlt wird. Die Langen bestimmen die Win-
kel eindeutig (vgl. Abbildung[5.3) vermoge des Kosinussatzes

[l =yl = [ll1* + [lylI* = 2llz[| - |lyl| cos .

Verwendet man, dass das Standard-Skalarprodukt bilinear und symmetrisch (siehe unten)
ist, so folgt aus

lo =yl = (z —y, 2 —y) = (&, 2) — 2z, 9) + (y,9) = [l]]* + [lylI* - 2(.),
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Abbildung 5.3: Vektor zur Verbindungsstrecke

also
<zy>

€08 £, 9) = Tl il

Das Standard-Skalarprodukt ist Beispiel einer positiv definiten symmetrische Bilinear-
form im Sinne der folgenden Definition. Sei V' ein Vektorraum.

Definition 5.1 Eine Bilinearform auf V' ist eine Abbildung
F:VxV—R, (vw)— F(v,w),
die in beiden Argqumenten linear ist, d.h. es gilt fiir alle vi, vy, w1, w2 €V, o, € R :
F(avi + fvg,w1) = o« F(vy,wr)+ B F(ve,wr)
F(vi,0awy + fwe) = a F(vy,w1)+ B F(v1,ws).

Die Bilinearform heifst symmetrisch, falls fiir alle v,w € V gilt: F(v,w) = F(w,v). Wir nennen
eine Bilinearform F positiv definit, wenn F'(a,a) > 0 fiir allev € V'\ {0} ist. Eine positive definite,
symmetrische Bilinearform wird Skalarprodukt genannt.

Dann definiert man die Linge oder Norm ||z|| eines Vektors z € V via ||z||?> = (z,z) und
den Winkel zwischen x und y fiir z,y € V' \ {0} durch

_ {zy)
o8 £(79) = Tl

Hierfiir ist zu zeigen [(x,y)| < ||z|| - ||y||, sonst wdre der Winkel nicht definiert, da cos nur

Werte in [—1, 1] annimmt! Dafiir sorgt folgender Satz.

Satz 5.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). In einem Vektorraum V mit Skalarprodukt gilt fiir alle
v,w € V die Abschitzung
(v, w)] < [Jvf| - [Jw]]-

Es gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.
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Beweis : Ist v = 0, so gilt offenbar Gleichheit. Sind v, w linear abhdngig und v # 0, so gibt es
A € Rmitw = ) v, also ist (w, w) = A\*(v,v) und (v,w) = A(v, v). Zusammen multipliziert
erhdlt man also

(v, w) 2 = X2o]]2 - {0, ) = [Jo]2fw]]?

und durch Quadratwurzelziehen die Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Sind v, w linear unabhéngig, so ist v — Aw # 0 fiir alle A € R und (w, w) > 0, da w # 0. Also

0 < (v—Aw,v—Iw) = (v,v) — 2w, v) + X\*(w, w).

Nimmt man speziell A = <<“7U’>

Tww)’ SO erhilt man

0 < (v,v) — (v, w)*

{w, w)
Durchmultiplizieren mit (w, w) ergibt
0 < (v,0) - (w,w) — (v,w)* = ol* - w]* = (v,w)”
und damit die Behauptung. O

Aus der Definition des Winkels folgt insbesondere, dass x und y genau dann aufeinander
senkrecht stehen, wenn (x,y) = 0 ist.

Satz 5.3 (Hohenschnittpunkt im Dreieck) Die drei Hohenlinien im Dreieck schneiden sich in ei-
nem Punkt.

Beweis : Wir bezeichnen im Dreieck ABC' die FuSpunkte der Hohen mit Ay, By und C.
Des Weiteren wéhlen wir das Koordinatensystem so, dass der Schnittpunkt der Hohe A,
(d.h. die Verbindungsstrecke AAj) und der Hohe hy, (d.h. die Verbindungsstrecke B By) im
Ursprung liegen (vgl. Abbildung[5.4). Dann ist aufgrund der rechten Winkel

(A—Ag,B—C)=(A,B—C)=0=(B—By,A—C) = (B,A—C)

(da die Gerade durch A und Ay, bzw. B und By gleich der Geraden durch A bzw. B und
den Ursprung sind), also folgt aus der Bilinearitdt des Skalarproduktes

(A,B —C) = (A,B) — (A,C) = (B,A— C) = (B, A) — (B, C)

und wegen Symmetrie somit (4,C) = (B,C), bzw. (A — B,C) = 0. Damit steht aber die
Gerade durch C und 0 senkrecht auf der Seite AB und muss daher die Hohe h. enthalten.
Insbesondere liegt also 0 auf ~. und damit schneiden sich alle drei Hohen in diesem Punkt.

]
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A

Abbildung 5.4: Hohenschnittpunkt im Dreieck

Abbildung 5.5: Rechwinkliges Dreieck zum Satz von Pythagoras

Satz 5.4 (Pythagoras) In einem Vektorraum mit Skalarprodukt (V, (-, -)) gilt fiir Vektoren a,b, c in
einem Dreieck (d.h. mit a = b + c), bei dem der a gegeniiberliegende Winkel ein rechter Winkel ist,
die Beziehung

[lall* = [1Bl1* + lell*.

Beweis : Wegen a = b + c als Vektoren und b c ist
llall* = (b+¢;b+c) = [IbI* + le||* + 2(b, )
=0

und damit folgt die Behauptung. O

Diesen Beweis sollte man nicht fiir den gewohnlichen Satz des Pythagoras fiir Punkte
im R2 zitieren, da dies ein Ringschluss ware: Wir haben oben in der Definition des Win-
kelbegriffs mit Hilfe des Standardskalarprodukts den Kosinussatz und damit den Satz von

Pythagoras bereits verwendet!
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Skalarprodukte erlauben auch eine Darstellung von Geraden im R? und Ebenen im R? zu
geben, in der man den Abstand von Punkten zu dieser Geraden schnell berechnen kann. Ab

sofort seien R2 und R3 mit den Standardskalarprodukten versehen.

Definition 5.5 Eine Gerade g = g(w,r) C R? ist in Hesse’scher Normalform, falls sie als
g = {UERQ : (w,v) =7}

mit w € R?, r € Rund ||w|| = 1 geschrieben ist. Eine Ebene E = E(w,r) C R? ist in Hesse’scher
Normalform, falls sie als
E={veR: (wo)=r}

mit w € R%, r € Rund ||w|| = 1 geschrieben ist.
Zunichst halten wir fest, dass jede Gerade g C R? und jede Ebene E C R3 in Hesse’scher

Normalform” geschrieben werden kann. Wir verwenden dabei, dass jede Gerade durch eine
Geradengleichung

)

mit (a, b) # (0,0) geschrieben werden kann. Unter Verwendung von w = (§ ) kann man also

g:{v: r €R2<{E,U>:d}
Y
schreiben. Der Vektor w hat noch nicht die geforderte Norm eins. Wir setzen also w =

w/||w|| = w/va?+ b?und r = d/va? + b?. Dann ist

g = {v: <z> cR?: (w,v):r},

wie verlangt. Ganz analog schreibt man eine Ebene in R? als Hyperebenengleichung

g:{v:<x>€R2:a:c+by:d} 6.1)

E:{v: ::: €R3:aa:—|—by—|—cz:d} (5.2)
z
mit Hilfe von w = (g) als
X
E = {v: y | eR3: <1E,v>:d}
z

und schliesslich mit Hilfe von w = w/||w|| = w/va? + > + 2 und r = d/va? + b? + ¢? als

E = {v: y| eR?: <w,v>:r}.

z
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Satz 5.6 Ist die Gerade g = g(w,r) in Hessescher Normalform gegeben und P € R?, so ist der
Abstand von P zu g gleich |(w, P) — r|.

Ist die Ebene E = FE(w,r) in Hessescher Normalform gegeben und P € R3, so ist der Abstand
von P zu E gleich |[(w, P) — r|.

Beweis : Der Abstand zwischen einem Punkt P und einer Geraden g ist d(P, g) = ||P — Q|],
wobei () derjenige Punkt auf g ist, sodass P — () senkrecht auf g steht. Es ist (w,Q) = r,
da @ € g und aufierdem ist P — () parallel zu w, der zugehorige Vektor also ein Vielfaches
von w. Da zudem ||w|| = (w,w) = 1 laut Definition der Hesseschen Normalform ist, folgt
mit der Hilfe der Gleichheitsaussage in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1P =Qll =[P =Qll- (w,w) = {w, P = Q)| = [(w, P) = (w, Q)| = [{w, P) —r].

Das Argument im Fall der Ebene im R3 ist identisch. O

Wir schliefien diesen Abschnitt mit dem Nachweis, dass die oben verwendete Darstellung
von Geraden und Ebenen sich in die (vielleicht) gebrauchlichere Darstellung von Geraden
und Ebenen mittels Aufpunkt und Richtungsvektor(en) (vgl. Abbildung[5.6) umrechnen lésst.

y

O’-U

Abbildung 5.6: Eine Gerade gegeben durch Aufpunkt Py und Richtungsvektor v

Die Behauptung (oder Definition, je nach Standpunkt) ist also, dass eine Gerade g im R?

sich als Punktmenge
g = Py+[v] :={Ph+v|XeR}, (5.3)

schreiben ldsst, wobei P ein Punkt (,, Aufpunkt”) auf der Geraden und v # 0 ein Differenz-

vektor zweier verschiedener Punkte auf g ist. Analog ist eine Ebene F im R3 als Punktmenge
E = Py+ [v1,v2] := {Po+ Avr + A2 | A1, A2 € R}, (5.4)
mit {v1, v2} linear unabhingig gegeben.

Beweis : Sei eine Gerade g wie in (5.1) gegeben. Dann folgt aus der Struktur der Losungs-
menge linearer Gleichungssysteme wegen (a,b) # 0, dass g die Gestalt (5.3)) hat. (Konkreter,
ist z.B. a # 0, so leistet Py = (/a,0) und v = (—b, a) das Verlangte.)
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Ist eine Ebene wie in (5.2) gegeben, so folgt ebenso aus der Struktur der Losungsmenge
linearer Gleichungssysteme wegen (a, b, c) # 0, dass g die Gestalt (5.3) hat. (Konkreter, ist
z.B. a # 0, so leistet Py = (r/a,0,0) und v; = (—b,a,0), v2 = (—¢,0, a) das Verlangte.)

Ist umgekehrt die Gerade g wie in (5.3) gegeben, sagen wir mit v = (%) und Py = (5?),
so hat g die Darstellung (5.1) mit a = —v,, b = v, und r = ap, + bp,, wie man leicht
nachrechnet.

Ist schlieflich die Ebene E wie in gegeben, so bestimmt man durch Losen eines li-
nearen Gleichungssystems einen Vektor w = (%g >, der senkrecht auf [v1, vo] steht und wir
normieren w auf ||w|| = 1. (Einen solchen Vektor gibt es, da ,senkrecht stehen” nur zwei
Bedingungen an die drei Komponenten stellt, und w ist bis auf das Vorzeichen eindeutig, da
{v1, v2} linear unabhdngig ist.) Man setzt nun » = (w, P) und rechnet wiederum nach, dass
die Ebene nun auch durch gegeben ist. O

6 Bewegungsgruppen und Symmetrie

In Abschnitt2lhaben wir den Begriff abelsche Gruppe als Teil des Vektorraumbegriffs einge-
tiihrt. Wir isolieren hieraus nochmals die Axiome einer Gruppe, da wir zwei Beispiele von
Gruppen detaillierter untersuchen wollen, Permutationsgruppen und Bewegungsgruppen.

Definition 6.1 Eine Menge G heifst Gruppe, falls es eine Abbildung
0:GxG—=G

gibt, die folgenden Eigenschaften geniigt
(GN) es gibt ein Element e € G, so dass fiir jedes x € G gilt: o(x,0) = x (Neutralelement);

(GI) es gibt zu jedem z € G ein Element y € G mit o(z,y) = e; wir schreiben x=* := y (Inverses);
(GA) fiiralle z,y, > € G gilt: o(x,0(y, 2)) = o(o(z,y), z) (Assoziativitiit).

In diesem Fall definieren wir x o y := o(x,y) fiir x,y € G.

Haufig wird ,,0” als ,,-” geschrieben oder iiberhaupt weggelassen (z.B. bei Gruppen von
Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung). Dann schreibt man ,,1” anstelle ,e”. Bei

abelschen (kommutativen) Gruppen schreibt man als Verkntipfung héaufig ,,+“ anstelle von
", (siehe Abschnitt und ,,0” statt ,,e”, sowie ,,—z* statt ,z—1“.

1

Man kann zeigen, dass 2z~ 1 auch immer z~! oz = e erfiillt, man merke sich , Ein Rechtsin-

verses Element ist stets auch ein Linksinverses”. Ebenso kann man zeigen, dass eox =  fiir
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alle z € G (,Eine Rechtseins ist auch immer eine Linkseins”), sowie dass (zy)~! = y !z}

und (z~1)~! = z ist fiir alle z, y € G. Gruppen sind z.B.

(Z,+), (@, +), (R, +), (@), (R",),
aber auch
({0}, +), ({1},-), (Z/mZ,+), ((Z/mZ)",").
Hierbei bezeichnet der Stern die Menge alle von Null verschiedenen Elemente in Q bzw.

Z/mZ. Beispiele von Verkniipfungen, die keine Gruppe definieren sind

(N7 +)7 (Z, ‘)7 (R, )

Bisher waren das alles abelsche Gruppen. Nicht-abelsche Gruppen erhélt man am leich-
testen auf dem Weg tiber Gruppen von Bijektionen f : M — M mit Hintereinanderaus-
fithrung als Verkniipfung.

Definition 6.2 Die Permutationsgruppe oder symmetrische Gruppe S,, besteht aus den Bijek-
tionen {1,2,...,n} — {1,2,...,n} von n Objekten mit der Hintereinanderausfiithrung als Ver-

kniipfung.

Die S, ist in der Tat eine Gruppe mit der Identitét als neutralem Element und der inversen
Bijektion als inversem Element. Die S, ist aber keine abelsche Gruppe. Beispielsweise ist

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(¢] =
21 3 3 21 31 2
Die Klammerschreibweise symbolisiert die Permutationen

2

N — W

2
!
1

W o —

3
1 =
1

W <— W
o
W 4

2
!
1

N —

Anderseits ist

1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3
(¢] =
3 21 2 13 2 31 3 1 2
und damit haben wir gezeigt, dass S3 keine abelsche Gruppe ist.

Die Elemente links schreibt man kiirzer in ,Zykelschreibweise” als (12)(3) bzw. (13)(2).
Bekanntlich ist |S,,| = n! =: ord S,, die Machtigkeit (man sagt auch Gruppenordnung) dieser
endlichen Gruppe.

Ganz analog kann man Bij(M), die Menge alle Bijektionen M — M, zu einer Grup-
pe machen. Ist M grof$ (z.B. M = R"), so ist man meistens an Bijektionen mit speziellen
Zusatzeigenschaften, d.h. an Untergruppen von Bij(M ) interessiert.
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Definition 6.3 Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G von G heifit Untergruppe, falls gilt
i) Das neutrale Element e € H.

ii) Fiiralle g,h € H liegt go h € H.
(, H ist bzgl. Verkniipfung abgeschlossen™).

iii) Fiiralle g € H ist das Inverse g~ € H.

Zwei Beispiele sind fiir die lineare Algebra besonders wichtig: Die allgemeine lineare Grup-
pe GL(V) eines Vektorraums V, im Fall V' = R" auch GL,(R) genannt, besteht aus allen
bijektiven linearen Abbildungen f : V' — V. Damit diese Menge zu einer Untergruppe
von Bij(V) wird, ist zu zeigen, dass mit f,g € GL,(V) auch fog € GL,V und f~! ist.
Bijektivitdt der Verkettung zweier bijektiver Abbildungen und der Umkehrabbildung ist of-
fensichtlich, es bleibt die Linearitdt zu zeigen. Wir rechnen nach, dass

(fog)v+w) = flgv+w)) = f(g(v) + g(w)) = f(g(v)) + flg(w)) = (f e g)(v) + [ o g(w)

und analog (f o g)(rv) = r(f o g)(v) fir alle v,w € V und fir alle r € R. Auflerdem ist
zu priifen, dass mit f auch f~! linear ist. Seien dazu z,y € V beliebig. Dann gibt es, da
f bijektiv ist, also insbesondere surjektiv ist, zwei Elemente v,w € V mit f(v) = z und
f(w) = y. Dann ist

FHa+y) = fHf(0) + fw) = FH(flv+w) =v+w
= fTHf() + FTHf(w) = =) + ),

und entsprechend rechnet man die Vertrédglichkeit von f~! mit der Skalarmultiplikation
nach.

Wir erinnern daran, dass wir in Abschnitt jede lineare Abbildung von R™ nach R™
(oder allgemeiner zwischen zwei beliebigen Vektorraumen V und W, in denen wir eine
Basis gewihlt haben) als Multiplikation mit einer Matrix schreiben kénnen. Die genaue For-
mulierung davon ist Satz [£.7] Aus diesem Satz folgert man auch, dass die Verkettung von
linearen Abbildungen durch das Produkt der zugehorigen Matrizen gegeben ist.

Die Matrix zur Identitdtsabbildung ist die Einheitsmatrix £,,. Die Matrix zur Abbildung
f~! bezeichnet man mit A~!. Um sie zu bestimmen, kann man, zu gegebenem A die Ko-
effizienten von A~! als Unbekannte ansetzen. Dann fasst man A - A~! = E,, als n lineare
Gleichungssysteme (mit n Gleichungen und n Unbestimmten) mit der gleichen linken Seite
A und n verschiedenen rechten Seiten (den Einheitsspaltenvektoren) auf und 16st diese mit
dem Gauss-Algorithmus. Fiir fiir n = 2 gibt es eine geschlossene Formel, die wir im Prinzip
in Gleichung (4.4)schon gesehen haben, namlich

-1
a b 1 d b
<c d> ad — be (—c a )
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Anschauliche Beispiele von Gruppen, sind Symmetriegruppen z.B. von Figuren in der Ebe-
ne oder im Raum. Eine Symmetrie bedeutet die Existenz einer nicht-trivialen (endlichen oder
unendlichen Gruppe) G von euklidische Bewegungen (ldngentreuen Selbstabbildungen der
Ebene oder des Raumes), so dass alle f € G die Figur wieder in sich selbst {iberfiihren, also
dass f(F) = F gilt. Ist beispielsweise F' das regelmiBige Fiinfeck (vgl. Abbildung[6.)), dann
besteht G aus fiinf Drehungen und fiinf Spiegelungen. Nummeriert man die Ecken, lassen
sich die f € G auch durch Permutationen aus S5 beschreiben:

3

1

Abbildung 6.1: Symmetrien des regelmaéssigen Fiinfecks

e Drehungen: (1), (12345), (13524), (14253), (15432)
* Spiegelungen: (25)(34), (13)(45), (15)(24), (12)(35), (14)(23)

Unendliche Symmetriegruppen kommen beim Kreis (S = Os) (vgl. Abbildung|6.2) oder

I
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
!
i

Abbildung 6.2: Kreis Abbildung 6.3: Parkettierung

bei Banderfriesen und Parkettierungen vor. Bei der Parkettierung des R? mit Quadraten
(vgl. Abbildung der Kantenldnge Eins wird die Symmetriegruppe S erzeugt von Z? =
T (der Translationsuntergruppe) und der Symmetriegruppe Dy C Oz des Quadrats. Die
Diedergruppe D4 besteht aus 4 Drehungen und 4 Spiegelungen.
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Wir untersuchen die Gruppe der euklidischen Bewegungen des R" genauer. Diese ent-
hélt zum einen die Translationen. Durch Verkettung mit einer Translation konnen wir jede
euklidischen Bewegungen zu einer Bewegung modifizieren, die den Ursprung festlasst. Die
Untergruppe der euklidischen Bewegungen, die den Ursprung festlassen, kann man auch
als orthogonale Gruppe wie folgt beschreiben.

Die orthogonale Gruppe O,, C GL,(R) besteht aus jenen bijektiven linearen Abbildungen:
f: R® — R", welche das Standardskalarprodukt invariant lassen, d.h. fiir welche

(f(v), f(w)) = (v,w), fiiralle v,weV

gilt. Elemente der orthogonalen Gruppe nennt man auch Isometrien. Daraus folgt insbeson-
dere, dass unter Isometrien Langen und Winkel erhalten bleiben.

Die Standardbasis des R™ hat bzgl. des Standardskalarprodukts die rechnerisch niitz-
liche Eigenschaft (e;,e;) = d;; (Kronecker-Delta). Allgemein nennt man eine Basis B =
{b1,...,b,} eines Vektorraums (V, (-, -) mit Skalarprodukt, welche die Eigenschaft (e;, e;) =
d;; besitzt, eine Orthonormalbasis.

Aus der Definition einer Isometrie folgt sofort, dass die Bilder einer Orthonormalbasis,
also z.B. f(e1),..., f(e,) wieder eine Orthonormalbasis bilden. Auch die Umkehrung gilt,
und damit kann man die orthogonale Gruppe charakterisieren.

Satz 6.4 Wenn vy, ..., v, irgendeine Orthonormalbasis des R™ ist, gibt es genau eine lineare Ab-
bildung f : R® — R" mit e; — wv; fiir alle ¢ = 1,...,n. Diese ist zudem eine orthogonale
Abbildung, d.h. f € O,

Beweis : Linearitdt und die Vorgabe v; = f(e;) erzwingt, dass die Abbildung eindeutig ist,
ndmlich gegeben durch

flxier + ...+ xpen) =101 + ...+ T,
Auflerdem gilt

<f(.’13), f(y)> = <$1’U1 + o T TV, V1 F yn'Un>
n n n
= Z Y5 (vi, vj) = Z TiY;j0i,; = Zfﬂzyz = (z,y)
1,7=1 i,j=1 i=1

aufgrund der Bilinearitdt des Skalarprodukts unter Eigenschaft der Orthonormalbasis. Dar-
aus folgt die zweite Behauptung. O

Man erkennt also eine orthogonale Matrix, d.h. die Matrix einer orthogonalen Transformation
f € O, daran, dass ihre Spalten eine Orthogonalbasis bilden. Diese Orthogonalbasiseigen-
schaft driickt sich in Matrizenschreibweise aus, dass eine n x n-Matrix B genau dann in
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O,, ist, wenn BT . B = E gilt, wobei BT die zu B transponierte Matrix (gespiegelt an der
Diagonalen von links oben nach rechts unten) beschreibt. Es gilt also

BeO, «— B =B

Es bleibt noch zu zeigen, dass O,, wirklich eine Untergruppen von GL,, R ist, also fiir alle
f,g € Opauch foge O, und f~! € O,. Fiir alle v, w € R" gilt
(fog(v), fog(w)) = {f(g(v), f(g(w))) = (9(v), g(w)) = {v,w)
und, indem wir v = f(x) und w = f(y) schreiben, erhalten wir
(1), W) = (), f7H () = (v,w) = (f(0), f(w)) = (2, y).
Da offensichtlich E,, € O, ist, sind alle Eigenschaften einer Untergruppe erfiillt.

Wir untersuchen den Fall der ebenen Isometrien Oy C GL2(R) im Detail. Die Eigenschaft

f(ey)
e, /f_\ f(e)) e, /,fN

€

Abbildung 6.4: Drehung Abbildung 6.5: Spiegelung

fir eine Matrix (‘CL 2) eine Isometrie, also ein Element von O, zu sein, ist dquivalent zu

d+cf=1, v¥»’+d*>=1, und ab+cd=0.

Daraus folgt, dass es ein ¢ € [0,2n] gibt, mit a = cos(¢) und ¢ = sin(y). Aus der drit-
ten Gleichung folgt, dass (b, d) zu (sin(y), — cos(y)) proportional sein muss. Aus der zwei-
ten Gleichung folgt, dass es nur zwei Losungen gibt, namlich der Fall I), dass (b,d) =
(—sin(p), cos(¢)) und der Fall 1I), dass (b,d) = (—sin(y),cos(p)), vgl. die Abbildungen [6.4]
und 6.5

Man beobachtet, dass im Fall I ad — bc = 1 gilt. Dies sind die sogenannten ,eigentli-
chen” oder ,orientierungserhaltenden” orthogonalen Transformationen (Drehungen). Im
Fall II gilt ad — bc = —1. Dies sind die ,,uneigentlichen” oder ,orientierungsumkehren-

den” orthogonalen Transformationen (Spiegelungen).
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7 Determinanten und Eigenwerte

Eine von vielen Moglichkeiten den Begriff des Eigenwerts und des Eigenvektors zu mo-
tivieren, besteht in der Klassifikation von euklidischer Bewegungen im R3. Wir haben im
letzten Abschnitt die Untergruppen T = (R3,+) der Translationen und die Untergruppe
der orthogonalen Bewegungen O3 kennengelernt. Die Translationen wollen wir nicht feiner
klassifizieren, aber unter den orthogonalen Bewegungen gibt es eine natiirliche Feinklassi-
tikation. Diese besteht, neben der Identitit, aus folgenden Klassen:

i) Spiegelungen an einem 2-dimensionalen Unterverktorraum.
ii) Drehungen um eine Achse (vgl. Abbildung[7.] links);

iii) Kombination von i) und ii), d.h. die Spiegelung an einer Ebene und die Drehung um
eine Achse, die senkrecht dazu steht (vgl. Abbildung rechts).

iv) Eine Punktspiegelung am Ursprung.

s

Abbildung 7.1: Drehung um eine Achse, mit und ohne Ebenenspiegelung

Nach der Besprechung von Eigenwerten konnen wir zeigen, dass diese Liste vollstandig ist.

Definition 7.1 Sei f : V. — V eine lineare Abbildung. Ein Element 0 # v € V heif§t Eigenvek-
tor von f zum Eigenwert A € R, wenn f(v) = Av.

Wir diskutieren diesen Begriff an den oben eingefiihrten drei Klassen orthogonaler Trans-
formationen. Sei f eine solche Transformation. Ist v # 0 ein Element der Fixachse im Fall
ii), so gilt (per Definition von 'Fix") f(v) = v. Also ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Sind v, w zwei linear unabhédngige Vektoren, die eine Fixebene im Fall i) aufspannen, so sind
alle Elemente in [v, w] \ {0} Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Sei u # 0 ein Vektor, der dazu
senkrecht steht, also gespiegelt wird. D.h. nach Definition von Spiegelung, dass f(u) = —u.
Also ist u ein Eigenvektor zum Figenwert —1

Bemerkung 7.2 Wenn f € O,,, kommt nur A = £1 in Frage wegen

F )] = [A]- [[ol] = [[oll.
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Mit dieser Bemerkung kann man die Vollstandigkeit obiger Liste zu grofien Teilen bewei-
sen, siehe Satz[7.7 unten.

Wie findet man Figenwerte und Eigenvektoren? Da bei den orthogonalen Matrizen nur
A = %1 in Frage kommen, kann man sich hier auf das Losen der zwei linearen Gleichungs-
systeme
Az =2z oder dquivalent (A— E)x =0

und
Ax = —z oder dquivalent (A + E)z =0

beschranken. Hat das erste lineare Gleichungssystem eine nicht-triviale Losung (d.h. eine
Losung ungleich Null), so ist 1 ein Eigenwert. Analog, hat das zweite Gleichungssystem
eine nicht-triviale Losung so ist —1 ein Eigenwert. Ist f eine beliebige lineare Abbildung,
und will man feststellen, ob A ein Eigenwert ist, so muss man das lineare Gleichungssysteme
(A — XAE)x = 0 l6sen und testen, ob es eine nicht-triviale Losung gibt. Die Menge aller
Losungen von (A — AE)x = 0 wird auch der Eigenraum zu X\ genannt. Offenbar ist der

Eigenraum ein Untervektorraum von R".

Aber wie findet man die Eigenwerte einer beliebigen linearen Abbildung? Fiir welche A
soll man versuchen, diese Gleichung zu losen. Die Anwort lautet, dass man es fiir alle A
simultan tun sollte, mit Hilfe von Determinanten. Die folgende Definition ist eigentlich ein
Satz mit Definition, d.h. wir behaupten auch (ohne Beweis) die Existenz und Eindeutigkeit
einer solchen Abbildung.

Definition 7.3 Eine Determinante ist eine Abbildung det : R™*™ — R mit folgenden Eigenschaf-
ten.

i) det E =1

ii) Die Determinante ist linear in den Zeilen, d.h. sind a; die Zeilen einer Matrix, so ist fiir alle
i=1,...,nundfiiraller € R

al al al
det | ra;j+a} | =det| a; | +rdet| af
A, as as

iii) Bei Vertauschung zweier Zeilen indert sich das Vorzeichen.
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Fiir kleine n kann man Determinanten leicht direkt angeben, und zwar ist fiir n = 1
einfach det(a) := a. Firn = 2 ist

det(a b):adbc.
c d

det a21 Qa2 a23 = (11022033 + @12023031 + 413021032 — A31022013 — 432023011 — A33021G12,

Schliefllich ist fiirn = 3

ailp a2 a3

az1 as2 as3

was man sich merken kann, indem man die Diagonalen (mit Vorzeichen!) betrachtet, auf
denen die Elemente stehen, die aufmultipliziert werden ("Sarrus-Regel’).

Aus den Axiomen leitet man folgende Eigenschaften her.

Proposition 7.4 i) Die Determinante einer Matrix ist gleich der Determinanten der transpo-
nierten Matrix, d.h. det A = det AT.

ii) Die Eigenschaftenli)) bis[iii)) gelten ebenso fiir Spalten wie fiir Zeilen.
iii) Die Determinante indert sich nicht, wenn man das r-fache einer Zeile zu einer anderen addiert
iv) Wenn zwei Zeilen gleich sind, dann ist die Determinante gleich Null.

v) Die Determinante ist gleich Null, genau dann wenn der Rang der Matrix strikt kleiner als n

%)
bzw. a4

a4

ist.

a

Abbildung 7.2: Determinante als Volumen eines Parallelogramms

Satz 7.5 Der Betrag der Determinante ist das Volumen des Parallelotops, das von den Zeilen aufge-
spannt wird. D.h. fiir n = 2 und n = 3 seien a; die Zeilen der Matrix A und

P = {za1 + yas|z,y € [0,1]} bzw. P = {xa1 + yas + zas|x,y,z € [0,1]}.

Dann gilt | det(A)| = vol(P).

Seite 49



Beweis : Die Behauptung stimmt offenbar fiir die Standardbasis und bleibt unter Addition
eines Vielfachen einer Zeile auf eine andere Zeile, unter Multiplikation einer Zeile mit einem
Faktor r € R sowie unter Zeilenvertauschungen wahr. Das gleiche gilt fiir Transponieren
und die entsprechenden Spaltenoperationen. Mit Hilfe solcher Operationen kann man nach
den Uberlegungen im Abschnitt zur Rangbestimmung jede Matrix von Rang n erreichen.
Fiir alle anderen Matrizen sind beide Seiten in der Behauptung des Satzes gleich Null. [

Satz 7.6 Eine reelle Zahl X ist genau dann ein Eigenwert der n x n-Matrix A, wenn X\ Nullstelle
des charakteristischen Polynoms y 4(z) = det(A — zE) ist.

Speziell fiir n = 2 und

a b a—zx b
A= ist = det
<c d> Xa(@) ¢ ( c d—x)

Beweis : Ist A ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor v # 0, so hat das Gleichungs-
system Av = v eine nicht-triviale Losung. Also ist (A — AE)v = 0 ein homogenes li-
neares Gleichungssystem vom Rang kleiner n. Die bedeutet nach obiger Proposition, dass
det(A — AE) = 0 ist, also A eine Nullstelle von y 4 ist.

Diese Implikationen sind in Wirklichkeit alles Aquivalenzen. Ist also umgekehrt ) eine
Nullstelle von x4, so ist det(A — AE) = 0 und damit der Rang von A — AE Kkleiner als n.
Damit hat (A—AE)v = 0 eine nicht-triviale Losung v # 0. Dieser Vektor v ist ein Eigenvektor

zum Eigenwert \. 0

Das charakteristische Polynom x4 einer n x n-Matrix ist ein Polynom vom Grad n. Fiir
n = 3 hat es also eine reelle Nullstelle. Eine 3 x 3-Matrix hat also stets einen Eigenwert.

Satz 7.7 Eine orthogonale Transformation A € Os hat eine spezielle Gerade g = [v] durch 0 und
eine Ebene E 1 g, und ist entweder

0) die Identitit (mit einem dreidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1).

1) Spiegelungen an einem 2-dimensionalen Unterverktorraum E. (zwei Eigenwerte 1 und ein

Eigenwert —1)

2) Drehungen um eine Achse g (es gibt nur einen Eigenwert +1 mit einem eindimensionalen

Eigenraum [v]).

3) Drehungen um eine Achse g und gleichzeitiger Spiegelung an E (es gibt nur einen Eigen-
wert —1 mit einem eindimensionalen Eigenraum [v]).

4) Punktspiegelung am Ursprung (mit einem dreidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1).
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Beweis : Die Anzahl der Eigenwerte ist stets eins oder drei, da reelles Polynom dritten Gra-
des stets ein oder drei reelle Nullstellen besitzt. Damit sieht man, dass in obiger Liste alle
moglichen Kombinationen von Eigenwerten auftreten. Um einen vollstindigen Beweis zu
geben, miisste man noch zeigen, dass zweidimensionale Eigenrdume zum Eigenwert +1
unmoglich sind und dass im Falle von eindimensionalen Eigenrdumen die Matrix in der Tat

eine Drehung ist. O
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