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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Sei V ⊂ An eine affine Varietät und P = (p1, . . . , pn) ∈ V .

(a) Sei V = Z(I) und zu f ∈ k[x1, . . . , xn] definieren wir

fP :=
n∑

i=1

∂f

∂xi
(P )(xi − pi) ∈ k[x1, . . . , xn]

und für ein Ideal J sei JP := 〈fP | f ∈
√
J〉.

Zeige, dass TP (V ) ∼= Z(IP ) (als affine Varietäten).

(b) Zeige, dass IP = Imodm2
P .

(c) Sei P = (0, 0, 0). Was ist das Bild von x+ y + z2 + xyz in mP /m
2
P ?

(d) Seien nun P ∈W ⊂ V ⊂ An affine Varietäten.

Zeige: TP (W ) ist ein k-Untervektorraum von TP (V ).

(e) Sei V = k[x1, . . . , xn]/I und W = k[x1, . . . , xn]/(I + (f)).

Zeige: dimTP (V )− 1 ≤ dimTP (W ) ≤ dimTP (V ).

(f) Zeige, dass (x, z) in k[x, y, z]/(xy − z2) kein Hauptideal ist.

Hinweis: Was sind die Dimensionen der Tangentialräume im Ursprung?

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien V,W affine Varietäten und ϕ : V →W ein Morphismus.

(a) Zeige, dass ϕ für jeden Punkt P ∈ V einen Morphismus

ϕ]
P : Oϕ(P ) → OP

von lokalen Ringen induziert.

(b) Zeige, dass, in der Situation von Aufgabe 1(d), ϕ]
P die Einbettung TP → Tϕ(P ) induziert.

(c) Sei ϕ : Z(y − x2)→ Z(y) die Projektion. Gib ϕ]
(0,0) an.

(d) Sei ϕ : Z(y − x2)→ Z(x) die Projektion. Gib ϕ]
(0,0) an.



Aufgabe 3 (3 Punkte)

Die Kurve C = Z(x4 − y2 + y2x6) ⊂ A2 ist im Punkt P = (0, 0) singulär.

Zeige: Der Blowup C̃ von C im Punkt P hat eine Singularität im Punkt P̃ aber der Blowup
von C̃ in P̃ ist nichtsingulär.

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Sei X = Z(x2y + xy2 − x4 − y4) und Y = Z(xy(x+ y)) im Nullpunkt analytisch isomorph
sind.

Abgabe bis Beginn der Übung um 14 Uhr am Mittwoch, dem 18. November.


