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1 Einleitung

Algebraische Geometrie untersucht die Nullstellenmengen von polynomialen
Gleichungssystemen. Unter den bekanntesten Problemen tiber solche Nullstel-
lenmengen ist das Fermatsche Problem, welches die Nichtexistenz von ganz-
zahligen Losungen von
fiir n > 3 behauptet, abgesehen von den Triviallosungen, bei denen eine Varia-
ble Null ist. Die Losung von Wiles ist ein gefeierter Satz aus der arithmetischen
Geometrie, d.h. aus der Kombination von Algebraischer Geometrie und Zah-
lentheorie. Wir werden in dieser Vorlesung langst nicht in die Ndhe kommen,
den Beweis von Wiles zu verstehen, aber das Beispiel der Fermatschen Glei-
chung als Leitfaden benutzen, um grundlegende Begriffe der algebraischen
Geometrie zu verstehen.

Zunichst kann man die Gleichung durch 2" dividieren und kann nach den
Losungen von

"4yt =1

im Korper der rationalen Zahlen fragen. Eine Gleichung in zwei Variablen de-
finiert eine eindimensional algebraische Varietit, eine Kurve. Ein erster Schritt
wird also den Dimensionsbegriff Losungsmengen von Gleichungssystemen
einzufiihren.

Warum verhilt sich n = 2 so unterschiedlich zu den Fillen n > 3? In Ab-
schnitt ?? werden wir den Tangentialraum zu algebraischen Varietiten und
spéter in Abschnitt ?? Differentialformen einfiihren. Die Dimension des Raums
der Differentialformen auf einer glatten projektiven Kurven wird das Ge-
schlecht der Kurve genannt. Fiir n = 2 ist das Geschlecht der Fermat-Kurve
Null und fiir n > 3 ist das Geschlecht positiv. Das Motto "’hohes Geschlecht
impliziert wenige rationale Punkte’ ist prinzipiell korrekt. Man kann es sogar
auch fiir hoherdimensionale algebraische Varietdten verallgemeinern. Dafiir
sollte man die Definition des Geschlechts mit Hilfe kohomologischer Invari-
anten verwenden, die wir in Abschnitt ?? definieren.

Dies ist der Beginn eines der wichtigsten Forschungsfelder der algebrai-
schen Geometrie: die Klassifikation von algebraischen Varietdten. Zum einen
besteht dies aus einer Grobklassifikation mit Hilfe von Invarianten. Die oben
angedeutete Verallgemeinerung des Geschlechts ist die Kodaira-Dimension.
Zum anderen gibt es die Frage, ‘'wie viele” algebraische Varietdten es zu gege-
bener Invariante gibt. Zum Beispiel definiert

xn+yn+t$2yn—2 -1

tiir alle t € C eine algebraische Kurve, fiir ¢t = 0 die urspriingliche Kurve. Den
Raum aller Deformationen nennt man einen Modulraum und die Geometrie
von Modulrdumen ist eine zentrale Frage in der algebraischen Geometrie.
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1.1 Ziele

Die Begriffe des einfiihrenden Abschnitts dienten als allgemeine Motivation,
gehen aber {iber den Inhalt dieser einfiihrenden Vorlesung deutlich hinaus.

Wir werden hier .... wird noch nachgeliefert!

1.2 Literatur

Hauptgrundlage dieser Vorlesung ist das Buch von Hartshorne ([Har77]).
Dieses Buch behandelt viele Begriffe, ist aber nicht so reich an Beispielen.
Mehr davon findet man in den Biichern von Harris ([Har95]) oder Shafarevich
([Shal3]). Der Schema-theoretische Zugang ist im neuen Buch von Goertz und
Wedhorn ([GW10]) ausfiihrlich ausgearbeitet. Die Grundlagen sind auch im
Buch von Mumford ([Mum95]) knapp aber sehr {iibersichtlich zusammenge-
stellt. Manche Teile des Skripts sind auch an die Darstellung im Vorlesungs-
manuskript von Gathmann ([Gat14]) angelehnt.

Algebraische Geometrie {iber den komplexen Zahlen kann man auch vom
Standpunkt der komplexen Mannigfaltigkeiten betrachten. Diesen Zugang
verwendet das klassische Buch von Griffiths und Harris ([GH94]).
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2 Affine Varietaten

In den Abschnittenbis einschliellich sei k = k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper.

In diesem Abschnitt fithren wir die Grundbausteine ein, aus denen die
Objekte der algebraischen Geometrie zusammengesetzt sind. Wir definieren
A"(k) = k™ als den affinen Raum der Dimension n (und rechtfertigen diesen Di-
mensionsbegriff spater). Ist f € k[z1,...,z,] ein Polynom, so heifit ein Punkt
P = (ai,...,a,) eine Nullstelle, falls f(P) = 0ist. Ist T" C k[x1,...,z,] eine
Menge von Polynomen, so wird

Z(T) = {P e A"(k)| f(P) = Ofiir alle f € T}

die Verschwindungsvarietit (oder der Nullstellenlokus, das Z kommt von "zero
locus’) von T' genannt. Eine (k—) algebraische Menge in A" (k) ist eine Teilmenge
der Form Z(T') fiir eine Menge 7" von Polynomen. Offenbar ist

Z(a)=Z(T), wobei a=(T)
das von T erzeugte Ideal ist.

Proposition 2.1 Die leere Menge und ganz A™(k) sind algebraische Mengen
in A" (k). Die Vereinigung von zwei algebraischen Mengen Y1 und Y- ist ein alge-
braische Menge. Ist Y; eine Familie algebraischer Mengen indiziert durch i € I, so ist
auch N;crY; eine algebraische Menge.

Beweis: Sei Y; = Z(T;). Dann ist Y] U Y, = Z(T11>), wobei T} T, das element-
weise Produkt der Mengen bedeutet. Ausserdem ist N;c;Y; = Z(UierT;). Da
0 = Z(1) und A"(k) = Z(0), folgt die Behauptung. O

Die Proposition besagt, dass die algebraischen Mengen in A" (k) den Axio-
men fiir die abgeschlossenen Mengen einer Topologie geniigen. Diese To-
pologie wird Zariski-Topologie genannt und wir betrachten in Zukunft A" (k)
als topologischen Raum mit der Zariski-Topologie. Wie in jedem topologi-
schen Raum wird eine nichtleere Teilmenge Y irreduzibel genannt, falls in jeder
Schreibweise Y = Y7 U Y3 als Vereinigung abgeschlossener Varietdten Y; = Y
oder Y5 =Y ist.

Definition 2.2 Eine affine Varietit ist eine algebraische Menge in einem affinen
Raum A" (k), versehen mit der Struktur eines topologischen Raums durch die Zariski-
Topologie. Eine quasi-affine Varietéat ist eine offene Menge in einer affinen Varietiit,
versehen mit der induzierten Topologie.

In der Hauptquelle [Har77]] wird bei einer affinen und bei einer quasi-affinen
Varietat zudem vorausgesetzt, dass der Raum irreduzibel ist. Dies ist nicht in al-
len Biichern {iiber algebraische Geometrie der Fall und wir verwenden diese
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Konvention nicht, sondern schreiben das Adjektiv irreduzibel gegebenenfalls
hinzu.

Die Zariski-Topologie ist nicht Hausdorffsch, d.h. zu zwei verschiedenen
Punkten existieren in der Zariski-Topologie im Allgemeinen nicht zwei offene
Umgebungen, die disjunkt sind. Diese sieht man bereits am Beispiel der affi-
nen Geraden A'(k). Dort sind abgeschlossene Mengen namlich nur A (k) selbst
und endliche Mengen. Das folgt daraus, dass k[z;] ein Hauptidealring ist, al-
so jede abgeschlossene Menge die Nullstelle von einem Polynom ist, welches
(falls nicht-konstant) {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper in Line-
arfaktoren zerfillt. Die abgeschlossene Menge besteht also aus den Nullstellen
der endlich vielen Linearfaktoren.

Die Operation Z(-) kann man fast umkehren. Zu einer algebraischen Men-
ge Y definiert man das Verschwindungsideal durch

IY) = {f €kl[z1,...,2,]| f(P) =0ftiralle P € Y}

Um die Beziehung der beiden Operationen darzustellen, erinnern wir an die
Definition des Radikals v/a eines Ideal a

Va = {f €klxy,...,z,]| f € afiireinr € N}.

Proposition 2.3 i) Die Operationen Z(-) und I(-) sind inklusionsumkehrend
und I(Yl U YQ) = I(Yl) N I(}/Q)
ii) Fiir ein Ideal a von k(xz1, ..., xy,] gilt I(Z(a)) = v/a.
iii) Fiir eine beliebige Teilmenge M C A"(k) ist Z(I(M)) = M, der Abschluss
von M.

Beweis: Die Behauptung i) ist aus der Definition offensichtlich. Fiir Behaup-
tung ii) erinnern wir daran, dass der Hilbertsche Nullstellensatz (z.B. [Kom-
mAlg|], Theorem 8.31 oder Referenzen in [Har77], Theorem 1.3A) besagt, dass
bei gegebenem Ideal a von k[zi,...,z,] ein Polynom f, welches auf allen
Punkten von Z(a) verschwindet, eine Potenz f" besitzt, welche in a liegt. Das
ist genau eine Umformulierung von 7).

Zum Beweis von iii) halten wir fest, dass fiir jede Menge M gilt, dass M C
Z(I(M)) ist. Ausserdem ist Z(I(M)) offenbar abgeschlossen. Ist nun W C M
eine beliebige abgeschlossene Obermenge, dann ist W = Z(a) fiir ein Ideal a.
Also gilt nach i) und der offensichtlichen Inklusion, dass a C I(Z(a)) C I(M).
Damit ist also W C Z(I(M)) und, da W C Z(I(M)) beliebig war, ist Z(I(M))
der Abschluss von M. O

Damit erzeugen also die Operationen Z(-) und I(-) eine Bijektionen zwi-
schen abgeschlossenen Mengen in A" (k) und Radikalidealen in k[x1, ..., z,).

Korollar 2.4 Unter dieser Korrespondenz werden irreduzible abgeschlossene Men-
gen bijektiv auf Primideale abgebildet.

Seite 4



Damit sieht man beispielsweise sofort, dass A" (k) irreduzibel ist, da das

Nullideal prim ist.
Beweis: Sei Y irreduzibel und f, g Polynome mit fg € I(Y). Dann ist Y C
Z(fg) = Z(f) U Z(g). Damit kénnen wir Y = (Y N Z(f)) U (Y N Z(g)) als
Vereinigung abgeschlossener Untervarietdten schreiben. Nach Voraussetzung
istalsoY =Y NZ(f)oderY =Y N Z(g) und damit f € I(Y) oder g € I(Y).
Alsoist I(Y) prim.

Sei umgekehrt p prim und wir nehmen an, dass Z(p) = Y; U Y3 sich als
Vereinigung abgeschlossener Untervarietdten schreiben ldsst. Dann ist p =
I(Y1) N 1(Y3), also p = I(Y7) oder p = I(Y2). Damit ist Z(p) = Y7 oder
Z(p) = Yo, womit gezeigt ist, dass Z(p) irreduzibel ist. O

Aufgabe 2.1 (4 Punkte)
Seien X C Y topologische Rdume. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) X ist irreduzibel, d.h. aus X = X; U X, mit X, X> abgeschlossen folgt X; = X oder
X = X.
(b) Jede offene nichtleere Teilmenge von X liegt dicht.
(c) Je zwei offene nichtleere Teilmengen von X haben nicht-leeren Schnitt.
(d) Der Abschluss X C Y ist irreduzibel.

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)
(a) Betrachte folgende Mengen in A%(C).

X ={(z,y) € A* : y = 2"} W = (0,0)
Y ={(z,y) €A®:y=0} Z=(1,1)
Bestimme die Koordinatenringe zu den Varietiten X UY, X NY, WNZund WU Z.
(b) Berechne die Dimension von Z(y — z2).

Bestimme die Verschwindungsideale der Punkte, die auf Z(y — 2?) liegen.
(c) Sei k ein Korper. Zeige, dass k[z, y]/(zy) nicht zu k[t] isomorph ist.

Aufgabe 2.3 (4 Punkte)
Zeige, dass die Zariski-Topologie auf A? ungleich der Produkt-Zariski-Topologie auf A* x A
ist.

Aufgabe 2.4 (4 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum. X heif3t quasi-kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiltiberdeckung besitzt.
(a) Zeige, dass C mit der analytischen topologie versehen nicht noethersch ist.
(b) Zeige, dass X genau dann noethersch ist, wenn jede offene Teilmenge von X quasi-
kompakt ist.

3 Dimension affiner Varietaten

In diesem Abschnitt wollen wir einen Dimensionsbegriff (quasi)-affiner Va-
rietiten topologisch und ringtheoretisch definieren und die Aquivalenz der
beiden Begriffe zeigen.

Ein topologischer Raum X wird noethersch genannt, falls er der absteigenden
Kettenbedingung fiir abgeschlossene Teilmengen gentigt, d.h. gegeben eine
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absteigende Kette Y7 O Y5 O Y3 O - .- abgeschlossener Teilmengen, so gibt es
ein r, sodass Y; 1 = Y; fiir alle i > r gilt.

Der affine Raum A" (k) ist noethersch, denn k[, ..., z,] ist nach dem Hil-
bertschen Basissatz (z.B. [KommAlg|, Theorem 8.9) noethersch. Genauer ge-
sagt,ist Y7 D Y2 D Y3 D .- eine absteigende Kette, so ist I(Y;) C I(Y2) C
I(Y3) C --- eine aufsteigende Kette von Idealen, also stationdr ab einem In-
dex r und damit ist auch Y; ;1 = Y; fur alle ¢ > r. Aufgrund dieses Arguments
sind auch algebraische Mengen in A" (k) noethersch.

Proposition 3.1 In einem noetherschen topologischen Raum X kann jede nichtleere
abgeschlossene Teilmenge Y als Vereinigung Y = Y U- - -UY}, irreduzibler Teilmengen
geschrieben werden. Diese Schreibweise ist bis auf Reihenfolge eindeutig, wenn eine
Redundanz Y; C Y fiir ein i # j ausgeschlossen ist.

=

Die Y; in der vorangehenden Proposition werden die irreduziblen Kompo-

nenten von Y genannt. Als Folge der vorangehenden Bemerkung kann jede
algebraische Menge eindeutig als nicht-redundante Vereinigung irreduzibler
algebraischer Mengen geschrieben werden. Diese werden die irreduziblen Kom-
ponenten genannt.
Beweis: Wir zeigen die Existenz einer solchen Darstellung durch einen Wi-
derspruchsbeweis. Sei & die Menge aller Teilmengen, die keine gewiinschte
Darstellung besitzen. In einem Widerspruchsbeweis konnen wir annehmen,
dass & nichtleer ist. Da X noethersch ist, gibt es in & eine minimale algebrai-
sche Menge Y, denn andernfalls finden wir eine nicht-stationdre absteigende
Kette. Diese Menge Y ist nach Definition von & nicht irreduzible, also konnen
wir sie in der Form Y = Y; U Y5 schreiben, wobei die Y; beide nichtleer und
echte Teilmengen von Y sind. Aufgrund der Minimalitdtseigenschaft von Y
kann man beide Y; in der Form der Proposition als endliche Vereinigung irre-
duzibler Teilmengen schreiben, und damit auch Y, im Widerspruch zur Defi-
nition von &.

Angenommen Y = Y/ U ... UY/ ist eine weitere solche Darstellung. Dann
ist Y/ C YiU...UY}, also Y{ = UE_(Y{ NY;). Da aber Y] irreduzibel ist,
muss es einen Index j geben, sodass Yl’ C Y] ist, sagen wir j = 1 nach Umnu-
merierung. Mit dem gleichen Argument ist Y7 C Y fiir ein a. Aufgrund der
Nichtredundanzvoraussetzung gilt also a = 1 und wir kénnen per Induktion
nach der Anzahl der irreduziblen Komponenten den Beweis beenden. 0

Die Dimension eines topologischen Raums X ist die maximale Lange n einer
strikt aufsteigenden Kette Xo C X; C --- C X, nichtleerer, abgeschlossener,
irreduzibler Untervarietdten. Die Dimension einer algebraischen Menge definie-
ren wir als die Dimension des zugrundeliegenden topologischen Raumes (mit
der Zariski-Topologie).

Damit ist beispielsweise die Dimension von A!(k) gleich eins, denn wir ha-
ben bereits gesehen, dass die einzigen nicht-leeren abgeschlossenen Teilmen-

Seite 6



gen, die strikt in A!(k) enthalten sind, endliche Mengen von Punkten sind. Um
weitere Beispiele zu berechnen, benétigen wir folgende wichtigen Begriffe.
Der affine Koordinatenring einer algebraischen Menge Y in A" (k) ist

AY) = klz, ..., z0]/I(Y). (3.1)

Der affine Koordinatenring einer irreduziblen affinen Varietét ist nullteilerfrei.
Umgekehrt ist offenbar jede endlich erzeugte, nullteilerfreie k-Algebra der af-
fine Koordinatenring einer irreduziblen affinen Varietat.

Wir erinnern daran, dass die Hohe ht(p) eines Primideals p als die maximale
Lange n einer strikt aufsteigenden Kette po C p1 C -+ C p, = p definiert
ist und dass die Krulldimension eines Rings R das Maximum der Hohen al-
ler Primideale in R ist. Aufgrund der Korrespondenz in Korollar [2.4|stimmen
diese Dimensionsbegriffe {iberein.

Proposition 3.2 Die Dimension einer algebraischen Menge Y ist gleich der Krull-
Dimension des affinen Koordinatenrings A(Y').

Wir benétigen folgende zwei Sdtze aus der kommutativen Algebra, deren
Beweis wir nachliefern, nachdem wir den Begriff des Hilbertpolynoms einge-
fiihrt haben.

Satz 3.3 Sei B eine nullteilerfreie, endlich erzeugte k-Algebra. Dann ist die Dimen-
sion von B gleich dem Transzendenzgrad von K = Quot(B) iiber k.

Satz 3.4 Sei B eine nullteilerfreie, endlich erzeugte k-Algebra. Dann gilt fiir jedes
Primideal p die Beziehung

ht(p) + dim(B/p) = dim(B). (3.2)
Damit konnen wir das fundamentale Beispiel berechnen.

Beispiel 3.5 Die Dimension von A" (k) ist gleich n.

Beweis: Die offensichtliche Kette 0 C Al(k) € A2%(k) € --- C A"(k) ko-
ordinatenweiser Inklusionen zeigt, dass die dim(A"(k)) > n. Offenbar ist
trdeg k(z1,...,x,) < n und damit gilt nach Satz 3.3]iiberall Gleichheit. O

Fiir offene Untervarietdten konnen wir uns bei der Dimensionsberechnung
auf den Abschluss zurtickziehen.

Proposition 3.6 Die Dimension einer irreduziblen quasi-affinen Varietit Y C
A"(k) ist gleich der Dimension ihres AbschlussesY .

Beweis: Ist Zy C Z1 C Zy C --- € Z, eine Kette abgeschlossener irreduzibler
Untervarietiten von Y, soist Zop C Z1 € Z3 C -+ € Z, eine Kette abgeschlos-
sener irreduzibler Untervarietiten von Y, also dim(Y) < dim(Y’) und somit ist
diese Dimension endlich.
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Seinunalso Zy C Z1 C Zy € --- C Z, eine Kette abgeschlossener, irre-
duzibler Untervarietdten in Y von maximaler Lange. Maximalitat impliziert,
dass Zy = P ein Punkt ist. Ausserdem kann man die Kette P = Zy C Z; C
Zy C -+ C Zy, nicht verfeinern, denn das Schneiden einer Verfeinerung mit Y
gdbe eine ldngere Kette in Y. Der Punkt P korrespondiert zu einem maxima-
len Ideal m in A(Y) und da die Z; zu Primidealen in m korrespondieren, ist
ht(m) = n. Da dim(A(Y)/m) = dim(k) = 0 ist, folgt mit Satz 3.4 die Behaup-
tung. O]

Wir kommen nun zu ersten Beispielen der Berechnung der Dimension von
Untervarietaten.

Proposition 3.7 Eine irreduzible affine Varietit Y C A™(k) hat die Dimension n—1
genau dann, wenn sie als Nullstellenmenge Y = Z(f) von einem nichtkonstanten,
irreduziblen Polynom f € klz1, ..., x,] geschrieben werden kann.

Beweis: Ist f irreduzibel, so haben wir bereits gesehen, dass Z( f) irreduzibel,
also eine Varietét ist. Damit ist (f) = p ein Primideal. Der Krullsche Haupt-
idealsatz ([KommAlg|], Theorem 9.24 oder die Referenzen in [Har77] Theo-
rem 1.11A) besagt nun (da f weder Null noch eine Einheit ist), dass p die Ho-
he 1 hat. Damit folgt dim(Y") = n — 1 aus Satz[3.4]

Umgekehrt gehort zu einer Varietdt Y der Dimension n — 1 ein Primideal
p C klx1,...,zy,) der Hohe 1. Wir verwenden nun, dass k[z1, ..., z,] faktoriell
ist, und in einem solchen Ring ist jedes Primideal von Hohe 1 ein Hauptideal.
(Beweis: Sei 0 # = € pund x = f1 f2 - - - fi die Faktorisierung in Primelemente.
Da z € p gibt es ein i, sodass f; € p. Da ht(p) = 1 muss p = (f) und damit ein
Hauptideal sein.) O

Insbesondere ist das einleitende Beispiel, die Fermat-Kurve Z(z" + y" — 1)
im zweidimensionalen affinen Raum in der Tat eine eindimensionale affine
Varietit, d.h. eine (affine) algebraische Kurve.

Bei Varietdten hoherer Kodimension ist der Zusammenhang zwischen Di-
mension und Anzahl der zur Definition benotigten Gleichungen schwierig,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.8 Das Ideal
I = <y2 -z, .,L,3 - Yz, Z2 - $2y> g k‘[l’,y,Z]

gehort zu einer eindimensionalen algebraischen Menge in A?(k), denn fiir alle
t € kist (£3,t4,#5) € Z(I) und Z(I) kann nicht zweidimensional sein. Das
Ideal I ist aber noch nicht einmal von zwei Elementen erzeugt.

Um das zu beweisen, definieren wir auf A = k[z,y, z| ein Graduierung, in-
dem wir deg(z) = 3, deg(y) = 4 und deg(z) = 5 setzen. Dann ist I ein ho-
mogenes Ideal mit Erzeugern im Grad 8, 9 und 10. Wir verwenden, dass ein
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homogenes Ideal stets von homogenen Elementen erzeugt ist. Angenommen
ist von zwei Elementen f; und f; erzeugt. Dann ist deg(f;) > 8 und mindes-
tens eines der beiden Elementen, sagen wir f; hat Grad 8. Falls f> auch Grad 8
hat, so kann (f1, f2) kein Element vom Grad 9 enthalten, denn Multiplikati-
on mit einem Erzeuger von A erhoht den Grad um mindestens 3. Falls f, den
Grad 9 hat, so kann (f1, f2) aus dem selben Grund kein Element vom Grad 10
enthalten. Damit haben wir den gewtiinschten Widerspruch.

Zum Ende noch eine niitzliche Sprechweise. Wir sagen, dass eine irreduzi-
ble Untervarietit Y in einer affinen Varietat X die Kodimension k besitzt und
schreiben codimx (Y'), falls die Léange s der maximalen Kette

Y=YCViC QY

irreduzibler Untervarietdten mit strikten Inklusionen gleich £ ist. Mit dieser
Sprechweise ist der Satz 3.4 dquivalent zu

dim(Y') + codimx(Y) = dim(X). (3.3)

Insbesondere ist die Kodimension einer affinen Untervarietdt Y im A" (k) ein-
fach n — dim(Y').

4 Projektive Varietaten

Im zweidimensionalen affinen Raum schneiden sich zwei Geraden in einem
Punkt — oder sie sind parallel. Im zweidimensionalen projektiven Raum fallt
diese lastige Ausnahme weg. Die Unabhdngigkeit "Anzahl” der Schnittpunkte
(was wir spater noch korrekt, mit Vielfachheit, definieren werden) unter einer
Deformation ("Verschiebung’) ist eine von vielen Griinden, warum es oft giins-
tiger ist in einem projektiven Raum statt in einem affinen Raum zu arbeiten.
Ein weiterer Grund ist die Kompaktheit des projektiven Raums.

Der n-dimensionale projektive Raum P"(k) ist die Menge der Aquivalenz-
klassen von (n + 1)-Tupeln (ao,...,a,) unter der Relation (aq,...,a,) ~
(Aag, ..., Aay) fur alle A € k*. Wir schreiben oft (ap : ... : a,) fiir solch ei-
ne Aquivalenzklasse. Diese Tupel werden auch die homogenen Koordinaten fiir
einen Punkt in P" (k) genannt. Geometrisch sollte man sich P"(k) also als den
Raum der Strahlen in A"*!(k), die durch den Ursprung gehen, vorstellen. Wir
bezeichnen mit

7 A" = PY(k), (ag,...,an)— (ag:...:ap) 4.1)

die natiirliche Projektionsabbildung auf den projektiven Raum.
Um Nullstellenmengen im P"(k) zu beschreiben, wiederholen wir einige
Definitionen und Eigenschaften graduierter Ringe. Ein Ring S ist graduiert,
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falls es eine Zerlegung S = ©4S5, von S als abelsche Gruppe gibt, sodass die
Multiplikation die Eigenschaft S;-S. C Sg.. besitzt. Die Elemente von S; wer-
den homogen vom Grad d genannt. Ein homogenes Ideal ist ein Ideal a mit der
Eigenschaft a = ®4(a N Sy).

Proposition 4.1 In einem graduierten Ring S gilt:
i) Ein Ideal ist homogen, genau dann wenn es von homogenen Elementen erzeugt
wird.
ii) Die Summe, das Produkt, der Durchschnitt und das Radikal von homogenen
Idealen ist homogen.
iii) Ein homogenes Ideal a ist prim, genau dann wenn fiir homogene Polynome f, g
aus fg € afolgt, dass f € aoder g € a.

Beweis: Zum Beweis von i) sei I homogen, erzeugt von Polynomen f; fiir j €
J. Zerlegt man den Erzeuger f; = > ;. [} 4 in seine homogenen Bestandteile,
so ist fjq € I nach Definition des Begriffs homogen, und diese Bestandteile
erzeugen I offenbar. Sei umgekehrt I von homogenen Elementen f; fiir j €
J erzeugt. Sei h ein beliebiges Element in I. Dann gibt es eine Darstellung
h =" g;f;, wobei die g; € R nicht notwendigerweise homogen sind. Aber
man kann sie in ihre homogenen Bestandteile zerlegen, also g; = > 9j.4-
Definiert man dann die homogenen Elemente

he = Y. giali,

d+deg(fj)=e
soisth =3y he.
Der Beweis der iibrigen Eigenschaften verbleibt als Ubung. 0
Wir machen den Polynomring k[z, x1, ..., xy] zu einem graduierten Ring,

indem wir jedem z; das Gewicht 1 geben. Nun definiert man algebraische
Mengen formal genauso wie im affinen Fall.
Ist T' C k[zg, x1, ..., z,) eine Menge von homogenen Polynomen, so wird

Z(T) = {P € P"(k)| f(P) = Oftralle f € T}

der Nullstellenlokus von T' genannt. Dabei beachte man, dass diese Definition
wohldefiniert ist, denn bei einem homogenen Polynom hidngt das Verschwin-
den oder Nichtverschwinden an einem Punkt P nicht vom Vertreter der Aqui-
valenzklasse ab. Offenbar ist wieder

Z(a)=Z(T), wobei a=(T)

das von T erzeugte Ideal ist. Eine (k-) algebraische Menge in P" (k) ist eine Teil-
menge der Form Z(T') fiir eine Menge 7' von Polynomen. Mit dem gleichen
Beweis wie im affinen Fall zeigt man, dass algebraische Menge in P"(k) die
Axiome fiir die abgeschlossenen Mengen einer Topologie erfiillen. Um Ver-
wechslungen zu vermeiden, schreiben wir gegebenenfalls Z,(-) fiir den Ver-
schwindungslokus im affinen und Z,(-) im projektiven Fall.
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Definition 4.2 Eine projektive Varietit ist eine algebraische Menge in einem pro-
jektiven Raum A" (k), versehen mit der Struktur eines topologischen Raums durch
die Zariski-Topologie. Eine quasi-projektive Varietat ist eine offene Menge in einer
projektiven Varietit, versehen mit der induzierten Topologie.

Hier gelten die gleichen Bemerkungen beziiglich der Irreduziblitiatskonven-
tion wie im affinen Fall. Das Skript weicht diesbeziiglich von [Har77] ab.

Auch das Verschwindungsideal hat ein Analogon im projektiven Fall. Ist
Y C P"(k) eine beliebige Teilmenge, definiert man das Verschwindungsideal

I(Y)={f € k[zo,21,...,2,] homogen : f(P) =0 firalle P € Y}.

Ist Y eine algebraische Menge in P"(k), so definiert man den projektiven Koor-
dinatenring als

S(Y) = k[zo,z1,...,2,)/1(Y).

Mit diesem Begriff gilt das Analogon von Proposition 2.3| wortlich mit einer
Ausnahme. Im Punkt ii) muss man zudem voraussetzen, dass Z,(a) nicht leer
ist. Wir tiberlassen es als Ubung eine projektive Version des Nullstellensatzes
zu formulieren (siehe z.B. [Har77|], Exercise 2.1) und durch Reduktion auf den
affinen Fall zu beweisen. Das kleine Problem mit Z,(a) = () liegt daran, dass
wir bei 7 den Nullpunkt aus A"*1(k) herausgenommen haben. Es gilt:

Lemma 4.3 Ist a C k[zo,z1,...,xy] ein homogenes Ideal, so ist Z,(a) = 0 genau
dann wenn das Radikal von a entweder ganz k[xo,x1, ..., xy] oder das Ideal Iy =
(xo, @1, ..., Tp) ist.

Beweis: Offenbar ist Z(Iy) = ), da es keinen Punkt in P"(k) gibt, bei dem alle
Koordinaten Null sind. Ist umgekehrt a ein Ideal mit projektivem Verschwin-
dungslokus Z,(a) = 0, so betrachten wir den affinen Verschwindungslokus
von Z,(a). Dieser muss leer oder der Nullpunkt in A"*1(k) sein, denn sonst
waére das 7-Bild davon in Z,(a). Die Radikalideale in diesen beiden Féllen sind
aber gerade ganz k[xg, z1, ..., z,| und Iy. O

Wir fassen zusammen, was der projektive Nullstellensatz liefert.
Proposition 4.4 Die Abbildungen Z(-) und I(-) geben eine inklusionsumkehrende

Bijektion zwischen projektiven Varietiten in P (k) und homogenen Radikalidealen in
klxo, x1,. .., 2], die von Iy verschieden sind.

Aus diesem Grund wird Iy auch das irrelevante Ideal genannt.

Eine wichtige Beziehung zwischen affinen und projektiven Varietdten erhalt
man durch die Standardiiberdeckung von P™(k) durch n + 1 affine Rdume, die
wir nun definieren.
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Ist (ap : a1 : --- : ay) € P"(k), so gibt es per Definition mindestens eine
Koordinate, sodass das entsprechende a; ungleich Null ist. Wenn wir also

U ={(ap:a1: - :ay) € P"(k) : a; # 0}

definieren, so ist U} ;U; = P"(k), also eine Uberdeckung. Wir konnen U; mit
einem A" (k) identifizieren, vermoge der Abbildung

¢U1_>An<k), (ao:al : ...:an)|_> (@7 ,E,%’... ’al> .
a; a; a; a;
Proposition 4.5 Die Abbildung ¢; sind Homdomorphismen von U; mit der von
P (k) induzierten Topologie nach A™ (k) mit der Zariski-Topologie.

Als Vorbereitung zum Beweis definieren wir die Homogenisierung eines Po-
lynoms f € k[z1,...,z,] als

x x
f# = ng(71577n> 6k[$0,$17...,$n],
Zo Zo
wobei d der Gesamtgrad von f ist. Ist a C k[x, ..., z,] ein Ideal, so definieren

wir dessen Homogenisierung als
o = (f*.f€q).

Man beachte dabei, dass die Homogenisierung des Produkts das Produkt der
Homogenisierungen ist. Aber die Homogenisierung der Summe ist nicht die
Summe der Homogenisierungen (im Allgemeinen noch nicht einmal homo-
gen), weswegen man zur Definition von a sich nicht auf Idealerzeuger be-
schranken kann, es sei denn a ist ein Hauptideal.

Umgekehrt kann man ein homogenes (!) Polynom auch bzgl. einer der Va-
riablen dehomogenisieren. D.h. ist ¢ homogen, so gibt es offenbar eine Dar-
stellung g = z§(¢°)* ftir ein ¢° € k[zo, 21, . .., 2,] und ein £ € N. Dabei ist £ die
maximale zg-Potenz, die g teilt.

Als weitere Vorbereitung betrachten wir allgemein eine Methode, mit der
man aus einer affinen Varietdt eine projektive Varietdt macht. Ist Y C A" (k),
so konnen wir Y oder genauer gesagt ¢, (Y) C Uy auch als Teilmenge von
P (k) auffassen. Wir bezeichnen

Y = (V) C P (k)
als den projektiven Abschluss von'Y .
Proposition 4.6 Ist Y = Z,(a), soist Y = Z,(a¥).

Beweis: Ist P = (a1,...,a,) € Y, also f(ai,...,a,) = 0 fir alle f € a, so ist
auch f#(1,a1,...,a,) =0,alsoist (1:ay : -+ : ap) € Zp(a™).

Umgekehrt ist zu zeigen, dass Z,(a?) die kleinste abgeschlossene Menge ist,
die Y enthdlt. Sei also X D Y in P"(k) abgeschlossen, also X = Z,(b) fiir ein
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homogenes Ideal b. Jedes homogene Element g (also insbesondere die Erzeu-
ger) von b schreiben wir wie oben als g = x§(¢°)* fiir ein ¢* € k[z1,...,z,)
und ein ¢ € N. Nun verschwindet ¢ auf Y, also verschwindet auch ¢* auf Y,
da Y C Uy und dort 2y # 0 ist. Also ist ¢ € +/a, nach dem Nullstel-
lensatz, oder anders gesagt, es gibt per Definition des Radikals ein m, so-
dass (¢°)™ € a. Damit ist nach Definition der Homogenisierung von Idealen
(" )™# = ((¢°)#)™ € a# und damitist g € Va#. Alsoist b C va# und damit
Z,(b) D Z,(Va#) = Z,(a#), was zu zeigen war. O

Wir betrachten als Beispiel die Fermatkurve aus der Einleitung, welche
durch f,, = 27 + 2% — 1 C A%(k) ausgeschnitten wird. In diesem Fall ist die
Homogenisierung = @ + x5 — xf und der projektive Abschluss ist ge-
rade Z( i ). Dabei sind genau die Punkte mit 2o = 0 beim Ubergang zum
Abschluss hinzugekommen, also die n Punkte auf P! (k) mit (£)" = —1.
Beweis von Proposition Es gentigt, den Fall ¢ = 0 zu betrachten und wir
lassen diesen Index zudem weg. Die Bijektivitdt von ¢ ist klar und es bleibt zu
zeigen, dass ¢ eine Bijektion zwischen den abgeschlossenen Mengen definiert.
Diese wird durch Y + Y in der einen Richtung und W ~ (W N U) gegeben.
Dass dies eine Bijektion ist, folgt aus der vorangehenden Proposition sowie
aus den zwei Homogenisierungsidentititen (f#)* = f fir f € klz1,...,2,)
und (fb)# = ffur f € k[xo,x1,...,x,)], falls z¢ nicht f teilt. O

Auch projektiven Varietdten sind als topologische Rdume noethersch und
wir definieren die Dimension fiir projektive Varietiten dementsprechend wie
zu Beginn von Abschnitt

Proposition 4.7 Es ist dim(P"(k)) = n.

Beweis: Wir zeigen dies durch Vergleich mit dem affinen Raum. Durch Ab-
schlieen der Standardkette in A" (k) folgt dim(P"(k)) > n. Sei andererseits
Zy C Z1 C Zy C -+ C Z, eine Kette maximaler Lange abgeschlossener irre-
duzible Untervarietdten in P" (k). Dann ist Zj ein Punkt, welcher in einer der
affinen Standardunterrdume liegt, sagen wir in Uy. Dann besteht die Kette der
Zj N Uy aus abgeschlossenen Untervarietiten von Uy = A". Da die Z; irredu-
zibel sind, miissen die Z; N Uy dies auch sein und es gilt Z; = (Z; N Up). Also
sind die Ketteninklusionen echt. Wegen dim (A" (k)) = n folgt k < n. O

Wir kommen nun noch auf die Kompaktheit zurtick. Wir konnen P"(C)
auch mit der klassischen Topologie versehen, die wir als die Quotiententopologie
der klassischen Topologie auf A"*1(C) definieren. Danach ist also eine Menge
in P*(C) offen, falls das Urbild unter der natiirlichen Projektionsabbildung =
offen ist. Die Einheitskugel in A""!(C) ist kompakt und die Einschriankung
von 7 auf die Einheitskugel ist surjektiv. Da das Bild von kompakten Men-
gen unter stetigen Abbildungen wieder kompakt ist, konnen wir fiir spitere
Anwendungen festhalten:

Seite 13



Proposition 4.8 Der P"(C) mit der klassischen Topologie ist kompakt.

Den Nutzen solcher Kompaktheitseigenschaften projektiver Varietdten se-
hen wir spéter. Das Analogon von Kompaktheit in der Zariski-Topologie ist
eine Abbildungseigenschaft und deswegen betrachten wir nun Abbildungen
zwischen Varietdten.

Aufgabe 4.1 (3 Punkte)
Seien X, Y noethersche topologische Riume und f: X — Y eine stetige abgeschlossene (d.h.
fiir U C X abgeschlossen ist f(U) C Y abgeschlossen) Abbildung.

Zeige: Dann ist dim f(X) < dim X.

Aufgabe 4.2 (6 Punkte)

Seien d, n positive nattirliche Zahlen und Mo, ..., My alle Monome vom Grad din denn + 1
Variablen zo,...,z, (dh. N = ("Id) — 1). Dann definieren wir die d-uple Veronese-Einbettung
des P™ als

pa:P" 3 prs (Mo(p) : -+ : Mn(p)) € PV,

(a) Sei p3(P') = C C P? das Bild der 3-uple Veronese Einbettung. Wir nennen C die getwis-
tete Kubik. Gib Erzeuger des Verschwindungsideals I(C) C k[zo, z1, %2, x3] an und zeige
dimC = 1.

Hinweis: Betrachte zunéchst die Abbildung

0: k[yo,...,yg} —)k‘[.’[o,m'1]7 yi — M;

und zeige, dass Z (Kern §) = Bild ps ist.

(b) Sei Y C P" eine r-dimensionale projektive Varietit. Wir nennen Y einen vollstindigen
Durchschnitt, falls I(Y) durch n — r Elemente erzeugt werden kann. Wir nennen Y einen
mengentheoretischen vollstindigen Durchschnitt, falls Y als Durchschnitt von n — r Hyperfla-
chen geschrieben werden kann.

Nun sei X = Z(a) C P" und a sei durch ¢ Elemente erzeugbar. Zeige, dass dim X >
n — q ist. Zeige auflerdem, dass jeder vollstandige Durchschnitt ein mengentheoretischer
vollstandiger Durchschnitt ist.

(c) Sei X = CNUy, C A®die Dehomogensierung in xo. Finde Hyperflaichen Hy, Hy C A3,
sodass X = H1 N H> ein vollstandiger Durchschnitt ist.

(d) Seiennun Hi = Z(yoy> — yi) und Hz = Z(y2(y1y3s — y3) — y3(yoys — y192)).

Zeige: C ist der mengentheoretische vollstaindige Durchschnitt von H; und Hs, aber C
ist kein vollstandiger Durchschnitt. Zeige dafiir, dass sich I(C) nicht von zwei Elementen
erzeugen lasst.

Hinweis: Welche k-Dimensionen haben die k-Vektorrdume der Monome verschiedenen
Grades?

Aufgabe 4.3 (2 Punkte)

Sei k ein Korper, dessen Charakteristik nicht 2 ist.
Zeige: Der Kreis Z(z* + y* — 1) C AZ ist irreduzibel.
Hinweis: Eisenstein-Kriterium.

Aufgabe 4.4 (5 Punkte)
Fiir ganze Zahlen n < m definieren wir die Segre-Einbettung

\I/:]P’"><]P’ma(ao:~--:an)><(bo:~~-:bm)—>(aobozaobl:~~~:anbm)€IF’N7

d.h. N = mn + m + n, wobei die Koordinaten im PV in lexikographischer Ordnung stehen.
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(a) Gib einIdeal a C k[w, z,y, 2] an, sodass Q = Z(a) die Segre-Einbettung von P* x P' in P*
ist.
Hinweis: Betrachte den Kern des Ringhomomorphismus

E[{zi;}] = klzo, x1,90,11], 25 — ay;.

(b) Eine Gerade ist eine Kurve, die von Polynomen von Grad 1 ausgeschnitten wird.
Zeige, dass Q zwei Familien von Geraden, {L;} und {M,} enthélt, t € P!, sodass fiir t # u
gilt Ly N Ly, = M; N M, = 0 und fiir beliebige ¢,u € P! die Schnittmenge M; N L, aus
genau einem Punkt besteht.

5 Morphismen

Affine und projektive Varietdten sind durch Nullstellen von Polynomen gege-
ben. Daher ist es naheliegend, auch als Morphismen nur Abbildungen zuzu-
lassen, die in geeigneter Weise durch Polynome gegeben sind. Die Definition
verwendet dabei zum Einen, dass wir Morphismen in eine ganz spezielle affi-
ne Varietit implizit schon definiert haben, da A'(k) = k ist und ein Polynom
auf einer affinen Varietdt ¥ gerade Werte in k annimmt. Da der Wert eines
Polynoms auf Y nicht von der Klasse modulo /(Y') abhédngt, haben wir den
Kandidaten fiir Abbildungen nach A'(k) = k bereits gesehen, es ist der affine
Koordinatenring.

Allerdings ist das Kriterium ‘ist ein Polynom” im Allgemeinen schwer zu
tiberpriifen, da es eine globale Eigenschaft ist, also eine die auf der ganzen
Varietét zu testen ist. Zum Vergleich ist in der Analysis der Begriff einer ste-
tigen oder differenzierbaren Funktion durch Eigenschaften gegeben, die man
tiir jeden Punkt lokal, d.h. in einer Umgebung des Punktes iiberpriifen kann.
Daher beginnt die Definition im allgemeinen auch mit Morphismen auf offe-
nen Mengen.

Sei V eine quasi-affine Varietdt in A" (k). Eine Funktion f : V' — k ist requlir
im Punkt P, falls es eine Umgebung U von P und Elemente g, h € k[z1,. .., 2]
gibt, wobei h auf U nicht verschwindet, sodass f = g/h auf U. Eine Funktion
f 'V — kist reguliir, falls sie in jedem Punkt von V' regulér ist. Die Menge der
reguldren Funktionen auf U bildet offenbar eine k-Algebra, die wir mit Ox (U)
bezeichnen.

Als Beispiel, dass es nicht immer eine globale polynomiale Darstellung gibt,
betrachten wir X = Z(z124 — xox3) und

V = {z2#0oder z4 #0} C X
sowie die Abbildung

x1/zo, falls xg #0,

0:V =k, (21,22,73,14) —
( ) {x3/$4, fallsx47é0.
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L = 23 und per Definition reguldr. Keine der bei-
X9 T4

den Quotienten deckt jeden Punkt ab, was man an den Punkten (0, 0,0, 1) und

Diese ist wohldefiniert, da

(0,1,0,0) sieht. Dass es wirklich keine globalen Quotienten gibt, priifen wir
am Ende des Abschnitts nach.

Lemma 5.1 Der Nullstellenort einer reguliren Funktion ist abgeschlossen. Insbeson-
dere ist eine regulire Funktion f auf V eine stetige Abbildung f : V — A'(k), verse-
hen mit der Zariski-Topologie.

Beweis: Per Definition gibt es zu jedem Punkt P eine Darstellung f = gp/hp
auf einer Umgebung Up von P. Die Menge Wp = Up \ Z(gp) ist offen in V'
und die Vereinigung Upcy Wp ist offen und gerade die Menge der Punkte, an
denen f nicht verschwindet. Also ist der Verschwindungslokus abgeschlossen.

([l

Wir sehen nun das erste Beispiel, dass algebraische Geometrie mehr mit
Funktionentheorie gemeinsam hat als mit Differentialgeometrie im R".

Lemma 5.2 Seien V eine irreduzible, quasi-affine Varietit und f, und fo zwei requ-
lire Funktionen. Ist U C V eine offene Menge mit fi|y = fa|u, soist f1 = fo.

Das Pendant dazu ist offenbar der Identitdtssatz fiir holomorphe Funktio-
nen.
Beweis: Der Nullstellenort von f; — f, ist abgeschlossen nach dem vorigen
Lemma und enthélt U nach Voraussetzung, also auch U. Da V irreduzibel
und U offen ist, folgt aus der Darstellung V = U U (V \ U), dass U = V
ist. ]

Den allgemeinen Abbildungsbegriff fiihren wir auf den Funktionsbegriff
zuriick. Seien nun also X und Y zwei quasi-projektive Varietdten (was den
Fall affiner, quasi-affiner und projektiver Varietdten per Definition beinhaltet).
Dann ist ¢ : X — Y ein algebraischer Morphismus, falls f stetig bzgl. der
Zariski-Topologien auf X und Y ist und falls fiir jede offene Teilmenge V' C Y’
und jede reguldre Funktion f : Y — k die Verkettung f o ¢ eine reguldre
Funktion von ¢~ !(V) nach k ist.

Diese Definition ist hervorragend geeignet um allgemeine Eigenschaften
nachzurechnen, weniger gut um tatsachlich nachzupriifen, ob eine Abbildung
ein algebraischer Morphismus ist. Dies erledigt man am besten mit dem Kri-
terium in Proposition |5.3| unten. Andererseits sieht man an der Definition di-
rekt, dass die Verkettung zweier Morphismen wieder ein Morphismus ist. Wir
sagen, dass X und Y isomorph sind, falls es Morphismen ¢ : X — Y und
P Y = X mitp oy =idy und ¢ o p = idx gibt.

Wir untersuchen nun die Konsequenzen der Morphismendefinition fiir affi-
ne Varietdten.
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Proposition 5.3 Sei U eine quasi-projektive Varietit und Y C A"(k) eine affine
Varietiit. Dann sind die Morphismen ¢ : U — Y genau die Abbildungen, die eine
Darstellung der Form ¢ = (f1, ..., fn) mit f; € Ox (U) zulassen.

Beweis: Fiir jeden Index i ist die i-te Koordinatenfunktion auf A" (k) und damit
auf Y eine reguldre Funktion und damit ist f;, die Verkettung von ¢ mit solch
einer Koordinatenfunktion in Ox (U).

Umgekehrt sei ¢ = (f1,..., fn) wie oben. Dann ist zundchst zu zeigen, dass
¢ stetig ist. Dazu betrachten wir eine abgeschlossene Teilmenge der Form Z =
Z(g1,--.,9s) fur gewisse g; € A(Y). Dann ist

o NZ) = {PeX:gj(fi(P),....fu(P))=0fiirj=1,...,s}.

Die wesentliche Beobachtung ist, dass das Einsetzen von Quotienten von Poly-
nomen in einen Quotient von Polynomen nach Ausmultiplizieren wieder ein
Quotient von Polynomen ist. Ein solcher Quotient verschwindet genau dann
wenn der Zihler verschwindet. Daher ist ¢~ (Z) wieder abgeschlossen und ¢
stetig.

Die gleiche Beobachtung tiber das Einsetzen in Quotienten von Polynomen
liefert auch die zweite definierende Eigenschaft eines Morphismus. O

Das Problem der Nichtexistenz einer globalen Darstellung als Quotient
zweier Polynome tritt fiir eine grofie Klasse von quasi-affinen Varietdten nicht
auf. Dazu sei X eine irreduzible affine Varietdt und f € A(X). Eine Menge der
Form

D(f) = X\ Z(f)

wir den Nichtverschwindungsort von f. Diese Nichtverschwindungsorte bil-
den eine sehr niitzliche Uberdeckung von X. Zudem ist der Durchschnitt
von endlich vielen solchen Nichtverschwindungsorten wieder ein Nichtver-
schwindungsort (vom Produkt der Polynome) und jede offene Menge U ist
Vereinigung von endlich vielen Nichtverschwindungsorten (denn ist U =
X\ Z(f1,..-,fn), so ist U = D(f1) U --- U D(f,)). Man sagt aufgrund
dieser Eigenschaften auch, dass die Nichtverschwindungsorte eine Basis der
Zariski-Topologie bilden. Wir bestimmen nun reguldre Funktionen auf Nicht-
verschwindungsorten in affinen Varietaten.

Proposition 5.4 Ist X eine affine Varietit und f € A(X), dann ist

Ox(D(f)) = {% : geA(X),neN}.

Insbesondere ist Ox (X) = A(X), also sind requliire Funktionen auf affinen Varie-
titen genau die Polynomfunktionen.
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Beweis: Dass die rechte Seite in der linken enthalten ist, folgt unmittelbar aus
der Definition. Interessanter ist die umgekehrte Inklusion. Sei ¢ : D(f) — k
reguldr. Per Definition hat man fiir jeden Punkt P € D(f) eine Darstellung der
Form ¢ = 4& auf einer Umgebung Up von P. Wir verwenden die vorange-
hende Bemerkung und schreiben die Up als Vereinigung von Nichtverschwin-
dungsorten. In einer dieser Teilmengen liegt der Punkt P und daher kénnen
wir von vorne herein annehmen, dass U, = D(hp) ist. Da f,, auf Up nicht ver-
schwindet, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass Up = D(fp) ist
(indem wir fp mit fphp und gp mit gphp ersetzen).

Nun verwenden wir, dass die Funktionen auf den Uberlappungsbereichen
tibereinstimmen. Also ist gpfg = go fp fiir jedes Punktpaar P,Q € D(f). Da

Z(f) = Npep(pyD(fP) = Z({fp, P € D(f)}) ist
felz(f) = 1(Z{fp.PeD(f)}) = V{fr.P€D(f)})

nach dem Nullstellensatz. Also gibt es ein n, sodass

= Z apfp

PeD(f)

wobei in dieser Summe nur endlich viele Koeffizienten ap von Null verschie-
den sind. Wir setzen nun g = 5 D(f) 4PIP und behaupten, dass ¢ = %.
Dazu priifen wir, dass fiir @ € D(f), wo die Abbildung urspriinglich durch

p= % gegeben war, die Definitionen tibereinstimmen. Dies folgt aus

gfo= > apgpfo= Y_ arfugq=gof"

PeD(f) PeD(f)

aufgrund der Ubereinstimmung in den Uberlappungsbereichen. O

Korollar 5.5 Die Homomorphismen von einer quasi-projektiven Varietit X in eine
affine Varietit Y entsprechen bijektiv den k-Algebra-Homomorphismen von A(Y)
nach Ox (X).

Beweis: Ist ¢ ein Morphismus, so ist nach Definition die Verkettung von f €
Oy (Y) mit ¢ ein Element von Ox (X). Da A(Y) = Oy (Y) nach Proposition[5.4]
definiert dies eine Richtung der Bijektion.

Sei umgekehrt i : A(Y) — Ox(X) ein k-Algebra-Homomorphismus. Wir
schreiben A(Y) = k[zi,...,z,]/I(Y) und definieren & = h(z;) € Ox(X).
Das Tupel (&1, .. ., &y,) definiert also einen Morphismus ¢ : X — A™(k). Wir
wollen zeigen, dass das Bild von ¢ in Y = Z(I(Y)) liegt. Dazu rechnen wir
nach, dass f(¢o(P)) = 0 fiir jedes f € I(Y') und jeden Punkt P € X. Es ist

flpo(P)) = f(h(z1), ..., h(wn))(P) = h(f(21,...,20))(P) = 0

aufgrund der Homomorphie.
Der Nachweis, dass diese Zuordnungen zueinander invers sind, tiberlassen
wir dem Leser. O
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Aufgabe 5.1 (4 Punkte)
Sei X = A%\ {(0,0)}. Zeige: X ist keine affine Varietit.
Hinweis: Was ist A(X)?

Bisher haben wir reguldre Funktionen und Morphismen auf affinen Varie-
taten und ihren offenen Teilmengen untersucht. Wir vergleichen dies nun mit
dem projektiven Fall. Wir benétigen die Notationen S,y und Sy fiir einen
homogenen Ring S und ein homogenes Primideal p bzw. ein homogenes Ele-
ment 0 # f € 5, die jeweils den Unterring von Elementen vom Grad Null in
der Lokalisierung S, bzw. in der Lokalisierung S; bezeichnet.

Proposition 5.6 Ist Y eine projektive Varietit, so ist Oy (Y') = k.

Beweis: Sei Y C P"(k) und seien Y; = Y N U; die Schnitte mit der Standard-
tiberdeckung. Wir betrachten als Vorbemerkung den Isomorphismus

wi s klys, -l %k[xo""’x”](wi)’ Sy yn) Hf(%?,-.-,%),

wobei im letzten Argument die i-te Koordinate weggelassen wurde. Diese Ab-
bildung schickt (siehe|Aufgabe 5.2) 1(Y;) auf I(Y)k[xo, . . ., ¥4](,), das Bild des
Verschwindungsideals im bei z; lokalisierten Ring. Daher erhélt man einen
Isomorphismus

¢; + A(Yi) = S(Y) () (5.1)

zwischen den Quotienten.

Sei nun f € Oy (Y) reguldr, also insbesondere reguldr auf den Untervarie-
titen Y;. Wir konnen dort die reguldre Funktion als f = g¢;/ va ¢ schreiben, wo-
bei g; homogen vom Grad N; ist. Also ist val f € S(Y)n,. Wir wahlen nun
N > " | N; und beobachten, dass dass S(Y)y von Mononomen vom Ge-
samtgrad N aufgespannt wird. Jedes solche Monom ist durch :z:fv ¢ fiir ein 4
teilbar. Daher ist also S(Y)nf C S(Y)n und durch Wiederholen des Argu-
ments S(Y)y f? C S(Y)y fiiralle ¢ € N. Dies aber bedeutet, 2 f¢ € S(Y)y fiir
alle ¢ € N und daher, dass der Unterring S(Y)[f] von Quot(S(Y)) in z; ¥ S(Y)
liegt. Nun ist 25"V .S(Y) ein endlich erzeugter S(Y)-Modul und damit ist auch
S(Y)[f] ein endlich erzeugter S(Y)-Modul, da S(Y') noethersch ist. Dies be-
deutet, dass f ganz tiber S(Y) ist, d.h. dass es a1, ..., a, € S(Y) gibt, sodass

ff+af™t+ay, = 0.

Da f Grad Null hat, konnen wir die a; durch ihren Grad-Null-Anteil ersetzen
und die Gleichung stimmt immer noch. Da aber S(Y), = k ist, folgt, dass f
eine algebraische Gleichung tiber k erfiillt. Da k algebraisch abgeschlossen ist,
folgt die Behauptung. O

Aufgabe 5.2 (4 Punkte)
Sei Y eine projektive Varietdt und S(Y") der projektive Koordinatenring.
Zeige: Es gilt dim S(Y) = dimY + 1.
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Hinweis: Verwende die Uberdeckung des P" durch affine Standardriaume.

Beweis der Nichtexistenz einer globalen Darstellung von ¢ auf einer offe-
nen Teilmenge von X = Z(z1x4 — zox3): Nach Definition ist die offene Teil-
menge V = D(z2) U D(z4) C X. Angenommen ¢ = F'/G ist eine Darstellung
als globaler Quotient zweier Elemente F, G € A(X). Nach Proposition |5.4|ist
diese Darstellung auf D(z2) von der Form f>/25" und auf D(x4) von der Form
fa/x}. Der Ring A(X) ist nullteilerfrei, da z124 — z223 nach dem Eisenstein-
Kriterium irreduzibel ist. Daher folgt, dass entweder G = 1 ist oder, dass z2|G
und z4|G. Der zweite Fall ist absurd, da G dann nicht auf ganz V' von Null
verschieden ist. Und der erste Fall impliziert x;/x2 = F, also 1 — 22F = 0
in A(X). Mit anderen Worten, es gibt h € R = k[x1, x2, z3, x4] mit der Eigen-
schaft, dass

Tr1 — .Z‘QF = h(a:lzm — $2£L‘3) .

Setzt man in dieser Gleichung x3 = 0, so sieht man, dass das unmoglich ist. [J

Aufgabe 5.3 (4 Punkte)
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und S eine R-Algebra. Ein Element s € S heifst ganz iiber
R, falls es ein normiertes Polynom

1

f=a2"4+an 12" +--- 4+ a1+ a0 € R[x]

gibt, so dass f(s) = 0.
(a) Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) s € Sistganz tiber R.
(i) R[s]ist ein endlich erzeugter R-Modul (hierbei ist R[s] die kleinste R-Unteralgebra
von S, die s enthélt).
(iii) Es gibt einen Teilring T C S, so dass R[s] C T und T als R-Modul endlich erzeugt
ist.
Hinweis: Satz von Cayley-Hamilton.
(b) SeiT C S die Menge der Elemente, die iiber R ganz sind.
Zeige: T ist ein Teilring von S.

Aufgabe 5.4 (4 Punkte)
Sei H = P" eine Hyperebene in P"*! und sei p € P"™! \ H. Wir definieren eine Abbildung

Pp: Pn+1\{p}—>Pn, q— pqgN H.

Dabei bezeichnet G die Gerade durch die Punkte p und ¢ im P"*1,
(a) Zeige, dass ¢ ein Morphismus von Varietédten ist.
(b) Sei X nun die getwistete Kubik, also

X={(z:y:z:w)=(":t2u:tu*: %), (t:u) € P'} C P>
SeiauBlerdemp = (0:0:1:0) und H = V(2).

Zeige, dass ¢(X) durch ein kubisches Polynom im P? ausgeschnitten wird und gib dessen
Gleichung an.
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6 Rationale Abbildungen

Im vorigen Abschnitt haben wir Morphismen definiert. Hier definieren wir
eine weiter Art von Morphismen, die rationalen Abbildungen, indem wir nur
einen Morphismus auf einer offenen Teilmenge verlangen. Da bei irreduziblen
Varietdten offene Mengen dicht liegen, enthélt eine rationale Abbildung viele
Informationen {iiber die Varietdt, wie wir es in der nachsten Proposition fest-
halten. Damit gibt es in der algebraischen Geometrie zwei Aquivalenzbegriffe,
nach denen man mit Varietdten klassifizieren kann, die Isomorphie aus dem
letzten Abschnitt und birationale Aquivalenz, wie wir weiter unten definie-
ren. Wir werden anhand von Aufblasungen sehen, dass die beiden Begriffe in
der Tat verschieden sind.

Proposition 6.1 Seien X undY zwei quasi-projektive Varietiten und X irreduzibel.
Sind p und ¢ : X — Y zwei Morphismen, sodass es eine offene Menge U C X gibt

mit p|y = ¥|y. Dann ist p = 1.

Das Argument ist dhnlich zu dem in Lemma
Beweis: Wir betrachten ¢ : Y x Y — P"(k) x P"(k), welchen wir vermoge
der Segre-Einbettung aus Aufgabe 4.4 in einen projektiven Raum einbetten.
Damit ist Y x Y eine quasi-projektive Untervarietdt und die Komposition ¢ o
(¢ x 1) ein Morphismus. Die Diagonale A C P"(k) x P"(k) wird durch die
Gleichungen z;y; — y;x; = 0 fiir 4,5 = 0,...n ausgeschnitten und ist somit
eine abgeschlossene Untervarietdt von P (k) x P"(k). Nach Voraussetzung ist
to(pxY)(UxU) C Aund U x U ist dicht in X x X, da X irreduzibel ist.
Damit ¢ o (¢ x ¥)(X x X) im Abschluss von A, also in A selbst enthalten. [J

Seien X und Y quasi-projektive Varietaten. Dann ist eine rationale Abbildung
eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, ¢y/) bestehend aus einer offenen und
dichten Teilmenge U C X und einem Morphismus ¢y : U — Y beziiglich
folgender Relation. Zwei Paare (U, ;) und (V, ¢y ) sind dquivalent, falls die
beiden Morphismen auf UNV iibereinstimmen. Eine rationale Abbildung wird
dominant genannt, falls das Bild ¢y (U) von einem Vertreter (U, ¢r7) dicht in Y
ist.

Dabei beachte man, dass diese Relation in der Tat eine Aquivalenzrelation
ist und dass der Begriff der Dominanz nicht vom gewéhlten Vertreter abhangt.
Die Verkettung von dominanten rationalen Abbildungen ist wieder eine domi-
nante rationale Abbildung. Damit bilden auch die quasi-projektiven Varieta-
ten eine Kategorie. Isomorphismen in dieser Kategorie werden birationale Ab-
bildungen genannt.

Im letzten Abschnitt haben wir in Korollar die Aquivalenz der Kate-
gorien von affinen Varietdten mit Morphismen zur (oppositen) Kategorie der
k-Algebren mit k-Algebrenhomomorphismen bewiesen. In diesem Abschnitt
wollen wir eine Kategoriendquivalenz von quasi-projektiven Varietidten mit
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rationalen Abbildungen zur (oppositen) Kategorie der endlich erzeugten Kor-
pererweiterungen von k zeigen. Der Grund fiir das Auftreten von Korperer-
weiterungen sind die rationalen Abbildungen nach k.

Proposition 6.2 Sei Y eine irreduzible quasi-projektive Varietit. Die rationalen Ab-
bildungen Y — k bilden einen Korper, den Funktionenkorper K (Y') von Y.

Ist Y affin, so ist K(Y) = Quot(A(Y)), eine endlich erzeugte Erweiterung von k
vom Transzendenzgrad dim(Y').

Ist Y projektiv, so ist K(Y') = S(Y)((0))-

Beweis: Zunichst bilden die rationalen Abbildungen ¥ — k einen Ring, in-
dem man die Summe und das Produkt auf dem Durchschnitt der Definitions-
bereiche der einzelnen Summanden (Faktoren) definiert. Ist0 # f : Y — k
rational, also definiert auf einer offenen Menge U, dann ist 1/f reguldr auf
V =UnND(f).

Fiir die zweite Aussage ist nur zu bemerken, dass jede Abbildung auf U sich
auf kleineren offenen Mengen U N D( f) in der Form g/ f", also als ein Element
von K (Y') schreiben ldsst und das umgekehrt jedes Element g/h € K(Y') eine
rationale Abbildung (D(h), g/h) definiert. Da A(Y) eine endlich erzeugte k-
Algebra ist, ist der zugehorige Quotientenkorper auch endlich erzeugt tiber k.
Die Dimensionsaussage folgt dann unmittelbar aus Satz

Fir die letzte Aussage verwenden wir, dass eine rationale Abbildung
(V,pv) stets auch eine Abbildung (V N U;, v |vny,) auf einer affinen Stan-
dardkarte von P" fiir ein geeignetes i definiert. Damit ist diese eine rationale
Abbildung auf Y NU;, also ein Element von K (Y NU;). Man rechnet nach, dass
dieser Funktionenkorper via ¢} zu S(Y')((o)) isomorph ist. O

Bevor wir zur Kategoriendquivalenz kommen, beweisen wir zwei Hilfsaus-
sagen, die zeigen, dass es "viele affine Varietdten” gibt.

Lemma 6.3 Sei V = D(f) C A" fiirein f € klz1,...,x,]. Dann ist V affin,
gegeben als Z(H) C A", wobei H = xpi1f — 1 ist. Insbesondere ist A(V) =
k[l’l, ceey xn](f).

Beweis: Die Abbildung ordnet in der einen Richtung P = (ay,...,ap+1) den
Punkt ¢(P) = (ai,...,a,) zu. Umgekehrt sei ¥(a1,...,an,1/f(a1,...,a5)).
Diese Abbildungen sind offenbar zueinander invers und aufgrund von Propo-
sitionauch Morphismen. Die letzte Aussage folgt dann aus Proposition

]

Lemma 6.4 In jeder quasi-projektiven Varietit Y bilden die affinen Untervarietiten
eine Basis der Topologie, d.h. zu jedem Punkt P € Y und jeder Umgebung U von P
gibt es eine affine offene Menge V mit P € V C U.
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Beweis: Es geniigt ohne Einschrankung den Fall P € U = Y zu betrachten. Mit
Hilfe der Standardiiberdeckung von P" sieht man sofort, dass ¥ von quasi-
affinen Varietdten {iberdeckt ist, also ohne Einschrankung sei Y quasi-affin.
Daher ist Z = Y \ Y eine affine Varietit, also Z = Z(a) C A"(k). Da P ¢ Z gibt
esein f € amit f(P) #0.Seialso H = Z(f) O Z.Dannist P € Y\ Y N H.
Dies ist eine abgeschlossene Untervarietdt von A" (k) \ H und somit affin, nach
dem vorangehenden Lemma. Damit haben wir die gesuchte affine Umgebung
von P gefunden. O

Damit konnen wir das angekiindigte Ziel beweisen.

Satz 6.5 Die Kategorien bestehend aus
i) birationalen Aquivalenzklassen irreduzibler quasi-projektiven Varietiiten zu-
sammen mit dominanten rationalen Abbildungen, und
ii) endlich erzeugte Korpererweiterungen von k zusammen mit k-
Algebrenhomomorphismen,
sind pfeilumkehrend zueinander dquivalent.

Beweis: Sei ¢ : X — Y eine dominante rationale Abbildung, reprasentiert
durch (U, ¢y). Dann definieren wir ¢* : K(Y) — K(X) wie folgt. Sei f €
K (Y) reprasentiert durch (V, fy), so setzen wir ¢*(f) = (W, fv opu|w), wobei
W = U N ¢ (V) in der Tat eine offene Teilmenge von X und aufgrund der
Dominanz von ¢ auch nichtleer ist.

Sei umgekehrt ein k-Algebrenhomomorphismus 0 : K(Y) — K(X) gege-
ben. Wir wollen eine dominante rationale Abbildung ¢ : X — Y konstru-
ieren, sodass ¢* = 0 ist. Da nach dem vorigen Lemma Y von affinen Varie-
taten uberdeckt ist, eine davon dicht und zur Konstruktion von ¢ konnen
wir annehmen, dass Y selbst affin ist. Sei also A(Y") der affine Koordinaten-
ring, erzeugt von vy, ..., y,. Dann sind 6(y1),...,6(y,) rationale Funktionen
auf X. Da X irreduzibel ist, gibt es eine offene dichte Menge, auf der diese
gemeinsam definiert sind. Damit liefert 6 einen k-Algebrenhomomorphismus
Oy : A(Y) — Ox(U). Wir verwenden nun Korollar 5.5 und folgern, dass dies
eine Abbildung ¢y : U — Y definiert. Dass diese Zuordnungen zueinander
invers sind, fithrt man auf den affinen Fall zuriick.

Der Satz enthilt auch noch die Behauptung, dass endlich erzeugte Kérper K
stets die Funktionenkorper von affinen Varietiten sind. Um dies zu zeigen,
nehmen wir Erzeuger v, ..., y, von K her. Es sei B die von diesen Erzeugern
aufgespannte k-Algebra. Diese ist Quotient eines Polynomrings in n Erzeu-
gern, also der Koordinatenring einer affinen Varietdt Y C A" (k). Der Funktio-
nenkdérper von Y ist der Quotientenkorper von B, damit offenbar in K enthal-
ten und in der Tat gleich K, da die y1, . .., y, als Erzeuger gewdhlt waren. [

Als unmittelbares Korollar davon stellt man fest, dass die zwei irredu-
ziblen quasi-projektiven Varietdten birational dquivalent zueinander sind, ge-
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nau dann wenn sie offene Teilmengen haben, die zueinander isomorph sind
oder genau dann, wenn ihre Funktionenkorper zueinander isomorph sind.
Aufgabe 6.1 (2 Punkte)
Wir definieren die Cremona-Transformation ¢: P? — P? durch
(a0 : a1 : az2) — (araz : apaz : apas),

falls je zwei Koordinaten nicht null sind.
(a) Zeige, dass ¢ birational und selbstinvers ist.
(b) Finde offene Teilmengen U,V C P, so dass ¢|v ein Isomorphismus auf V ist.

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)
Zeige, dass das Bild der Segre-Einbettung von P! x P' in P? birational d4quivalent aber nicht
isomorph zu P? ist.
Hinweis: Zeige zunéchst, dass P? \ Z(f) immer affin ist und sich daher je zwei Kurven in P?
schneiden.
Aufgabe 6.3 (6 Punkte)
(a) Zeige: Z(y® — 2®) C A? ist birational aber nicht isomorph zu A®.
Hinweis: Zeige: Einer der Koordinatenringe ist nicht in seinem Quotientenkorper ganz ab-
geschlossen.
(b) Zeige: Z(y*z — z*(x + z)) C P? ist birational zu P'.
Hinweis: Verwende die Projektion von (0 : 0 : 1) auf Z(z).
(c) Sein > 2. Zeige: Die Fermat-Kurve Z(z™ — y™ — 2™) ist nicht birational zu P*.
Hinweis: Zeige zundchst: Es gibt keine nichtkonstante Losung f(¢)" + g(¢)" = h(t)™ mit
f, 9, h € C[t] teilerfremd. Nimm an, es gébe eine solche Losung und diese sei von minima-
lem Grad. Verwende, dass C|[t] ein Hauptidealring ist und es eine Zerlegung

h(®)" —g(t)" = H(h(t) —¢'g(t)), ¢ primitive n-te Einheitswurzel,

i=1
gibt, um zu zeigen, dass jedes h(t) — (g(t) bereits eine n-te Potenz ist und konstruiere so
eine Losung der urspriinglichen Gleichung von kleinerem Grad.

Wir kommen nun zum ersten wichtigen Beispiel eines Morphismus, der ei-
ne birationale Abbildung, aber keinen Isomorphismus definiert, die Aufblasun-
gen. Zur Motivation betrachten wir drei Kurven in A%(k), namlich

X1=Z(@ai+m32), ,Xo=2Z(3—at—a}, Xz=Z(@=3—2). (6.1)

Dabei ist die Kurve X via t +— (¢,t?) offensichtlich isomorph zu A!(k) iso-
morph, die anderen beiden Kurven sind dies nicht (Ubung!). Das Problem bei
den Kurven X, und X3 wird an einer Zeichnung offensichtlich: X5, hat zwei
Tangenten durch 0, die Kurve X3 eine Spitze, eine Singularitdt im Sinne des
nichsten Abschnitts. Um zu zeigen, dass die Kurven birational zu P} (k) kann
man hier direkt die Abbildungen angeben (Ubung!). Konzeptioneller gesagt,
sollte man eine umgebende quasi-projektive Varietét finden, die die Tangenten
der Kurven im Punkte Null trennt. Diese leistet ein Aufblasung.

Fiir diese Konstruktion sei X C A"(k) eine affine Varietdt und f1,..., fs €
A(X) reguldre Funktionen auf X.Sei U = X \ Z(f1, ..., fs). Auf dieser Menge
ist der Morphismus

©:U—=PYk), P (fi(P): fo(P):--: fo(P))
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wohldefiniert. Wir nennen den Abschluss des Graphen I', C X x P571(k) die
Aufblasung von X bei f1,..., fs und schreiben dafiir X. Mithilfe der Projektion
auf den ersten Faktor kommt die Aufblasung immer zusammen mit einem
kanonischen Morphismus 7 : X — X und manchmal bezeichnen wir auch
diesen Morphismus als Aufblasung.

Die Definition als Abschluss ist nicht besonders einfach zum Rechnen. Das
klart das folgende Lemma.

Lemma 6.6 Die Aufblasung X von X bei fy, ..., fs erfiillt die Mengeninklusion

X C {(P,y) € X x P*" (k) : yifj(P) = y; fi(P) fiiralle (i,7)} .

Beweis: Ein Punkt (P,y) auf dem Graphen von I', gentigt (y1 : y2 : -+ 1 ys) =
(fi(P) : fa(P) : --- : fs(P)) und damit den angegebenen Gleichungen. Also
gilt dies auch fiir einen Punkt im Abschluss von I',,. O

Wir behandeln das wichtigste Beispiel nun explizit, die Aufblasung &L(k)
von A" (k) im Nullpunkt, d.h. bzgl. der reguldren Funktionen z, ..., z,, wel-
che als Nullstellenort nur den Nullpunkt gemeinsam haben. Nach dem vori-
gen Lemma ist

An(k) C Y = {(x,y) € X x P"" N k) : yixj = y;a; fiir alle (i, j)}

und wir wollen zeigen, dass dies hier eine Gleichheit ist. Dazu gentigt es dies
auf der offenen Menge

Up = {(z,y) €Y :y1 #0} C A™(k) x B" (k)

nachzupriifen, denn auf den anderen Mengen der Standardiiberdeckung gilt
das gleiche Argument nach Umnummerieren der Koordinaten. Diese Menge
U, ist zu A" (k) isomorph, wie der Isomorphismus A"(k) — Uy C A"(k) x
P"~1(k) gegeben durch

(5U17?J2> v 7yn) = ((.Tl,l‘lyz, s axlyn)v (1 Y2t yn))

zeigt. Genau die Teilmenge mit z1 # 0 liegt im Bild von I', und da diese in
U dicht liegt, gilt die behauptete Gleichheit. Aufgrund dieses Isomorphismus
sind auf Uy die Funktionen xj, und z;/zy fiir i > k affine Koordinaten.

Wir betrachten die Struktur von Aufblasungen noch genauer. Auf der offe-
nen Menge U eingeschrankt ist 7 ein Isomorphismus, die Projektion des Gra-
phen eines Morphismus auf den Definitionsbereich. Wir identifizieren somit
U als Teilmenge von X. Das Komplement X \ U wird die exzeptionelle Menge
der Aufblasung genannt.

Wir bestimmen die exzeptionelle Menge im Fall der Aufblasung eines Punk-
tes im A" (k). Wie wir oben gesehen haben, ist genau die Menge
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nicht im Bild von ¢. Da diese hier von Kodimension 1 in A"(k) ist (d.h. von
Dimension n — 1) und wir spdter Untervarietdten von Kodimension 1 Divi-
soren nennen werden, halten wir hier fest, dass im Fall der Aufblasung eines
Punktes die exzeptionelle Menge ein Divisor ist, der exzeptionelle Divisor. Nach
der obigen Definition scheint der exzeptionelle Divisor mehrere Komponen-
ten zu haben. Dies ist aber nicht der Fall, denn 7=1(0) = {(0,y)}, wobei an
y € P"~1(k) keine weiteren Bedingungen gekniipft sind. Der exzeptionelle Di-
visor ist also isomorph zu P"~!(k) und die E; oben sind lediglich die n Karten
der Standardiiberdeckung.

Die Punkte im exzeptionellen Divisor korrespondieren in der Tat zu Gera-
den durch den Ursprung von A" (k) und damit kommen wir auf die Motivati-
on zur Tangententrennung zurtick. In der Tat ist eine Ursprungsgerade durch
z; = a;t fiir t € A'(k) und a; ungleich dem Nulltupel gegeben. Das Bild davon
in I, ist gegeben durch z; = a;t und y; = a;t fiir y # 0 oder dquivalent durch
x; = a;t und y; = a; aufgrund der Homogenitdt. Damit sieht man sofort, dass
der Abschluss der Geraden in A" (k) genau der Punkt (a1 : ag : -+ : a,) ist.

Daran sieht man auch, dass die Aufblasung A (k) mengentheoretisch die
Vereinigung von A™(0) und P"~1(k), aber nicht disjunkt oder mit einem Schnitt
in einer niedrigerdimensionalen Varietdt, sondern [@(k:) ist irreduzibel, da
A™(k) \ {0} dies ist und in A\’/l(k:) dicht liegt.

Wir haben eine Aufblasung allgemein fiir eine Kollektion fi, ..., f; regula-
rer Funktionen eingefiihrt, sprechen aber im Zusammenhang mit dem obigen
Beispiel von der Aufblasung des Nullpunkts. Dass dies ein legitimer Sprach-
gebrauch ist, d.h. das die Aufblasung bis auf Isomorphie nur vom Ideal ab-
hédngt, das von fi, ..., fs erzeugt wird, zeigt folgendes Lemma.

Lemma 6.7 Sei X affin und fi,..., fs sowie fi,..., f| zwei Erzeugendensysteme
eines Ideals a von A(X). Dann sind dze Aujblasungen X = Xundrw : X' - X
isomorph, d.h. es gibt zueinander inverse Morphismen ¢ : X — X X' und ¢ : X' — X
mit 7’ o =mwund wo =7’

Beweis: Da beide Mengen Erzeugendensysteme von a sind, gibt es Darstel-
lungen

t s
fi =Y gif; und fj = hjpfr
k=1

Jj=1

mit geeigneten g;;, hj, € A(X). Wir behaupten, dass die durch

P (o) = (P (S helPha s = Y hon(Pha)
k=1 k=1

definierte Abbildung ¢ und die analog durch mit Hilfe der g;; definierte Ab-
bildung 1 die gewiinschten Eigenschaften hat. 0
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Wir kénnen nun die Aufblasung 5(; der Kurven X; C A%im Nullpunkt, d.h.
beim Ideal (z1,x2) betrachten. Wir bezeichnen die Karten der Standardiiber-

—~—U —
deckung von A2%(k) hier mit U = U; und V = V3, sowie mit X; = X; N U und
)A(;V = 5(; NV die Schnitte der Aufblasungen mit diesen Karten.

Wir starten in der Karte U = U;. Dort sind z; und y, = z3/x; affine Koordi-

naten. Das Urbild von X; in U; ist also durch
_ 2.2 2/ 2
zi1(z1+y2) =0, bzw. zi(y; —1—m1), bzw. zi(y; —z1)

gegeben. Dabei ist {x; = 0} der exzeptionelle Divisor, welcher nicht vollstan-

dig im Abschluss von X; liegt. Also ist S(ZU jeweils durch den zweiten Faktor
gegeben.

Auf der Karte V' = U, sind x5 und y; = x1 /x5 lokale Koordinaten. Dort sind
die Urbilder durch

3?2(:[/%1’2 +1)=0 bzw. :c%(l — y% — xgy:f) bzw. x%(l — a:gy‘f’)

gegeben und wiederum ist ZU durch den zweiten Faktor ausgeschnitten.

Im Fall von X; sind alle Punkte von )f(vl bereits auf U; zu finden und die
Kurve z; + yo = 0 ist offenbar auch zu P!(k) isomorph. Es gibt genau einen
Punkt von )Tl, der auf dem exzeptionellen Divisor liegt, ndmlich (y; : y2) =
(1:0). In diesem Fall ist 7 : X, — Xj ein Isomorphismus.

Im Fall von X, gibt es zwei Punkte von )E, die auf dem exzeptionellen
Divisor liegen, (1 : 1) und (1 : —1), und folglich ist 7 : X, — X, kein Iso-
morphismus. Durch betrachten der ersten Karte folgt direkt, dass X, & Pl (k)
ist.

Im Fall von X3 gibt es auch nur einen Punkt von )A(;,, der auf dem exzep-
tionellen Divisor liegt, namlich (1 : 0). Dennoch ist 7 : )?3 — X3 kein Iso-

morphismus, wie [Aufgabe 6.3 zeigt. Durch betrachten der ersten Karte folgt

wiederum, dass X3 = P!(k) ist.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

(@) Sei A3 die Aufblasung des A® entlang der Gerade V (1, x2) = A'. Zeige, dass der exzep-
tionelle Divisor isomorph zu A' x P! ist. Wann schneiden sich die strikten Transformierten
zweier Geraden in A® durch V (z1, z2) in der Aufblasung?

(b) Sei X C A" eine affine Varietdt und seien Y1, Y> C X irreduzible abgeschlossene Teilmen-
gen, von den keine die andere enthilt. Sei X die Aufblasung von X entlang des Ideals
I(Yl) —+ I(Yg)

Zeige: Die strikten Transformierten von Y7 und Y5 sind in X disjunkt.

Wir beweisen nun noch eine Aussage, die wir im Abschnitt iiber Singulari-
taten benotigen.

Proposition 6.8 Jede quasi-projektive Varietit X der Dimension r ist birational
dquivalent zu einer Hyperfliche im P+ (k).
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Beweis: Der Funktionenkorper K (X) ist tiber k£ endlich erzeugt. Also gibt es
eine Transzendenzbasis 1, ..., z,, sodass K (X) tiber L = k(x1,...,z,) alge-
braisch ist. Im Fall char(k) > 0 kann man diesen Satz verfeinern und eine
Transzendenzbasis finden, sodass K (X)/L zudem separabel ist (siehe die Re-
ferenzen zu Theorem 4.8A in [Har77]). Dann gibt es nach dem Satz vom primi-
tiven Element ein Element y € K(X), sodass K(X) = L(y) ist. Das Minimal-
polynom von y iiber L gibt nach Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner
ein Polynom f(z1,...,,,y). Dieses definiert in A"*! eine Hyperflache H mit
dem Funktionenkérper K (X). Der projektive Abschluss H von H in P! (k)
wird von der Homogenisierung f# ausgeschnitten. Dies ist die gesuchte Hy-
perfliche, da Y und H birational dquivalent sind. ]

7 Lokale Eigenschaften, Singularitaten

Eine nichtsinguldre Varietdt der Dimension r ist anschaulich eine Varietét, die
lokal wie der A" aussieht. Die erste Definition, mit der wir das prdzise machen,
ist an den entsprechenden Begriff von stetig differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten angelehnt. Der Graph einer Sammlung von n—r stetig differenzierbaren
Funktionen reellwertigen Funktionen ’sieht lokal aus wie R™". Und die Null-
stellenmenge in R™ von n — r differenzierbaren Funktionen f; ist nach dem
Satz iiber implizite Funktionen in der Nédhe eines Punktes P genau dann der
Graph von g1, ..., gn—r, wenn der Rang der Jacobi-Matrix im Punkt P gleich
n — r ist. Diese Charakterisierung gibt auch in der algebraischen Geometrie
einen niitzlichen Begriff von Nichtsingularitat.

Sei Y C A"(k) eine irreduzible affine Varietit der Dimension r und

fi,..., fs € k[x1,...,x,] Erzeuger von I(Y'). Die Varietit ist nichtsingulir im
Punkt P, falls der Rang der Jacobi-Matrix
ofi
o fs) = P sxn
Hhenod) = (GoP), €€

gleich n — r ist und singulir im Punkt P, falls Rang(J) < n — r. Die Varietit Y’
heifdt glatt oder nichtsingulir, falls sie nichtsingulér in jedem Punkt ist.

Aufgabe 7.1 (3 Punkte)

Die Kurve C = Z(z* — y? + y*2%) C A? ist im Punkt P = (0, 0) singular.

Ze~ige: Per Blowup C von C im Punkt P hat eine Singularitdt im Punkt P aber der Blowup
von C in P ist nichtsingular.

Wir werden gleich sehen, dass der Rang der Jacobimatrix nicht echt grofser
als n — r sein kann. Aufgrund der Eigenschaften des Ranges einer Matrix zeigt
man leicht, dass diese Definition nicht von den gewéhlten Erzeugern von I(Y")
abhéngt. Mehr Miithe macht der Nachweis, dass die Eigenschaft Nichtsingula-
ritdit nur von P € Y abhdngt und nicht von der gewihlten Einbettung von Y in
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einen A" (k). Dies erledigen wir, indem wir die Aquivalenz mit einer anderen
Definition zeigen, die offenbar nicht von der Einbettung abhadngt.

Als Vorbereitung definieren wir den lokalen Ring Opy im Punkt P einer Va-
rietdt Y als den Ring der Keime regulédrer Funktionen auf Umgebungen dieses
Punktes. Genauer gesagt ist die Elemente von Opy Aquivalenzklassen von
Paaren (U, f) bestehend aus einer offenen Umgebung U von P in Y und ei-
ner reguldren Funktion f auf U. Dabei werden zwei Paare (U, f) und (V, g)
dquivalent genannt, wenn f = g auf einer offenen Teilmenge von U NV gilt.

Proposition 7.1 Ist Y affin, so ist Opy = A(Y )m,, wobei mp das zu P gehdrige
maximale Ideal in A(Y') ist. Ist Y irreduzibel, so gilt dim(Y') = dim Opyy fiir jeden
Punkt P €Y.

Nach Definition ist dim Opy = htmp. Da dim(A(Y)/mp) = dim(k) = 0 nach
Satz|3.3] folgt die Dimensionsbehauptung aus Satz|3.4

Beweis: Das maximale Ideal mp besteht genau aus den Funktionen, die bei P
verschwinden. Daher definiert { — (D(h),{) eine Abbildung A(Y)n, —
Opy, offenbar ein Ringhomomorphismus. Als Lokalisierung der injektiven
Abbildung A(Y) — Oy (Y) ist diese offenbar injektiv. Ist (U, f) € Opy ge-
geben, so konnen wir U zu einer Umgebung D(h) verkleinern. Dort ist die
reguldre Funktion f = ¥ und h ¢ mp, da D(h) eine Umgebung von P ist. Dies
zeigt die Surjektivitdt der Abbildung. O

Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und dem Restklassenkorper
k = A/m. Dann wird R ein regulirer lokaler Ring genannt, falls dimy, m/m? =
dim(A).

Satz 7.2 Sei P in Punkt in einer irreduziblen affinen Varietit Y C A"(k). Dann
ist P regulir, genau dann wenn der lokale Ring Opy regulir ist.

Beweis: Sei P = (ay,...,a,) und ap = (z; — ay,...,x, — a,) das zugehorige
Verschwindungsideal in R = k[z1,...,2,]. Zur Vorbereitung definieren wir
die lineare Abbildung
: n of of
0:R—k", [ (axl(P),...,axn(P))

hat die Eigenschaft, dass die 0-Bilder der Idealerzeuger z; —a; eine Basis von k"
bilden und dass 6(a%) = 0 ist. Also steigt § zu einer Abbildung 6 : ap/a% — k"
ab, welche aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus ist.

Seien nun fi,..., fs € R Erzeuger von I(Y). Dann ist der Rang der Jaco-
bimatrix J(fi,..., fs) genau die Dimension des Bildes von #((Y)). Da 0 ein
Isomorphismus ist, ist der Rang der Jacobimatrix auch gleich der Dimension
von (I(Y) 4+ ap)/ap. Da andererseits Opy = (A/I(Y))a, und damit

m/m? = q,/(I(Y) + af,).
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dimg ((I(Y) + ap)/ap) + dimy(ap/(I(Y) +a)) = dimg(ap/ap) =n

folgt
dimy,(m/m?) + Rang(J) = n.

Da dim(Opy) = dim(Oy (Y')) aufgrund von Proposition[7.1} folgt die Behaup-
tung. O

Damit haben wir nun eine intrinsische Charakterisierung eines singuldren
Punkts und konnen den Begriff auf einer beliebigen quasi-projektiven Varietat
verwenden, indem wir Nichtsingularitdt auf einer affinen Umgebung testen.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass eine Varietit generisch glatt ist. Daftir
benotigen wir folgende Aussage aus der Kommutativen Algebra, deren Be-
weis wir im Abschnitt[§nachholen. Sie impliziert zusammen mit dem vorigen
Satz auch die eingangs gemachte Bemerkung, dass stets Rang(.J) < n —r gilt.

Proposition 7.3 Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Dann
ist dimy(m/m?) > dim(A).

Satz 7.4 Die Menge der singuliren Punkte Sing(Y') einer quasi-projektiven Varietiit
Y ist abgeschlossen und in jeder irreduziblen Komponente von'Y eine echte Teilmenge.

Beweis: Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dass Y affin und irre-
duzibel ist, indem wir eine affin Uberdeckung von Y verwenden. Die definie-
rende Figenschaft von Singularititen im Jacobikriterium ist dquivalent zum
Verschwinden aller (n — r) x (n — r)-Minoren der Jacobi-Matrix. Dies definiert
offenbar eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge von Y.

Zum Nachweis, dass Sing(Y) eine echte Teilmenge ist, verwenden wir, dass
nach Proposition [6.8)jede affine Varietat birational zu einer Hyperflache in ei-
nem A"(k) ist. Da die gewtinschte Aussage unter birationalen Abbildungen
erhalten bleibt, konnen wir annehmen, dass Y = D(f) fiir ein irreduzibles
Polynom f € k[z1,...,zy].

Angenommen, die Behauptung ist falsch und daher 0f/0z; € I(Y) = (f).
Da aber beim Ableiten der Grad in z; echt fillt, muss df/0x; = 0 fur alle
i = 1,...,n sein. In Charakteristik Null ist dies unmoglich. Es bliebt nur der
Fall char(k) = p > 0 und dass f ein Polynom in den z? ist. Dann aberist f = g7,
denn auch aus den Koeffizienten von f kann man p-te Wurzeln ziehen, und
wir haben den gewiinschten Widerspruch, indem wir nun mit g statt f das
Argument so lange wiederholen, bis der Grad gentigend klein ist. O

Das Auftauchen dies Quotienten m/m? in der Charakterisierung von Nicht-
singularitét ist etwas unmotiviert. Wir identifizieren diesen Raum nun mit
dem Tangentialraum einer Varietdt und geben ihm somit eine geometrische
Interpretation.
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Sei P ein Punkt in der affinen Varietit X C A"™(k). Durch Verschieben der
Koordinaten konnen wir annehmen, dass P der Nullpunkt ist. Dann ist der
Tangentialraum von X im Punkt P gegeben durch

TpX =Z(fi:fel(X)),

wobei fi den linearen Teil eines Polynoms (bzgl. der Standardgraduierung,
in der alle Variablen Gewicht Eins haben) bezeichnet. Diese affine Varietét ist
offenbar ein Vektorraum.

Zur Bestimmung des Tangentialraums gentigt es, die linearen Teile der Er-
zeuger von I(X) zu betrachten, wie man leicht nachrechnet. Wir betrachten
die drei Beispiele von ebenen Kurven aus dem Abschnitt tiber Aufbla-
sungen. Im ersten Beispiel ist der Tangentialraum 7pX; = Z(x2), wahrend
T,Xo =TpX3 = Z(0) = A%(k) ist.

Die gesuchte Interpretation von m/m? ist folgende Proposition.

Proposition 7.5 Sei P € X C A"(k) und m das maximale Ideal in A(X);(py. Dann
ist der Tangentialraum TpX isomorph als k-Vektorraum zum Dualraum von m/m?.

Beweis: Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass P der Nullpunkt
ist. Wir betrachten die lineare Abbildung

¢ :m — Hom(Tp X, k), f+— filnx,

die ein Polynom auf die Einschrankung seines linearen Anteils schickt. Nach
Definition von Ty X hidngt diese Abbildung nicht von der Wahl des Polynoms
ab, mit dem wir f € A(X) reprasentieren. Die Abbildung ¢ ist offenbar sur-
jektiv, denn jede lineare Abbildung auf 75X kann man zu einer linearen Ab-
bildung auf A" (k) ausdehnen und dort durch ein lineares Polynom représen-
tieren.

Es bleibt also zu zeigen, dass Ker(p) = m? ist. Seien dazu f, g € m gegeben.
Dann ist

(f9)1 = f(0)g1+9(0)f1) = O

und daher insbesondere ¢(fg) = 0. Sei umgekehrt f € Ker(y). Wir behaup-
ten, dass es ein g € I(X) gibt mit gy = fi. Aus der Behauptung folgt die zu
zeigende Inklusion, da f = f — g € A(X) und da f — g weder einen linearen
noch einen konstanten Term hat, also in m? liegt. Zum Beweis der Zwischen-
behauptung machen wir eine einfache Dimensionsbetrachtung. Sei W = {g; :
g € I(X)} und ¢ = dimg(W). Dann ist dim Z(W) = dimy TpX = n — ¢ und
damit hat der Raum der Linearformen, die auf Ty X verschwinden, auch Di-
mension ¢. Da dieser Raum von Linearformen offenbar W enthilt, miissen
beide gleich sein, was zu zeigen war. O

Aufgabe 7.2 (6 Punkte)
Sei V C A™ eine affine Varietit und P = (p1,...,pn) € V.
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(@) SeiV =Z(I)und zu f € k[z1,...,x,] definieren wir

fr=3" gi (P)(w:i —pi) € klz1, ..., 7]

i=1

und fiir ein Ideal J sei Jp = (fp | f € V/J).
Zeige, dass Tp(V') = Z(Ip) (als affine Varietdten).
(b) Zeige, dass Ip = I mod m?.
(c) Sei P = (0,0,0). Was ist das Bild von = + y + 22 + zyz in mp /m%?
(d) Seiennun P € W C V C A" affine Varietédten.
Zeige: Tp(W) ist ein k-Untervektorraum von Tp (V).
(e) SeiV =Ek[z1,...,zn)/Iund W = k[x1,...,20]/(I + (f))-
Zeige: dimTp(V) — 1 < dimTp(W) < dimTp(V).
(f) Zeige, dass (z, 2) in k[z,y, 2]/ (zy — 2?) kein Hauptideal ist.
Hinweis: Was sind die Dimensionen der Tangentialrdume im Ursprung?

Aufgabe 7.3 (4 Punkte)
Seien V, W affine Varietdten und ¢: V' — W ein Morphismus.
(a) Zeige, dass ¢ fiir jeden Punkt P € V einen Morphismus

SOﬁP5 OHP(P> — Op

von lokalen Ringen induziert.

(b) Zeige, dass, in der Situation von|Aufgabe 7.2(d), ©% die Einbettung Tr — T, (py induziert.
(c) Seip: Z(y — x*) — Z(y) die Projektion. Gib <pf070> an.

(d) Sei: Z(y — 2*) — Z(z) die Projektion. Gib 90?0,0) an.

Es gibt Eigenschaften, die sind noch ‘lokaler” als dass sie im lokalen Ring
zu erkennen sind. Wenn man das Achsenkreuz, gedreht zu Y = Z (2% — 23) =
Z((z1—x2)(z1+22)) und die Kurve Xy = Z(2? — 23 —23) vergleicht, so 'sehen’
die Singularitdten bei Null ‘gleich aus’. Aber die lokalen Ringe reflektieren
dies nicht, denn Oy y = (k[z1, z2]/(2? — 23))m hat offenbar Nullteiler, wihrend
Oo.x, = (k[x1, 73] /(23 —2%—23))m als Lokalisierung eines nullteilerfreien Rings
wieder nullteilerfrei ist. Hierbei ist m = (z1, z2) das maximale Ideal, das zum
Nullpunkt gehort. Der folgende Begriff macht die Anschauung prizise.

Zwei Punkte P € X und Q € Y werden analytisch isomorph genannt, falls die
Komplettierungen 19) p,x und @Qy der lokalen Ringe beim maximalen Ideal

isomorph sind.

Beispiel 7.6 Die Nullpunkte in Xo = Z(x? — x3 — x3) und im Achsenkreuz Y =
Z(x? — x3) sind analytisch isomorph.

Um dies zu zeigen, gentigt es zwei Potenzreihen g, h € k[[z1, x2]] zu finden,
sodass ¥2 — 22 — x3 = gh ist. Dies lasst sich rekursiv einrichten, da die Termine
niedrigsten Grades gleich sind und die Faktoren das maximale Ideal erzeugen.

Genauer gesagt, machen wir also den Ansatz

g =T1tx2+g2+gst---

(7.1)
h=x1—x94+ho+hg+ -,
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wobei g; und h; homogen vom Grad 7 sind. Wir miissen also zunéchst

(z1 + x2)ho + (x1 — 22)g3 = —x5
l16sen. Das ist moglich, da 1 + z2 und =1 — 2 das maximale Ideal erzeugen.
Im néchsten Schritt miissen wir

(z1+ 22)hs + (21 — 22)g93 = —g2ho
16sen, was aus dem gleichen Grund moglich ist, und so weiter.

Das Beispiel erinnert auch noch einmal daran, dass die Komplettierung null-
teilerfreier Ringe nicht notwendig nullteilerfrei ist.
Aufgabe 7.4 (3 Punkte)

Zeige, dass X = Z(z*y + xy® — 2* —y*) und Y = Z(zy(x + y)) im Nullpunkt analytisch
isomorph sind.

8 Das Hilbertpolynom

Das Hilbertpolynom beschreibt die Dimension (oder Lange) der graduierten
Anteile eines graduierten Moduls fiir grofsen Index in der Graduierung. Wir
werden es in zwei Anwendung benétigen, zum einen in der Dimensionstheo-
rie, zum anderen bei der Definition von Schnittvielfachheiten.

Sei S = @, 5, ein noetherscher graduierter Ring, erzeugt als Sp-algebra von

homogenen Elementen z1,. ..,z in den Graden &y, ..., k;. Sei M ein endlich
erzeugter S-Modul, erzeugt von homogenen Elementen my, ..., m; und sei
rj = deg(m;).

Sei A eine Z-wertige additive Funktion auf der Menge aller endlich erzeug-
ten Sp-Moduln. Wir werden uns ausschliesslich fiir den Fall A(M) = ¢(M) die
Lange von M interessieren. Oft ist zudem Sy = k, sodass wir A(M) = dimy (M)
verwenden konnen. Die Poincaré-Reihe vom M bzgl. X ist definiert als

P(M,t) = i M)t e Z[[H]. 8.1)
n=0

Der Satz von Hilbert-Serre besagt, dass diese Reihe in Wirklichkeit eine ra-
tionale Funktion ist.

Satz 8.1 Es gibt ein Polynom f(t) € Z[t| sodass sich die Poincaré-Reihe als
P(M,t) = f(t)/ 1=, (1 — t*) darstellen liisst.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzahl der Erzeuger
von S. Fiir s = 0 ist wegen der endlichen Erzeugung S,, = 0 fiir grofSes n und
damit auch M,, = 0 fiir grofies n. Also ist P(M, t) ein Polynom, wie behauptet.
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Fiir den Induktionsschritt betrachten wir den S-Modul-Homomorphismus
Multiplikation mit z,. Seien K,, bzw. L, der Kern und das Bild dieses Ho-
momorphismus, sowie K = ®K,, und L = ®L,. Als Kern bzw. Bild sind dies
beides S-Moduln, und endlich erzeugte Sy[z1, ..., zs,|-Moduln. Aus der Ad-
ditivitdt von X folgt

ANEn) = AM(Mp) + A(Mpik,) — AMLntr,) = 0.
Durchmultiplizieren mit t"tks und Aufsummieren tiber n > 0 ergibt
(1—t")P(M,t) = P(L,t) — " P(K,t) + g(t)

wobei ¢(t) ein Polynom ist, bestehend aus den in der Summation nicht ver-
wendeten Anfangsgliedern der Poincaré-Reihen. Durch Einsetzen der Induk-
tionsvoraussetzung folgt die Behauptung. O

Die Polordnung der Poincaré-Reihe an der Stelle t = 1 ist eine wichtige Inva-
riante, die die Grofle von M misst, und die wir mit d(M) = dy (M) bezeichnen.

Korollar 8.2 Haben alle Erzeuger von S den Grad k; = 1, so gibt es ein Poly-
nom H(t) = H(M,t) vom Grad d — 1 und ein Ny, sodass \(M,) = H(n) fiir
alle n > Nj.

Beweis: Nach dem vorigen Satz und Kiirzen von Faktoren (1 — t) kénnen wir
annehmen, dass P(M,t) = f(t)/(1 — t)¢ mit f(1) # 0ist. Sei f = Zszo aytk.
Nach der binomischen Formel ist

(1—1)* = E(d;il> I

Jj=0
und daher gilt
N
n d+n—j—-1
AL = Lo/ -0t = Sa (T
7=0
furallen > N + 1. O

Das Polynom H(t) = H)(M,t) wird Hilbertpolynom von M bzgl. X genannt.
Man beachte, dass H (t) zwar ganzzahlige Werte fiir grofie ganzzahlige Argu-
mente annimmt, aber nicht notwendig ganzzahlige Koeffizienten haben muss.

Beispielsweise ist fiir S = k[z1, ..., z,] die Poincare’-Reihe von S selbst durch
P(S;t) = 1-t)™" = ) (‘7 +"I 1) t)
A
gegeben und das Hilbertpolynom ist H(S,t) = (/" 1)

Aufgabe 8.1 (3 Punkte)
Berechne das Hilbertpolynom H (M, t) fir die Langenfunktion und
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(@) M = S/(zy) tber S = klx,y|;

(b) M =5/(zy,xz,yz) tiber S = k[z,y, z;

(c) M =5/(z) tber S = k[z, y, z].
Dabei ist M immer beztiglich der von S induzierten Graduierung versehen.

Aufgabe 8.2 (3 Punkte)
Sei S = k[z,y], M ein S-Modul und betrachte

0—azM—- M — M/xM — 0.

Berechne die Hilbertpolynome von M, xM und M /xM beziiglich der von M induzierten Gra-
duierung und der Langenfunktionn fiir

(@) M = Sund

(b) M = S5/(zy).

Mit Hilfe des Hilbertpolynoms wollen wir nun verschiedene Dimension-
begriffe eines noetherschen lokalen Rings (S, m) vergleichen. Ein solcher Ring
ist nicht per Definition graduiert (und daher Eigenschaften des Hilbertpoly-
noms nicht sofort verfiigbar), er hat aber mindestens eine natiirliche Gradu-
ierung. Zur Definition dieser Graduierung erinnern wir daran, dass ein Ideal
g in einem lokalen Ring m-primér genannt wird, wenn es ein r gibt, sodass
m” C q C m gilt, oder dquivalent, wenn S/q ein Artinscher Ring ist. Ist M
ein endlich erzeugter S-Modul, so wird eine absteigende Filtrierung M, die-
ses Moduls g-stabil genannt, falls qA,, C M,;; und ab einem gewissen In-
dex zur Gleichheit gilt. Das wesentliche Beispiel einer solchen Filtrierung ist
M, = q"M. Fiir ein m-priméres Ideal q definieren wir die assoziierten gradu-
ierten Ringe und graduierten Moduln

Gq(s) = @nqn/qn+17 Gq(M) = @nMn/Mn+1~

Nun ist G(S) noethersch nach dem Hilbertschen Basissatz, die graduierten
Anteile G(M),, sind endlich erzeugte Moduln tiber dem Artinschen Ring S/q,
also sind alle G(M),, von endlicher Lange. Sind z1, ..., x5 Erzeuger von g, so
erzeugen diese auch G(.5) als S/qg-Algebra. Damit sind aber auch die Moduln
M /M, von endlicher Lange, namlich

((n) = L(M/My) = " My /My .
r=1

Wir konnen also einerseits das Hilbertpolynom H, (M, t) beziiglich dieser Lan-
genfunktion betrachten. Die Polynomialitdt von n — ¢(M,,/M, 1) besagt aber
auch, dass es ein Polynom x;/ gibt mit

Xéw(n) ={(n) fir n>>0.

Wir lassen den oberen Index weg, falls M = S, d.h. x4 = Xé” . In all diesen
Definitionen haben wir die Abhédngigkeit von der g-stabilen Filtrierung in der
Notation unterdriickt. Was davon unabhiéngig ist, besagt die ndchste Proposi-
tion. Diese zeigt auch, dass man aus den Polynomen Y, einen wohldefinierten
Dimensionsbegriff erhalt.
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Proposition 8.3 Der Grad und der fiihrende Koeffizient des von Xé” hiingen nicht
von der Wahl der q-stabilen Filtrierung M,, ab. AufSerdem ist deg Xé” = deg xM fiir
jedes m-primiire Ideal q.

Beweis: Der Beweis der ersten Aussage verbleibt als Ubung. Fiir die zweite
Aussage notieren wir, dass aus der Definition von m-primér die Inklusionen
m” D q" O m' folgt, und damit

Xm(n) < xq(S,n) < X'
Daraus folgt die Behauptung durch die Betrachtung des Limes n — oc. O

Aufgabe 8.3 (6 Punkte)
Sei S ein noetherscher lokaler Ring, m das maximale Ideal, q ein m-priméres Ideal, M ein endlich
erzeuger S-Modul und (M) eine stabile g-Filtrierung, d.h.

M:MQQMlggMnQ mit angMn+1 firallen € N

und qM,, = Mp41 fiir hinreichend grofie n.
(a) Seien nun (M,), (M,,) zwei stabile g-Filtierungen von M.
Zeige: Es gibt ein ng € N, so dass My yn, € M, und M,,,,,, C M, firrallen > 0.
(b) Zeige: Der Grad und der Leitkoeffizient des Hilbertpolynoms Xé” sind unabhéngig von
der g-stabilen Filtrierung.

(c) Seinun S = k[z,y](s,y) und M = xS. Seien q = (z, y) und
M,=q"M und M, =Mnq"S

zwei g-stabile Filtrierungen von M.
Berechne die Hilbertpolynome H (M, q) beziiglich beider Filtrierungen.

(d) Seiwieder S = k[x,y](s,,) aber M = S. Seien q = (z,y) und q' = ¢°.
Berechne die Hilbertpolynome H(M,q) und H(M,q’') fiir die Filtrierungen M, = q"M
beziehungsweise M, = (q')" M.
Hinweis: Achtung! S/q” ist kein Kérper, sondern nur ein artinscher Ring. H (M, q') misst
also die Langen als S/q°-Modul.

Nun kénnen wir die drei lokalen Definitionsbegriffe formulieren. Wir ha-
ben bereits die Krulldimension dim(.S) kennengelernt und definieren d(5) als
den Grad von xq. Die Chevalley-Dimension 6(.S) ist die kleinste Anzahl von Er-
zeugern eines m-primédren Ideals. Das Ziel dieses Abschnitts ist es den lokalen
Dimensionssatz zu zeigen.

Satz 8.4 In einem noetherschen lokalen Ring S gilt
0(S) = d(S) = dim(S).

Damit kénnen wir eine Behauptung aus dem vorigen Kapitel beweisen.

Beweis von Proposition Sind w1,...,7s € m eine k-Basis von m/m?,
dann sind in einem lokalen Ring die z1, . .., x5 auch Erzeuger von m nach dem
Nakayama-Lemma. Also ist s > dim(S) nach dem obigen Satz. O
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Die erste Ungleichung ist einfach.

Proposition 8.5 Es ist 6(S) > d(S5).

Beweis: Sind 21, ..., 2, Erzeuger des m-primédren Ideals q, dann hat das Hil-
bertpolynom hochstes Grad s — 1 und damit x4 hochstens Grad s. O

Fiir die zweite Aussage beweisen wir zunéchst einen Hilfssatz.

Proposition 8.6 Sei (S, m) ein lokaler Ring und sei q ein m-primires Ideal. Sei M
ein endlich erzeugter S-Modul und x € S ein Nicht-Nullteiler von M, sowie M’ =
M /xM. Dann ist

degxéw < degxéw—l.

Insbesondere gilt fiir einen Nichtnullteiler x € S
d(5/(z)) < d(5) -1

Beweis: Der Modul N = xM ist zu M isomorph, denn die Injektivitdt der
Multiplikationsabbildung ist gerade die Definition eines Nicht-Nullteilers. Sei
N, = q"M. Dies ist eine stabile Filtrierung nach dem Artin-Rees-Lemma (und
dies ist die Stelle, weswegen wir G;(M) usw. allgemein fiir stabile Filtrierun-
gen eingefiihrt haben). Ausserdem folgt aus der exakten Sequenz

0— N/N, = M/q"M — M'/q"M" — 0,

dass fiirn >> 0
UN/Np) = X3 (n) + x4 (n) = 0

gilt. Da N = M sind nach Proposition[8.3|die Grade und fithrenden Terme der
ersten zwei Polynome in dieser Nulldarstellung gleich, und folglich der Dritte
von niedrigerem Grad. O

Man beachte, dass wir in Proposition 8.3 nur die Unabhangigkeit des fiih-
renden Koeffizienten von Xé” von der Wahl der g-stabilen Filtrierung behaup-
tet haben. Die Koeffizienten von niedrigerem Grad sind im Allgemeinen nicht
unabhéngig und die Multiplikation mit = respektiert auch die Filtrierung nicht
vollstindig, weswegen in der Behauptung der Proposition durchaus Gleich-
heit auftreten kann.

Proposition 8.7 Esist d(S) > dim(S5).

Beweis: Wir argumentieren per Induktion nach d(.S). Istd = 0, so ist die Lange
von S/m" konstant fiir n >> 0, also m" = m"*!, also ergibt das Nakayama-
Lemma angewandt auf den Nulluntermodul in m”, dass m" = 0 ist. Also ist S
artinsch und damit nulldimensional.
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Seinund > 0und py C p1 € --- C p, eine Primidealkette maximaler Lange.
Sei x € p1 \ po, sei S’ = S/pg. Dann ist das Bild 2/ von z in S’ nicht Null, also
auch kein Nullteiler und damit ist nach der vorherigen Proposition

d(S'/(z')) < d(S") — 1.

Nach der Induktionsvoraussetzung hat jede Primidalkette in S’/ (z’) die Lange
hochstens d — 1. Aber die Bilder der Primideale p; in diesem Ring bilden eine
Kette der Lange r — 1. Alsoist  —1 < d — 1 und daraus folgt die Behauptung.[J

Um den Beweis von Satz 8.4 zu vervollstindigen, fehlt noch folgende Aus-
sage.

Proposition 8.8 Es ist dim(S) > 0(S). Das heifSt, es gibt ein m-primires Ideal q
in S, welches von Elementen x1, . .., Tqim(s) erzeugt ist.

Beweis: Es sei d = dim(S). Ziel des Beweises ist es induktiv Elemente
Z1,...,2q zu konstruieren, sodass jedes Primideal, welches die ersten i die-
ser Elemente enthilt, die Hohe mindestens 7 hat. Wenn uns das gelungen ist,
dann hat jedes Primideal, welches z1, ..., z4 enthélt die Hohe d und ist also
gleich dem maximalen Ideal m, wegen d = dim(S). Nach dem Satz tiber die
Primarzerlegung ist also das Ideal (z1, ..., z4) selbst m-primér, was zu zeigen
war.

Zur Konstruktion dieser Elemente nehmen wir an, dass x1, . .., z,_1 bereits
konstruiert sind. Seien p; fir j = 1,...,s die zu I,_1 = (x1,...,2,—1) asso-
ziierten Primideale der Hohe genau n — 1. Wir wahlen z,, € m \ U;_,p;. Sei
q ein Primideal, welches (x1, ..., z,) enhilt. Dies muss ein minimales Primo-
berideal p von (z1,...,z,—1) enthalten. Falls p = p; fiir ein j ist, dann ist die
Hohe von q offenbar mindestens eins grofier, als die von p und damit grofier
als n. Und andernfalls gilt diese Schlussfolgerung auch, da die p; die zu I,,_;
assoziierten Primideale minimaler Hohe waren. ]

Aufgabe 8.4 (4 Punkte)
Sei S" = k[z,y]/(y* — ).
(@) Seim = (z,y) und S = Sy, der lokale Ring. Zeige, dass m in S kein Hauptideal ist, aber es
ein m-priméres Hauptideal q gibt.
(b) Seinunm = (x — 1,y — 1) und S = S}, der lokale Ring. Zeige, dass m in S ein Hauptideal
ist.
(¢) Seinun S’ = k[x,y, 2]/ (zy — 2%), m = (z,y,2) und S = Sl
Zeige, dass m in S nicht von zwei Elementen erzeugt werden kann, aber dass es f,g € S
und ein m-priméres Ideal q = (f, g) gibt.
Hinweis: Proposition|[8.8]

Wir konnen hiermit die Sitze aus der globalen Dimensiontheorie beweisen.
Offenbar (jede Primidealkette maximaler Linge endet an einem maximalen
Ideal) sind Satz und Satz eine Folge der beiden Sitze, wobei der erste
eine Konsequenz aus der lokalen Dimensionstheorie ist und der zweite die
lokalen Dimensionen an verschiedenen Lokalisierungen vergleicht.
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Korollar 8.9 Sei (S, m) ein nullteilerfreier, noetherscher lokaler Ring. Dann gilt fiir
jedes Primideal p

ht(p) + dim(S/p) = dim(S). (8.2)

Satz 8.10 Sei Y eine irreduzible Varietit. Dann ist trdeg, (K (Y)) = dim(A(Y )m)
fiir jedes maximale Ideal m von A(Y").

Beweis von Korollar[8.9; Wir argumentieren mit Induktion nach ht(p). Ist die-
se Hohe Null, so ist die Aussage offenbar trivial. Andernfalls sei 0 = py C p1 C
pp = p eine Kette maximaler Lange und 0 # x € p; ein Nichtnullteiler. Dann
hat nach dem Krull’schen Hauptidealsatz das Bild p von p in S’ = S/(z) die
Hohe h—1. Ausserdem ist dim(S’) = dim(S) — 1 nach Proposition[8.6jund dem
Chevalley- Dimensionsbegriff fiir die umgekehrte Abschédtzung. Nach der In-
duktionsvoraussetzung ist also dim(S/p) = dim(S’/p) = dim(S) — h. O

Als Vorbereitung fiir Satz benotigen wir zwei Aussagen. Die folgende
Aussage ist unter dem Namen Noether-Normalisierung bekannt.

Satz 8.11 Sei A eine nullteilerfreie, endlich erzeugte k-Algebra  mit

trdeg,(Quot(A)) = n. Dann gibt es algebraisch unabhingige Elemente
x1,...,%n € A, sodass A eine endliche Erweiterung von k[x1, ..., x,] ist.
Beweis: Sei A = k[yi,...,ym]/p. Wir argumentieren mit Induktion nach m

und fiir m = n ist die Aussage offenbar klar. Wir suchen nun m — 1 Elemente
21,...,2m—1, sodass A eine endliche Erweiterung von k[z1, ..., z,_1] ist. Zu-
sammen mit der Induktionsvoraussetzung und Aufgabe ?? folgt dann die Be-
hauptung. Um diese m — 1 Elemente zu finden, setzen wir

A= YL Yy 2= Y2 Yy Emel = Ymel — Y
wobei die ganzzahligen Exponenten r; unten gewéhlt werden. Da die y; alge-
braisch nicht unabhéngig sind, gibt es ein Polynom f mit

fr+yt, o zma1 + Yy ym) = 0. (8.3)

Wenn man die Monome dieses Polynoms ausmultipliziert, so liefert jedes Mo-
nom nur einen einzigen Term der Form 3%, ohne 2; im Vorkoeffizienten (und
viele Terme mit z; im Vorkoeffizienten). Falls f ein Monom enthélt, in dem die
erste Variable tatsiachlich auftritt, so kann man durch die Wahl von einem r1,
welches wesentlich grofier ist als alle anderen r; und als die Potenzen der letz-
ten Variable, erreichen, dass der Term y% mit der hochsten y,,,-Potenz kein z;

im Vorkoeffizienten hat. Damit ist y,,, ganz tiber k[z1, . . ., z,—1], was zu zeigen
war. Analog kann man offenbar vorgehen, falls die erste Variable nicht, dafiir
aber andere Variablen in f auftreten. 0
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Die endlichen Erweiterungen spielen bei Dimensionsfragen keine Rolle. Der
Grund dafiir ist folgendes Lemma.

Lemma 8.12 Sei S O R eine ganze Ringerweiterung und m C S ein maximales
Ideal. Dann ist n = m N R ein maximales Ideal in R und dim Sy, = dim R,,.

Beweis: Durch Reduktion des Minimalpolynoms ganzer Elemente sieht man
sofort, dass S/q ganz tiber R/(q N R) fiir jedes Ideal q ist. Angewandt auf ein
maximales Ideal ist also zum Beweis der ersten Aussage nur zu zeigen, dass
eine ganze Ringerweiterung nur dann ein Korper ist, wenn der Ausgangsring
bereits ein Kérper war. Dies folgt sofort, indem man das Minimalpolynom des
multiplikativen Inversen betrachtet.

Es ist also zu zeigen, dass zu einer gegebenen Kette

mit strikten Inklusionen auch die heruntergeschnittene Kette

GOcns - Sqn=n (8.5)

=

mit q; = p; N R eine Primidealkette mit strikten Inklusionen ist und dass es
umgekehrt zu jeder Kette von Primidealen g; eine Kette von Prim-
idealen p; gibt, mit q; = p; N R. (Die Inklusion ist dann offenbar strikt). Diese
beiden Aussagen sind als ‘Going-down” und "Going-Up’ fiir ganze Ringerwei-
terungen bekannt und verbleiben als Ubung. O

Aufgabe 8.5 (6 Punkte)
Sei A C B eine ganze Ringerweiterung.

(a) Seien ferner A C B nullteilerfrei.
Zeige: A ist genau dann ein Koérper, wenn B ein Korper ist.

(b) Seien q C q' C B Primideale, sodassp =qn A =g’ N Agilt.
Zeige: Dannistq = ¢'.
Hinweis: Zeige zunéchst, dass A, — B, eine ganze Ringerweiterung ist.

(c) Seip C A ein Primideal.
Zeige: Dann gibt es ein Primideal ¢ C B, so dass p = AN qist.
Hinweis: Betrachte das kommutative Diagramm

A—— B

| |

A, — By

(d) Folgere, dass es zu jeder Primidealkette
pPpCp S CpnCA
und jeder Primidealkette
G0CqnC--CqgnCB mitm<nund ¢q;NA=p,,

Primideale qm41 C --- C qn C Bgibt,sodassqs N A =p; furi=1,...,n.
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Beweis von Satz Der Transzendenzgrad hangt nicht von einer endli-
chen Erweiterung ab und die Dimension der Lokalisierung bei maximalen
Ideal auch nicht, wie wir in Lemma gesehen haben. Also gentigt es auf-
grund der Noether-Normalisierung Satz den Satz fiir den Fall eines

Polynomrings R = k[z1, ..., xy] zu beweisen. Dieser hat aber an jedem Punkt
P =(ay,...,a,)nach Satz denn {z1 —ay,...,z, — a,} sind Erzeuger des
maximalen Ideals. O

9 Der Satz von Bézout

Seien Y und Z zwei projektive Untervarietiten in P" (k) der Dimension n — r
und n — s, also der Kodimension r und Kodimension s. Motiviert von der In-
tuition linearer oder affiner Unterrdume im A" (k) kann man hoffen, dass der
Schnitt Y N Z hochstens Kodimension r + s hat, falls der Schnitt nichtleer ist.
Wir werden sehen, dass das in der Tat der Fall ist. Falls Y und Z von komple-
mentirer Dimension sind, d.h. falls » + s = n, so kann man erwarten, das der
Schnitt Nulldimensional ist, also aus einzelnen Punkten besteht.

Das Ziel des Satzes von Bézout ist es, die Anzahl solcher Punkte vorher-
zusagen. Modellfall sind dabei zwei Geraden im P?(k), die sich immer in ei-
nem Punkt schneiden. Wir wollen also einer Untervarietit des P"(k) einen
Grad zuordnen, sodass Geraden eben gerade Grad Eins haben. Zur Definiti-
on des Grades verwenden wir wiederum das Hilbertpolynom. Schon der Fall
des Schnitts einer Parabel mit einer Geraden im P?(k) macht klar, dass wir ei-
ne vom Verschieben der Geraden unabhéngige Schnittzahl nur dann erhalten
werden, wenn wir die Schnittpunkte korrekt mit Vielfachheit zéhlen.

Aufgabe 9.1 (4 Punkte)
(a) Sei PGL, (k) = GL,(k)/k". Zeige: PGLy41(k) C Aut(P™).
(b) Sei A € PGLs(k). Zeige: PGL3(k) operiert zweifach transitiv auf P?, d.h. fiir gegebene
Punkte z, y und p, ¢ existiert ein A € PGL3(k), sodass A(x) = pund A(y) = q.
(c) SeinunC = Z(f) C P? eine Kurve und P € C ein regulirer Punkt.
Zeige: Die Tangente an C durch P ist

T,.C=1,=2 (%(p)ﬂ % )y + %Z(p)Z) .

Hinweis: Zeige zunachst: fir homogenes fistdeg f- f =, %xz
(d) Zeige, dass es eine Gerade in P? gibt, die C transversal (d.h. nicht tangential und in keiner
Singularitit) schneidet.

Wir starten mit dem Beweis der Dimensionsaussagen.

Proposition 9.1 Seien Y und Z irreduzible affine Varietiten in A™ (k) der Kodimen-
sion r bzw. s. Dann hat jede irreduzible Komponente W von Y N Z die Kodimension
héchstens r + s.
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Beweis: Falls Z von Kodimension Eins, also eine Hyperflache ist, so wird sie
nach Proposition von einem Element f € k[z1,...,z,] ausgeschnitten.
Die irreduziblen Komponenten W korrespondieren bijektiv zu den minima-
len Primidealen des Hauptideals (f) C A(Y"). Ist diese das Nullideal, ist nichts
zu zeigen, Y C Z. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz haben diese andern-
falls alle Hohe eins und nach dem Dimensionsatz in der Form hat W die
Kodimension Eins in Y und damit Kodimension r + 1 in A" (k).

Den allgemeinen Fall fithren wir hierauf wie folgt zurtick. Der A" (k) ist ver-
moge z — (z, z) isomorph zur Diagonale A in A" (k) x A" (k) und unter diesem
Isomorphismus korrespondiert Y N Z zu (Y x Z) N A. Nun hat Y x Z die Di-
mension 2n — (r + s) und wir wollen zeigen, dass (Y x Z) N A die Dimension
mindestens n—(r+s) hat. Der Vorteil in dieser Situation ist, dass die Diagonale
ein vollstandiger Durchschnitt ist, d.h. eine Untervarietidt der Kodimension n,
ausgeschnitten durch die n Gleichungen z; —y; = 0 fiir i = 1,...,n in den
Koordinaten (z1,..., 2z, y1,...,ys) von A" (k) x A"(k). Wir wenden also den
ersten Schritt n mal an und dabei féllt die Dimension in jedem Schritt um ma-
ximal Eins, was zu zeigen war. ]

Den projektiven Fall fithren wir auf den affinen Fall zurtick. Wir definieren
den Kegel C(Y) iiber der projektiven Varietit Y C P (k) als C(Y) = 7~ 1(Y) C
A"T1(k). Dies ist die affine Varietdt mit Koordinatenring S(Y) und deswegen

ist dim(C(Y)) = dim(Y") + 1 nach|Aufgabe 5.2

Proposition 9.2 Seien Y und Z irreduzible projektive Varietiten in P™ (k) der Kodi-
mension r bzw. s. Dann hat jede irreduzible Komponente W von 'Y N Z die Kodimen-
sion hochstens r + s und falls r + s < n,dannist Y N Z # .

Beweis: Es ist 7 = codimen+1(3)(C(Y)) und s = codimyn+1(4)(C(Z)). Jede ir-
reduzible Komponente von C(Y') N C(Z) hat Kodimension hochstens r + s in
A" (k) nach der vorigen Proposition. Damit hat 7(C(Y)NC(Z)\{0}) =Y NZ
ebenfalls hochstens Kodimension r + s. Falls 7 + s < n, so hat jede Komponen-
te von C(Y') N C(Z) positive Dimension, enthélt also nicht nur den Nullpunkt
und damitistY N Z # . O

Bei projektiven Varietdten ist der homogene Koordinatenring per Definition
ein graduierter Ring. Wir definieren also (ohne Ubergang zu einem gradu-
ierten Modul, wie in der lokalen affinen Situation) das Hilbertpolynom H(Y,t)
einer projekten Varietit Y C P™ als das Hilbertpolynom H(S(Y'),t) des homo-
genen Koordinatenrings (beziiglich der k-Vektorraumdimension als additiver
Funktion).

Proposition 9.3 Die Dimension von Y ist gleich dem Grad des Hilbertpoly-
noms H(Y,t).
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Beweis: Durch Verschieben konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
der Nullpunkt P = (0,...,0) € Uy C P" der ersten Karte der Standardtiber-
deckung in Y liegt. Dann ist H(S(Y),¢) = dim(S(Y),) fur £ >> 0. Sei ande-
rerseits Yy = Y N Up mit affinem Koordinatenring A(Yp). Sei m C A(Y)) das
maximale Ideal zum Nullpunkt. Dann hat x,, den Grad d = dim(Y)) = dim(Y")
nach Satzund es ist xm(£) = dimy(A(Yp)/mA(Yp)) fiir £ > 0. Dehomoge-
nisieren beztiglich der Variable x( liefert einen k-Vektorraum-Isomorphismus
S(Y)e — A(Yp)/mA(Yy) und damit hat auch H(S(Y), ¢) den Grad d. O

Wir haben bereits in der lokalen Situation gesehen, dass der Topkoeffizient
unabhéngig von verschiedenen Wahlen ist. Auch hier ist er wichtig genug, da-
tiir folgenden Begriff einzufiihren. Der Grad einer projektiven Varietit Y C P" (k)
der Dimension 7 ist das r!-fache des fithrenden Koeffizienten des Hilbertpoly-
noms H(S(Y),1t).

Lemma 9.4 Der Grad eine nichtleeren projektiven Varietiit ist eine ganze Zahl. All-
gemeiner gilt, dass jedes Polynom P € Q(t) mit P(n) € Z fiir alle n >> 0 eine
Darstellung der Form

4 t
P(t) =) ¢ <T _Z,> 9.1)
mit Koeffizienten ¢; € Z hat.

Beweis: Jedes Polynom in Q[t] hat offenbar eine Darstellung wie in (9.1) mit
¢; € Q. Wir beweisen induktiv, dass ¢; € Z. Fiir den Induktionsschritt definie-
ren wir auf Polynomen den Differenzenoperator A(P) = P(t+1)—P(t). Dieser
hat die Eigenschaft, dass A((!)) = (,',). Damit sind nach Induktionsvoraus-

r—1
T—1
setzung die ¢; fiir i < r — 1 ganzzahlig. Alsoist P(n) —c, 3 ¢;(,",) ganzzahlig
i=
fiir n >> 0. Wegen P(n) € Z fiir n >> 0 ist dann auch ¢, ganzzahlig. O
Wir fassen nun die wesentlichen Eigenschaften des Gradbegriffs zusammen.
Dazu noch eine wichtige Notation. Ist M ein graduierter S-Modul, so definie-
ren wir den Twist M (¢) von M um ¢ als den graduierten S-Modul, dessen

Graduierung um ¢ verschoben ist, d.h. M (¢)q = Mg y.

Proposition 9.5 Sind Y; und Y, zwei projektive Varietiten der Dimension r, die
keine irreduzible Komponente gemeinsam haben und Y =Y U Y. Dann ist

deg(Y) = deg(Y1) + deg(Y2).

Weiterhin ist der Grad von P" (k) selbst gleich Eins und der Grad einer Hyperfliiche
gegeben durch ein homogenes Polynom vom Grad d gleich d.

Beweis: Sei I; = I(Y}). Das Verschwindungsideal von Y ist I = I; N I. Wir
benutzen die exakte Sequenz
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graduierter S-Moduln. Diese besagt, dass
H(Y,t) = H(Yl,t) +H(Y2,t) — H(Y1 ﬁYé,t),

und da der letzte Term nach Voraussetzung den Grad kleiner gleich » — 1 hat,
folgt die erste Behauptung.

Wie bereits im vorigen Abschnitt erwédhnt, ist das Hilbertpolynom von S =
k[zo, ..., x,] gleich H(S,t) = ("1™).

Fiir die letzte Aussage sei die Hyperfldche gegeben als der Verschwindungs-
ort des homogenen Elements f vom Grad d. Dann liefert Multiplikation mit f
die exakte Sequenz

0—S(—d)—S—S/{(f)y—=0.

Damit ist das Hilbertpolynom

HZ() 1) = <t+n)_<t—d+n> _ Ltn—1+...

n n (n—1)!
und der Grad von Z( f) ist also gleich d. O

Aufgabe 9.2 (4 Punkte)
Fiur Y C P" mit r = dimY und Hilbertpolynom Py definieren wir das arithmetische Geschlecht
9a(Y) = (=1)"(Py (0) — 1).
(a) Zeige: go(P™) = 0.
(b) Zeige:IstY C P? eine Kurve mit deg Y = d, dannist go(Y) = 3 (d — 1)(d — 2).
(c) SeiY der vollstandige Durchschnitt zweier Flachen von Grad a und b in P?. Zeige:

1
ga(Y) = Jabla+b—4) +1.

Aufgabe 9.3 (2 Punkte)

(a) Berechne den Grad der Segre-Einbettung von P' x P' in P%.
(b) Berechne den Grad der getwisteten Kubik in P?.

Der urspriingliche Satz von Bezout ist die Version fiir P?(k) des folgenden
Satzes. Er besagt, dass sich zwei Kurven vom Grad d; und dy immer in d;d»
Punkten schneiden, wenn man nur die Schnittpunkte korrekt (und das ist das
Hauptproblem!) mit Vielfachheit zdhlt. Sei nun also H eine Hyperebene in
P (k) und sei Y eine irreduzible projektive Untervarietdt der Dimensionr > 1,
die nicht in H enthalten ist. Dann ist der Schnitt also nichtleer und von Dimen-
sionr —1,esseien Y N H = Z; U--- U Z; dessen irreduziblen Komponenten.
Dann definieren wir die Schnittmultiplizitit i(Y, H; Z;) von Y und H bei Z; als

WY, H; Zj) = £y, (S/(1(2) + 1(H))) (9.2)

wobei S = k[xo, ..., z,], wobei p; = I(Z;) und wobei wir allgemein fiir einen
S-Modul M die lokale Lange ¢, = {5, (M,) als S,-Modul definieren.

Ist beispielsweise Y = Z(wgrg — 23) und H = Z(x2),s0ist Y N H = Z =
{(0,0)} = Z(x1,z2) der Nullpunkt. Dann ist S/(1(Y) + I(H)) & k[xo, 71]/(x?)
und die Lokalisierung bei p = (1, z2) hat die Lange zwei als S,-Modul.
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Satz 9.6 Sei Y eine irreduzible projektive Varietit in P™ (k) und H eine Hyperfliche,
die Y nicht enthilt. Dann ist

S

> (Y, Hspj) deg(Z;) = deg(Y) deg(H),
j=1

wobei Z; = Z(p;).

Aufgabe 9.4 (4 Punkte)
(a) Sei C' C P" eine Kurve mit deg C' = d.
Zeige: C'ist in einem d-dimensionalen linearen Raum enthalten.
(b) Sei C' C P? eine Konik, d.h. von Grad 2.
Zeige: C ist rational, d.h. birational zu P"'.

Aufgabe 9.5 (4 Punkte)
(a) Seien C1,C> C P? Kurven, die keine irreduzible Komponente gemeinsam haben und P €
C1NCs.
Zeige: Ist Cy in P singuldr, so ist i(C1,C2; P) > 2 und ist auch Cs in P singulér, so ist
i(C1,Co; P) > 3.
(b) Sei C C P? eine irreduzible Kurve von Grad d.
(d—1)(d—2)

Zeige, dass C hochstens 2

Singularitaten hat.

Aufgabe 9.6 (4 Punkte)
Sei A DY = Z(z,y) UZ(2,w) und Z = Z(x — z,y — w). In wie vielen Punkten schneiden sich
Y und Z? Was ist die k-Dimension von

klz,y, z,w]/(I(Y) + 1(Z))?
Aufgabe 9.7 (4 Punkte)
Sei C' C P? eine glatte Kurve. Ein Punkt P € C heifst Wendepunkt, falls C' die Tangente mit P in

P mit Vielfachheit mindestens 3 schneidet.
Seinun C = Z(f) C P? glatt von Grad d. Dann ist

2
0xi0x; ) o<; j<o

homogen von Grad 3(d — 2).

Zeige: P € C ist genau dann ein Wendepunkt, wenn P € Z(h).

Zum Beweis benotigen wir eine Hilfsaussage tiber die Struktur von endlich
erzeugten Moduln tiber noetherschen Ringen, und zwar in der graduierten
Version. Existenzsédtze von Filtrierungen mit einfachen Bestandteilen werden
auch als Dévissage bezeichnet.

Proposition 9.7 Sei S ein noetherscher graduierter Ring und M ein endlich erzeug-
ter graduierter S-Modul. Dann gibt es eine Filtrierung

0=M'CM'C-.-CMI=M

durch graduierte S-Untermoduln, sodass M*® /M~ = S/p;(¢;) fiir homogene Prim-
ideale p; und geeignete {; € Z ist.
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Dariiber hinaus kann man die auftretenden p; dadurch charakterisieren, dass es,
falls ein homogenes Primideal p den Annihilator von M enthilt, ein i gibt, sodass
P2 pi

Sei p minimal unter den Primidealen, die den Annihilator von M enthalten. Dann
ist die Anzahl der Indizes i mit p = p; gleich der Liinge von M, als Sp,-Modul.

Die Filtrierung von M aus der Proposition wird auch eine Kompositionsreihe

genannt. Sie ist nicht eindeutig, wie man bereits am Beispiel M = S/p; & S/p2
sieht. Die zwei Zusatzaussagen sollte man als Eindeutigkeit der auftretenden
Quotienten sehen, aber nur fiir die minimalen Primideale und ohne Bertick-
sichtigung der Reihenfolge in der Indizierung.
Beweis: Zum Existenzbeweis betrachten wir die Menge aller Untermoduln
von M, die solch eine Filtrierung besitzen. Der Nullmodul gehort offenbar
zu dieser Menge, die demzufolge nichtleer ist und daher ein maximales Ele-
ment M’ besitzt. Sei M"” = M/M'. Wenn dies der Nullmodul ist, sind wir
fertig. Andernfalls betrachten wir die Menge J aller Annihilatorideale I,,, =
{s € S: sm = 0} zu homogenen Elementen 0 # m € M". Da S noethersch ist,
und somit aufsteigende Ketten in J stationdr werden, finden wir ein m € M”,
sodass I,,, ein maximales Element in J ist. Wir verwenden die Maximalitidt, um
zu zeigen, dass dieses I,,, ein Primideal p ist. Angenommen ab € I, fiir zwei
homogene Elemente a,b € S mit b ¢ I,,,. Dann ist bm # 0 und I,,, C I, Maxi-
malitdt impliziert I,,, = Iy, und aus a € I, folgt nun a € I,,, wie behauptet.
Sei ¢ = deg(m). Damit ist (S/p)(¢) = N” = (m) C M" ein Untermodul. Wir
definieren nun N’ C M als das Urbild von N” unter der Quotientenabbildung
M — M". Offenbar ist M"” C N” und auch N” besitzt die gewtinschte Filtrie-
rung, im Widerspruch zur Maximalitit von M".

Zum Beweis der zweiten Aussage bemerken wir zunéchst, dass der Annihil-
ator von M*/M*=t = (S/p;)(¢;) offenbar gleich p; ist. Also ist der Annihilator
von M gleich dem Durchschnitt der p; und daraus folgt die Behauptung.

Da p minimal ist, folgt Mg = Mgil, falls p # p;. Andererseits, falls p = p;,
dann ist Mg /M1 /p = (S/p), ein Sp-modul der Lange Eins. Daraus folgt die
dritte Behauptung. O

Beweis von Satz[9.6f Sei I(H) = (f), sei d = deg(f) = deg(H) und M =
S/(I(Y)+ I(H)). Wir verwenden die exakte Sequenz

0—S/I(Y)(—d) - S/I(Y) - M —0
gegeben durch die Multiplikation mit d. Also ist
H(M,t)=H(Y,t) - H(Y,t—d).
Sei deg(Y) = e. Also ist der fithrende Term von H (M, t) gegeben durch

d
Caro E(z —d)" = @ , (9.3)
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da sich die Beitrdge der 2"~ !-Terme der rechten Seite wegheben. Zum Beweis
des Satzes berechnen wir den fithrenden Term von H (M, t) nochmal, mit Hilfe
der Filtrierung 0 = MY ¢ M! C --- C M% = M von M aus Proposition
Dann ist M*/M*~1 2 S/q;(¢;) fiir gewisse Primideale q; und ganze Zahlen ;.

Folglich ist
q

H(M,t) = ZH(S/qi;t — ;).
i=1
Da wir nur am fithrenden Koeffizienten von H (M, t) interessiert sind, konnen
wir Primideale mit dim(Z(q;)) < r — 1 vernachldssigen, wir benétigen also
nur den Beitrag der q;, die einem der minimalen Primideale von M gehoren,
also gleich einem der p; sind. Auch der Twist /; spielt fiir diesen Koeffizienten
keine Rolle. Also ist

@™ H(M, 1) = (T_ll), > deg(Z(py)) - #{ie (L., q} s pj=ai} 94)
j=1

und da die Haufigkeiten von p; als assoziiertes Primideal zu einem Filtrie-
rungsschritt gerade die Lange von M, als S, -Ideal ist, folgt die Behauptung
durch Vergleich von und (9.4). O

Wir haben in diskutiert, dass jedes Element in der Gruppe
GL,+1(k) und damit auch jedes Element in PGL,;(k) einen Automorphis-

mus von P"(k) definiert. Als Anwendung des Satzes von Bézout zeigen wir,
dass alle Automorphismen von P"(k) von dieser Gestalt sind.

Proposition 9.8 Jeder Isomorphismus ¢ : P™(k) — P"(k) ist linear, d.h. es gibt ein
Element A € GLy41(k), sodass o(P) = A - P.

Beweis: Sei H C P"(k) eine Hyperebene, also der Nullstellenort eines linearen
homogenen Polynoms und L C P"(k) eine Gerade, die nicht in H enthalten ist.
Dann schneiden sich L und H in einem Punkt P nach dem Satz von Bézout
und auflerdem ist die Schnittmultiplizitit i(L, H; P) = 1. Da ¢ ein Isomorphis-
mus ist, schneiden sich ¢ (L) und ¢(H) auch in einem Punkt mit Schnittmulti-
plizitat Eins. Da nach Lemma 9.4 Grade von Varietidten ganzzahlig sind, muss
deg(¢(H)) = 1 sein, also wieder eine Hyperebene nach Proposition
Durch Préd- und Postkomposition mit Elementen in GL,,1;(k) konnen wir
ohne Einschrankung nun annehmen, dass ¢ die Standardkarte U, isomorph
auf sich abbildet. Auf dieser affinen Varietit Uy ist ¢ nun also durch Polynome
gegeben und bildet aufferdem nach dem obigen Argument affine Hyperebe-
nen wieder auf affine Hyperebenen ab. Angewandt auf die Koordinatenhy-
perebenen bedeutet dies, dass die zugehorige Abbildung ¢* auf Koordinaten-
ringen jedes x; auf eine Potenz eines (affin) linearen Polynoms abbildet. Da
andererseits ¢* als Isomorphismus von k[z1, . . ., 2] irreduzible Polynome auf
irreduzible Polynome abbildet, muss ¢*(z;) in der Tat (affin) linear sein. Die
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Koeffizienten dieser linearen Polynome bilden die Spalten des gesuchten Ele-
ments in GL,, 41 (k). O

10 Divisoren auf Kurven

In diesem Abschnitt fithren wir mit dem Begriff von Divisoren und Divisoren-
klassen ein erstes wichtiges Hilfsobjekt ein, mit Hilfe dessen wir (Isomorphie-
klassen) algebraische Varietdten auseinanderhalten konnen. Wir fithren den
Begriff hier nur auf Kurven ein, da wir dort mit Hilfe des Satzes von Bézout
einige wichtige Eigenschaften direkt beweisen konnen. In Abschnitt [15| wer-
den wir sehen, dass mit dem Begriff des Geradenbtindels noch einen weiteren
dquivalenten Standpunkt zu Divisorenklassengruppen gibt. Der Begriff von
Divisoren ist auch fiir hoherdimensionale Varietdten wichtig. In diesem Fall
muss man (bei singuldren Varietdten zwischen Weil-Divisoren und Cartier-
Divisoren unterscheiden (siehe [Har77]], Abschnitt I1.6).

Sei C' C P"(k) eine irreduzible projektive Kurve. Ein Divisor auf C' ist eine
formale Linearkombination D = """, a;P; von Punkten P; € C' mit ganzzah-
ligen Koeffizienten. Die Gruppe von Divisoren wird mit Div(C') bezeichnet.
Auf Divisoren gibt es die natiirliche Gradabbildung

deg: div(X) > Z, D> a.
=1

Ist f € E[xo,...,x,] ein homogenes Polynom und C nicht in H = Z(f)
enthalten, so ist Z(f) N C eine Menge von Punkten P; auf C. Wir ordnen f
den Divisor (f) = > i(C, H; P;) P; zu. Nach dem Satz von Bézout ist dies ein
Divisor vom Grad deg((f)) = deg(C) - deg(f). Dieser Divisor wird auch mit
C' - C' bezeichnet und Schnittprodukt der Kurven C' und C’ genannt.

Lemma 10.1 Sind f, g € S(C) homogen, so ist (fg) = (f) + (g).

Beweis: Mengentheoretisch sind die Nullstellen von (fg) offenbar die Verei-
nigung der Nullstellen von f und g. Sei also (fg) = > a;P;, (f) = > b;P; und
(g) = ZCZB Fiir Ri = S(C)PL ist also a; = ERL(R/(fg)), bz‘ = 6R1<R/(f)) und
¢; = {r,(R/(g)). Die Behauptung folgt also aus der exakten Sequenz

0—R/(f) = R/(f9) = R/(g) =0

bei der die Inklusion links durch Multiplikation mit g gegeben ist. 0

Diese Aussage liefert die Wohldefiniertheit des folgenden Begriffs. Ist ¢ €
K (C)* eine rationale Funktion, reprédsentiert durch ¢ = 5 als Quotient zwei-
er homogener Funktionen in S(C) (sagen wir vom Grad d), so sei div(y) =
(f)—(g). Wir konnen diesen Divisor als Nullstellenort von ¢ - Polstellenort von
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¢, jeweils mit Vielfachheit gezahlt, interpretieren. Offenbar ist die Abbildung
K(C)* — Div(C), ¢ — div(p) ein Gruppenhomomorphismus. Die Bilder die-
ses Homomorphismus werden Hauptdivisoren genannt und die Bildgruppe mit
Princ(C') bezeichnet.

Die Picardgruppe eine Kurve Pic(C) ist die Faktorgruppe Div(C)/Princ(C).
Zwei Divisoren mit gleichem Bild in Pic(C') werden linear dquivalent genannt.
Wir bezeichnen mit Div"(C) den Kern des Gradhomomorphismus. Offenbar
liegen Hauptdivisoren in diesem Kern und so definieren wir

Pic’(C) = Div®(C)/Princ(C) .

Diese Gruppe ist eine Invariante, mit der wir die feinere Struktur von projek-
tiven algebraischen Kurven auseinanderhalten. Einen ersten Eindruck davon
vermitteln die folgenden beiden Propositionen.

Proposition 10.2 Fiir den Fall C = P(k) ist die Picardgruppe isomorph zu 7, d.h.
es ist Pic’(P*(k)) = {0}.

Beweis: Ist D = >"7 | a;P; ein Divisor vom Grad Null mit P; = (z; : y;) in
homogenen Koordinaten, so ist die Abbildung

S

p(x:y) = [y —yw)™

=1

homogen vom Grad Null und leistet das Verlangte. O

Proposition 10.3 Ist C C P%(k) eine glatte kubische Kurve und P,Q € C, so ist
P ~ @ genau dann wenn P = Q. Insbesondere definiert fiir jeden Punkt Py € C die
Abbildung P +— P — P eine Bijektion von C nach Pic®(C).

Als Hilfsaussage benotigen wir Folgendes.

Lemma 10.4 Sei C = Z(f) C P?(k) eine glatte kubische Kurve und C' = Z(g) mit
g homogen vom Grad d eine weitere Hyperfliche. Angenommen der Schnitt C N C’
enthilt 3 kollineare Punkte auf der Geraden L = Z({). Dann gibt es ein Polynom
g € k[xo, x1,x2] vom Grad d — 1 mit g = Lg' € S(C).

Beweis: Nach dem Satz von Bézout ist C" - L = Z?Zl P; fiir nicht notwendig
disjunkte Punkte P;, darunter sagen wir P, P, und P; auf der Geraden L.
Dann gibt es ein homogenes Polynom h vom Grad d — 3 in k[zg, z1, z2] mit
Z(h)-L = E?: 4 Pi. (Indem man die Gerade auf Z(x() verschiebt, sieht man
sofort eine Darstellung von a als Produkt von Linearfaktoren.)

Sei nun Q € L von den P; verschieden. Da dort weder f noch g ver-
schwinden, gibt es eine Linearkombination g + A f die bei ) verschwindet.
Diese Linearkombination verschwindet also an d + 1 Punkten auf der Gera-
den L = Z(¢) und muss diese nach dem Satz von Bézout also enthalten. Also
ist g + Ahf = (g’ fiir ein Polynom ¢’ vom Grad d — 1 und dies ist die gesuchte
Gleichheit in S(C). O
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Beweis von Proposition Angenommen die Aussage ist falsch, d.h. fiir
ein d gibtes f,g € S(C)y mit

i) Es gibt Punkte P, ..., P35 und P # @, sodass

(f)=Pi+-+Py1+P und (9)=P+ -+ P1+Q.

ii) Unter den Punkten P, ..., P3;_; sind mindestens 2d — 1 paarweise ver-
schieden.

Um einzusehen, dass man auch ii) ohne Einschrankung annehmen kann, ver-
wenden wir folgenden Trick, der zwar d erhoht, aber insbesondere den Anteil
an paarweise verschiedenen Punkten erhoht. Multiplizieren ndmlich f und ¢
mit dem gleichen Linearfaktor, so erhoht sich d um 1, aber die Anzahl der
paarweise verschiedenen Punkte um 3.

Wir nehmen nun d minimal mit den Eigenschaften i) und ii). Falls d = 1, so
ist sowohl Z( f) als auch Z(g) die Gerade durch P; und P, (bzw. die Tangente
bei Py, falls P, = P,) und damit P = (). Also kénnen wir d > 1 annehmen und
die Punkte so umsortieren, dass P» # Ps ist (was nach ii) moglich ist) und dass
P, = P, gilt, falls es Gleiche unter den P; gibt. Fiir eine geeignete Wahl von A, ;1
konnen wir erreichen, dass A f + 119 bei einem beliebigen vorgegebenen Punkte
R € C verschwindet. Also konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass P
der dritte Schnittpunkt von P; P, mit C' und @Q der dritte Schnittpunkt von
P P3 mit C ist.

Damit konnen wir nun das Lemma anwenden und f = f'-/; und g = ¢’ - {5
schreiben, wobei ¢ - C = P+ P, + Pund 45 - C = P, + P> + Q. Also ist

(fY=Pi+- 4Py 1+P und (¢)=Pi+ -+ P11 +0Q.

Die Elemente f,g € S(C)4—; erfiillen also i), und aufgrund der Wahl von P,
und P; sind unter den Punkten Py, ... P34—; noch gentigend viele disjunkte,
sodass ii) auch erfiillt ist. O

Die zweite Formulierung gibt eine Moglichkeit, eine Addition auf den Punk-
ten einer elliptischen Kurve zu definieren. Die Summe zweier verschiedener
Punkte P und @ ist per Definition der Punkt P&@Q, sodass (P—Fy)+(Q—Fy) =
(P& Q — Py). Geometrisch kann man diesen Punkt R wie folgt finden. Sei L
die Gerade durch P und @ und R der dritte Schnittpunkt von L mit C. Sei
L’ die Gerade durch R und Fy. Dann ist P & @ der dritte Schnittpunkt von
L'mitC,dennaus P+ Q+ R—-3Ph=0und R+ P+ (P®Q)—3Py =0
folgt (P — Py) + (Q — Py) = (P & Q — Fy) wie gewtinscht. Es bleibt dem Le-
ser liberlassen, diese Konstruktion mit Hilfe von Tangenten auszudehnen, um
geometrisch die Punkte 2P und —P zu finden.
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Abbildung 10.1: Addition auf Kubiken

11 Garben

Die reguldren Funktionen auf einer affinen oder quasi-projektiven Varietat
sind durch lokale Eigenschaften definiert, wie wir bereits in Abschnitt {5/ be-
tont haben. Damit kann man mit Hilfe von Verklebekonstruktion aus affinen
Varietdten neue Varietdten bauen, wie wir im Abschnitt 12| zeigen. Nicht nur
die reguldren Funktionen, sondern auch zum Beispiel Differentialformen in
Abschnitt|17| haben diese Eigenschaft durch lokal definierende Eigenschaften
zusammengesetzt zu sein. Deswegen lohnt es sich, dafiir in diesem Abschnitt
eine formale Definition zu geben. Die "Verklebefdhigkeit” einer Garbe zu glo-
balen Objekten wird spéter zum Begriff der Garbenkohomologie fithren und
damit zu feinen Invarianten von Varietaten.

Sei X ein topologischer Raum. Dabei sollte man sowohl an das Beispiel von
quasi-projektiven Varietdten als auch an Beispiele von reellen oder komplexen
Mannigfaltigkeiten oder auch Riemannsche Flachen denken.

Definition 11.1 Eine Pragarbe F von abelschen Gruppen auf X besteht aus folgen-
den Objekten.

o F(0) ist die triviale Gruppe.
e Fiir jede offene Menge U C X ist F(U) eine abelsche Gruppe.

* Zu jedem Paar offener Mengen U C 'V gibt es Restriktionsmorphismen p}; :
F(V) — F(U) mit folgenden Kompatibilititsbedingungen: Es ist pY} die Iden-
titit auf F(U) und fiir je drei offene Mengen U C V. C W gilt pi¥ = pl; o pi¥.

Ist f € F(V), so schreiben wir oft f|y fiir pj;(f). Die Elemente in F (V)
werden Schnitte der Garbe (iiber V') genannt.

Man kann dies in Kategoriensprechweise formulieren, indem man die Ka-
tegorie Top(X) der offenen Teilemengen von X mit Inklusionen als Morphis-
men definiert. Dann ist eine Pragarbe nichts anderes als ein kontravarianter
Funktor Top(X) — Ab in die Kategorie der abelschen Gruppen. Ebenso defi-
niert man Garben von Ringen (oder auch von Mengen, etc.), indem man in der
obigen Definition abelsche Gruppen iiberall durch den entsprechenden Begriff
ersetzt und die triviale Gruppe durch das terminale Objekt der Kategorie, also
den trivialen Ring (bzw. die leere Menge).
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Definition 11.2 Eine Prigarbe auf X wird Garbe genannt, falls fiir jede Uberde-
ckung einer offenen Menge U durch U;c ;U; folgende Eigenschaften erfiillt sind.

e Sind f,g € F(U) und gilt f|y, = g|v, fiirallei € J,soist f = g.

* Gibt es Elemente f; € F(U;) mit der Kompatibilititsbedingung fi|lv,~u, =
filvinu, fiir alle i, j € J, so gibt es ein Element f € F(U) mit f; = f|u, fiir
allei € J.

Beispiel 11.3 Wie bereits motiviert, ist die Definition so gemacht, dass fiir ei-
ne affine oder quasi-projektive Varietdt X die reguldaren Funktionen eine Garbe
Ox bilden, indem Ox (U) die reguldren Funktionen auf der offenen Teilmen-
ge U sind.

Beispiel 11.4 Ist (G eine abelsche Gruppe, so fiihrt die Definition
F(U) = {konstante G-wertige Abbildungen}

zu einer Pragarbe, aber nicht zu einer Garbe, denn konstante Funktionen auf
disjunkten Mengen U und V mit verschiedenem Funktionswert kann man
nicht zu einer global konstanten Funktion verkleben. Aber

GU) = {¢:U — G stetig},

wobei G mit der diskreten Topologie versehen ist, ist eine Garbe, die konstante
Garbe mit Werte in G. Sie besteht aus den G-wertigen Funktionen, die lokal
konstant sind.

Beispiel 11.5 Die reguldren Funktionen, die auf einer offenen Menge U den
Wert Null nicht annehmen, bilden beziiglich der Multiplikation eine abelsche
Gruppe. Zusammen mit den Restriktionsabbildungen erhélt man so die Garbe
O% der invertierbaren Funktionen.

Der Begriff des lokalen Ring ist eine Instanz des folgenden allgemeinen Be-
griffs fiir Garben.

Ist F eine Garbe auf X und P ein Punkt in X, so definieren wir auf den
Paaren (U, f) von offenen Umgebungen U von P und f € F(U) die Aquiva-
lenzrelation (Uy, fi) ~ (Uz, f2), falls es eine offene Umgebung U C U; N Uy
von P gibt mit f1|y = fa|v. Die Aquivalenzklassen solcher Paare werden Kei-
me der Garbe F im Punkt P genannt. Die Gruppe bestehend aus allen Keimen
wird der Halm von F im Punkt P genannt und mit Fp bezeichnet.

Naheliegenderweise definiert man einen Morphismus von Prigarben f :
F — @ als eine Kollektion von Homomorphismen abelscher Gruppen f(U) :
F(U) — G(U), die mit den Restriktionsabbildungen der Garben kommutieren.
Zwei Garben werden isomorph genannt, wenn es zwischen ihnen zueinander
inverse Morphismen von Garben gibt.
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Proposition 11.6 Sei f : 7 — G ein Morphismus von Garben. Dann ist f ein
Isomorphismus genau dann wenn die induzierten Abbildungen fp : Fp — Gp auf
den Halmen fiir alle P isomorphismen sind.

Diese Proposition illustriert, dass der Garbenbegriff wirklich auf lokalen Ei-
genschaften beruht. Fiir Pragarben ist die entsprechende Aussage falsch.
Beweis: Die Implikation ausgehend von einem Isomorphismus f ist offenbar
richtig.

Sei also nun fp fiir alle P ein Isomorphismus. Wir miissen also fiir jede of-
fene Menge zeigen, dass f|y ein Isomorphismus ist. Dann ist die Kollektion
dieser Umkehrabbildungen offenbar ein Morphismus von Garben. Um zu zei-
gen, dass f|y injektiv ist, sei s € F(U) mit f(s) = 0 gegeben. Da die Halmab-
bildungen injektiv sind, sind die Halme sp = O fiir alle P € U. Also gibt es eine
Umgebung Wp von P mit sy, gleich Null. Die Menge aller solcher Wp tiber-
deckt offenbar U. Nun verwenden wir entscheidend die Garbeneigenschaft
um daraus s = 0 zu schliessen.

Um zu zeigen, dass f|y surjektiv ist, geben wir uns ¢t € G(U) vor. Auf-
grund der Surjektivitdt der Halmabbildungen gibt es fiir jeden Punkt P in U
einen Keim sp mit f,(sp) = tp. Das bedeutet, nach Definition von Kei-
men und Gleichheit von Keimen, dass es eine Umgebung Vp von P und
einen Schnitt s(P) € F(Vp) gibt, sodass f(s(P)) = t|y, ist. Offenbar ist
U von diesen Mengen Vp iiberdeckt. Wir betrachten nun die Durchschnitte
Vpg = Vp N Vg. Dort sind s(P)|v,, und s(Q)|v,, zwei Schnitte, die unter f
beide das Bild t|y;,, haben. Da wir bereits gezeigt haben, dass f injektiv ist,
muss also s(P)|vp, = $(Q)|vp, sein. Aufgrund der Garbeneigenschaft verkle-
ben die Schnitte s(P) € F(Vp) also zu dem gesuchten Schnitt s € F(U). O

Wenn wir von Morphismen von Garben abelscher Gruppen sprechen, so
wollen wir auch die Begriffe Kern, Bild und Kokern auf solche Morphismen
tibertragen. Ist f : 7 — G ein Morphismus von Pragarben, so definieren
U — Ker(f(U)), U+ Coker(f(U))und U — Bild(f(U)) die Kernpragarbe,
die Kokernpragarbe und die Bildpragarbe. Ist f ein Morphismus von Garben,
so ist die Kernpragarbe auch wieder eine Garbe. Allerdings ist die Kokern-
pragarbe und die Bildpragarbe im allgemeinen keine Garbe.

Um ein Beispiel dafiir zu geben, fithren wir noch einen Begriff ein, den des
direkten Bildes . F einer Garbe F unter einer stetigen Abbildung topologischer
Riume ¢ : X — Y. Dann definieren wir o, F (V) = F(f~1(V)). Ist ¢ zudem
ein Morphismus affiner Varietdten, so definiert er durch Postkomposition eine
Abbildung zwischen reguldren Funktionen auf Y und reguldren Abbildun-
gen auf Y, die wir in Abschnitt [5| untersucht haben. In der hier eingefiihrten
Sprechweise ist dies ein Garbenmorphismus

i Oy - i,.0x, fr— foop. (11.1)
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Beispiel 11.7 Sei
0: X =AY E)\ {0} =Y =A%)\ {(0,0}, =1+ (z1,0)

die Inklusion. Wir tiberdecken Y durch die zwei affinen Varietiten U; = {x1 #
0} C Y und Uy = {z2 # 0}. Dann sind die Abbildungen

i#(Ul) : Oy (Uy) = Kz, é,$2] — Ox (Ui NX) = k[xy, é]

und
i#(Ug) : Oy(UQ) = k‘[xg, %2,:(}1] — Ox(UQ N X) =0

surjektiv, aber die Abbildung auf globalen Schnitten
(YY) Oy (Y) = klzy, x2] = Ox(X) = k[z1, x—ll]
ist nicht surjektiv.

Aufgabe 11.1 (4 Punkte)

(a) Seien X,Y topologische Rdume, f: X — Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf
X.
Zeige: f.F ist eine Garbe auf Y.

(b) Sei nun G eine abelsche Gruppe, {p} C X mit konstanter Garbe G versehen und ¢ die
Inklusion {p} — X.
Beschreibe die Schnitte der “Wolkenkratzer”-Garbe ¢.G auf offenen Mengen, sowie ihre
Halme.

Aufgabe 11.2 (4 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum, sei j: U < X eine Teilmenge. Zu einer Garbe F auf U definieren
wir die Fortsetzung durch 0, ji(F), als die zu der Pragarbe

F(V), farV CU,
Vi
0, sonst
assoziierte Garbe.
(a) SeiU abgeschlossen. Beschreibe die Halme (ji.F), und (j..F), firp € X.
(b) Seinun U offen. Beschreibe die Halme (ji.F), und (j..F), firp € X.

(c) Seinun F eine Garbe auf X, ¢: Z — X eine abgeschlossene Teilmenge und j: U = X \
Z — X ihr Komplement. Zeige, dass die Sequenz

0= j(Flv) > F = te(Flz) — 0
eine exakte Sequenz von Garben (auf X) ist.

Abhilfe bei diesen Pragarben schafft die folgende Konstruktion.
Sei F' eine Pragarbe auf X. Die Garbifizierung von F' (oder auch die zu F’
gehorige Garbe) ist die Garbe F mit

FU) = {s=(sp)pev, sp € Fp,jeder Punkt P € U hat eine Umgebung V,
auf der es ein s}, € F'(V) gibt mit sg = (s ) fiiralle Q € V.}

(11.2)

Es ist aus der Definition offensichtlich, dass F in der Tat eine Garbe ist. Als

Ubung zeigt man, dass F in geeignetem Sinne die kleinste Garbe ist die F’
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enthilt und als solche bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Insbesondere
ist 7' = F, falls F bereits eine Garbe war. Weiterhin zeigt man, dass die Halme
von F und F' iibereinstimmen.

Aufgabe 11.3 (4 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum und F eine Pragarbe auf X. Dann definieren wir

m: F = |_|]-},—>X

peX

und versehen F* mit folgender Topologie: Fiir U C X offen definiert jedes s € F(U) eine
Teilmenge {s, : = € U} C F* und wir versehen F* mit der kleinsten Topologie, sodass
diese Teilmengen offen sind (d.h. diese Mengen bilden eine Basis der Toplogie). Fiir jedes offene
U C X definieren wir

FU)={s: U —» F*: sistein stetiger Schnitt, d.h. 7 o s = id}

und mit den offensichtlichen Restriktionen ist dies eine Prégarbe.
Sei weiterhin F*"' die Garbifizierung von F.
(a) Zeige: F sh o 7 insbesondere ist F also eine Garbe.
(b) Zeige, dass F°" universell in dem Sinne ist, dass es fiir jede Garbe G und jeden Morphis-
mus von Pragarben F — G genau einen Garbenmorphismus F*" — G gibt, so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

F—— FN
\é

(c) Sei ¢: A'\ {0} — A?\ {0} wie in der Vorlesung. Was sind die globalen Schnitte der
Bildgarbe von o2

Ein weiteres Beispiel, bei dem Garbifizieren niitzlich und einleuchtend ist,
bildet die Pragarbe auf X, deren Schnitte tiber U Abbildungen U — & sind,
die sich global als Quotient zweier Polynome schreiben lassen. Das Beispiel
zu Beginn von Abschnitt [5| zeigt, dass dies keine Garbe ist. Die zugehorige
Garbe ist per Definition die Garbe Ox der reguldren Funktionen.

Mit Hilfe von Garbifizierungen konnen wir nun die Liste der natiirlichen
Operationen auf Garben vervollstandigen.

Das Bild eines Garbenmorphismus ist die Garbifizierung der Bildpragarbe, der
Kokern eines Garbenmorphismus ist die Garbifizierung der Kokernprégarbe. Ein
Garbenmorphismus ist injektiv falls der Kern Null ist und surjektiv, falls der
Kokern Null ist. Eine Sequenz (f;);cz von Garbenmorphismen ist exakt, falls
Ker(fi) = Bﬂd(fi_1) ist.

Aufgabe 11.4 (4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und seien F, G, H Garben auf X.
(a) Seip: F — G ein Morphismus von Garben.
Zeige: Fiir alle p ist Kern(p),, = Kern(y;) und Bild(p,) = Bild(¢),.
(b) Seien 0 — F — G Garbenmorphismen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:
(i) 0 - F — G ist exakt.
(i) 0 — F(U) = G(U) ist exakt fiir jedes U C X offen.
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(iii) 0 — Fp — Gp ist exakt furalle p € X.
¢) Seien F, G, arben. Zeige: Die Sequenz
(c) Seien F,G,H Garben. Zeige: Die Seq

0>F—=>G—->H—0
ist genau dann exakt, wenn die entsprechenden Sequenzen
0—=>Fp =Gy > Hp—0

fiir jedes p € X exakt sind.

(d) Finde Pragarben F,G auf X, sodass F, = G, fiir alle p aber F nicht isomorph zu G ist.
Finde eine exakte Sequenz von Garben 0 — F — G — H — 0, die nicht auf allen offenen
Teilmengen exakt ist.

12 Varietaten

Bisher haben wir (quasi-) affine und (quasi-)projektive Varietdten betrachtet. In
beiden Fillen haben wir uns auf einen umgebenden Raum festgelegt und dar-
in Unterobjekte definiert. Dabei kann man sich die Frage stellen, warum man
gerade den affinen Raum oder den projektiven Raum als umgebendes Objekt
bevorzugen soll. Den projektiven Raum haben wir durch affine Standardkar-
ten iiberdeckt und als topologischen Raum kénnen wir ihn auch wiederge-
winnen, in dem man die Standardkarten an den tiberlappenden offenen Teil-
mengen verklebt. Wir werden dieses Verkleben unten genauer definieren. Der
richtige Standpunkt zum Konstruieren allgemeiner Varietdten ist, dass man
diese aus affinen Teilen zusammengesetzt sehen soll. Aber wir wollen nicht
nur einen topologischen Raum, der auf gewissen Teilen wie eine affine Varie-
tat aussieht, wir wollen tiberall einen Begriff von reguldren Funktionen, damit
wir die Definition von Morphismen auf allgemeine Varietdten anwenden kon-
nen.

Ein geringter Raum (X, Ox) ist ein Paar, bestehend aus einem topologischen
Raum X und einer Garbe von Ringen Ox auf X, deren Schnitte wir auch die
reguldren Funktionen auf X nennen. Eine Privarietit ist ein geringter Raum,
bei dem Ox eine Garbe von k-wertigen Funktionen auf X ist, und der ei-
ne endliche Uberdeckung X = |J;c; U; durch offene Menge besitzt, sodass
(Ui, Ox|u,) eine affine Varietét ist.

Der projektive Raum und damit auch alle quasi-projektiven Varietdten sind
offenbar Pravarietiten.

Morphismen zwischen geringten Rdéumen und Prévarietiten definieren wir
wie in Abschnitt 5| dadurch, dass die Verkettung mit reguldren Funktionen
wieder eine reguldre Funktion ist.

Man kann sich die Pravarietét als Verklebung der affinen Teile U; entlang
der Durchschnitte U; N U; vorstellen. Wir fithren das fiir zwei Mengen aus, die
Verallgemeinerung auf endlich viele ist dann offensichtlich. Seien X; und X»
Préavarietiten (oder z.B. auch einfach affine Varietdten) und U; C X; nichtleere
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offene Mengen. Wir nehmen zudem an, dass f : (U1, Ox,|v,) = (U2, Ox,|v,)
ein Isomorphismus geringter Rdume ist. Dann definieren wir die Verklebung X
von X; und X, via f wie folgt. Als Menge ist X = X; U X, mit der Relati-
on P ~ f(P) fir alle P in U;. Als topologischen Raum versehen wir X mit
der Quotiententopologie beziiglich der Quotientenabbildung X; U Xo — X.
Schliefslich definieren wir die Strukturgarbe durch

Ox(U) = {(s1,52) : 8 € Ox,(UNX;), f*(s2|lvren) = s1lunv, }

wobei die letzte Bedingung einfach das Ubereinstimmen auf den verklebten
Mengen nach Identifikation via f bedeutet.

Das Verkleben erlaubt die Konstruktion von Préavarietdten mit ziemlich un-
erwiinschten Eigenschaften, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei X; = Xy =
Al(k) und U; = Uy = Al(k) \ 0. Wenn wir U; mit U mit Hilfe der Identitat
verkleben, so kommt eine affine Gerade heraus, bei der der Nullpunkt ver-
doppelt ist. In der komplexen Topologie ist so ein Raum nicht Hausdorffsch.

(Nebenbei bemerkt: Wenn wir beztiglich z — 1/z verkleben, so erhalten wir
den P!(k).)

Der Varietdtenbegriff ist so gemacht, dass diese Pathologie verhindert ist.
Fiir eine beliebige Pravarietdt X definieren wir die Diagonalabbildung A :
X — X x X durch P — (P, P). Das Bild dieser Abbildung wird Diagonale
genannt und auch mit A oder mit Ax bezeichnet. Eine Pravarietat X wird
eine Varietit genannt, wenn die Diagonale A abgeschlossen ist.

Die affine Gerade mit dem doppelten Nullpunkt ist keine Varietdt, denn
die Diagonale ist nicht abgeschlossen: Ihr Abschluss enthélt auch die Punk-
te (N1, N2) und (N3, N1), wobei N; den Nullpunkt im Teilraum X; bezeichnet.

Affine Varietiten (und damit auch projektive Varietiten und quasi-
projektive Varietdten) sind immer noch Varietdten in diesem Sinne. Um dies
einzusehen sei Y C A"(k) die affine Varietit mit dem Verschwindungs-
ideal I(Y) = (f1,..., fm).- Sind z1,...,Zn,y1,...,yn die Koordinaten auf
A™(k) x A™(k), so ist die Diagonale durch die Gleichungen f;(z1, ...,z ) fur
i =1,...,mund z; = y; fir j = 1,...,n ausgeschnitten und somit abge-
schlossen.

Vom Standpunkt des Verklebens sind projektive Varietdten nur eines von
vielen Beispielen, wie man aus affinen Varietdten eine neue Varietét bastelt.
Wir wollen hier rechtfertigen, warum wir projektive Varietdten eine promi-
nente Rolle in den vorigen Abschnitten gegeben haben, homogene Koordi-
natenringe untersucht usw. Wir haben in Proposition 4.8 bemerkt, dass der
projektive Raum und damit jede projektive Varietit iiber C in der klassischen
Topologie kompakt ist. Die Standarddefinition von Kompaktheit ist in der
Zariki-Topologie kein sinnvoller Begriff. Stattdessen erinnern wir daran, dass
das stetige Bild einer kompakten Menge kompakt, und damit insbesondere ab-
geschlossen ist. Zum Vergleich ist das Bild einer affinen Varietdt unter einem
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Morphismus im Allgemeinen nicht abgeschlossen. Als Beispiel dafiir nehmen
wir die Hyperbel X = Z(xy — 1) C A?(k) und den Morphismus X — Al(k)
gegeben durch die Projektion auf die erste Koordinate. Das Bild ist A!(k) \ {0}
und damit nicht abgeschlossen.

Satz 12.1 Die Projektion m : P"(k) x P™(k) — P"(k) auf die erste Koordinate ist
eine abgeschlossene Abbildung, d.h. ist X C P™(k) x P™(k) abgeschlossen, dann ist
auch 7(X') abgeschlossen.

Beweis: Sei X C P"(k) x P™(k) abgeschlossen. Mit Hilfe von Koordinaten der
Segre-Einbettung wissen wir, dass X als die Nullstellenmenge von Polyno-
men f1(z,y), ..., fr(z,y) geschrieben werden kann, welche bihomogen in den
Koordinatentupeln z = (o, ..., z,) und y = (yo, . . . , Ym ) sind.

Sei nun P € P"(k) ein beliebiger Punkt. Dieser ist in 7(X) wenn es eine
gemeinsame Nullstelle der Polynome f;(P,y) fiir ein y € P™(k) gibt. Nach
dem Nullstellensatz bedeutet dies, dass P € 7(X) genau dann wenn

wo,---ym)® € ([1(Pyy), .., [r(Py)) (12.1)

ist. Durch Durchmultiplizieren mit Potenzen einer Variable konnen wir zudem
annehmen, dass alle Polynome f; in y den gleichen Grad d besitzen. Fiir s < d
gilt trivialerweise. Wir miissen also einsehen, dass fiir jedes s > d die
Menge aller Punkte P, die erfiillen, abgeschlossen ist.

Das Ideal (yo, . . . y)® wird von allen ("*°
erzeugt. Wir listen diese und bezeichnen sie mit M;(y). Also gilt das Gegenteil
(Enthaltensein) in (I2.1)), falls es homogene Polynome g¢;; vom Grad s — d gibt,
sodass M;(y) = > gi; f;(P,y). Wir listen die Kollektion von homogenen Poly-
nomen vom Grad s — d und bezeichnen sie mit N (y). Das Gegenteil von (12.1)

gilt also, falls die Polynome

) Polynomen vom Grad s in den y;

(N fi(Py), 1<k < (™59 1 <j<r}

den gesamten Vektorraum der Polynome vom Grad d aufspannen. Wenn man
die Koeffizienten dieser Polynome in einer Matrix A = A(P) zusammenfasst,
ist also (I2.1)) fiir ein gegebenes s genau dann erfiillt, falls der Rang von A(P)

kleiner als (mnts)

ist. Diese Rangungleichung kann man mit Hilfe der Minoren
von A(P) ausdriicken, welche offenbar homogene Polynome in den Koordi-
naten von P sind. Damit ist 7(X), als Verschwindungsort dieser Minoren, ab-

geschlossen. O

Dieser Satz wird auch als (erster) Hauptsatz der Eliminationstheorie be-
zeichnet, da man die Variablen y; aus den Gleichungen f;(z,y) eliminieren
muss. In dieser Sprechweise, besagt er, dass die Losung von einem Variable-
neliminationsproblem in (homogenen) algebraischen Gleichungen wieder in
(homogenen) algebraischen Gleichungen gegeben ist.
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Um den Begriff "universell abgeschlossen” in Abschnitt zu motivieren,
halten wir noch eine Verallgemeinerung dieses Satzes fest.

Korollar 12.2 Die Projektion my : Y x P (k) — Y auf die erste Koordinate ist fiir
jede Varietiit Y eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: Wir behandeln zuerst den Fall einer affinen Varietdt Y. Wir betrachten
Y c P"(k), wobei Y darin offenbar weder offen noch abgeschlossen ist. Sei
X C Y x P"(k) abgeschlossen vorgegeben und X der Abschluss in P"(k) x

P™ (k). Dann ist 7(X) C P"(k) abgeschlossen. Da
my(X) = 7#(XNY xP"(k)) = #(X)NY

ist my (X)) abgeschlossen in Y, und das ist die Behauptung.
Abgeschlossenheit ist eine Bedingung, die man auf einer offenen Uberde-
ckung testen kann. Daher gentigt es, den affinen Fall betrachtet zu haben. [

13 Schemata

Obwohl wir im vorigen Abschnitt bereits den Varietdtenbegriff verallgemei-
nert haben, werden wir hier die Kategorie der zugrundeliegenden Raume
nochmals stark verallgemeinern.

Seit dem ersten Abschnitt haben wir mit dem Hilbertschen Nullstellensatz
Radikalideale unterdriickt. Wir haben aber beim Satz von Bézout und beim
Aufblasen des Durchschnitts zweier Varietiten in gesehen, dass
nilpotente Elemente wesentlich sind. Der Begriff des Schemas behilt diese.

Die wichtigste Einsicht Grothendiecks, die ihn auch zur Einfiihrung des
Schemabegriffs bewogen hat, ist dass man in der algebraischen Geometrie al-
les relativ sehen soll. Statt einer Varietdt X sollte man Morphismen f: X — S
betrachten. Einen solchen Morphismus kann man als Familie von Varietdten
auffassen, die Menge aller Fasern f~1(s) fiir Punkte s € S. Dieser Standpunkt
ist fiir die Klassifikationstheorie von Varietdten wichtig. Im einleitenden Bei-
spiel der Fermat-Kurven kann man zum Beispiel anhand der Automorphis-
mengruppen sehen, dass die Fermat-Kurven fiir verschiedene n nicht zuein-
ander isomorph sind. Aber kann man sie ineinander deformieren? Kann man
eine Familie f : X — S {iber einer zusammenhdngenden Basis S bauen, so-
dass mehrere (alle) Fermat-Kurven X, als Fasern dieser Familie auftauchen?
Um diese Frage korrekt (und negativ) zu beantworten, benotigen wir zunachst
eine brauchbare Definition des Faserbegriffs. Diesen werden wir im Zusam-
menhang mit dem Faserprodukt einfithren, welches wiederum voraussetzt,
dass S ein beliebiges Schema sein kann und nilpotente Elemente nicht igno-
riert. Erst dann konnen wir tiber die Invarianz des in Abschnitt ?? eingefiihrten
Geschlechts in Familien sprechen und damit die Fermatkurven wirklich aus-
einanderhalten.
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Im Zuge dieser Verallgemeinerung lassen wir die Voraussetzung, dass der
Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist, nun auch weg. Damit kénnen
wir auch algebraische Geometrie iiber endlichen Kérpern definieren. Wir ver-
wenden im Allgemeinen sogar gar keinen Grundkorper, sondern arbeiten ein-
fach mit kommutativen Ringen, statt k-Algebren. Auch die (bisher standig ver-
wendete) Voraussetzung, dass die affinen Koordinatenringe endlich erzeugt
sind, lassen wir zundchst weg und erhalten somit Objekte "'von unendlichem
Typ’. Allerdings miissen wir dann eine Zusatzvoraussetzung "von endlichem
Typ’ in viele Aussagen einbauen. Der Leser sollte, zumindest bei einem Sche-
ma von endlichem Typ an eine "Varietdt mit moglicherweise interessanter
Struktur nilpotenter Elemente” denken.

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Das Spektrum von R oder das affi-
ne Schema zu R ist die Menge aller Primideale von R. Wir bezeichnen es mit
Spec(R). Damit ist beispielsweise fiir einen Korper k das affine Schema Spec(k)
ein einzelner Punkt 0. Fiir R = C[x] erhalten wir das affine Schema A'(C), wel-
ches fiir jeden Punkt P das Primideal z— P enthélt und zudem noch den Punkt
(0). Allgemein gehoren maximale Ideale zu Punkten, falls R eine k-Algebra
tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ist. Nicht-maximale Ideale
korrespondieren zu Untervarietdten positiver Dimension in diesem Fall. Ab
diesem Abschnitt ist auch z.B. R = R[z] zugelassen, welches Punkte der Form
x — P fiir P € R enthilt, aber auch das maximale Ideal (22 + 1).

Zu jedem Punkt p des Spektrums definieren wir den Restklassenkorper
k(p) = Quot(R/p). Jedes Element f € R konnen wir damit als "Funktion” auf
Spec(R) auffassen, in dem wir den "Wert’ von f bei p als das Bild von f unter
der nattirlichen Abbildung R — k(p) definieren. Der Restklassenkorper von
Spec(R[z]) bei z — P ist R und bei (22 + 1) ist er gleich C.

Nun bauen wir alle Konstruktionen aus dem Abschnitt {iber affine Varieta-
ten nach. Ist S C R eine Teilmenge, so definieren wir

Z(S) = {p € Spec(R): f(p) =0ftaralle f € S}.

Offensichtlich hiangt Z(.S) nur von dem von S erzeugten Ideal ab. Wie im Fall
affiner Varietdten zeigt man folgendes Lemma.

Lemma 13.1 Sei R ein Ring. Dann gilt
i) Sind a; fiir i € I Ideale von R, dann ist Nicr Z(a;) = Z(D_;c1 ).
ii) Sind ay und ay Ideale von R, dann ist Z(a1) U Z(a2) = Z(ajaz).
iii) Sind a1, ay C R Ideale, dannist Z(a;) C Z(ag) genau dann wenn y/az C /ay.

Damit konnen wir auf Spec(R) die Zariski-Topologie definieren, in der die
abgeschlossenen Mengen gerade Mengen der Form Z(S) fiir S C R sind. Wie
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bei affinen Varietdten definieren wir zu f € R den Nichtverschwindungsort D(f)
als X'\ Z(f).

Als néchstes wollen wir auf X = Spec(R) eine Strukturgarbe O x definieren.
Dabei konnen wir nicht genau die Definition im Fall affiner Varietdten nach-
bauen, denn dort haben wir Funktionen f : V' — k als reguldr definiert, wenn
sie lokal Quotient zweier Polynome waren. Hier gibt es aber keinen festgeleg-
ten Grundkorper k. Die reguldren Funktionen haben wir danach auf "kleine’
offene Mengen eingeschrinkt, so den lokalen Ring in jedem Punkt P definiert
und diesen dann in Proposition |7.1|mit der Lokalisierung des affinen Koordi-
natenrings nach dem maximalen Ideal mp identifiziert. Diese Definition der
lokalen Ringe kann man auch hier verwenden und danach bauen wir regulire
Funktionen aus lokalen Daten zusammen, genau wie bei der Definition der
Garbifizierung. Daher ergibt folgende Definition offensichtlich eine Garbe.

Ist X = Spec(R), so ist die Strukturgarbe Ox definiert fiir jede offene Menge
U C X als Schnitte s = (sy)pcy bestehend aus einer Kollektion von Keimen
sp € Ry, die sich lokal in der Form f/g mit f, g € R schreiben lassen, d.h.

Ox(U) = {s=(sp)pev : sp € Ry, flrallep € U gibtesV CU
und f,g € Rsodass fiiralleq € V gilt g € g und 54 = g € Rq}.

Mit dieser Definition ist ein affines Schema nun nicht nur eine Menge, son-
dern ein geringter Raum.

Nun muss man tiberpriifen, dass diese Strukturgarbe, die Eigenschaften hat,
die wir von affinen Varietdten gewohnt sind.

Proposition 13.2 Ist R ein Ring und X = Spec(R), so ist der Halm Ox , von Ox
bei p isomorph zum lokalen Ring Ry, und fiir jedes f € R ist Ox(Dy) isomorph zu
Ry. Insbesondere ist Ox (X) = R.

Beweis: Man hat offensichtlich Abbildungen
¢ . 0X7p — Rp, (U,S = (Sp)p) — Sp

bzw.
¢: Ry — OX(Df)a % = (%)peDf

von denen man zeigen muss, dass sie bijektiv sind. Insbesondere die Surjekti-
vitdt ist nicht ganz offensichtlich. Der Beweis ist in [Har77, Proposition 11.2.2]
gegeben. O

Wir verfolgen weiter die Vorgehensweise bei affinen Varietdten und definie-
ren nun Morphismen zwischen affinen Schemata. Dort konnten wir einfach
stetige Funktionen f verwenden, sodass die zugehorige Abbildung f# wie im
vorigen Abschnitt definiert, reguldre Funktionen auf reguldre Funktionen ab-
bildet. Dies ist hier nicht moglich, da regulédre Funktionen Werte in beliebigen
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Korpern haben, die nicht miteinander vergleichbar sind. Wir wollen also die
Abbildung f# mit in das Datum eines Morphismus aufnehmen. Dazu verlan-
gen wir geniigend viel Kompatibilitdt mit der stetigen Abbildung, dass die
untenstehende Proposition wie aus dem Fall affiner Varietdten gewohnt,
gilt.

Ein lokal geringter Raum ist ein geringter Raum (X, Ox) sodass an jedem
Punkt P € X der Halm Ox p ein lokaler Ring ist. Wir bezeichnen (wei-
terhin) das maximale Ideal von Ox p mit mx p und den Restklassenkorper
Ox p/myx p mit k(P). Mit dieser Definition ist ein affines Schema nun nicht
nur ein geringter Raum, sondern genauer ein lokal geringter Raum nach Pro-
position[13.2]

Ein Morphismus lokal geringter Raume zwischen (X, Ox) und (Y, Oy) ist ein
Paar (f, f*) bestehend aus einer stetigen Abbildung f : X — Y und einem
Garbenmorphismus f# : Oy — f.Ox, sodass die induzierten Abbildungen
fﬁ : Oy, r(py — Ox p auf den Halmen lokale Homomorphismen sind. Da-
bei wird ein Homomorphismus ¢ : R — S zwischen lokalen Ringen lokal
genannt, falls ¢~1(mg) = mpg ist. Ein Morphismus von affinen Schemata ist ein
Morphismus lokal geringter Raume.

Proposition 13.3 Seien X = Spec RundY = Spec S affine Schemata. Dann gibt es
eine funktorielle, pfeilrichtungsinvertierende Bijektion zwischen Morphismen X — 'Y
und Ringhomomorphismen S — R.

Beweis: Ist ¢ : S — R ein Ringhomomorphismus, so definieren wir f : X — Y
durch f(p) = ¢ (p). Damit ist f~*(Z(a)) = Z(p(a)) fiir jedes Ideal a von S
und somit ist f stetig. Die Lokalisierung von ¢ bei einem Primideal p C R
gibt einen Homomorphismus ¢, : S,-1,) — Ry. Sei V' C Y offen vorgege-
ben. Nach Definition der Strukturgarben gibt das Produkt dieser Homomor-
phismen fiir alle p € f~1(V) einen Homomorphismus Oy (V) — Ox (f~1(V)).
Man tiberpriift dazu noch, dass falls ein Schnitt in Oy (V') lokal durch s; /s2 mit
s; € S gegeben ist, so ist das Bild durch ¢(s1)/¢(s2) gegeben. Diese Homo-
morphismen sind offenbar mit Einschrankungsabbildungen vertraglich und
definieren den gesuchten Garbenmorphismus f# : Oy — f.Ox. Da die zu-
gehorige Abbildung auf den Halmen gerade der lokale Homomorphismus ¢,
ist, ist f # in der Tat ein Morphismus lokal geringter Raiume.

Gegeben sei nun ein Morphismus (f, f#) lokal geringter Raume. Aufgrund
der letzten Aussage in Propositionist f# (Spec(S)) ein Homomorphismus
p:S5—R.

Wir miissen nun noch priifen, dass die Zuordnungen zueinander invers
sind. Ausgehend von einem Ringhomomorphismus ist das offensichtlich, vgl.
die obige Bemerkung {iiber das Bild eines Schnittes s;/s>. Ausgehend von
(f, f) erhalten wir ¢ = f#(Spec(S)). Die Halmabbildungen fp# P Sp-1(p) —
R, sind also durch Lokalisieren von ¢ entstanden. Aufgrund der Vorausset-
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zung, dass ff ein lokaler Homomorphismus ist, muss ¢! (p) = f(p) sein. Da-
mit haben wir f aus ¢ zuriickgewonnen. Da aber der Garbenmorphismus f#
nach Definition der Strukturgarbe durch die Halmmorphismen bestimmt ist,
gewinnen wir diesen auch aus ¢ zuriick. Insgesamt zeigt dies die Bijektivitat
der Zuordnungen. O

Schliefdlich definieren wir ein (allgemeines) Schema als einen lokal geringten
Raum (X, Ox), der eine offene Uberdeckung durch Mengen U; besitzt, sodass
(Ui, Ox|y;) ein affines Schema ist. Auch hier ist ein Morphismus von Schemata
ein Morphismus lokal geringter Rdume.

Nach der Terminologie des vergangenen Abschnitts sollte man konsequen-
terweise das eben definierte Objekt ein Praschema nennen und fiir Schemata
eine abgeschlossene Diagonale. Dies ist in dlterer Literatur manchmal tiblich,
inzwischen ist es aber iiblich geworden, ein Schema mit abgeschlossener Dia-
gonale separiert zu nennen.

Wir halten noch fest, dass wir zum Verkleben von Prévarietdten lediglich
einen Morphismus von geringten Riumen auf den Verklebemengen verwen-
det haben. Folglich konnen wir diese Konstruktion wortlich auf Schemata
tibertragen.

Damit das Konzept von Schemata eine Verallgemeinerung des Varietdten-
konzepts ist, sollten Pravarietdten stets Schemata sein, und Varietéten stets se-
parierte Schemata. Dies ist auch richtig, allerdings muss man beim Vergleich
der topologischen Raume aufpassen, denn die Punkte einer Varietdt sind nur
die abgeschlossenen Punkte des zugehorigen Schemas. Ausserdem miissen
wir den Grundkorper festhalten. Diese leistet folgender Begriff.

Sei S ein Schema. Ein Schema iiber S ist ein Schema X zusammen mit einem
Morphismus X — S. Morphismen von Schemata iiber S sind Morphismen,
die mit der Abbildung nach S kommutieren. Die Schemata tiber S bilden eine
Kategorie, die wir mit Gch(.S) bezeichnen. Ist S = Spec(A) affin, so ist insbe-
sondere im Fall A = k ein Korper auch die Bezeichnung Sch(k) gebrauchlich.

Proposition 13.4 Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so gibt es einen voll-
treuen Funktor t : PVar(k) — Sch(k) der einer Privarietit X mit Grundkorper k
ein Schema iiber k zuordnet. Die Punkte des topologischen Raums, der t(X) zugrunde
liegt, sind die abgeschlossenen Teilmengen von X und die reguliren Funktionen auf
t(X) sind die Restriktion der requliren Funktionen auf X auf diesen Teilraum.

Beweis: Wir beginnen mit den zugrundeliegenden topologischen Rdumen.
Wir definieren ¢(X) als die Menge der nichtleeren abgeschlossenen Teilmenge
von X. Diese Mengen machen wir zu einem topologischen Raum, indem wir
die abgeschlossenen Mengen als die Mengen der Form #(Y') fiir Y C X abge-
schlossen definieren. Zu einer stetigen Abbildung f : X; — X, basteln wir
eine Abbildung ¢(f) : t(X1) — t(X32), indem wir eine irreduzible abgeschlos-
sene Menge auf den Abschluss des Bildes schicken. Man tiberpriift, dass diese
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Abbildung wieder stetig ist. Damit haben wir den topologischen Teil der Ab-
bildung ¢.

Zur Konstruktion von Strukturgarben verwenden wir das gleiche Prinzip
und definieren zunéchst eine stetige Abbildung « : X — ¢(X), indem wir eine
irreduzible abgeschlossene Menge auf den Abschluss des Bildes schicken.

Sei also nun X eine Pravarietdt. Wir wollen zeigen, dass (t(X), ax(Ox)) ein
Schema ist. Da Prévarietdten durch affine Varietdten tiberdeckt sind und der
Schemabegriff auch mit Uberdeckungen definiert ist, geniigt es den Fall einer
affinen Varietdt X mit Koordinatenring A = A(X') zu betrachten. Wir definie-
ren das Pendant zu « auf einer solchen affinen Teilmenge, d.h. einen Morphis-
mus lokal geringter Raiume

B:(X,0x)—Y = Spec(A)

wie folgt. Auf Punkten sei dies 3(P) = mp, das maximale Ideal, das zu P
gehort. Dies ist eine Bijektion auf die Menge der abgeschlossenen Punkte und
ein Homodomorphismus auf das Bild. Seinun U C Y gegeben. Wir wollen eine
Abbildung
B Oy (U) = B.0x(U) = Ox(B71(V))

definieren. Sei s € Oy (U) vorgegeben und P € 3~(U). Wir definieren den
Wert von 37 (s) im Punkt P, indem wir den Halm sp € Oy.p & Anp, nehmen
und ihn modulo mp reduzieren, um so ein Element von & zu bekommen. Dass
wir so in der Tat eine reguldre Funktion definiert haben, liegt an der Definition
von Oy (U), denn die Schnitte dort sind lokal in einer Umgebung Quotienten
von Elementen von A. Man {iberpriift nun, dass Oy (U) = Ox (87 1(U)) gilt.

Um den Morphismus nach Spec(k) anzugeben ist auf der Seite der topo-
logischen Rdaume nichts zu tun (alles wird auf einen Punkt abgebildet) und
wir miissen einen Homomorphismus k — Oy x)(t(X)) angeben. Auf jedem
affinen Teil ¢(V') von ¢(X) mit Koordinatenring einer k-Algebra A = A(V) ist
Oyx)(t(V)) = A und der gesuchte Ringhomomorphismus k¥ — A ist die k-
Algebreninklusion.

Die Verifikation der restlichen Behauptungen verbleibt als Ubung. 0

Mit dem gleichen Beweis zeigt man auch die folgende, starkere Version von
Proposition in der nur das Bild des Schemamorphismus als affin voraus-
gesetzt wird, analog zu Korollar[5.5

Korollar 13.5 Sei Y = Spec S ein affines und X ein beliebiges Schema. Dann gibt es
eine funktorielle, pfeilrichtungsinvertierende Bijektion zwischen Morphismen X — 'Y
und Ringhomomorphismen S — Ox (X).

Beispiel 13.6 Wir bezeichnen mit A}, = Spec(k[z1,...,z,]) das Schema des
affinen Raums der Dimension r iiber einem beliebigen Korper k. Die Notation
unterscheidet sich bewusst von der Notation A" (k) fiir die Varietét, die wir als
affinen Raum der Dimension 7 in Abschnitt 2| eingefiihrt haben,
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Zum Schluss noch ein paar Vokablen in der Schemasprache. Ein Schema
wird zusammenhiingend bzw. irreduzibel genannt, falls der zugrundeliegende to-
pologische Raum diese Eigenschaft hat. Ein Schema X wird reduziert genannt,
falls fiir alle U C X offen, der Ring Ox (U) keine nilpotenten Elemente be-
sitzt. Das Schema X wird integer genannt, falls fiir alle U C X offen, der Ring
Ox (U) ein Ganzheitsring ist. Man zeigt, dass X integer ist, genau dann wenn
es reduziert und irreduzibel ist.

Ein Schema X ist lokal noethersch, falls es von affinen Schemata U; = Spec(A4;)
tiberdeckt werden kann, wobei die Ringe A; noethersch sind. Das Schema X
wird noethersch genannt, falls es eine solche Uberdeckung mit endlich vielen
U; gibt. Man kann nun zeigen:

Proposition 13.7 Ein Schema ist lokal noethersch, genau dann wenn fiir jede offene
Teilmenge U C X der Form U = Spec(A) der Ring A noethersch ist.

Beweis: Siehe z.B. [Har77, Proposition I1.3.2]. O

14 Tensorprodukte und Fasern

Die korrekte Definition der Faser eines Morphismus war eine der Motiva-
tionen zur Einfiihrung der Schemasprache. Bisher haben wir bereits Produk-
te von affinen und quasi-projektiven Varietdten betrachtet und mit Hilfe der
Segre-Einbettung wieder als quasi-projektive Varietdt erkannt. Dies verallge-
meinern wir nun auf beliebige Schemata iiber einem gemeinsamen Basissche-
ma S.

Seien fx : X — Sund fy : Y — S Schemata tiber S. Ein Schema wird
Faserprodukt von X und Y {iber S genannt und mit X xg Y bezeichnet, falls es
Morphismenpy : X xgY — X und py : X xgY — Y mit fxopx = fyopy gilt
und folgende universelle Abbildungseigenschaft erfiillt ist. Ist Z ein Schema
mit Morphismen ¢y : Z -+ X und gy : Z — Y, sodass fx o gx = fy o gy gilt,
dann gibt es genau einen Morphismus h : Z — X xg Y mit ¢, = px o h und
qv =py o h.

Proposition 14.1 Das Faserprodukt zweier Schemata iiber S existiert und ist bis auf
Isomorphie eindeutig.

Beweis: Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie ist unmittelbare Konsequenz der
Definition eines Faserprodukts durch eine universelle Abbildungseigenschaft.

Wir konstruieren das Faserprodukt in mehreren Schritten. Im ersten Schritt
seien S = Spec(R), X = Spec(A) und Y = Spec(B) alle affin. Dann behaupten
wir, dass X xgY = Spec(A ®pr B) ist. Die Abbildungen 4 bzw. ¢¥)p von A
bzw. B in das Tensorprodukt definieren die gesuchten Abbildungen px und
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py nach Proposition Das Datum (Z, gx, qy) ist nach Korollar dqui-
valent zu Ringhomomorphismen ¢4 : A — Oz(Z) und ¢p : B — Oz(Z), die
nach Prakomposition mit dem Morphismus R — A bzw. R — B iibereinstim-
men. Nach Definition des Tensorprodukts gibt es also genau eine Abbildung
¢: A®r B — Oz(Z), sodass ¢ op4 = ¢4 und ¢ o g = ¢p. Ubersetzt in
die Sprache von Morphismen zwischen Schemata gibt dies wieder mit Korol-
lar[I3.5)genau die gesuchte Abbildung Z — Spec(A ®r B).

Im zweiten Schritt fangen wir an, diese Konstruktionen zu verkleben. Wir
starten mit folgender Beobachtung. Um einen Morphismus f : X; — X5 zwi-
schen zwei Schemata anzugeben, gentigt es eine Kollektion von Morphismen
fi + Uy — Xo auf einer offenen Uberdeckung Ui,i € I anzugeben, die auf
den Durchschnitten U; N U; {ibereinstimmt. Dabei verwenden wir wesentlich
die Garbeneigenschaft der Strukturgarben. Die zweite Vorbemerkung ist, dass
falls X xg Y existiert und U C X offen ist, dann ist py,' (U) das Faserprodukt
U x5 Y. Dies zeigt man, indem man Morphismen Z — p* (U) mit der Inklusi-
on py (U) — X xgY verkettet und dort die universelle Abbildungseigenschaft
anwendet.

Wir nehmen nun an, dass wir fiir eine offene Uberdeckung X; von X ge-
zeigt haben, dass die Faserprodukte X; xg Y existieren und wollen zeigen,
dass X xg Y existiert. Dazu miissen wir diese entlang der Uberlappungen
verkleben. Sei also X;; = X; N X; und U;; = Py 1 (Xij). Dann ist nach der zwei-
ten Vorbemerkung sowohl U;; als auch Uj; das Faserprodukt von X;; = Xj;
mit Y tiber S. Wir verwenden nun, dass Faserprodukte bis auf Isomorphie ein-
deutig sind und erhalten einen Isomorphismus von Schemata ¢;; : U;; — Uj;.
Entlang dieser Isomorphismen kénnen wir nun die Faserprodukte X; xgY zu
X xg Y verkleben. Wir weisen nun die Abbildungseigenschaft davon nach.
Sei also (Z,qx,qy) gegeben. Dann definieren wir Z; = q)}l (X;) und erhal-
ten nach Definition von X; xg Y Morphismen h; : Z; — X; xg Y, die mit
den Projektionen auf X und Y vertauschen. Diese stimmen auf Z; N Z; tiber-
ein, denn dort ist der Morphismus eindeutig, aufgrund der Abbildungseigen-
schaft von X;; x5 Y = Xj; xg Y. Also verkleben die h; zu einem Morphismus
h:Z — X xgY, der die gewtinschte Eigenschaft gx = pxohund ¢y =pyoh
hat.

Dieses Prinzip wenden wir ausgehend vom Fall, dass alle beteiligten Sche-
mata affin sind, an. Seien also S und Y affin und X durch affine X; iiberdeckt.
Dann existiert also das Faserprodukt X xg Y. Durch Vertauschen der Rollen
konnen wir nun Y beliebig und X durch affine X; tiberdeckt behandeln und
erhalten somit die Existenz des Faserprodukts, wenn wir nur S affin voraus-
setzen.

Im letzten Schritt iberdecken wir also S durch affine Schemata S;, set-
zen X; = f;l(Si) und Y; = f;l(SZ—), und verwenden die Faserprodukte
F; = X; xg, Y;, die nach den bisherigen Schritten existieren. Wir behaup-
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ten, dass F; = X; xg Y ist. Um das einzusehen, seien ¢x; : Z — X; und
qv,i : Z — Y Morphismen mit fx o ¢x; = fy o gy,;. Dann muss notwen-
digerweise das Bild von gy in fy 1(S;) = Y; enthalten sein, also haben wir
Morphismen ¢y; : Z — Yj;, die mit den Abbildungen nach S; vertauschen.
Damit gibt die Faserprodukteigenschaft von F; auch die gesuchte eindeutige
Abbildung Z — X; xg Y. Eine weitere Anwendung des allgemeinen Verkle-
beprinzips beweist nun die Existenz des Faserprodukts X xg Y. O

Um die Faser eines Morphismus f : X — S von Schemata zu definieren,
machen wir uns zunéchst klar, dass jeder Punkt P des topologischen Raumes
S einen Morphismus von Schemata Spec k(P) — S definiert, wobei k(P) der
Restklassenkorper von P ist.

Ist f : X — S ein Morphismus, so definieren wir die Faser X, von s tiber
dem Punkt s € S als

Xs = X xgSpec(k(s)) .

Damit wird X, zu einem Schema {iber dem Korper k(s) und man sieht leicht
ein, dass der zugrundeliegende topologische Raum gerade f~(s) ist.

Beispiel 14.2 Sei X = Spec(k[z,y,t]/(x? — ty)) und Y = Spec(k[t]) und f :
X — Y gegeben durch die Inklusion von k-Algebren ¢t — ¢. Dann sind X
und Y integer und f surjektiv. Fiir a € k* ist X, = Spec(k[z,y]/(z* — ay),
also die Parabel ay = z? in der affinen Ebene, und ein integeres Schema. Fiir
a = 0 ist die Faser X = Spec(k[z,y]/(2?) ein nicht-reduziertes Schema, eine
verdoppelte Gerade.

Die folgenden Bemerkungen wurden in der Vorlesung aus Zeitmangel
nur implizit und skizzenhaft verwendet, bzw. auf die Literatur insbesondere
[Har77], Abschnitt I1.4 und II.7 verwiesen.

Wir definieren nun mit Hilfe des Tensorprodukts die relative Version dessen,
was "so abgeschlossen ist wie ein Projektiver Raum’, was also die Eigenschaft
in Korollar nachbildet.

Ein Morphismus f : X — Y wird eigentlich (englisch: proper) genannt, falls
er separiert ist (d.h. das Bild der Diagonale A : X — X xy X ist abgeschlos-
sen, falls er von endlichem Typ ist (d.h. Y kann durch eine endliche Menge af-
finer Schemata V; = Spec(4;) tiberdeckt werden, deren f-Urbild durch affine
Schemata U;; = Spec(B;;) tiberdeckt werden, sodass B;; eine endlich erzeugte
A;-Algebra ist) und (vor allem!) falls f universell abgeschlossen ist (d.h. fiir
jeden Morphismus (‘Basiswechsel’) Z — Y ist fz : X xy Z — Z universell
abgeschlossen).

Beispielsweise ist die Projektion A} — Spec(k) abgeschlossen, aber nicht
universell abgeschlossen, wie man an der Hyperbel nach Basiswechsel mit
Al — Spec(k) sieht.
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Es fehlt eine Diskussion der Bewertungskritieren fiir separierte und eigent-
liche Morphismen und damit die Verkettungseigenschaften solcher Morphis-
men. Das wichtige Beispiel projektiver Morphismen wird am Ende von Ab-
schnitt[T16| kurz angerissen.

15 Vektorbuindel und koharente Garben

In Abschnitthaben wir Garben definiert, aber aufser der Strukturgarbe (und
Garben die durch Morphismen daraus hervorgehen) fast keine Beispiele oder
Konstruktionen kennengelernt. Ziel dieses Abschnitts ist den Werkzeugkasten
zur Konstruktion von Garben stark zu erweitern. Die wichtigsten Beispiele,
die bei der Klassifikation von Varietdten vorkommen, werden uns dann im
tiberndchsten Abschnitt {iber Differentialformen begegnen.

Sei (X,Ox) ein geringter Raum. Eine Ox-Modul ist eine Garbe F auf X,
sodass F(U) ein Ox(U)-Modul fiir alle offenen U C X ist und sodass die
Restriktionsmorphismen kompatibel mit der Modulstruktur sind. Homomor-
phismen zwischen Ox-Moduln sind Garbenmorphismen, die mit den Ox-
Modulstrukturen vertraglich sind.

Die Kategorie der Ox-Moduln ist abgeschlossen unter “allen erdenklichen’
Operationen. Kerne, Kokerne, Bilder, direkte Summen, direkte Produkte, in-
verse Limiten von Ox-Moduln sind wieder O x-Moduln. Sind F und G zwei
Ox-Moduln, so definieren wir das Tensorprodukt 7 @ G als die Garbe zur
Priagarbe U — F(U) ®o vy G(U). Wir definieren die Hom-Garbe Hom(F, G)
durch U — Hom(F(U),G(U)). (Hierbei miissen wir nicht nochmal Garbifizie-
ren.) Tensorprodukt und Hom-Garbe sind wiederum O x-Modulgarben.

Eine freie Garbe ist eine Garbe, die isomorph zu O®" fiir ein n € N ist. Dabei
wird n der Rang der freien Garbe genannt. Wéahrend dies ein relativ banaler
Begriff ist, definiert der folgende Begriff eine grofie Klasse wichtiger Beispiele.

Eine lokalfreie Garbe ist eine Garbe F, zu der es eine Uberdeckung von X
durch offene Mengen U; gibt, sodass die Einschrankung F|y, frei ist. Falls X
zusammenhingen ist, ist der Rang einer lokalfreien Garbe auf jeder trivialisie-
renden offenen Menge gleich.

Das Hauptkonstruktionsprinzip fiir Beispiele ist, dass Modulgarben auf af-
finen Schemata nichts anderes als Moduln sind. Die folgende Konstruktion
sollte an die der Garbifizierung erinnern.

Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann definieren wir die zu M assozi-
ierte Garbe M wie folgt. Auf einer offenen Menge U ist eine Schnitt von M(U)
ein Produkt von Schnitten in den Halmen zu den Punkten in U mit der Kon-
sistenzbedingung, dass die Schnitte in den Halmen auf kleinen Umgebungen
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sich als globale Quotienten schreiben lassen. Prazise gesagt,

M(U) = {s = {sp}pev, sp € M, und fiir all p gibt es eine Umgebung
VCUundme M,r € R,sodass
sg=m/r und r¢q furalle qeV}.

Die folgende Proposition zeigt man mit den gleichen Argumenten wie Pro-
position siehe [Har77], Proposition 5.1.

Proposition 15.1 Ist M ein R-Modul und X = Spec(R), so ist fiir jeden Punkt
p € X der Halm von M bei p gleich der Lokalisierung M,. Die Schnitte M (Xy) der
Garbe iiber auf den Nichtverschwindungsort von f € R sind gerade M. Insbesondere
ist M(X) = X.

Eine Garbe F von Ox-Moduln, die lokal von dieser Konstruktion her-
kommt, sodass also fiir jede affine offene Teilmenge U C X die Einschrankung
Flu von der Form My, fiir einen Ox (U)-Modul My ist, wird quasi-kohiirent ge-
nannt. Man kann zeigen ([Har77] Proposition 5.4 ), dass Quasi-Kohédrenz eine
lokale Eigenschaft ist, dass also F bereits quasi-kohdrent ist, falls eine offene
Uberdeckung von X existiert, sodass auf den Uberdeckungsmengen F|;; von
der Form ]\75 fur einen Ox(U)-Modul My ist. Eine quasi-kohdrente Garbe
wird kohiirent genannt, wenn zudem die Moduln My endlich erzeugt sind.

Nicht alle Ox-Moduln sind quasi-kohédrent. Wir betrachten dazu X = A}f,
j:U=X\{0} - X die Inklusion und F = 5Oy die Fortsetzung durch Null,
wie in Aufgabe 11.2 definiert. Der einzige globale Schnitt dieser Garbe ist der
Nullschnitt. Wenn F = M wire, miisste nach der obigen Proposition M = 0
sein, was aber offensichtlich nicht sein kann.

Lokalfreie Garben sind offenbar auch kohérent, aber nicht alle (quasi-) ko-
hérenten Garben sind lokalfrei.

Beispiel 15.2 Die Wolkenkratzergarbe auf X = P} (vgl. Aufgabe 11.1) mit
nichttrivialem Halm genau beim Punkt P = (0 : 1) ist kohdrent, aber nicht
lokal-frei. Auf der offenen Menge Uy = X \ P ist sie offenbar die assoziierte
Garbe zum Nullmodul und auf U; = X \ {(1 : 0) = Spec(k[z1]) betrachten
wir den Modul M; = k mit der Modulstruktur f - A = f(0)\ fur f € k[z1] und
A € M. Dann ist offenbar die assoziierte Garbe zu M, gerade die Einschran-
kung der Wolkenkratzergarbe

Wir konnen dieses Beispiel auch anders motivieren. Lokalfreie Garben kom-
men beim Studium von (nicht-singuldren) algebraischen Varietiten “als Erstes’
bzw. ’am haufigsten” vor und man kann sie sich mit der Vektorbiindelperspek-
tive (siehe unten) am einfachsten vorstellen. Lokalfreie Garben sind auch unter
vielen Operationen abgeschlossen.
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Die direkte Summe und das direkte Produkt lokalfreier Garben ist lokalfrei.
Das Tensorprodukt zweier lokalfreier Garben ist lokalfrei. Sind F und G lo-
kalfrei, so ist die Hom-Garbe Hom(F, G) wieder lokalfrei. Als Spezialfall hier-
von definieren wir die duale Garbe von F also F¥ = Hom(F,Ox) und es gilt
(FY)¥ = F. Auch der Kern eines Morphismus zwischen lokalfreien Garben ist
wieder lokalfrei.

Aber der Kokern eines Morphismus zwischen lokalfreien Garben ist im
Allgemeinen nicht lokalfrei. Dazu betrachten wir Y = A} = Spec(k[z1])
und den Morphismus zwischen den Strukturgarben der durch Multiplika-
tion mit xy definiert wird. Der Kokern dieses Morphismus ist die Rang-1-
Wolkenkratzergarbe im Nullpunkt, die kein Vektorbiindel aber eine kohérente
Garbe ist, wie wir im vorangehenden Beispiel gesehen haben.

Bei quasi-kohérenten Garben tritt dieses Problem nicht auf. Man kann sich
die folgende Proposition unter dem Slogan 'Kohédrente Garben bilden eine
abelsche Kategorie” merken.

Proposition 15.3 Sei R ein Ring, X = Spec(R) und M, N seien R-Moduln.
i) Es gibt eine Bijektion zwischen Morr_ pjoq(M, N) und Morp,, — MOd(M , N ).

ii) Eine kurze Sequenz von R-Moduln ist exakt genau dann wenn die kurze Se-
quenz der assoziierten Ox-Moduln exakt ist.

iii) Es gelten M@ N = ]\m, sowie M @ N = M @ N und (M)Y = MV,
Beweis: In i) erhdlt man ausgehend von einem Morphismus von O x-Moduln
einen Morphismus von R-Moduln, in dem man den Morphismus auf den
globalen Schnitten verwendet. Umgekehrt induziert ein Morphismus von R-
Modulen einen Morphismus der Lokalisierungen bei jedem Primideal. Damit
erhilt man die umgekehrte Zuordnung und die beiden sind offensichtlich in-
vers zueinander.

Zum Beweis von ii) erinnern wir daran, dass man Exaktheit einer kurzen
Sequenz von Garben nach Aufgabe 11.4 c) durch Exaktheit an den Halmen
testen kann und dass Lokalisieren an einem Primideal ein exakter Funktor ist
(vgl. z.B. [RommAlg], Satz 6.14).

Auch die Aussagen in iii) folgen auf die gleiche Art: Man kann den Wahr-
heitsgehalt an den Halmen testen und hat sich auf den entsprechenden be-
kannten Aussagen iiber Lokalisierungen von Moduln reduziert. 0

In Abschnitt[7lhaben wir jedem Punkt einer Varietdt den Tangentialraum zu-
geordnet. Jedem Punkt einen Vektorraum zuzuordnen ist die Grundidee eines
Vektorbiindels, aber in allen Fillen, in denen der Begriff niitzlich ist, will man
zudem, dass der Vektorraum in verniinftiger Weise vom Punkt abhidngt. Die
triviale Art ein solches Biindeln zu konstruieren, wére einfach jedem Punkt
den gleichen, festen Vektorraum zuzuordnen. Der Begriff des Vektorbiindels
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ist in verschiedenen Kategorien (topologische Rdume, differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten, Schemata) sinnvoll und besagt, dass man solch eine Triviali-
sierung lokal (in der entsprechenden Topologie und mit den entsprechenden
Morphismen der Kategorie) finden kann. Wir kommen auf die Definition des
Tangentialbiindels im ndchsten Abschnitt zurtick.

Ein Vektorbiindel vom Rang r iiber einem Schema X {iiber k ist ein k-
Morphismus 7 : ' — X, sodass es eine Uberdeckung von X durch offene
Mengen U; und Isomorphismen 1; : 7= 1(U;) — AJ x U; gibt, sodass die Ver-
kettungen v; o wj_l € Aut((U; N Uj) x AJ) lineare Abbbildungen in den Koor-
dinaten von Aj, sind.

Proposition 15.4 Fiir jedes Schema X iiber k gibt es fiir jedes r eine natiirliche Bi-
jektion zwischen Vektorbiindeln vom Rang r auf X und lokalfreien O x-Moduln vom
Rang r.

Beweis: Gegeben ein Vektorbiindel 7 : ' — X, so definieren wir eine Garbe F
als die Garbe der Schnitte von 7, d.h.

F(U) = {k-Morphismen s: U — F mit wos=idy}.

Diese Garbe ist eine Ox-Modulgarbe, da die Fasern von 7 allesamt k-
Vektorraume sind und somit mit Skalaren (dem Werte einer reguldren Funk-
tion im entsprechenden Punkt) multipliziert werden konnen. Auf einer Men-
ge U;, die zur Trivialisierung des Vektorbiindels benutzt wird, ist ein Schnitt
in F(U;) gerade ein k-Morphsimus U; — A} und somit durch r unabhéngige
Funktionen definiert. Dies zeigt, dass F lokalfrei ist.

Sei umgekehrt F eine lokalfreie Garbe. Per Definition gibt es eine offene
Uberdeckung von X durch U; und Isomorphismen v; : Fly, — O(EJB;. Mit Hilfe
dieser Isomorphismen verkleben wir die Schemata U; x A}, entlang der Schnitt-
mengen (U;NU;) x A}, durch den Isomorphismus id,ny, X Qpiowj_l. Dass wioqu_l
nach Definition ein Isomorphismus von Oy,ny,-Moduln ist, bedeutet gerade,
dass diese Abbildung linear in den Koordinaten von AJ, ist. O

Vektorbiindel vom Rang 1 werden auch Geradenbiindel genannt. Aufgrund
der Proposition verwendet man den Begriff auch fiir lokalfreie Garben vom
Rang 1. Wir bezeichnen die Menge aller Geradenbiindel auf X mit Pic’(X). Die
Menge Pic’(X) besitzt eine Gruppenstruktur, in der die Multiplikation durch
das Tensorprodukt und das neutrale Element durch die Strukturgarbe gegeben
ist. Das inverse Element ist die duale Garbe aufgrund von

FRF' = F@Hom(F,0x) = Ox.

Unser Ziel ist es die Gruppe Pic’(X) mit der Gruppe der Divisorenklassen
Pic(X) auf einer glatten Kurve X zu vergleichen. Um dies zu erreichen sei £
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ein Geradenbiindel auf X, es sei s € L£(U) ein Schnitt auf einer offenen Teil-
menge U von X und P € X ein (abgeschlossener) Punkt. Dann definieren
wir die Verschwindungsordnung ordp(s) von s im Punkt P als die Verschin-
dungsordnung der reguldren Funktion ¢ (s) in P, wobei ¢ : L]y — Oxlv
ein Isomorphismus ist, der £ auf einer Umgebung V' von P trivialisiert. Hier-
bei verwenden wir, dass ein regulédrer lokaler Ring der Dimension Eins ein
diskreter Bewertungsring ist (JAM69] Proposition 9.2). Man sieht, dass dieser
Begriff wohldefiniert ist, denn wenn ¢ eine weitere Trivialisierung ist, so ist
o)’ ein Automorphismus von Ox |y, also gegeben durch eine auf V nirgends
verschwindende reguldre Funktion und diese dndert die Verschwindungsord-
nung nicht. Ist s € £(X) ein globaler Schnitt von £, so definieren wir dessen
Divisor als

div(s) = Y ordp(s) - [P]. (15.1)

PeX

Wir wiirden gerne einem Geradenbiindel den Divisor eines globalen
Schnitts zuordnen. Nur hat leider nicht jedes Geradenbiindel einen globalen
Schnitt. (Man denke zum Beispiel an X = P!(k) und die lokalfreie Garbe
der rationalen Funktionen, die mindestens einmal im Punkt P = (1 : 0) ver-
schwinden.) Die Losung dieses Problems ist folgender Begriff.

Ein rationaler Schnitt auf U des Geradenbiindels £ ist ein Element von (£ ®
K(X))(U). Dabei ist K (X) die konstante Garbe rationaler Funktionen auf X,
offenbar auch eine O x-Modulgarbe. Mit der gleichen Definition wie oben hat
auch ein rationaler Schnitt eine wohldefinierte Verschwindungsordnung, die
nun auch negativ sein kann. Die Definition des Divisors eines Schnitts
konnen wir wortlich auch fiir rationale Schnitte ausdehnen.

Lemma 15.5 Sei P ein glatter Punkt auf einer Kurve X. Dann gibt es eine Um-
gebung U von P und eine requlire Funktion pp € Ox (U), sodass die Verschwin-
dungsordnung von @p bei P gleich Eins ist und sodass @ p ungleich Null auf U \ P
ist.

Beweis: Sie ¢p eine reguldre Funktion, deren Keim einen Erzeuger von
mp/m% reprasentiert. Dann hat pp die gewiinschte Verschwindungsordnung
und in dem man U klein genug wéhlt, hat ¢ p keine Nullstellen auf U. O

Proposition 15.6 Ist X eine glatte Kurove, so ist Pic'(X) = Pic(X).

Zum Beweis fiihren wir folgenden Begriff ein. Ein Divisor D =} .y ap- P
heifdt effektiver Divisor, in Zeichen D > 0, falls a, > 0 fiir alle P € X. Die
Divisoren von Schnitten in sind effektive, die Divisoren von rationalen
Schnitten im allgemeinen nicht.

Beweis: Wir behaupten, dass die Zuordnungen

L — div(s) wobei s ein rationaler Schnitt von £ auf X ist,
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und
D — O(D), wobei O(D)(U) ={¢ € K(X) :div(p)+D >0 aufU },

wohldefiniert und zueinander inverse Gruppenhomomorphismen sind.

Zunichst ist zu priifen, dass es zu jedem Geradenbiindel einen rationalen
Schnitt auf X gibt. Dazu kdnnen wir zum Beispiel mit der konstanten Funk-
tion Eins auf einer offenen Menge beginnen Uy, auf der £ trivialisiert ist (d.h.
nachdem wir einen Isomorphismus L[|y, = Ox|y, gewdhlt haben). Auf einer
benachbarten offenen Menge Us, in der L ebenfalls trivialisiert ist, ist Eins-
funktion auf U, eine rationale Funktion fi;, usw., sodass wir insgesamt einen
Schnitt von £ ®p, K (X) erhalten.

Als Néchstes bemerken wir, dass die Klasse des Divisors div(s) nicht von
dem gewdhlten Schnitt abhéngt, denn falls s’ ein weiterer Schnitt ist, so ist s/s’
in rationaler Schnitt von O, also eine rationale Funktion, und deren Divisoren
haben wir gerade beim Ubergang zur Divisorenklasse herausdividiert.

Die Garben O(D) sind in der Tat Geradenbiindel. Dazu nehmen wir fiir je-
des Q € X ein Umgebung V her, die keinen Punkt P mit ap > 0 enthlt.
Auf dieser Umgebung liefert Multiplikation mit goZQQ den gewdiinschten Iso-
morphismus O(D)|y — O|y, wobei g die Funktionen aus dem vorangehen-
den Lemma sind.

Die Isomorphieklasse von O(D) hangt nicht von der Wahl des Vertreters D
in seiner Divisorenklasse ab, denn falls D’ = D + div(¢) fiir eine rationale
Funktion 1, so liefert Multiplikation mit ¢ den gewiinschten Isomorphismus
O(D) — O(D").

Um zu zeigen, dass die Verkettung in der einen Richtung die Identitét ist,
sie £ gegeben und ein rationaler Schnitt s gew&hlt. Dann miissen wir zeigen,
dass £ = O(div(s)) ist. Die Abbildung ¢ — ¢/s leistet dies.

Fiir die umgekehrte Verkettung starten wir mit einem Divisor D und neh-
men den rationalen Schnitt Eins von O(D). Um die Verschwindungsordnung
dieses Schnittes in einem Punkt P zu messen, verwenden den lokalen Isomor-
phismus von O(D)|y — Oy, den wir oben konstruiert haben. Die Verschwin-
dungsordnung ist also die von 1 - goaQQ und diese ist gerade.

Schliesslich bleibt noch die Homomorphieeigenschaft einer der Abbildun-
gen zu zeigen. Falls s bzw. s rationale Schnitt von £ bzw. von £’ sind, dann ist
ss’ ein rationaler Schnitt von £ ® £" und div(ss’) = div(s) + div(s’). O

Beispiel 15.7 Sei K ein Zahlkorper, O der Ganzzahlring in K. Dann ist
ein gebrochenes O g-Ideal (d.h. ein O g-Untermodul I von K, sodass es ein
a € K* gibt mit al C Og) in K genau das selbe wie ein Geradenbiindel
tiber Spec(O ). Insbesondere ist die Idealklassengruppe aus der algebraischen
Zahlentheorie ein Beispiel fiir die Picardgruppe einer glatten Kurve.

Zum Beweis bendtigt man ein paar Aussagen aus der kommutativen Alge-
bra. Zunéchst ist ein gebrochenes O i-Ideal (automatisch invertierbar, da wir
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uns auf den Ganzheitsring eingeschrankt haben und damit) ein endlich er-
zeugter projektiver O g-Modul. Weiterhin sind die endlich erzeugten projekti-
ven Moduln iiber lokalen Ringen frei, also alle Lokalisierungen von I an Prim-
idealen sind frei. Gegeben ein Punkt in Spec(O ), also ein Primideal p suchen
wirein s € O \ p, sodass die Lokalisierung I frei ist. Da die Lokalisierungen
bei p frei (und vom Rang 1) sind, gibt es einen Homomorphismus a : O — I,
dessen Kern N und Kokern C' nach Lokalisierung bei p zum Nullmodul wer-
den. Da C als Quotient von I endlich erzeugt ist, gibt es ein f € Ok \ p mit
C¢ = 0. Also haben wir eine exakte Sequenz 0 — Ny — (Og)f — Iy — 0,
welche spaltet, da I und damit /; projektiv sind. Damit ist der Kern Ny auch
ein Quotient, endlich erzeugt und damit gibt es ein g € O \ p mit (Ns), = 0.
Es gentigt nun s = fg zu setzen.

Hier sehen wir den Nutzen, die Schemasprache allgemein eingefiihrt zu ha-
ben: die Kurve Spec(Of) hier ist ein eindimensionales Schema und keine k-
Varietit fiir irgendeinen Korper k.

16 Projektive Schemata

Projektive Schemata verhalten sich zu allgemeinen Schemata wie projektive
Varietdten zu allgemeinen Varietdten: Es ist eigentlich ein Spezialfall, projek-
tive Schemata konnen aus affinen Schemata zusammengeklebt werden, aber
der Spezialfall ist so wichtig (z.B. haben wir universelle Abgeschlossenheit be-
reits gesehen und werden Invarianz von wichtigen kohomologischen Grofsen
in Familien projektiver Schemata noch sehen) und so bequem (aufgrund der
Beschreibung mit Hilfe von graduierten Ringen, dass es sich lohnt in der gebo-
tenen Kiirze die Vorgehensweisen von Abschnitt 4 und Abschnitt[13|nochmal
kombiniert zusammenzufassen.

Sei R ein graduierter Ring. Wir definieren Proj(R) als die Menge aller ho-
mogenen Primideale p, welche nicht das irrelevante Ideal R = @40 R ent-
halten. Ist I C R ein homogenes Ideal, so definieren wir Verschwindungsort
von I als

Z(I) = {p €Proj(R):p2I}.

Wie in den genannten fritheren Abschnitten gesehen, bilden Z(I) die ab-
geschlossenen Mengen einer Topologie, die wir die Zariski-Topologie auf
Proj(R) nennen.

Auch auf Proj(R) definieren wir eine Strukturgarbe, durch

Ox(U) = {s=(sp)pev : sp € Ryy),fiirallep € U gibtesV CU
und f,g € Rsodass fiiralleq € V gilt g Z g und 54 = 5 € Ry }-

Der Unterschied zur Definition in Abschnitt|13|ist kaum erkennbar, die Keime
sind nun Element der homogen lokalisierten Ringe R, anstelle von Ry,.
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Ein projektives Schema ist der topologische Raum X = Proj(R) zu einem
graduierten Ring, zusammen mit der Strukturgarbe Ox.

Auch hier gilt das Analogon zu Proposition[13.2] dass die Halme der Garbe
die homogen lokalisierten Ringe sind und die globalen Schnitte auf Nichtver-
schwindungsmengen durch homogene Lokalisierungen. Der Beweis, analog
zu Proposition ist in [Har77|], Proposition 2.5 skizziert.

Proposition 16.1 Ist R ein graduierter Ring und X = Spec(R), so ist der Halm
Ox p von Ox bei p isomorph zum lokalen Ring Ry und fiir jedes f € Rist Ox(Dy)

isomorph zu Ryy. Insbesondere ist Ox (X) = RO,

Wir definieren den projektiven Raum iiber dem Ring S als das Schema P% =
Proj(S[xo, ..., xs]), wobei S[zo,...,z,] wie tiblich die Graduierung mit al-
len z; vom Gewicht Eins hat. Ist S = k = k ein algebraisch abgeschlossener
Korper, so finden wir die Varietdt wieder, die wir als projektiven Raum be-
zeichnet haben. Wie in Abschnitt[13|hat das Schema “projektiver Raum’ mehr
Punkte als die Varietdt ‘projektiver Raum’” und es gilt eine Einbettung von Ka-
tegorien ganz analog zu Proposition Auch die Schema-Version des pro-
jektiven Raumes hat eine Standardiiberdeckung durch n+1 offene Teilmengen
U; = Spec(S[xo, ..., Tiy ... Tp)).

Auch in der projektiven Situation kénnen wir O x-Modulgarben konstruie-
ren, in dem wir von Moduln ausgehen, die nun graduiert sein miissen. Sind
dazu S ein graduierter Ring und M ein graduierter S-Modul. Wir definieren
die zu M assoziierte Garbe M , analog zur affinen Situation, durch

M(U) = {s= {sp}tpev, sp € M) und fiir all p gibt es eine Umgebung
V CUund m € M, r € R, homogen vom gleichen Grad, sodass
sg=m/r und r¢q furalle qeV}.

Der Unterschied ist, dass die Halme in der homogenen Lokalisierung liegen,
und die Gradbedingung an (m, r). Das Analogon zu Proposition gilt hier
ebenfalls, die Ausformulierung ([Har77], Proposition 5.11) ist dem Leser tiber-
lassen.

Der projektive Raum und allgemeiner abgeschlossenes Unterschema X =
Proj(S) in einem projektiven Raum kommt mit einer wichtigen Reihe von Mo-
dulgarben daher, Serre’s Twisting-Garben Ox (n). Diese sind als die assoziierten
Garben zum getwisteten S-Modul S(n), welchen wir in Abschnitt[9|bereits als
S(n)q = Sp+q definiert hatten. Offenbar ist Ox (0) = Ox die Strukturgarbe.

Um diese Twisting-Garben zu verstehen, halten wir folgende Bemerkungen
fest.

i) Jedes homogene Polynom vom Grad n definiert einen globalen Schnitt
von Ox(n), d.h. einen Schnitt von Ox (n)(X).

ii) Fur n < 0 hat Ox(n) keine globalen Schnitte.
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iii) Ist f ein homogenes Polynom vom Grad d, so ist 1/f ein Schnitt von

Ox (=d)(D(f))-

Proposition 16.2 Es gilt Ox(m) @ Ox(n) = Ox(m +n). Ist S erzeugt von Sy als
So-Algebra, so sind die Twisting-Garben Ox (n) Geradenbiindel.

Beweis: Da S von S als Sp-Algebra erzeugt ist, tiberdecken die Standardmen-
gen D(f) fiir f € S ganz X. Auf so einer Menge liefert Multiplikation mit f¢
den gewtinschten Isomorphismus Ox|p(s) = Ox (d)|p(s)- O

Wir wollen Garben, z.B. die Twisting-Garbe von projektiven Rédumen auf ab-
geschlossene Unterschemata einschranken und allgemeiner wie Morphismen
zuriickziehen. Dazu miissen wir die zwei soeben verwendeten Begriffe kldren.

Ein Morphismus f : X — Y ist eine abgeschlossene Einbettung, falls f ein
Homoomorphismus von X auf eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist und
zudem der induzierte Garbenmorphismus Oy — f,Ox surjektiv ist. In diesem
Fall wird Zy/y = Ker(Oy — f.Ox) die Idealgarbe der Einbettung genannt.

Die zweite Bedingung der Definition bedarf einer Erlduterung. Ein Morphis-
mus der Form Spec(R/I) — Spec(R), der von einem Ringhomomorphismus
¢ : R — R/I herkommt, soll sicher eine abgeschlossene Einbettung definieren
und er tut dies auch, da man die Surjektivitdt von Oy — f,Ox an den Hal-
men testen kann und die gilt, da die Lokalisierungen von ¢ ebenfalls surjektiv
sind. Und die ldsst sich umkehren: Ist X = Spec(S) und Y = Spec(R) so ist
Oy kohérent, f.Ox auch (ndmlich die assoziierte Garbe zu S aufgefasst als
R-Modul) und damit ist auch Ty /1 kohédrent. Also ist die exakte Sequenz

0—=>Ix;y >0y = fuOx -0 zu 0>1—>R—->S5—=0

assoziiert.

Als Beispiel, dass eine abgeschlossene Einbettung nicht nur durch die zu-
grundeliegenden topologischen Raume gegeben ist, betrachten wir die zwei
Achsenkreuze X; = Spec(k[z,y]/(zy)) und X2 = Spec(k[z,y]/ (22, xy)). Die
Quotientabbildung von k[z,y] liefert in beiden Féllen eine Abbildung X; —
Y = A?, welche eine abgeschlossene Einbettung ist. Die X; und X, zugrun-
deliegenden topologischen Rdume sind gleich, die beiden Schemata sind aber
offenbar nicht isomorph.

Als néchstes wollen wir Oy-Modulgarben beziiglich eines Morphismus
f + X — Y zuriickziehen ("pull-back’). Diese sollte eigentlich einfacher sein
als ein direktes Bild ("push-forward’) zu definieren, denn aus einer Funktion
auf Y kann man durch Prakomposition eine Funktion auf X definieren (aber
nicht umgekehrt) und Schnitte von Garben verhalten sich wie Funktionen.
Technisch wird die Sache dadurch verkompliziert, dass das Bild f(U) einer
offenen Menge leider nicht immer offen ist.
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Ist f : X = Spec(R) — Y = Spec(S) ein Morphismus affiner Schemata
gegeben durch einen Ringhomomorphismus S — R und ist zudem F = M
quasi-kohdrent auf Y, so ist M x g R ein R-Modul und die assoziierte Garbe
eine O x-Modulgarbe.

Um den allgemeinen Fall in den Griff zu bekommen, definieren wir zu-
nichst den Garben-Pullback f~1F fiir eine beliebige Garbe F als die Pragarbe
zur Garbe

U— lim F(V),
Y2V2£(U)

wobei V' offene Teilmengen durchlduft. Der Limes ist dabei wie bei der Kon-
struktion von Keimen aufzufassen, d.h. zwei Paare (V, ¢) und (V’, ¢') definie-
ren den gleichen Schnitt, falls es eine offene Teilmenge W O f(U) gibt, auf der
die beiden tibereinstimmen. Diese Konstruktion ist der Ersatz fiir das Problem
der Nichtoffenheit von f(U) und liefert U — F(f(U)) falls diese Menge in der
Tat offen ist. Wichtig ist, dass f ~1 an den Halmen das Erwartete tut, nimlich
(fT'F)p = Fyp).

Falls F eine Oy-Modulgarbe ist, so ist diese noch nicht die endgiiltige Kon-
struktion, denn f~!(F) ist eine Garbe von f~!Oy-Moduln, aber im Allgemei-
nen keine Garbe von O x-Moduln, wie das folgende Beispiel zeigt. Daher defi-
nieren wir den Pullback einer Oy-Modulgarbe F als

FF = f'"F&p0, Ox.

In der Praxis muss man fast nie diese Definition wirklich anwenden, sondern
rechnet in der einfachen affinen Situation auf einer Uberdeckung.

Beispiel 16.3 Sei X =Y =P} und f: (s: t) — (z : y) = (s* : t). Wir berech-
nen den Pullback f*Oy (1) einer Twist-Garbe. Schnitte von Oy sind lokal von
der Form g(z,y)/h(x,y), wobei g und h homogen sind und deg(g)—deg(h) = 1.
Der Garbenpullback f~! bedeutet die Schnitte der Garbe mit f zu prikom-
ponieren, d.h. = s? und y = t? einzusetzen. Also sehen Schnitte von
f~1(Oy (1)) lokal auf einer Uberdeckung aus wie g(s?,t?)/h(s%,¢*) und nun
ist die Differenz zwischen Zahlergrad und Nennergrad gleich zwei. Die Men-
ge der Schnitte dieser Form bilden aber keinen Ox-Modul, wie man z.B. an
dem Versuch sieht, den Schnitt s*> mit der Funktion ¢/s (auf geeigneten Defi-
nitionsbereichen) zu multiplizieren. Nachdem man das Tensorprodukt wie in
der Definition von f* eingeftigt hat erhdlt man eine O x-Modulgarbe. Ein belie-
biger Schnitt von f*Oy (1) hat also die Gestalt (eigentlich eine Summe solcher
Ausdriicke, aber man kann alles auf einen Hauptnenner bringen)

9(s*, 1) g'(s,1)
h(s%,t2) N(s,t)’
Offenbar ldsst sich jeder Bruch homogener Polynome mit Zahlergrad mit

Nennergrad gleich zwei so darstellen (sogar mit g(x,y) = z und h(z,y) = 1),
sodass wir f*Oy (1) = Ox(2) gezeigt haben.

deg(g(s®,1%)) — deg(h(s*,t*)) = 2, deg(g') —deg(h') = 0.
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Ein liickenloser Aufbau des Skripts sollte an dieser Stelle, nach dem der Be-
griff abgeschlossene Einbettung definiert wurde, auf folgenden Begriff zurtick-
kommen. Die folgenden Bemerkungen wurden in der Vorlesung aus Zeitman-
gel nur implizit und skizzenhaft verwendet, bzw. auf die Literatur insbeson-
dere [Har77]], Abschnitt I1.4 und I1.7 verwiesen.

Wir definieren allgemein den projektiven Raum der (relativen) Dimension n
tiber einem beliebigen Schema Y als Py, = P7 Xgpee(z) Y- Ein Morphismus
f X — Y wird projektiv genannt, falls er sich als Verkettung einer abgeschlos-
senen Einbettung ¢ : X — P{ und der natiirlichen Projektion P§, — Y fiir
einn € Nschreiben lasst. Wichtig ist dabei insbesondere der folgende Satz. ins-
besondere in Kombination mit der nachfolgenden Bemerkung ([Har77], Exer-
cise 11.4.4)

Satz 16.4 Ein projektiver Morphismus ist eigentlich.

Beweis: [Har77]], Theorem 4.9 O

Proposition 16.5 Das Bild eines eigentlichen S-Schemas ist eigenlich iiber S, d.h. ist
f+ X =Y ein Morphismus zwischen separierten Schemata von endlichem Typ iiber
einem noetherschen Schema S und Z C X ein abgeschlossenes Unterschema von X,
welches eigentlich iiber S ist, dann ist f(Z) eigentlich iiber S.

17 Differenzialformen

In der Definition des Tangentialraums haben wir die formalen Ableitungen
von reguldren Funktionen verwendet. In der Differenzialgeometrie definiert
man das Biindel der Differentialfomen als den Dualraum des Tangentialbiin-
dels. Wir drehen hier die Reihenfolge um und definieren zunéchst eine Garbe
der Differentialformen, fiir alle Schemata, unabhédngig von Nichtsingularitat.
Fiir nichtsinguldre Varietaten wird die Garbe der Differenzialformen lokalfrei
sein und das Tangentialbiindel das duale Vektorbiindel davon. Diese Defini-
tion stimmt, fiir ein glattes, reduziertes Schema tiber C mit der Definition aus
der Differenzialgeometrie tiberein.

Sei f : X = Spec(R) — Y = Spec(S5) ein Morphismus affiner Schemata. Der
R-Modul Qg der relativen Differentialformen ist der freie R-Modul auf den
Symbolen {df,r € R} modulo der Relationen

d(r1 +79) =dry +dre, d(riry) = ridre +rod(r1), ds =0

firri,ro € Rund s € S.

Ist beispielsweise S = k ein Korper und R = kzi,...,z,] der Poly-
nomring und f induziert durch die Inklusion, so kann man durch die Pro-
duktregel alles durch Linearkombinationen der Symbole dz; ausdriicken, d.h.
Qr/k = (dz1, ..., dxy) ist ein freier R-Modul vom Rang n.
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Ist S = kund R = k[z1,...,2z,]/{f1,..., fs), soist aufgrund von df; = 0
af; .
QR/k = <d$1,,d$n>/(zaifd$h]:1,,5)

und dies ist genau das Dual des Tangentialraums, den wir in Abschnitt (7] defi-
niert haben.

Der Modul Qg /s definiert eine assoziierte quasi-kohérente Garbe, die wir
mit Qx/y = 61;//5 bezeichnen.

Als Vorbereitung fiir die Definition von relativen Differentialformen fiir
einen allgemeinen Morphismus zwischen Schemata, beweisen wir folgende
alternative Beschreibung des Moduls (2,5 im affinen Fall.

Lemma17.1 Sei ¢ : S — R ein Ringhomomorphismus und § : R ®s R — R
definiert durch §(r1 ® r2) = rire und I = Ker(0). Dann ist

Qpis = 1/1°
als R-Moduln.

Beweis: Zunichst hat /1% die R-Modulstruktur 7 - (r; ® 73) = 171 @ ro =
71 ® 179, Wobel flir die Gleichheit der definierenden Ausdriicke

T Rre—r1Q@rrg=(rmer)(rel-1r) el I

verwendet wurde. Die Abbildung f : Qr/g — I/I 2 ist gegeben durch dr
r ® 1 — 1 ® r und wir basteln nun eine Umkehrabbildung. Der R-Modul A =
R & Qp,s wir mittels

(r1,dry) - (ro, drh) = (r1re, rdry + rodr})
zu einer R-Algebra. Die Abbildung
g:RxR— A, (r1,r2)— (rire,ridrs)

ist S-bilinear und steigt also zu einer Abbildung ¢ : R ®s R — A ab. Per
Definition ist g(I) C Qp/g, denn die erste Komponent von g ist gerade J. Da
g(I*?) = 0 nach Definition der Multiplikation auf A, induziert g also eine Ab-
bildung I/I? — Qp /5- Man rechnet nach, dass diese zu f invers ist. D

Der Morphismus ¢ aus dem Lemma korrespondiert in der Sprache von Sche-
ma X = Spec(R) und Y = Spec(S) zu der Diagonaleinbettung X — X xy X,
wie man an der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts und der Kon-
struktion des Faserprodukts (im affinen Fall war dies einfach das Tensorpro-
dukt) sieht. Also ist die zu I assoziierte Garbe die Idealgarbe Ja, wobei wir
die Diagonaleinbettung sprachlich mit ihrem Bild A C X xy X identifizieren.
Diese Interpretation ldsst sich leicht verallgemeinern.
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Sei f : X =Y ein Morphismus und A : X — X xy X die Diagonale. Dann
ist die Garbe der relativen Differentialformen Q5 /y definiert als das Pullback der
Idealgarbe zu Delta, d.h.

Oxy = A Tax)/xxy X -

Falls Y ein Punkt Spec(k) ist, schreibt man kurz Q.

Zum praktischen Rechnen ist diese Definition nutzlos. Sie dient nur dazu,
die globale Existenz einer Garbe relativen Differentialformen zu zeigen, wel-
che (aufgrund des Lemmas) mit dem intuitiven Begriff im affinen Fall iiber-
einstimmt. Die Definition zusammen mit der vorangehenden im affinen Fall
zeigt auch, dass Q7 /y quasi-kohérent ist.

Mit Hilfe von Differentialformen kann man Glattheit charakterisieren.

Proposition 17.2 Ein Punkt P in einer n-dimensionalen Varietit X ist nicht-
singuliir genau dann wenn Q2 lokalfrei vom Rang n in einer Umgebung von P ist.

Beweis: Falls Q) lokalfrei vom Rang n in einer Umgebung von P ist, so ist
auch die duale Garbe, also der Tangentialraum lokalfrei vom Rang n. Nimmt
man nun Proposition und die Charakterisierung von Nichtsingularitat
durch die Dimension von mp/ m%; in Satz zusammen, so folgt die erste Im-
plikation.

Sei nun umgekehrt P nichtsinguldr. Wir kénnen uns auf eine affine Umge-
bung X = Spec(R)und R = k[z1,...,z,]/(f1,..., fs) einschranken. Wir haben
im Beispiel oben gesehen, dass

Qrp = (dxl,...,da:r>/<z ggdmi,j: 1,...,5).

Am Punkt P ist der Halm hiervon ein n-dimensionaler Vektorraum aufgrund
der Nichtsingularitidt und den oben zitierten Resultaten aus Abschnitt |7l Die
bedeutet, dass die Matrix % im Punkt P den Rang r — n hat.

Die Behauptung folgt nun daraus, dass das Nichtverschwinden einer De-
terminante eine offene Bedingung ist. Wir fithren die Details aus. Wir kénnen
durch lineare Transformation erreichen, dass die Matrix aus den ersten r — n
Zeilen und Spalten vollen Rang hat und somit dz,_,1,...dx, eine Basis von
Qr/k,p bilden. Nun gibt es eine offene Umgebung U von P, auf der die Deter-
minante % nicht verschwindet und fiir alle Q € U sind dann die Differenziale
dTy—pn+1, . .. dz, immer noch eine Basis von Qg ;. o. Also ist

Qxlv = Oy drr—pny1 © -+ @ Oy day

und damit ist {2 x lokalfrei vom richtigen Rang. 0
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In der glatten Situation wird Q}( auch das Kotangentialbiindel und sein Dual
Ty = (%)Y das Tangentialbiindel genannt. Mit Hilfe dieser Proposition kann

man jeder nicht-singuldren Varietdt ein ‘leicht handhabbares Biindel’, d.h. ein
Geradenbtindel zuordnen, das kanonisch konstruiert ist und dessen Eigen-
schaften geeignet sind, Isomorphieklassen von Varietdten auseinanderzuhal-
ten.

Auf einer n-dimensionalen Varietdt wird die n-fache dussere Potenz des Ko-
tangentialbiindels wx = A"Q% das kanonische Biindel genannt.

Unser néchste Ziel ist es, das Kotangentialbiindel von P} und von Hyperfla-
chen in P} auszurechnen.

Proposition 17.3 Das Kotangentialbiindel von P} sitzt in einer kurzen exakten Se-
quenz
0 — Qpp — O(-1)2+) 0 50

und das Tangentialbiindel sitzt in einer kurzen exakten Sequenz
0= 0= 01" 0 — Tpy .

Insbesondere ist wpn = O(—n — 1).

Diese exakten Sequenzen sind unter dem Namen Euler-Sequenz bekannt.
Beweis: Auf den offenen Menge U; der Standardiiberdeckung ist le |y, durch
die Differenziale d(3?) frei erzeugt, wie in den einfithrenden Beispielen erldu-
tert. Um die erste Abbildung der Sequenz zu definieren, lassen wir uns von
der formalen Quotientenregel

xX; xjd:ci — xidmj

i(2) - et
Xy T J

leiten. Die auf der rechten Seite verwendeten Symbole sind keine Elemente ei-

ner Garbe von Differentialformen, da die z; keine reguldren Funktionen (auch

nicht auf einer offenen Teilmenge) sind. Aber wir konnen die dx; als formale

Bezeichnung der n + 1 Erzeuger von O(—1)®("1) verwenden. Somit motiviert

die symbolische Ableitungsregel die Abbildung

i 1 i
J J Ty

Die Vorkoeffizienten auf der rechten Seite sind homogen vom Grad —1, also ist
das Bild wirklich in O(—1)®(+1), Um die Wohldefiniertheit diese Abbildung
zu priifen, miissen wir auf U; N U; priifen, dass die zwei Darstellungen der lo-

kalen Erzeuger das gleiche Bild haben. Die Erzeuger auf diesem Durchschnitt
gehen durch (z/x;) = z;/x; - (x5/x;) auseinander hervor und es gilt

1(5) ~0iG) = SR
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Die zweite Abbildung der Sequenz definieren wir durch dz; — ;. Diese ist ein
surjektiver Garbenmorphismus (aber wieder ein Beispiel, bei dem der Pragar-
benmorphismus nicht surjektiv ist, denn die Konstanten, in Grad Null liegen
nicht in dessen Bild. Aufierdem ist offenbar das Bild der ersten im Kern der
zweiten Abbildung und da die Garben lokalfrei von Rédngen n, n 4+ 1 und 1
respektive sind, folgt auch die umgekehrte Inklusion.

Die zweite Aussage folgt durch dualisieren, die letzte Aussage aus Aufga-
be WELCHE. O

Als Vorbemerkung zur ndchsten Proposition notieren wir, dass jeder Mor-
phismus f : X — Y zwischen Schemata (iiber eine Korper) einen Garbenmor-
phismus f*Qy — Qx durch dy — d(f*¢) = d(p o f induziert.

Proposition 17.4 Sei i : X — P} die Inklusionsabbildung einer glatte Hyperfli-
che vom Grad d. Dann ist das Kotangentialbiindel von X durch die kurzen exakten
Sequenz

0 — Ox(—d) = i*Qpp — Uy = 0

bestimmt.

Beweis: Sei f die definierende Gleichung von X, die erste Abbildung durch
¢ — d(fe) und die zweite Abbildung durch die kanonische Abbildung wie
in der Vorbemerkung definiert. Diese ist surjektiv bei einer abgeschlossenen
Einbettung, denn jede Funktion auf X kann man lokal als Quotient zweier ho-
mogener Polynome von gleichem Grad und damit als Quotient zweiter Funk-
tionen auf P} schreiben. Dementsprechend erhélt man das Differential dieser
Funktion als Restriktion der Differentiale der Funktionen auf dem Pj’.
Wiederum ist das Bild der ersten Abbildung im Kern der zweiten Abbil-
dung und die erste Abbildung ist offenbar injektiv, da fy fiir ¢ € Ox(—d)(U)
niemals konstant sein kann. Aus den Rdngen dieser lokalfreien Garben folgt
wieder die fiir die Exaktheit noch fehlende Inklusion. O

Beispiel 17.5 Das kanonische Biindel einer glatten Kubik X (Grad 3-Kurve)
im }P’i istwx = Ox(3—3) = Ox nach den zwei vorangehenden Propositionen.
Damit haben wir einen weiteren Beweis (neben der Eigenschaft der Divisoren-
klassengruppe) dass eine Kubik nicht zu einem P! isomorph ist, denn Ox hat
einen eindimensionalen Vektorraum globaler Schnitte, aber wp1 = Op1 (—2)
hat keine globalen Schnitte.

In der Situation von zwei Morphismen ist es oftmals niitzlich, die verschie-
denen Garben der relativen Differentialformen zu vergleichen.

Proposition 17.6 Seien f : X — Y und g : Y — Z Morphismen. Dann ist die
Sequenz
f*QY/Z — QX/Z — Qx/y —0
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exakt.

Beweis: Exaktheit von Garbenmorphismen kann man lokal testen. Auf affinen
Teilmengen von Z und geeigenten affinen Urbildern davon sind die Differenti-
algarben Garbifizierungen der Garben von Differentialmoduln. Es gentigt also
zu zeigen, dass fiir Ringhomomorphismen ¢ : A — B und ¢ : B — C die Se-
quenz

QB/A ®C — QC/A — QC/B — 0

von C-Moduln gegeben durch db ® ¢ — cdbund dc — dc exakt ist. Surjektivi-
tat ist klar, ebenso klar ist, dass das Bild der ersten im Kern der zweiten Abbil-
dung liegt. Um den Kokern zu identifizieren bemerkt man, dass sich ¢/ 5 von
Q¢4 nur durch die Zusatzrelationen db = 0 fiir b € B unterscheidet und dies
sind gerade die Relationen, die vom Bild der ersten Abbildung herkommen.[]

Der erste Morphismus ist im Allgemeinen nicht injektiv. Er ist injektiv bei
glatten Morphismen (ein Konzept, das wir in diesem Skript nicht definieren).
Ein wichtiger Spezialfall davon mit Anwendung im nédchsten Kapitel ist der
folgende Fall.

Proposition 17.7 Ist in der Situation der vorigen Proposition Z = Spec(k) und X
und Y glatte projektive Kurven, so ist

0— f*QY/Z — QX/Z — Qx/y —0
exakt, falls K(X)/K (Y') eine separable Erweiterung ist.

Beweis: Die Garbe (2y,, und damit auch ihr f-Pullback ist lokalfrei vom
Rang Eins, also ein Geradenbiindel. Aus der geometrischen Beschreibung der
Schnitte eines Geradenbiindels ist offensichtlich, dass eine Untergarbe eines
Geradenbiindels, wie zum Beispiel der Kern von ¢ : f*Q}y,7; — Qx /7 nur dann
von der Nullgarbe verschieden ist, falls der Halm am generischen Punkt 7
von X von der Nullgarbe verschieden ist. Am generischen Punkt sind f*(y/,
und Qy,z beides eindimensionale K(X)-Vektorraume, d.h. die Injektivitat
folgt aus der Surjektivitdt, bzw. daraus, dass K(X) ® Qx/y = Qg (x)/k ) =0
ist. Um dies zu zeigen, verwenden wir, dass K(X)/K(Y) algebraisch auf-
grund der Dimensionsvoraussetzungen ist, und somit jedes a € K(X) ein
Minimalpolynom P € K(Y)[T] besitzt. Damit ist 0 = d(P(«)) = P'(a)da und
da P’(«) # 0 aufgrund der Separabilitit, folgt die Behauptung. O

18 Die Satze von Riemann-Hurwitz und Riemann-Roch

Ein Geradenbiindel auf einer glatten Kurve hat zwei wichtige Invarianten.
Zum einen ist es der Grad, definiert als der Grad des nach Proposition zu-
gehorigen Divisors. Die andere Invariante ist die Dimension des Vektorraums
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der globalen Schnitte. Interessanterweise bestimmen diese Invarianten einan-
der nicht immer: Bei hohem und negativen Grad kann man die eine aus der
anderen ausrechnen, im Bereich dazwischen kommt noch eine andere Invari-
ante ins Spiel. Die genaue Aussage ist der Satz von Riemann-Roch, den wir
hier fiir Geradenbiindel auf glatten Kurven formulieren und beweisen wer-
den. Dieser wichtige Satz ist in vielen Aspekten verallgemeinert worden, fiir
Vektorbiindel und fiir hoherdimensionale Varietaten. Im Satz von Riemann-
Roch taucht (unter anderem zur Festlegung, was "hoher Grad’ bedeutet) das
Geschlecht von Kurven auf. Der Satz von Riemann-Hurwitz gibt eine einfache
Formel, dieses im Falle von surjektiven Morphismen zwischen glatten Kurven
zu berechnen.

Der Raum der globalen Schnitte 7 (X) einer Garbe F auf einem Schema X
bezeichnet man auch mit I'(X, ). Grund fiir das Einfiihren dieser Bezeich-
nung ist die Idee I'(X, -) als Funktor von Garben nach Gruppen zu studie-
ren und damit die Invarianten der Garbenkohomologie zu definieren. Dies ist
auch der Grund, weswegen wir (im Fall, dass X ein k-Schema und F eine
Ox-Modulgarbe, also I'( X, F) ein k-Vektorraum) auch h"(F) fiir die Dimensi-
on von I'(X, F) als k-Vektorraum schreiben. Dementsprechend schreiben wir
auch kurz h°(X) fiir h9(T(X, Ox(D))).

Die Bedeutung von I'( X, F) wird aus folgender Bemerkung offensichtlich.

Proposition 18.1 Sei X ein Schema iiber Spec(R) und f : X — P} ein Morphis-
mus iiber Spec(R). Dann ist L = f*O(1) ein Geradenbiindel, das von den globalen
Schnitten s; = x; o f erzeugt ist, d.h. die s; erzeugen die Halme Lp als Ox p-Modul
in jedem Punkt P von X.

Umgekehrt, sei L ein Geradenbiindel auf dem R-Schema X und seien s; € I'(X, L)
fiir i = 0,...,n Schnitte die L erzeugen, d.h. fiir jedes P in X den Halm Lp als
Ox,p-Modul erzeugen. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus f :
X =P, sodass L = f*O(1) und s; = z; 0 f.

Beweis: Die erste Aussage ist klar nach der Definition von Twisting-Garben.
Fiir die Umkehrung definieren wir f(P) = (so(P) : s1(P) : - -+ : s,(P). Man
beachte, dass der Wert eines Schnittes so(P) nicht wohldefiniert ist, aber das
Verhiltnis s;(P)/s;(P) als Schnitt von L& LY = Oy ist es, sodass insgesamt die
gegebene Abbildung f eine Kollektion von wohldefinierten Abbildungen von
{s; # 0} — Uj ist, welche auf den Uberlappungsbereichen iibereinstimmen.
Da die Schnitte die Garbe L erzeugen, tiberdecken diese Mengen {s; # 0}
ganz X. U

Wenn die Schnitte s; nicht iiberall £ erzeugen, dann bekommt man immer
noch auf der offenen Teilmenge U, auf der sei £ erzeugen, einen Morphismus
U — PP, also eine rationale Abbildung von X nach R.
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Wichtig ist es auch ein Kriterium zu haben, wann die durch Schnitt von £
definierte Abbildung eine abgeschlossene Einbettung ist. Dazu beginnen wir
mit einer ziemlich tautologischen Umformulierung.

Lemma 18.2 Sei f : X — P}, durch Schnitte s; € I'(X, L) fiir i = 0,...,n einer
invertierbaren Garbe gegeben. Dann ist f eine abgeschlossene Einbettung, genau dann
wenn die Nichtverschwindungsorte X; = D(s;) affin sind und zudem fiir jedes i die
Abbildungen Rlyo, . .., yn] — I'(X;, Ox,) definiert durch y; — s;/s; surjektiv sind.

Beweis: Ist f eine abgeschlossene Einbettung, so ist X; ein abgeschlossenes
Unterschema von U; und damit affin. Aus der Surjektivitdt von Opr — f.Ox
folgt die Surjektivitat fiir die Schnitte auf Nichtverschwindungsorten von glo-
balen Schnitten, wie im Zusammenhang mit der Definition von abgeschlos-
senen Einbettungen diskutiert. Umgekehrt folgt aus den genannten Kriterien,
dass f|x, eine abgeschlossene Einbettung ist. Da die X; ganz X {iberdecken,
folgt die Behauptung. O

Richtig niitzlich ist aber folgendes Kriterium, dass alles auf lokale Eigen-
schaften reduziert.

Proposition 18.3 Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, X ein projektives
Schema und wieder f : X — P} durch Schnitte s; € I'(X, L) fiiri = 0,...,n
einer invertierbaren Garbe gegeben und V- = (sq, ...sn) C I'(X, £). Dann ist f eine
abgeschlossene Einbettung, genau dann wenn V' Punkte trennt und V Tangentialvek-
toren trennt.

Dabei bedeutet trennen von Punkten, dass es zu Punkten P # Q ein s € V

gibt, mit s € mpLp, aber s € mgLg. Und V trennt Tangentialvektoren bedeu-
tet, dass zu jedem Punkt die Schnitte {s € V : s € mpLp} den k-Vektorraum
mpLp/ m%ﬁ p aufspannen.
Beweis: Angenommen f ist eine abgeschlossene Einbettung und damit V' von
den Bildern von x, ..., z, € I'(Py, Opy) aufgespannt. Zu P # Q gibt es eine
Hyperebene, die P aber nicht () enthélt. Der zugehorige Schnitt trennt P und
Q. Ausserdem gibt es zu jedem Punkt P von X und jedem Tangentialvektor
eine Hyperebene, die sich zu diesem Tangentialvektor einschrankt. Das zeigt
das Trennen von Tangentialvektoren.

Sei umgekehrt eine Abbildung f gegeben, deren V' Punkte und Tangenti-
alvektoren trennt. Da V' Punkte trennt ist (wegen der Voraussetzung k alge-
braisch abgeschlossen) f injektive auf Punkten. Zunédchst ist das Bild nach
Satz in Kombination mit Proposition abgeschlossen, da X projektiv
vorausgesetzt ist. Nach diesem Satz ist also f eine abgeschlossene Abbildung,
stetig sowie als Morphismus von Schemata und damit ein Homdomorphismus
auf sein Bild. Entscheidend ist also zu zeigen, dass OPZ — f+«Ox surjektiv ist,
was wir an den Halmen untersuchen konnen. Da das Bild f,Ox kohirent ist

Seite 85



([Har77], Corollary I1.5.20), folgt die Behauptung aus dem folgenden lokalen
Lemma. U

Lemma 18.4 Sei f : A — B ein lokaler Homomorphismus lokaler noetherscher Rin-
ge. Falls f : A/ma — B/mp ein Isomorphismus ist, die Abbildung m, — mB/mQB
surjektiv ist und B ein endlich erzeugter A-Modul ist, dann ist f surjektiv.

Beweis: Sei a = myB. Dieses Ideal ist nach Definition eines lokalen Homo-
morphismus in mp enthalten. Nach dem Nakayama-Lemma angewandt auf
mp fiir den lokalen Ring B und der zweiten Voraussetzung ist a = mp. Nun
wenden wir das Nakayama-Lemma auf den A-Modul B an. Dieser ist end-
lich erzeugt, und das Element 1 erzeugt diesen modulo m4 B, denn B/myB =
B/mp = A/my, nach der ersten Voraussetzung. Also erzeugt das Element 1
den A-Modul B, was zu zeigen war. O

Ab sofort betrachten wir die Situation von irreduziblen, projektiven Kur-
ven tiiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Wir erinnern daran,
dass nach Satz ein Morphismus f : X — Y zwischen projektiven Kurven
stets abgeschlossen ist, und er daher surjektiv ist oder ein endliches (im irre-
duziblen Fall: einpunktiges) Bild hat. Wir erinnern an Aufgabe TODO fiir die
Definition eines endlichen Morphismus.

Proposition 18.5 Ein surjektiver Morphismus f : X — Y zwischen irreduziblen
projektiven Kurven ist ein endlicher Morphismus.

Beweis: Da f surjektiv, also insbesondere dominant ist, induziert f eine In-
klusion K(Y) — K(X) der Funktionenkorper. Da beide Korper endlich er-
zeugt und vom Transzendenzgrad Eins sind, muss dies eine endliche Kor-
pererweiterung sein. Die Fasern von f sind abgeschlossene echte Untersche-
mata von X, also endlich. Nun verwendet man, dass ein eigentlicher Mor-
phismus mit endlichen Fasern endlich ist ([Har77], Kapitel 3, Konsequenz aus
Zariskis ‘Main Theorem’) oder die Endlichkeit des Ganzabschlusses ([Har77],
II.Proposition 6.8, welche auf 1.6 verweist.) O

Der Grad [K(X) : K(Y)] der zugehorigen Korpererweiterung wird auch
der Grad des Morphismus genannt.

Nachdem wir den Pullback von Modulgarben, also insbesondere von Ge-
radenbiindeln, definiert haben, und auf glatten Kurven Geradenbiindeln und
Divisoren vergleichen kénnen, wollen wir auch in dieser Situation den Pullback
von Divisoren definieren, in den Fillen, in denen wir Divisoren definiert haben,
ndmlich fiir Morphismen zwischen glatten projektiven Kurven f : X — Y.

In dieser Situation definieren wir an einem Punkt P € X den Verzweigungs-
index ep wie folgt. Sei @ = f(P) und ¢g ein lokaler Parameter, d.h. eine
Funktion wie in Lemma die in einer Umgebung von P nur bei P und
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dort einfach verschwindet. Dann ist ep = ordp(¢q o f) und fiir einen Divisor
D = > ap - P definieren wir

f*D = Z epap - P.

PeX

Man priift nach, dass die Definition des Pullbacks mit dem von Geradenbiin-
deln und dem Isomorphismus in Proposition vertrdglich ist. In dieser Si-
tuation gilt weiterhin:

Proposition 18.6 Fiir jeden Punkt Q ist deg(f*Q) = deg(f). Insbesondere ist
deg(f*D) = deg(f) deg(D) fiir jeden Divisor D.

Beweis: [Har77], Il.Proposition 6.9. O

In dieser Situation, also f : X — Y ein surjektiver Morphismus zwischen
glatten projektiven Kurven definieren wir den Verzweigungsdivisor als

R = Z(ep—l)-P.
Pex
Dass R in der Tat ein Divisor ist, folgt aus Proposition wie in Aufga-
be WELCHER genauer ausgefiihrt.

Die Punkte P in X mit ep > 1 werden Verzweigungspunkte genannt. Oft-
mals werden deren Bilder in Y auch Verzweigungspunkte genannt. (Die Lite-
ratur ist in dieser Begriffsbildung uneinheitlich. In englischsprachigen Quellen
wird manchmal zwischen ‘ramification point” und ‘branch point” unterschie-
den, aber auch da ist nicht einheitlich, welche in X und welche in Y liegen.
Man muss den Kontext lesen.)

Der Verzweigungsdivisor misst den Unterschied zwischen den kanonischen
Biindeln auf X und Y.

Satz 18.7 (Riemann-Hurwitz) Sei f : X — Y ein surjektiver Morphismus zwi-
schen glatten projektiven Kurven iiber einem Korper der Charakteristik Null und
R der Verzweigungsdivisor von f. Dann ist Kx = f*Ky + R, oder dquivalent
wx = ffwy ® Ox(R) in Pic(X).

Beweis: Sei P € X ein beliebiger Punkt mit Bildpunkt @ = f(P) € Y. Wir
wihlen die durch Lemma [15.5 gegebenen lokalen Parameter ¢p und ¢q, die
bei P bzw. @) genau einfach verschwinden. Dann gilt nach Definition des Ver-
zweigungsindexes f*pg = up} mit einer Funktion u, die auf einer Umge-
bung von P weder eine Nullstelle noch eine Polstelle besitzt. Wie im Beweis
von Proposition wiéhlen wir einen rationalen Schnitt s zur Berechnung
des Divisor, hier von der Garbe wy. Angenommen div(s) enthdlt den Punkt @
mit Koeffizient n. Dann ist lokal

s = vphdpg
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mit einer Funktion v, die auf einer Umgebung von () weder eine Nullstelle
noch eine Polstelle besitzt. Also ist

s = fo(ffed)d(feq) = froudy™ (¢ du+ueppd 'dop).

Da die Terme in der Klammer aufgrund der Charakteristikvoraussetzung ver-
schiedene Verschwindungsordnungen haben, ist die Verschwindungsordnung
davon das Minimum der beiden und insgesamt verschwindet der Ausdruck
bei P zur Ordnung n + e, — 1. Da f*s ein rationaler Schnitt von wy ist, folgt
die Behauptung durch Summation der obigen Rechnung tiber allen Punkte
PeX. U]

In Charakteristik p zeigt die Abbildung f : z — 2P, dass die Aussage
im Allgemeinen falsch ist. Unter der Voraussetzung dass die Erweiterung
K(X)/K(Y) der Funktionenkorper separabel ist, bleibt die Aussage des Sat-
zes von Riemann-Hurwitz richtig.

Wir kommen nun zur Definition des Geschlechts einer glatten projektiven
Kurve, genauer gesagt zum Vergleich der verschiedenen Definition. Zunachst
hatten wir in Aufgabe ?? das arithmetische Geschlecht g, einer beliebigen Kurve
X — Py als

ga(X) =1- PX(O)

definiert, wobei Px das Hilbertpolynom der projektiven Untervarietét ist. Die-
ser Begriff hangt a priori von der Einbettung in einen projektiven Raum ab.
Wir zeigen spéter die Unabhédngkeit von der Einbettung durch Vergleich mit
dem topologischen Geschlecht. Wichtigste Konsequenz dieser Definition ist
die Formel

R%(Ox(n)) = Px(n) = deg(Ox(n)) +1 — go(X) (18.1)

tir gentigend grofle n. Dabei ist die erste Gleichheit die Definition des Hil-
bertpolynoms, denn globale Schnitte von Ox(n) sind von der Form f/g mit
homogenen Funktionen f, g mit deg(f) — deg(f) = n und g muss zudem kon-
stant sein, da X projektiv ist. Weiter ist nach Proposition [9.3| das Polynom Px
linear und nach Definition des arithmetischen Geschlechts ist noch zu zeigen,
dass der fithrende Koeffizient gleich deg(Ox (1)) ist. Diesen Koeffizienten hat-
ten wir in Abschnitt[9|den Grad von X in P" genannt. Falls X eine Hyperebene
ist, also n = 2, folgt die Behauptung direkt aus der Version Satz des Satzes
von Bezout, der allgemeine Fall durch Induktion durch Schneiden mit Hyper-
ebenen.

Einen weiteren Geschlechtsbegriff definiert man fiir projektive algebraische
Kurven iiber den komplexen Zahlen, d.h. fiir kompakte Riemannsche Flachen
Xc (oder etwas allgemeiner fiir kompakte topologische Flaichen). Wir nehmen
ohne Beweis an, dass eine solche Riemannsche Flichen X eine Zellen besitzt,
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d.h. es gibt 0-Zellen (Punkte), 1-Zellen (Kanten) und 2-Zellen (Dreiecke), je-
weils abgeschlossene Teilmenge von X, wobei das Innere einer Zelle Y ho-
moomorph zu (0, 1)4™(?) ist, sodass die Flachen X¢ iiberdecken, die Rander
von Flachen endlich viele Kanten sind, die Rander von Kanten Punkte sind,
sowie Punkte nur an den Randern von Kanten liegen und Flachen nur an den
Randern von Flachen, und schliesslich, dass eine Teilmenge M C X¢ genau
dann abgeschlossen ist, wenn ihr Schnitt mit allen Zellen abgeschlossen ist.

Seien 0y, 01 und o3 respektive die Anzahl von 0-, 1- und 2-Zellen. Dann gilt
die fundamentale Beobachtung:

Lemma 18.8 Die topologische Eulercharakteristik x(Xc) = oo — o1 + o2 einer kom-
pakte Riemannsche Flichen Xc ist unabhingig von der Zellzerlegung.

Beweis: Zunichst tiberzeugt man sich, dass x(X¢) unter Verfeinern invariant
ist. Jede Verfeinerung ist Verkettung folgender zwei Operationen. Wenn man
einen Punkt im Inneren einer Kante einfligt, muss diese in zwei Kanten geteilt
werden und dabei steigen oy und o; beide um eins. Wenn man eine Kante
im Inneren einer Zelle einfiigt, muss diese in zwei Zellen geteilt werden und
dabei steigen o1 und o, beide um eins.

Schliesslich haben je zwei Zellzerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung,
in dem man die Kanten beider Zerlegungen nimmt, Punkte an allen Schnitt-
punkten einfiigt und eine Zelle zu jedem Komplement der Vereinigung aller
Kanten hinzunimmt. O

Wir definieren mit Hilfe dieses Lemmas das topologische Geschlecht einer
kompakten Riemannschen Flache X¢ durch x(X¢) = 2 — 2gtop.

Satz 18.9 (Topologische Riemann-Hurwitz-Formel) Sei f : X — Y ein surjek-
tiver Morphismus vom Grad d zwischen glatten projektiven Kurven iiber C und sei R
der Verzweigungsdivisor von f. Dann ist

X(Xc) = dx(Yc) — deg(R).

Beweis: Wir konnen durch Verfeinerung der Zellzerlegung immer annehmen,
dass alle die Bilder der Verzweiungspunkte 0-Zellen sind. Wir bezeichnen die
Anzahl der Zellen in X bzw. in Y mit einem entsprechenden oberen Index.
Dann gilt also 07X = do} und 05* = do3 . Bei den 0-Zellen wiirden bei der
entsprechenden Formel jeder Punkt mit » Urbildern gezéhlt. Bei einem Ver-
zweigungspunkt P ist diese Zdhlung aber um einen Summanden ep —1 falsch.
Daraus folgt o = doy — deg(R) und die behauptete Formel. O

Damit konnen wir den Grad des kanonischen Divisors ausrechnen, in dem
wir die beiden Riemann-Hurwitz-Formeln miteinander vergleichen.

Proposition 18.10 Ist X eine projektive algebraische Kurve iiber C, so ist

deg Kx = 2gtop — 2. (18.2)
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Beweis: Jede projektive algebraische Kurve iiber k besitzt einen surjektiven
Morphismus nach P}, den man durch geeignete Projektion der projektiven
Einbettung erhilt. Da deg Kp1 = —2 nach Proposition folgt die Behaup-
tung aus der topologischen Riemann-Hurwitz-Formel.

Wir bringen nun die beiden Definitionen des Geschlechts in Verbindung.
Satz 18.11 Ist X eine projektive algebraische Kurve iiber C, so ist

9a(X) = grop(Xc)- (18.3)

Beweis: Wir starten mit einer gegebenen Kurve X — P” und verallgemeinern
die Projektion von einem Punkt aus zu Projektionen py, : P* — P* von einem
Unterraum L = L,,_1 der Dimension n — k + 1. Der Beweis besteht aus zwei
Schritten:

Im Schritt I betrachten wir die Restriktionen p; = pr|x von pr, auf X und
zeigen abhédngig von der Bilddimension:

Ia) Ist £ > 3, so ist fiir fast alle L der Morphismus pj, birational auf das Bild
und X ist glatt.

Ib) Ist £ = 2, so ist fiir fast alle L der Morphismus p, birational auf das
Bild und X ist glatt bis auf endlich viele "rationale Doppelpunkte’, d.h.
Punkte bei denen die lokale Gleichung die Gestalt

0 = (aXo+bX1)(cXo + dX;) + (Terme hoherer Ordnung)

mit ad — be # 0 hat.
Ic) Ist k =1, soist p; fiir fast alle L surjektiv und e, < 2 fiir alle P € X.

Fiir Schritt IT definieren wir d = deg(X), es sei v die Anzahl der Doppel-
punkte von p(X) und § die Anzahl der Verzweigungspunkte von p;. Wir
zeigen

Ma) g, = (d—1)(d—2)/2—v
Ib) d(d—1) = B+2v.

Ausserdem ist 2¢;,, — 2 = —2d + 3 nach Riemann-Hurwitz, da deg(X) gleich
der Anzahl der Schnittpunkte von X mit der Hyperebene aufgespannt von
L, und einer Gerade von L durch X ist, und somit gleich dem Grad von p;.
Diese Gleichungen 16st man zu g, = giop auf.

Zum Beweis von Ia) betrachten wir Projektion von einem Punkt P ¢ X aus.
Wir behaupten, dass es einen solchen Punkt gibt, sodass

PznX ={z} firallex € Xund (Pz)# Tx,. (18.4)
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Wir suchen solche Punkte, denn die erste Bedingung garantiert, dass die Pro-
jektion p, eingeschrankt auf X bijektiv auf ihr Bild ist. Die zweite Bedingung
garantiert, dass p,(X) glatt ist. (Dazu rechnet man nach, dass die zweite Be-
dingung garantiert, dass die Schnittmultiplizitdt (L, X; ) = 1 ist. Nun fehlt
noch dass Kriterium, dass dies Glattheit des Bildpunktes impliziert, siehe z.B.
[Mum95| Theorem 5.11 b) und Corollary 5.15]). Zum Beweis der Existenz von x
zeigen wir, dass die zu komplementire Bedingung eine abgeschlossene
Untervarietidt der Dimension 3 definiert. Dazu betrachten wir die Inzidenzva-
rietdt
X x X xPFDC:={(z,y,2) : z € T},

wobei im Falle von z = y die Gerade 7y als Tangente zu interpretieren ist.
Um einzusehen, dass dies eine abgeschlossene algebraische Untervarietdt von
X x X x P* ist, betrachtet man die Geradengleichung, die die moglichen Po-
sitionen von z fiir = # y definiert. Die Tangentenbedingung erhilt man, wenn
man diese Untervarietdt abschlief3t. Da es durch je zwei Punkte nur eine Gera-
de gibt, sind die Fasern der Projektion C' — X x X eindimensionale Unterva-
rietdten und somit ist C' dreidimensional, was zu zeigen war.

Fiir den Beweis von Schritt Ib) konnen wir nach Schritt Ia) annehmen, dass
n = 3 ist. Fiir diesen Schritt suchen wir Punkte P ¢ X, sodass i) P nirgends auf
einer Tangente an einen Punkt x € X liegt, ii) es nur endlich viele Punktpaare
u;,v1 € X gibt, sodass P auf der Sekanten u;v; liegt, iii) in all diesen Féllen ist
u;v; keine Dreifachsekante an X und iv) in all diesen Fillen liegen Tx ,,, und
Tx v, nicht in einer Ebene.

Dabei besagt ii), dass p, : X — p,(X) birational ist und erlaubt endlich viele
Doppelpunkte, iii) verhindert Dreifachpunkte, i) verhindert (hohere) Spitzen
(in einer Umgebung derer der Morphismus p, bijektiv aber kein Isomorphis-
mus auf das Bild ist), iv) verhindert, dass zwei Zweige sich tangential statt
transversal im Bild von p, treffen.

Um zu zeigen, dass es so einen Punkt P gibt, definieren wir die Trisekanten-
varietat

T = {(z,y) : 7y trifft X in einem dritten Punkt} C X x X \ A,

wobei unter "drittem Punkt” auch “ist tangential bei = oder bei y” eingerechnet
ist, und die Bitangentialebenenvarietat

B = {(z,y) : die Geraden T’x , und T’x , liegen in einer Ebene} C X x X\ A.

Dass dies abgeschlossene Untervarietdten sind, ist in der komplexen Topolo-
gie klar. Algebraisch sieht man dies ein, indem man Bedingungspaare wie z.B.
"P liegt auf 7y’ und P liegt auf X’ mittels Resultanten als polynomiale Bedin-
gungen an (z,y) erkennt.

Wir wollen nun zeigen, dass 7" und B echt in X x X \ A enthalten sind. Dazu
beginnen wir mit einem Punkt z € X, seiner Tangenten ¢ und betrachten die
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Einschrinkung der Projektion p; : X — P!, Sei a € P! ein Punkt, {iber dem p,
unverzweigt ist. Sei L = p~1(a) U ¢ der Abschluss der Hyperebene im Urbild
von a und wir listen die Punkte im Schnitt L N X = {z,y1,...,yn}. Fiir einen
Punkt y € X ausserhalb von ¢ bedeutet die Unverzweigtheit von p,, dass das
pe-Bild der Tangente dort gleich P! ist. Daher ist der Tangentialraum Ty ,, fiir
kein 7 in L. Mit anderen Worten, die Punktpaare (z, y;) liegen nicht in B.

Die Aussage der echten Inklusion fiir 7" fithren wir auf die Aussage von B
zuriick. Wir argumentieren dazu komplex-analytisch und parametrisieren die
glatte Kurve X in einer Umgebung von z durch ¢ : D = {2 : |2| < e} — X,
#(0) = x. Der Satz tiber implizite Funktionen gestattet dies. Wie betrachten
die Sekanten y;¢(2). Da (z,y;) ¢ B, ist auch (¢(2),y;) ¢ B falls ¢ klein genug
gewdhlt ist. Angenommen 7" = X x X \ A, also hat (z,y;) eine Trisekante,

die dann notwendigerweise in L liegt. Damit ist der dritte Punkt auf dieser
Geraden auch einer der Punkte y;. Auch Punkte in der Ndhe von x hitten
(n)

—

i

dann Trisekanten. Es gibe also eine Folge von Punkten z,, — 0, X 3 y
y;, sodass (¢(x),y1, yi(n) kollinear sind. Mit anderen Worten liegt die Sekante
Yi, ygn) in der Ebene, die von {y1,, ¢(z)} aufgespannt wird. Im Limes n —
oo konvergiert dies zur Ebene L und die Sekante y1, ygn) zur Tangente T'x ,,.
Damit haben wir den gesuchten Widerspruch zu T'x ,, L.

Zum Beweis von Ic) muss man ‘inflection points” auf X untersuchen. Ist
x € X ein glatter Punkt, so sind dies die Punkte mit i(X,Tx ,;x) > 3. Sei
ab sofort X = Z(f), wobei f € C[Xj, X7, X2] ein homogenes Polynom vom
Grad d ist. Wir behaupten, dass die “inflection points” genau die Punkte im
glatten Ort von X, bei denen die Determinante der Hesse-Matrix

0 f )
0X,X;

H = det(

nicht verschwindet. Zum Beweis der Aussage verwendet man die Unab-
hédngigkeit des Verschwindens von H von der Koordinatenwahl, nimmt also
z=(1:0:0)und T, = V(X1) an, sodass

f = aXi X+ (BXZ+ X1 Xo +6XHXT? + R,

wobei im Restglied R nur Monome X! X} vom Gesamtgrad grofer zwei auf-
treten. Dann ist
H(1,0,0) = —2(d —1)%a?p

und o # 0, da z glatt vorausgesetzt ist. Also ist H = 0 dquivalent zu 8 = 0
und dies ist wiederum dquivalent dazu, dass die Multiplizitdt > 3 ist, wie man
durch Einsetzen von X; = 0 in f erkennt.

An dem Kiriterium mit der Hesse-Matrix erkennt man, dass ’inflection
points” eine abgeschlossene algebraische Untervarietdt des glatten Lokus
von X bilden, und falls d = deg(f) = deg(X) > 1 ist, offenbar auch eine
echte Untervarietit, also endlich viele Punkte.

Seite 92



Der letzte Schritt im Beweis von Ic) ist nun nachzupriifen, dass fiir P €
P? ausserhalb von X und ausserhalb der Tangenten an ‘inflection points” die
Projektion pp|x nur einfache Verzweigungspunkte besitzt. Die Details stehen
in [Mum95| Seite 137].

Zum Beweis von Ila) betrachten wir die endliche vielen Punktpaare (u;, v;)
fur i = 1,...,v, die auf einen Punkt y; in Y = py(X) abgebildet werden, so-
dass p2 ausserhalb dieser Punkte ein Isomorphismus ist. Der Morphismus p»
definiert eine Inklusion

S = C[Xo, X1, X2]/(F) — Clzo, - . ., 2n] /I(X)

der homogenen Koordinatenringe. Wir konnen durch Koordinatenverschie-
bung annehmen, dass X;(y;) # 0 fiir alle ¢,j ist. Wir behaupten, dass fiir
k >> 0 die Sequenz

0— S — R, — @;’:1(3 =0 (18.5)

exakt ist, wobei der zweite Morphismus durch «a(f) = %(uz) - %(v,) defi-
0 0

niert ist. Aus diese Behauptung folgt wegen d = deg(F’) nach Bézout, dass
Px (k) = dim(Ry) = dim(C[Xo, X1, Xo]/(F)x) +v
= dlm(C[Xo, X1, Xg]k) — dlm(F . (C[Xo, X1, Xg]k,d) +v
(k+1)(k+2) (k—d+1)(k—d+2)

- 2 B 2 v

(d+1)(d+2)
S R

= kd+1+

und damit die Aussage von Ila).

Um die Behauptung in (18.5) zu zeigen, beweisen wir zundchst die Sur-
jektivitdt von a. Dies ist nichts anderes als die geometrisch sofort einsichtige
Behauptung, dass es fiir grofles k zu jedem i eine Hyperfliche G; vom Grad k
gibt, sodass uj,v; € Z(G;), vi ¢ Z(G;) und v; € Z(G;). Das Bild von Gj ist
dann der i-te Einheitsvektor. Offensichtlich ist auch das Bild der Inklusion im
Kern von a.

Es bleibt zu zeigen, dass ein G € Ry mit o(G) = 0 in Sy, liegt. Wir konnen G
als Element des Quotientenkorpers von S auffassen, da p; birational ist. Es gilt
nun folgende Aussage tiber Quotientenkorper in K eines graduierten Rings S.
Fiir fixiertes N gibt es ein ko, sodass fiir alle £ > ky ein homogenes Element
s € K vom Grad k&, dessen Produkt X ZN s € Sy4x mit Erzeugern X; von S1 im
Ring liegt, bereits selbst im Ring liegt (siehe [Mum95] Proposition 6.11).

Die alles symmetrisch bzgl. der X, ist, geniigt also mit dieser Bemerkung
dass fiir gentigend grofies k und ein G € Ry, mit o(G) = 0 es ein N gibt mit
XY G € Syin. Dies ist eine dehomogenisierte Behauptung, ndmlich gegeben
die Inklusion

S = ClE, /5 = R = CI, ..., /1(X)
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so ist zu zeigen, dass ein g € R’ mit g(u;) = g(v;) fiir alle i bereits in S’ liegt.
Da der affinen Koordinatenring der Durchschnitt {iber die lokalen Ringe aller
Punkte ist, verbleibt noch die Kernaussage

Ovy, = {9€ Oxu, NOxp, @ g(us) = g(vi)} . (18.6)

zu zeigen. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass y = y; = (0,0) und die
lokale Gleichung dort in erster Naherung den Koordinatenachsen X; und X,
entspricht, d.h. F = X; Xy mod m(%,o- Ein beliebiges Element f von Oz , kann
manals f =3, ., ¢i;j X iX % +mg o schreiben. Gemischte Terme kann man auf-
grund der lokalen Gleichung durch hohere Potenzen ersetzen und deswegen
kann man jedes Element f € Oy, als
n—1 n—1
f=a+> biX{+> cX5+mp, (18.7)
i=1 i=1
schreiben. Andererseits kann man ein Element der rechten Seite von als
n—1 n—1
f=a+) bXi+> aXi+R, (18.8)
i=1 i=1
schreiben, wobei R in Ox ,, N Ox,, ist und zur Ordnung n sowohl bei u; al-
so auch bei v; verschwindet. Wir verwenden nun, dass die Quotientenkorper
von X und pa(X) gleich sind. Daher konnen wir f = f,,(X1,X2) + R, = g/h
mit g, h € Oy, schreiben und hR,, = g — hf, € Oy, wiein ausschrei-
ben. Wegen des Verschwindens zu Ordnung n sind die Koeffizienten a, b;, ¢;
alle gleich Null. Also ist hR,, € mg, oder umformuliert

g€Eh-Oyy+my, fiiralle neN,

Nach dem Krull’schen Durchschnittssatz ist damit g € h - Oy,, und somit f €
Oy,y.
Eine Anleitung zum Beweis von Ilb) ist Aufgabe WELCHE? 0

Wir kommen nach diesen Vorbereitungen zu einem der vielen Beweise von
einem der viele Versionen des Satzes von Riemann-Roch. Der hier gegebe-
ne Beweis verwendet, dass eine glatte projektive Kurve iiber den komple-
xen Zahlen stets eine Riemannsche Fldche ist und den Residuensatz auf einer
Riemannsche Fldche. Algebraische Beweise, die die Voraussetzung tiber den
Grundkorper nicht benotigen, erhilt man z.B. mit Hilfe von Garbenkohomolo-
gie und Serre-Dualitit, siehe z.B. [Har77][Theorem IV.1.3]. Auch Serre-Dualitat
basiert auf einer Residuenabbildung, weswegen der hier gegebene Beweis im
Grunde mit der komologischen Version identisch ist.

Satz 18.12 (Riemann-Roch) Sei X eine glatte projektive Kurve iiber den komplexen
Zahlen. Dann gilt fiir jeden Divisor D auf X

(D) — h’(Kx — D) = deg(D)+1—g.
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Beweis: Ausgangspunkt ist die exakte Sequenz von Garben
0—Ox(D)—>Ox(D+P)—Cp—0

wobei Cp die Wolkenkratzergarbe (vgl. Aufgabe 11.1) im Punkt P mit Halm C
ist. Daraus erhélt man die exakte Sequenz,

0—-T(X,0x(D)) - T'(X,0x(D+ P)) — C,

wobei wir nicht behaupten, dass im Allgemeinen der letzte Morphismus sur-
jektiv ist. Wir schreiben also x(D) = h%(D) — h®(Kx — D), wissen damit dass
x(D+ P)—x(D) € {0,1,2} ist und wollen zeigen, dass diese Differenz immer
gleich Eins ist.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass x(D + P) — x(D) # 2 ist. Angenommen
dies ist doch der Fall. Dann gibt es einen globalen Schnitt ¢ von Ox (D + P),
welcher kein globaler Schnitt von Ox (D) ist und ausserdem gibt es einen glo-
balen Schnitt o von wx (D) = Ox(Kx — D), welcher kein globaler Schnitt von
Ox(Kx — D — P) ist. Dann ist pa ein globaler Schnitt von wy, welcher einen
einfachen Pol bei P hat und sonst keine Pole. Da ein einfacher Pol stets ein
nicht-verschwindendes Residuum hat, ist dies ein Widerspruch zum Residu-
ensatz.

Im zweiten Schritt zeigen wir x(D) > deg(D) + 1 — g fiir jeden Divisor D.
Dazu suchen wir Punkte P,..., P, sodass Ox(D + P, + ---+ P.) = Ox(n)
beziiglich irgendeiner projektiven Einbettung X — P{ ist. Um dies zu errei-
chen, konnen wir annehmen, dass D effektiv ist (indem wir gegebenenfalls
Punkte hinzunehmen, die bei D mit negativem Koeffizienten auftreten). Dann
nehmen wir fiir jeden Punkt, der im Trager von D = } _ a,, - P die a,-te Potenz
einer Hyperebene, die durch P geht. Diese definiert einen globalen Schnitt
von Ox (ap), der im Allgemeinen neben ap - P noch viele weitere Nullstellen
hat. Das Produkt all dieser Schnitte ist ein globaler Schnitt von Ox (n) fiir ein
grofies n und wir nehmen als P; die unbeabsichtigten weiteren Nullstellen der
Schnitte. Indem wir gegebenenfalls durch Multiplizieren mit weiteren Schnit-
ten n noch weiter vergrossern, konnen wir aufgrund von (18.1) annehmen,
dass

RO(D+ P+ +P) = deg(D) +7+1— go(X)

ist. Wenn man n (bzw. r) weiter vergrossert, kann man zudem annehmen, das
K — D — P, —--- — P, negativen Grad hat und somit keine globalen Schnitte
haben kann. Damit konnen wir also annehmen, dass

X(D+Pi+---4+P) = deg(D) +r+1—gq(X).

Nun lassen wir sukzessive die Punkte P; weg. Bei jedem solchen Schritt fallt
die rechte Seite um FEins, die linke um Null oder Eins, aufgrund des ersten
Schritts. Daraus folgt die Behauptung.
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Im dritten Schritt fithren wir das gleiche Argument fiir Kx — D durch und
erhalten

—x(D) = h°(Kx — D) — h%(D) > deg(Kx) — deg(D) + 1 — ga(X)
= _deg(D) -1 +ga(X)a

da deg(Kx) = 2gtop(Xc) — 2 und grop(Xc) = ¢go(X) nach Satz[18.11} Die Kom-
bination dieser beiden Ungleichungen ergibt die Behauptung. O

Als Spezialfall dieses Satzes erhalten wir h’(Kx) = g, welches in vielen
Quellen die Ausgangsdefinition fiir das Geschlecht einer algebraischen Kurve
ist.

Als weiteren Spezialfall sehen wir auch, dass fiir deg(D) > 2g — 1 der Bei-
trag h%(Kx — D) verschwindet, dass also fiir solche Divisoren die Beziehung
h%(D) = deg(D) + 1 — g zwischen Grad und Anzahl der globalen Schnitte gilt.

Noch zwei Anwendungen:

Proposition 18.13 Sei D ein Divisor auf einer glatten, projektiven Kurve X vom
Geschlecht g. Ist deg(D) > 2g so definieren die globalen Schnitte von O(D) einen
Morphismus X — P", wobei r = h%(D) — 1.

Ist deg(D) > 2g + 1 so ist dieser Morphismus zudem eine abgeschlossene Einbet-
tung.

Beweis: Fiir die erste Aussage miissen wir nach Proposition zeigen, dass
es zu jedem Punkt P € X ein Schnitt s € I'(X, Ox (D) gibt, mit s(P) # 0.
Aufgrund der Gradvoraussetzung ist h°( K x — D) = 0 und auch h°(Kx — D +
P) = 0. Damit folgt aus Riemann-Roch, dass

(D) = deg(D)+1—g, h°(D—P) = (deg(D)—1)+1—g.

Daraus folgt, dass es den gewtinschten Schnitt gibt.

Fiir die zweite Aussage zeigen wir, dass Ox (D) Punkte und Tangenten
trennt, was nach Proposition die gewiinschte Einbettung liefert. Seien
zwei Punkte P # () gegeben. Dann wenden wir das Argument des ersten
Teils auf D — P an und erhalten aufgrund der neuen Gradvoraussetzung
h(D — P)—h%(D—P—Q) = 1,und damit den gesuchten Schnitt. Um Tangen-
ten zu trennen miissen wir (im Kurvenfall) nur einen Schnitt s € T'(X, Ox (D)
finden, der bei P genau zu erster Ordnung verschwindet. Nochmal das glei-
che Argument liefert h°(D — P) — h°(D — 2P) = 1, und damit den gesuchten
Schnitt. O
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Stichwortverzeichnis

Ox-Modul,
d-uple Veronese-Einbettung des P",
14
n-dimensionale
Raum P"(k),[]
(k—) algebraische Menge,
(affine) algebraische Kurve,

projektive

abgeschlossene Einbettung,
affine Koordinatenring, [ﬂ
affine Schema zu R,

affine Varietit,

affinen Geraden, [4]

affinen Raum,

analytisch isomorph,
arithmetische Geschlecht g,,
Aufblasungen,

birationale Abbildungen,

Chevalley-Dimension 4(.5),
Cremona-Transformation,

Diagonale, 57]
Dimension, [f]
Dimension einer algebraischen

Menge, [6]
direkten Bildes o, F,
Divisor,
dominant,
duale Garbe,

effektiver Divisor,
eigentlich, [67]
Euler-Sequenz,

exzeptionelle Divisor, 26]

Faser, [67]
Faserprodukt,

Fortsetzung durch 0,
freie Garbe,
Funktionenkorper,

ganz iiber R,

Garbe,

Garbifizierung,

Gerade,

Geradenbiindel,
geringter Raum (X, Ox),
getwistete Kubik,

glatt,

Grad des Morphismus,
Grad einer projektiven Varietit,
graduiert, [9]

Halm,

Hilbertpolynom,
Hilbertpolynom H(Y,t) einer pro-
jekten Varietit,
homogenen Koordinaten, E]

homogenes Ideal,
Homogenisierung, [12]

Idealgarbe,
integer, [65]
irreduzibel,

irreduziblen Komponenten, [f]
irrelevante Ideal,

isomorph,
Jacobi-Matrix,
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kanonische Biindel,

Kegel C(Y),

Keime, 52|

klassischen Topologie,
Kodimension, [9]
kohérent,
Kompositionsreihe, [46]
konstante Garbe,

Kotangentialbiindel,
Krulldimension,

linear dquivalent,
lokal geringter Raum,

lokal noethersch,
lokalen Ring Opy im Punkt P,
lokalfreie Garbe,

mengentheoretischen  vollstandi-
gen Durchschnitt,

Morphismus lokal geringter Réu-
me, [62]

Morphismus von affinen Schemata,
62]

Morphismus von Pragarben,

Morphismus von Schemata,

nattirliche Projektionsabbildung, |§|
Nichtverschwindungsort,
Nichtverschwindungsort D(f),
Noether-Normalisierung,
noethersch,

Nullstelle,

Nullstellenlokus, [3} [10]

Picardgruppe eine Kurve, 49
Poincaré-Reihe,

Préagarbe,

Pravarietit, 56]

projektiv,

projektive Varietit,

projektiven Abschluss,
projektiven Koordinatenring,
projektives Schema,

Pullback einer Oy-Modulgarbe,

quasi-affine Varietét,
quasi-kohirent,
quasi-kompakt,
quasi-projektive Varietét,

rationale Abbildung,

rationaler Schnitt,
reduziert,

reguldrer lokaler Ring,

relativen Differentialformen,

relativen Differentialformen Qﬁ( Iy
80]

Schema,

Schema tiiber S,

Schnitte,

Schnittmultiplizitat (Y, H; Z;),
Schnittprodukt,
Segre-Einbettung,

separiert, [63]

singuldr,

Spektrum von R,
Strukturgarbe Oy,

Tangentialbiindel,
Tangentialraum,
topologische Geschlecht,
Twist M (¢),
Twisting-Garben Ox (n),

Varietit, [57]

Vektorbiindel,

Verklebung,
Verschwindungsideal, [
Verschwindungsvarietit,
Verzweigungsdivisor,
Verzweigungsindex ep,
Verzweigungspunkte,
vollstindigen Durchschnitt,

Wendepunkt,

Zariski-Topologie,
Zellen,
zusammenhéngend,

Seite 100



	Einleitung
	Ziele
	Literatur

	Affine Varietäten 
	Dimension affiner Varietäten
	Projektive Varietäten 
	Morphismen
	Rationale Abbildungen 
	Lokale Eigenschaften, Singularitäten 
	Das Hilbertpolynom 
	Der Satz von Bézout 
	Divisoren auf Kurven
	Garben
	Varietäten
	Schemata
	Tensorprodukte und Fasern
	Vektorbündel und kohärente Garben
	Projektive Schemata
	Differenzialformen
	Die Sätze von Riemann-Hurwitz und Riemann-Roch 
	Literatur
	Stichwortverzeichnis

