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Ubung 1 (2 Bonuspunkte) Sei
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(a) Finden Sie invertierbare Matrizen S, T € R3*3 so dass SAT die Form I, € R3*3
mit 1 < r < 3 hat (I, wie in Beweis von Satz 7.9).

(b) Betrachten Sie die Matrix A wie in Aufgabe 1, Blatt 5, als Matrix tiber Fs.
Finden Sie invertierbare Matrizen S, T € F3*?, so dass SAT die Form I, € Fy*?
mit 1 <r < 3 hat (I, wie in Beweis von Satz 7.9).

Ubung 2 (2 Bonuspunkte)

Um die Geschenke effektiver verteilen zu kénnen, bringt der Weihnachtsmann seinen
Wichteln Lineare Algebra bei. Nach einer Vorlesung sind die Wichtel Hans und Tom
verwirrt:

Hans: “Bei der Definition von Aquivalenzrelationen hat sich Onkel Santa doch viel
zu umstéandlich angestellt!”

Tom: “Wieso?”

Hans: “Na, weil das Axiom (R) doch véllig iiberfliissig ist. Jede Relation, die
symmetrisch und transitiv ist, ist doch automatisch auch reflexiv.”

Tom: “Ahhh?”

Hans: “Na, schau mal. Wenn ~ eine symmetrische und transitive Relation auf einer
Menge X ist, dann gilt, da ~ symmetrisch ist, fiir a,b € X : a ~ b = b ~ a. Wegen
der Transitivitat folgt aus a ~ b und b ~ a dann a ~ a. Also ist ~ auch reflexiv.”
Tom: “Stimmt!”

(a) Nein, licbe Wichtel. Das stimmt nicht. Helfen Sie den Wichteln, indem Sie genau
erkldren, an welcher Stelle der Beweis falsch ist.

(b) Um die Wichtel entgiiltig zu iiberzeugen, geben Sie ein weihnachtliches Beispiel
fiir eine symmetrische, transitive, aber nicht reflexive Relation an.

— bitte wenden —
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Ubung 3 (4 Bonuspunkte, fiir jede richtig bearbeitete Teilaufgabe 0,5 Punkte, fiir
jede falsch beantwortete Teilaufgabe werden 0,5 Punkte abgezogen)

Machen Sie sich Gedanken iiber die folgenden Aussagen. Beantworten Sie jeweils die
Frage, ob die Aussage so korrekt oder falsch ist und formulieren Sie eine Begriindung
Threr Antwort (dies kann (je nach Aussage) durch Verweis auf eine bewiesene Aussage
der Vorlesung, durch einen kurzen Beweis, durch ein Beispiel oder Gegenbeispiel, etc.
geschehen). Ist die Aussage so nicht korrekt, formulieren Sie eine korrigierte Version
der Aussage.

(Die Aussagen sind genau so gemeint, wie sie hier stehen.)

(a) Die Basis des R ist {(§),(9)}.
(b) Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und W

und sind v;,v € V linear unabhingig, so sind auch f(vy), f(ve) € W linear
unabhéngig.

(c) Ist eine Abbildung f : R? — R? surjektiv, so ist f automatisch bijektiv.
(d) Es gibt Vektorraume mit nur endlich vielen Elementen.

(e) Beijedem Schritt des GauBalgorithmus wird der Rang der Matrix um mindestens

1 grofler.
(f) Sei f: R® — R? linear. Dann ist f genau dann surjektiv, wenn Ker(f) = {0}
gilt.

(g) Fir A, B invertierbare Matrizen sind auch A - B und A + B invertierbar.

(h) Ein lineares Gleichungssystem Az = b besitzt genau dann eine Losung x € R3,
falls b = 0 gilt.

(i) Sind A, B € K™ Matrizen mit ABAB = 0, so gilt BABA = 0.

(Tipp: Bei Aussagen, bei denen Sie sich nicht sicher sind, ob sie wahr sind, probieren
Sie sie an ein paar Beispielen aus.)

Ubung 4 (2 Bonuspunkte) Sei A = (a; ;) € C™" eine Matrix mit

n

lazil > ) laigl-
i=1
i

Zeigen Sie, dass A invertierbar ist.

— bitte wenden —



Ubungen zur Linearen Algebra

Weihnachtsblatt

Dozent: Prof. M. Moller 18.12.2014
Ubungen: Dr. R. Butenuth

Ubung 5 (3 Bonuspunkte) Seien z1,...,z, € C. Zeigen Sie, dass die Determinante
der Matrix

142, 1+22 -+ 1427
l+xy 1423 - 1427
l+z, 1+22 -+ 1427
gleich
I @-z)@e-. czn— (= D= 1) (20— 1))
1<i<j<n
ist.

Ubung 6 (3 Bonuspunkte) Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ :
V' — V ein Endomorphisms. Wir nennen ¢ nilpotent, wenn ¢" = 0 fiir ein n > 0 gilt.
Zeigen Sie: Ist ¢ nilpotent, so gibt es eine Basis B von V/, fiir die die Abbildungsmatrix
® von ¢ beziiglich B (in Definitionsbereich und Bildbereich) echte obere Dreiecksge-
stalt hat und es gilt @4V = 0. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Betrachten Sie die Kette 0 C kerp C kerp? C ... C kerp™ = V. Zeigen Sie,
wenn N minimal gewihlt ist mit ¢~ = 0, dann sind die Inklusionen in jedem
Schritt echt.

(b) Wihlen Sie eine Basis von ker ¢ und ergénzen Sie diese sukzessive entlang der
obigen Kette zu einer Basis B von V.

(c) Beweisen Sie, dass die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich B die gewiinschten
Eigenschaften hat.

Hinweis zu (a): Es gilt ker "™ = {z € V |p(z) € ker p"*'}. Was passiert jetzt,
wenn ker ¢" = ker " 1?7

Das Team der Linearen Algebra wiinscht Thnen
frohe Weihnachten und einen guten Start ins neue Jahr!

Die Aufgaben auf diesem Blatt sind Bonusaufgaben. Sie konnen diese bis spétestens
10:00 Uhr am Donnerstag, den 15.01.2015, im Postfach des Tutors im 3. Stock,
Robert-Mayer-Str. 6, abgeben. Bitte denken Sie daran, IThre Namen und Thre Matrikel-
nummern mit anzugeben und alle Blétter, zum Beispiel mit einem Tacker, zusammen
zu halten. Bitte geben sie diese Bonusaufgaben getrennt von Blatt 10 ab.



