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Einleitung

Ein primaéres Ziel der Linearen Algebra ist das Losen linearer Gleichungssysteme. Zu einem
gegebenen solchen Gleichungssystem will man zuerst wissen, ob es losbar ist und wenn ja,
wie man eine Losung findet. Aber auch die Frage, ob es mehr als eine Losung gibt, ist oft
relevant. Allgemeiner formuliert, ist das erste zentrale Ziel die Struktur die Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems. Dabei spielt der Begriff des Vektorraums eine zentrale
Rolle.

Den Begriff des Vektorraums haben sicherlich viele Leser bereits kennengelernt, oftmals in
Form des 3-dimensionalen ,, Anschauungsraums”, ,der Welt, in der wir leben”. Doch: was
bedeutet eigentlich 3-dimensional? Und auch wenn dieses Beispiel sicher wichtig ist, gibt es
viele Beispiele von Vektorraumen, in denen Vektoren nicht (gut) mit , Pfeilen” veranschau-
licht werden konnen.

Deswegen werden wir Begriffe wie , Vektorraum“oder , Dimension”“mit einer préazisen De-
finition einfithren. Dem Leser sei nahegelegt, diese Definition auswendig (!) zu beherrschen.
Die Anschauung ist gut und wichtig, aber noch wichtiger ist es, das abstrakte Konzept be-

schreiben zu koénnen, fiir das man gerade ein Beispiel in Handen hailt.

Auf dem Weg zur Definition eines Vektorraums und zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems werden wir grundlegende Strukturen axiomatisch beschreiben. Wir fangen bei der
axiomatischen Beschreibung (fast) ganz von vorne an, bei Mengen, Zahlen und Relationen.

Daher erscheint die Definition dieses Begriffs erst auf S. 28 dieses Skripts.

Quellen und Literatur: Es gibt viele gute Skripten zur linearen Algebra. Insbesondere die
Skripten von P. Habegger, H. Kunle und A. Werner haben dieses Skript inspiriert. Diese und
weitere Skripten konnen Sie von den entsprechenden Webseiten herunterladen werden.

Biicher zur Linearen Algebra sind ebenso zahlreich. Empfehlen kann man z.B. ,Lineare

Algebra” von G. Fischer, Vieweg Verlag.

Dieses Skript entsteht parallel zu Vorlesungen im Wintersemester 2011 /12 und im Winterse-
mester 2014/15 an der Johann Wolfgang Goethe-Universitat Frankfurt am Main. Auch die
vorliegende Version und ist sicher noch (druck)fehlerbehaftet. Lesen Sie daher bitte mif3-
trauisch! Korrekturen und Verbesserungsvorschldge werden gerne eingearbeitet.



1 Mengen und Abbildungen

1.1 Der Mengenbegriff

Trotz der angekiindigten Rigorositdt werden wir einen naiven Mengenbegriff verwenden.
Eine Menge ist eine Ansammlung von Objekten, z.B. ein Schwarm Vogel, die Einwohner
Frankfurts, die Menge der natiirlichen Zahlen N, der ganzen Zahlen Z, der rationalen
Zahlen Q, der reelen Zahlen R oder der komplexen Zahlen C.

Dieser Mengenbegriff fiihrt zu Schwierigkeiten, wenn man die ,Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element enthalten” betrachtet. Man kann diesen Widerspruch auflosen,
der interessierte Leser moge unter dem Begriff Zermelo-Frankel-Axiome nachschlagen.
Es erscheint aber ratsam dieses hochabstrakte Kapitel nicht in den ersten Tagen eines
Mathematikstudiums anzutasten.

Ist ein Objekt a in der Menge M, so schreiben wir a € M, andernfalls a ¢ M. Die Menge,
die keine Objekte enthilt, heifit leere Menge und wird mit () oder mit {} bezeichnet. Zwei
Mengen heifien gleich, wenn sie die selben Elemente enthalten.

Beispiel 1.1 Mengen werden z.B. durch Aufzdhlung gegeben. Die Mengen M; = {1,2,3}
und My = {3, 1,2} sind gleich, denn es kommt nicht auf die Reihenfolge der Objektnennung

an.

Beispiel 1.2 Man beachte, dass {0} und {} nicht die gleiche Menge beschreiben. Die erstge-
nannte Menge hat ein Element, die zweitgenannte enthélt kein Element.

Definition 1.3 Eine Menge A heifit Teilmenge von B, wenn aus x € A folgt x+ € B. In diesem
Fall schreibt man A C B oder B D A.

Eine weitere niitzliche Art Mengen zu beschreiben, ist mit Hilfe von Aussageformen. Zu-
ndchst ist Aussage ein Satz der wahr oder falsch ist. 5 € N und 8 < 6 sind Beispiele fiir
Aussagen. Eine Aussageform ist ein Satz, der eine oder mehrere Variablen (oder Leerstellen)
beinhaltet und bei Einsetzen von Elementen einer spezifizierten Menge (,,Grundmenge”)
zu einer Aussage wird. z + 5 < 8 und = + = = 2z sind Beispiele fiir Aussageformen aus der
Menge der natiirlichen Zahlen.

Beispiel 1.4 Mengen kann man oft sowohl mit Hilfe einer Aussageform oder mittels Auf-

zdhlung beschreiben, zum Beispiel

{reN:z<6}={1,2,3,4,5}; {xeN:3+z<3}=0.
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Ist eine Aussageform fiir alle Elemente der Grundmenge waht, so schreibt man den Sach-
verhalt kurz mit dem Zeichen V, z.B.

VreN: z+x=2z.

Enthilt eine Menge M endlich viele Elemente, so bezeichnet man mit #M oder |M| die
Miichtigkeit oder Kardinalitdt der Menge, d.h. die Anzahl der Elemente von M.
Gibt es mindestens ein Element der Grundmenge, fiir das die Aussage wahr ist, so verwen-
det man das Zeichen 3, z.B.

JreN:z+5="7.

Das Zeichen V heifst Allquantor, das Zeichen 3 heifst Existenzquantor.

1.2 Mengenoperation

Ist M eine Menge, so heifst P(M) = {A : A C M} die Potenzmenge von M.

Beispiel 1.5 Ist M = {1,2}, soist P(M) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

Sind A und B Mengen, so bezeichnet
AUB={z:2 € Aoderx € B}

die Vereinigung und
ANB={z:2€ Aund z € B}

den Durchschnitt dieser zwei Mengen. Die Differenz von A und B ist die Menge
A\B={z:z€ Aund z ¢ B}.

Im Spezialfall, dass A eine bereits spezifizierte Grundmenge G ist, nennt man G \ B auch
das Komplement

B={x:z¢ B}.
) ’
G
Vereinigung von A und B Durchschnitt von A und B Komplement von B

Ubung: Man beweise die Gleichheiten
A\VA=0; ANA=0; AUA =G; A=A AUB=A4ANnB; AnB=A4UB.

Dazu verwende man konsequent die, aus der Definition unmittelbar ersichtliche
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Proposition 1.6 Fiir zwei Mengen My und My gilt: My = My genau dann, wenn My C My und
My D Ms.

Sind A und B Mengen, so ist das kartesische Produkt A x B die Menge aller geordneten Paare
aus einem Element von A und einem Element von B, d.h.

Ax B={(a,b):a € Aund b € B}.

Beispiel 1.7 Esist (R x R) x R = {(a,b,¢) : a € Rund b € R und ¢ € R}. Wir schreiben fiir
diese Menge auch R3 und analog R" fiir das kartesische Produkt mit n Faktoren.

1.3 Abbildungen

Seien M und N Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem Element von M genau ein Element
von N zuordnet, heifst Abbildung oder Funktion, geschrieben f: M — N. Die Menge M
heif3t Definitionsbereich von f, die Menge N heif$t Bildbereich von f und die Menge

I'y={(m,n): f(lm)=n} C M xN
heif3t Graph von f.

Fiir eine Untermenge M C M des Definitionsbereichs nennt man f(M) = {f(m) : m €
M} C N das Bild von M (unter f). Fiir eine Untermenge N C N des Bildbereichs nennt
man

STYUN):={me M: f(m) e N}

das Urbild von N (unter f).

Beispiel 1.8 Beispiele von Abbildungen sind Geburtsdatum: {Menschen} — {Tage} oder
f*N — N,z = z + 5. Keine Abbildungen sind hingegen f: R — R;z +—
1/x falls = # 0” (da 0 kein Bild zugeordnet ist) und ,,ausgeliehene Biicher: {Studenten} —
{Bticher der UB}” (da manche Studenten mehrere Biicher ausgeliehen haben).

Gibt es zu jedem n € N mindestens ein m € M mit f(m) = n, so heif$t f surjektiv. Folgt fiir
alle my,mg € M mit f(my) = f(m2), dass m; = mq gilt, so heifst f injektiv. Ist f surjektiv
und injektiv, so heift f bijektiv.

Umgangssprachlich ausgedriickt ist eine Abbildung surjektiv, wenn jedes mogliche Bild ge-
troffen wird. Sie ist injektiv, wird jedes mogliche Bild hochstens einmal getroffen wird.
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Beispiel 1.9 Die Abbildung

f: R— R z+— 2 ist weder surjektiv noch injektiv.
: Rsg — R; x —> 2 ist injektiv, aber nicht surjektiv.
> ] )

f: R—Roo: xz+——a2? istsurjektiv, aber nicht injektiv.
fi Rog—Rsog: x+— 22 istbijektiv.

Abbildungen kann man hintereinander ausfiihren (verketten), falls der Bildbereich der ers-
ten Abbildung gleich dem Definitionsbereich der zweiten Abbildung ist. Das heifst sind
f:+ A— Bund g: B — C Abbildungen, so heifst

Of_{A—>c
T e = g

die Verkettung von f und g. Man beachte, dass f zuerst ausgefiihrt wird, aber in g o f an
zweiter Stelle notiert wird. Diese Konvention hat den Sinn, dass (g o f)(z) = g(f(x)) gilt,

also nur ein Umordnen der Klammern ist.

2 Gruppen, Ringe, Korper

2.1 Gruppen
In diesem Abschnitt versuchen wir in Axiomen festzuhalten, welche Eigenschaften die Ad-
dition auf den ganzen Zahlen hat. Zunéachst gilt:

(V) Es gibt eine Abbildung + : Z x Z — Z

(,Zwei ganze Zahlen kann man addieren.”)

Die Abbildung + besitzt folgende Eigenschaften:
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(N) Fuarallea,be Zgilta+0=aund0+b=1>
(,,Null ist ein neutrales Element”).

(K) Firalle a,b € Z gilt a + b = b + a (,Kommutativitit”).

(I) Zu jedem Element a € Z gibt es ein Element —a € Z mita + (—a) =0
und (—a) + a = 0 (,,Existenz des inversen Elements”).

(A) Furalle a,b,c € Z gilt (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) (,Assoziativitat”).

Grund fiir das Isolieren der obigen Eigenschaften ist, dass es viele andere Strukturen gibt,
die einen dhnlichen Katalog an Eigenschaften erfiillen. Die Menge R \ {0} mit der Verkniip-
fung * (Multiplikation) erfiillt auch (V),(N),(K),(I),(A), wenn man 1 als neutrales Element
verwendet und als Inverses zu x € R\ {0} das Element 1/z € R\ {0} verwendet. Alle Sitze,
die wir nur mit Hilfe von (V),(N),(K),(I),(A) beweisen, gelten folglich fiir alle Strukturen mit
diesen Eigenschaften. Dies fiithrt zu dem ersten fundamentalen Begriff:

Definition 2.1 Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung x: G x G — G, einem
(,neutralen”) Element e € G, einer Abbildung i: G — G mit den Eigenschaften

(A) Fiiralle a,b,c € G gilt: (a xb) xc = a* (bx*c).
(N) Fiiralle a € G gilt: e x a = a.
(I) Fiiralle a € G gilt: i(a) xa = e.
Gilt zusitzlich
(K) Fiiralle a,b € G gilt: a xb=bx*a.
so heifst G kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe.
Also sind (Z,+) und (R \ {0}, ) Beispiele fiir kommutative Gruppen. Das Verkniipfungs-

zeichen + wollen wir fiir kommutative Gruppen reservieren. Im Allgemeinen ist der Begriff

kommutative Gruppe zu restriktiv, wie wir im nédchsten Beispiel sehen werden.
Die symmetrische Gruppe. Sei M eine beliebige Menge und
Sy ={f: M — M | f istbijektiv}.

Die Menge S)s der bijektiven Selbstabbildungen ist bzgl. Verkettung mit dem neutralen Ele-
ment Identititsabbildung id(m) = m und dem inversen Element i(f) = f~! eine Gruppe,
wie wir nun durch Priifen der Axiome nachweisen. Sie wird symmetrische Gruppe von M
genannt. Zunichst halten wir fest, dass f~! existiert, da f bijektiv vorausgesetzt wurde. Ist
f bijektiv und ¢ bijektiv, so ist auch g o f bijektiv (Genauer: Sei x € M gegeben. Dann gibt
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esy € M mit g(y) = =z, da g surjektiv ist und es gibt z € M mit f(z) =y, da f surjektiv ist.
Zusammen st (go f)(z) = g(f(2)) = g(y) = = und damit g o f surjektiv. Der Leser fiihre das
entsprechende Argument fiir , injektiv“durch!) und eine Abbildung von M nach M. Also ist
o:Syu x Sy — Sy eine Verkniipfung. Fiir f, g, h € Sy und fiir alle x € M gilt

(f 0 9) o )(x) = (F 0 9)(h(w)) = £ (9(h(@)) = S(g o W) = (F o (g o )(x).

Alsoist (f og)oh = fo(goh)und wir haben (A) nachgewiesen. Da (f oid)(z) = f(z) =
(id o f)(x) ist, haben wir (N) gezeigt. Auerdem ist f o f~! = id = f~! o f nach Definition
der Umkehrabbildung. Daraus folgt (I) und wir haben alle Gruppenaxiomen nachgewiesen.

Ist M endlich, so schreiben wir auch S, statt Sy;, wobei n = #M ist. Es ist S = {id} die
triviale Gruppe. Die Gruppe S besteht aus der Identitdt und der Abbildung 7, welche die
beiden Elemente vertauscht.

Elemente der symmetrischen Gruppe S,, werden, falls n endlich ist, auch Permutationen ge-
nannt. Da wir sie hdufig benotigen, fithren wir zwei Kurzschreibweisen dafiir ein. Zunéchst

:< 12 3 .. = )ES”
m(1l) w(2) n3) ... 7w(n)

d.h. als zweizeilige Anordnung in der unten das Bild der dariiberliegenden Zahl steht. (Wir

schreiben wir

vermeiden den Begriff ,Matrix “fiir dieses Objekt, da die Verkniipfungen, die wir mit Matri-
zen durchfiihren werden, sich sehr von der Hintereinanderausfiihrung von Permutationen

unterscheiden.)

Als zweite Kurzschreibweise schreiben wir ein Element, sein Bild, das Bild hiervon etc. in
eine Klammer und schlie3en diese, wenn das Bild des letzten Elements das erste ist. Wir
wiederholen dies, bis wir alle Elemente von {1, 2, 3, ..., n} gelistet haben. Beispielsweise fiir
n = 6 ist

(; 2 i 11 g S>:(1 3 4)(5)(2 6)=(3 4 1)(2 o) (5)

Wie man am Beispiel sieht, ist diese Darstellung nicht eindeutig, aber die Verkettung von
Permutation l&f3t sich damit bequem errechnen. Klammern mit nur einem Eintrag lasst man
oft weg.

Wir beschreiben nun Ss. Die Elemente sind {id, (12)(3), (13)(2), (23)(1), (123), (132)}. Die
Gruppenstruktur gibt man gerne mit Hilfe einer Verkniipfungstabelle an. Im Beispiel von
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° id  (12) (13) (23) (123) (132)
id | id (12) (13) (23) (123) (132)

(12) | (12) id (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) id (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) id  (13) (12)

(123) | (123) (13) (23) (12) (132) id
(132) | (132) (23) (12) (13) id (123)

Hat man umgekehrt so eine Verkniipfungsstabelle gegeben, muss man die Axiome priifen,
um nachzuweisen, dass es sich um eine Gruppe handelt. Fiir die Eigenschaft ,neutrales
Element “ ist dies sehr einfach, fiir die Eigenschaft ,Assoziativitdt “ ist dies sehr lastig!

Eine Permutation, bei der alle bis auf zwei Elemente fest bleiben, nennen wir Transposition.

Beispielsweise sind die Transpositionen in S5 genau die Permutationen (12), (13) und (23).

Satz 2.2 Jede Permutation in S,, (n > 2) lidfst sich als Verkettung von Transpositionen schreiben.

Beweis : Vollstindige Induktion nach n. Die Gruppe Sz = {id = (12) o (12),(12)} hat of-
fenbar die geforderte Eigenschaft. Wir nehmen also an, die Aussage ist fiir alle Gruppen
Sm mit m < n richtig und zeigen sie fiir S,,11. Sei 7 € S, ein beliebiges Element. Ist
m(n+ 1) = n+ 1, so ist 7., eine Bijektion, also nach Induktionsannahme eine Verkettung
der Transpositionen. Ist 7(n + 1) = k # n+ 1,sosei™ = (k n + 1) eine Transposition.
DannistTom(n+1) =n+1,also 7om = 1 o... o7 eine Verkettung von Transpositionen.

Schliefdlich ist

MT=TOTOM=T0O0T10...0Ty

eine Verkettung von Transpositionen, was zu zeigen war. O

Wir zeigen nun, dass die , iiblichen Rechenregeln”(im Sinne dessen, was man von den gan-

zen Zahlen gewohnt ist) aus den Gruppenaxiomen folgen.

Lemma 2.3 Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und Inversionsabbildung i

i) Fiiralle a € G gilt aoe=uaq,i(i(a)) =aundaoi(a) =e.
ii) Ist €' € G ein Element mit ¢’ o a = a fiir alle a € G, so ist €' = e. (,,Das neutrale Element ist
eindeutig”).
iii) Ist o’ € G ein Element mit a’o = e fiir ein a € G, so ist ' = i(a). (,,Das inverse Element ist
eindeutig.”)
iv) Seien a,b,c € G mit aob=aoc, sogilt b=c.
Falls a,b,c € G mit boa =coa, sogilt b=c.
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Teil i) kann man sich als ,das linksneutrale Element ist auch rechtsneutral” merken. Auf-
grund dieses Lemmas, spricht man nur vom , neutralen Element”. Fiir kommutative Grup-
pen ist diese Aussage sowieso klar.

Beweis : Wir schreiben a~! := i(a) zur Vereinfachung. Sei @ = (¢~!)~!. Dann ist nach Defi-

1

nition a o a~* = e und daher

aoal = eo(aoa™) = (GoaHo(aoal) =
~ ( ) ( )o( )(A)

doal=e.

-1

do((a " oa)oa)

= do(eoa™)

1) )
Die weiteren Aussagen aus i) bleiben als Ubungsaufgabe.

Zu ii) Sei €’ ein weiteres neutrales Element, d.h. ¢’ o @ = « fiir alle a € G. Fiir a = e erhalten

wir €/ o e = e und aus i) folgt €’ o e = ¢/. Zusammen folgt e = ¢'.

Zu iii) Sei a’ ein weiteres Inverses von a, d.h. a’ o a = e.
Dann gilt
al =coat=(doa)oa! =do(acat)=doe =d.
(N) (A4) ) (N)

In Teil iv) folgt aus der ersten Zeile a=! o (a 0 b) = a~! o (a o ¢). Mit Hilfe von (A) folgt
(amtoa)ob = (a!oa)ocund aus (I) folgt e o b = e o c. Schlieflich impliziert (N) das
gewtinschte b = c. Die zweite Behauptung folgt ebenso unter Verwendung von ii) und iii)
statt der Originalform von (N) und (I). O

In der ,Welt” der Gruppen wollen wir nur Teilmengen und Abbildungen untersuchen, die
auch die Gruppenstruktur respektieren. Dies fithrt zu den zwei folgenden Begriffen.

Definition 2.4 Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G von G heifit Untergruppe, falls gilt

i) Das neutrale Element e € H.
ii) Fiiralle g,h € H liegt goh € H.
(,H ist bzgl. Verkniipfung abgeschlossen™).
iii) Fiiralle g € H ist das Inverse g~ € H

Zusammen mit ii) und iii) ist i) offenbar dquivalent zu

i’) Die Teilmenge ist nicht leer.

Beispiel 2.5 Sei (G;0) = (Z,+). Dannist H = {x € Z : xist durch 17 teilbar} eine Unter-
gruppe von Z.

Definition 2.6 Seien (G, o) und (H,o) Gruppen. Eine Abbildung f: G — H mit

f(g1092) = f(g1) o f(g2)

fiiralle g1, go € G wird Gruppenhomomorphismus (oder kurz Homomorphismus) genannt. Ist
f zudem bijektiv, so wird f ein Isomorphismus genannt.
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Beispiel 2.7 Die Abbildungen

f:Z,+) — (Z,+); z—17-z
und

fi(Z,4) — (R\{0}, -) x5
sind Homomorphismen, aber

9: (Z,4+) — (Z,+), zr—x+1

ist kein Homomorphismus, wie man leicht nachrechnet.

Beispiel 2.8 Die Abbildung o : (S3,0) — ({£1}, - ) ist ein Homomorphismus. Sie ist gege-
ben durch (12) — —1, (13) — —1,(23) — —lundid — +1, (123) — +1, (132) —> +1.
Dies kann man an der Verkniipfungstafel einsehen. Das Bild der Tafel unter o ist

+1 -1 -1 -1 +1 +1
+1 |+1 -1 -1 -1 +1 +1
-1 |{-1 +1 +1 +1 -1 -1
-1 |-1 +1 +1 +1 -1 -1
-1 |-1 +1 +1 +1 -1 -1
+1 |+1 -1 -1 -1 +1 +1
+1 |+1 -1 -1 -1 +1 +1

und all die resultierenden Multiplikationen von +1 sind korrekt. Wenn wir von analogen
Abbildungen (.S,,,0) — ({£1}, -) die Eigenschaft Homomorphismus nachrechnen wollen,
so miissen wir aber geschicktere Methoden verwenden!

Lemma 2.9 Es seien (G, o) und (H,o) Gruppen und f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:

i) fleq) =en

i) f(g=") = fl9)™

ii1) Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung auch ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis : Aufgrund der Homomorphie folgt f(a) = f(eq 0 a) = f(ec) o f(a). Verkettet man
dies mit f(a)~! von rechts, folgt die Behauptung i). Daraus folgt nun, dass

fl9)oflg™) = flgog™) = flec) = en,
und damit ist f(g~!) das Inverse von f(g).
Fiir Teil iii) sei f ~! die Umkehrabbildung und k1, hy € H beliebig. Dann ist
FUH ) o 7N (ha)) = F(F M) o f(f 7 (h2)) = ha o by = f(f 71 (h1 © ha)).

Da f injektiv ist, folgt daraus f~*(h1) o f~!(ha) = hy o hy und damit die gewiinschte Homo-
morphieeigenschaft. O
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Proposition 2.10 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist f~'(ey) eine Untergrup-
pe, genannt der Kern von f.

Die gingige Bezeichnung fiir den Kern ist Ker(f) = f~!(epn).

Beweis : Zunéchst ist fiir jeden Gruppenhomomorphismus eg € Ker(f), denn es gilt

er o fleg) = fleq) = fleaoeq) = fleg) o f(eq)

und nach Lemma [2.3liii) kann man f(eq) kiirzen.
Sei f(g1) = f(g92) = ey. Dann ist

flgr092) = f(g1) o f(92) = emoen = em,

also ist g1 o g2 € Ker(f). Schlie8lich ist fiir g € Ker(f)
Flg) o flg)=flg " og) = flea) = em,
alsoist f(g7!) = f(g) ' = e = en. O

Im vorigen Beispiel zu ¢ : (S3,0) — ({£1}, ) ist Ker(o) = {id, (123), (132)}. Diese Menge
ist also eine Untergruppe von S3. Weitere Untergruppen sind (offensichtlich) {id}, die ganze
Gruppe S3, sowie die 3 Gruppen {id, (12)}, {id, (13)} und {id, (23)} zu je zwei Elementen.
Wir haben somit 6 Untergruppen von S; gefunden. Als Ubung iiberlege der Leser sich, dass
dies alle Untergruppen von S3 sind. Wer knoblen mochte, kann auch noch die Untergrup-
pen von Sy bestimmen! Spitestens bei S5 oder Sg wird die Aufgabe alle Untergruppen zu
bestimmen so trickreich, dass sich ein systematischeres Studium lohnt. Dieses wird in der
(Grundlagen der) Algebra-Vorlesung behandelt. Fiir lineare Gleichungssysteme brauchen
wir das nicht.

Am Ende der Algebra Vorlesung wird dann klar, warum es in der S, nur wenige Unter-
gruppen der Form Ker(f) gibt und wieso daraus folgt, dass es eine Verallgemeinerung der

Formel
—bE+Vb*—4
Ty/2 = 5 9 sind Loésungen von ar’ +br+c=0
a

nur fiir Gleichungen vom Grad hochstens 4 gibt.

2.2 Ringe

Zum Gruppenbegiff haben wir die Gesetze der Addition in Z als Modell fiir ein abstraktes
Axiomensystem genommen. Dabei haben wir nicht berticksichtigt, dass Z mit der Multipli-
kation noch eine weitere Verkniipfung hat. In der folgenden Definition geben wir direkt die
Axiome an, die der Leser fiir die Multiplikation und Addition in Z schnell verifizieren kann.
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Definition 2.11 Ein Ring (R, +, -) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R x R — R
und - : R x R — R, die folgende Eigenschaften haben:

i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
ii) Es gilt fiir alle a,b,c € R : (,Assoziativitit der Multiplikation™).

(a-b)-c=a-(b-c)

iii) Es gibt ein Element 1 € R mit

fiir alle a € R (,,Neutrales Element der Multiplikation”).
iv) Fiir a,b,c € R gilt: (, Distributivgesetze”).

(a+b)-c=a-c+b-c und a-(b+c¢)=a-b+a-c
Man nennt den Ring kommutativ, falls zudem fiir alle a,b € R gilt

a-b=>b-a.

Manche Biicher fordern Kommutativitat der Multiplikation automatisch, in manchen wird
die Existenz eines neutralen Elements der Multiplikation nicht gefordert. Im Gegensatz da-
zu ist die Begriffsbildung fiir Gruppen und Korper (im ndchsten Abschnitt) tiberall einheit-
lich.

Bei abelschen Gruppen mit Verkniipfungszeichen + nennen wir das neutrale Element stets
0 und das inverse Element von a bezeichnen wir mit —a.

Man beachte auch, dass wir bereits im Axiomensystem (im Distributivgesetz) von der Kon-
vention ,Punkt vor Strich” Gebrauch gemacht haben, um zu spezifizieren in welcher Rei-

henfolge die Operationen auszufiihren sind.

Beispiele 2.12 i) Die ganzen, die rationalen, die reellen, die komplexen Zahlen sind Rin-
ge mit der iiblichen Addition.

ii) SeiR=R, ®: RxR — R; (a,b) — min(a,b) und ©® : RxR — R; (a,b) —> a+b.
Dann gelten in (R, @, ©®) die Distributivgesetze, ® ist kommutativ, es gibt ein neutrales
Element der ,Multiplikation”, ndmlich 0. Aber (R, &, ®) ist kein Ring, denn (R, &) ist
keine Gruppe.

Der Polynomring.

Sei R ein Ring und X ein Symbol. Daraus basteln wir einen weiteren wichtigen Ring, den
Polynomring, R[X], den wir wie folgt definieren. Elemente von R[X] sind Ausdriicke der
Form (,,Polynome”)

m
P = Zaka =a, X"+ am_le_l + ...+ a1 X + ag,
k=0
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wobei m € N beliebig ist. Ist P> = >_}_, bx X* ein weiteres Polynom, so sei

max{m,n}

Pi+Py= > (ap+bp)X"
k=0

wobei a, = 0 fiir K > m und by, = 0 fiir £ > n gesetzt wird. Die Multiplikation definieren
wir durch

m+n k
Pl-szz ( ag-bk_g>-Xk.
=0

k=0

Die Ringaxiome tiberpriift man leicht.
Noch eine Bezeichnungist P = Y, aiX ¥ und a, # 0, so nennen wir

degP:=n=>0

den Grad des Polynoms. Ist P = 0 das Nullpolynom, so definieren wir deg P = —oo. Diese
Definition hat den Zweck, dass deg(P; + P») < max{deg P;,deg P»} gilt. Wir halten noch
einige Rechenregeln fest.

Lemma 2.13 Sei (R,+, - ) ein Ring. Dann ist fiirallta € R 0-a=a-0=0.

Esgilt —a=(-1)-a=a-(—1)und (-1)-(-1) = 1.

Beweis : Aus 0-a = (040)-a=0-a+0-afolgt durch Addition von —(0 - a) die erste
Behauptung 0 - a = 0, die Behauptung a - 0 = 0 folgt analog.

Aus ((—1)+1)-a = 0-a = 0 nach der ersten Behauptung, erhalten wir 0 = (—1)-a+1-a =
(—1) - a + a. Aufgrund der Eindeutigkeit des Inversen folgt (—1) - a = —a, die Behauptung
a - (—1) folgt analog. Schliefdlich folgt daraus

nach Lemma[2.3]i). O

Beispiel 2.14 Ist (R, +, - ) ein Ring, so wird das kartesische Produkt R x R auch zu einem

Ring, indem wir fiir ay, a, by, b2 € R definieren:
(al, ag) + (bl, bg) = (a1 + by,as + bg) und (al, ag) . (bl, bg) = (albl,agbg).

Das Nachpriifen der Ringaxiome ist wieder dem Leser iiberlassen. Diese Multiplikation,
die sogenannte koordinatenweise Multiplikation ist wesentlich von der Matrizenmultiplikation
(s.u.) verschieden!
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Ist (R,+, - ) ein Ring mit mehr als nur einem Element, so ist (R, - ) nie eine Gruppe, denn
aufgrund des vorigen Lemmas hat 0 mit Ausnahme eines einzigen Ringes kein multiplika-
tives Inverses: Wire 01 ein solches, so gilt 0-1.0=1, also 0 = 1. Dann folgt aber, dass
a=1-a=0-a=0,also besteht R nur aus der Null.

Wenn wir allerdings nur fordern, dass alle Elemente aufler der Null ein multiplikatives In-
verses haben, so gibt es viele solche Strukturen. Dies fiithrt zu dem néchsten Begriff.

2.3 Korper

Die Koeffizienten der linearen Gleichungssysteme, die wir spater 1osen werden, sollen in ei-
ner Struktur liegen, die noch mehr Eigenschaften hat als ein Ring, da wir dividieren wollen.
Dies motiviert den folgenden Begriff.

Definition 2.15 Sei (K,+, - ) ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1. Ist
0 # 1 und gibt es zu jedem a € K \ {0} ein Element o’ mit a’ - a = 1, so nennen wir K einen
Korper.

Wir schreiben ab sofort a—! statt o/ fiir multiplikative Inverse, das in der Definition des
Korpers gefordert wird. Wir haben in der Definition bereits gefordert, dass ein Kérper min-
destens zwei Elemente enthilt. Wir konnen die Korperaxiome auch wie folgt formulieren:

(K+) : (K, +) ist eine abelsche Gruppe.
(K -) : (K \ {0}) ist eine nichtleere abelsche Gruppe.
(D) : Es gelten die Distributivgesetze.

Wir gehen im Moment davon aus, dass dem Leser die rationalen Zahlen Q und die reellen
Zahlen R bekannt sind und mit der tiblichen Addition und Multiplikation einen Korper
bilden. Wir werden deren Konstruktion in Abschnitt[I3|nachholen.

Beispiele 2.16 Die das kartesische Produkt R x R mit koordinatenweiser Addition und Mul-

tiplikation bilden keinen Korper, denn es gilt
und in einem Korper gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.17 Ist K ein Korper und a,b € K mita-b =0, so ist a = 0 oder b = 0.

Beweis : Wir konnen a # 0 annehmen, sonst ist die Aussage schon bewiesen. Dann gibt es

a ! mita!-a = 1. Daraus folgt

0O=a'-0=at(a-b)=(ata)-b=1-b=0b

und das war die Behauptung. O
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Der Korper der komplexen Zahlen C.
Wir versehen nun das kartesische Produkt R x R (immer noch mit komponentenweiser
Addition) mit der Multiplikation

(a1,az) * (b1, b2) = (a1b1 — agba, a1by + asby).

Dies 1df8t sich leichter von komponentenweiser Multiplikation unterscheiden, indem wir
Element von C schreiben als a + bi; a,b € R, wobei i ein Symbol mit (i)?> = —1 ist. Dann
wird obige Multiplikation zu

(a1 + agi) - (by + bai) = (a1by — azba) + (a1ba + azby) - .

Das Element 0 = 0 + 0 - 7 ist das neutrale Element bzgl. der Addition,
1 =140 -4 ist das neutrale Element bzgl. der Multiplikation.

Wir bestimmen nun das Inverse zu a + b - i, der Nachweis der iibrigen Korperaxiome sei

dem Leser tiberlassen. Es gilt
(a+b-i)(a—0b-1) = (a®>+b%) +0-1,

also ist fiir a + b - 7 # 0 das Element é”;—fb’z das multiplikative Inverse zu a + b - i.

Endliche Korper

Alle bisherigen Beispiele von Korpern hatten unendlich viele Elemente. Endliche Korper sind
Korper mit endlich vielen Elementen. Wir begniigen uns hier mit zwei Beispielen. Zunéachst
seiFy = ({0,1},+, - ) der Korper mit den Verkniipfungen

140=0+1=1, 0+0=14+1=0; 0-1=0-0=1-0=0, 1-1=1.

Der Leser tiberzeuge sich von den Korperaxiomen und rechne Assoziativitdt und Distribu-
tivgesetze zumindest exemplarisch nach.

Die Menge F4 = [F; x 5 mit komponentenweiser Addition und der Multiplikation (wie bei
C nicht komponentenweise)

(a1,a2) - (b1,b2) = (a1b1 + agba, a1ba + agby + azbs)

ist ein Korper. Um das nachzuweisen, schreiben wir 0 = (0,0); z = (1,0), y = (0,1), z =
(1,1) und stellen die Verkiipfungstafeln auf.

+10 =z y =z 0z y =z
010 =z y =z 0(0 0 0 O
z|lx 0 z vy z|0 z y =z
yly z 0 =z y|0 v 2z =«
z|lz y x 0 z|0 2z = vy
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Daran erkennt man das neutrale Element der Addition und Multiplikation, sowie die inver-
sen Elemente. Der Nachweis der Assoziativgesetze bleibt dem Leser tiberlassen, wir priifen
ein Distributivgesetz.

Seien (a1, az), (b1,b2), (c1,c2) € Fy. Dann gilt

(a1,a2)((by1,b2) + (c1,¢2)) = (a1,a2) - (b1 + c1,b2 + ¢2)

= (a1(by + c1) + az(by + c2), a1 (b2 + c2) + az(by + c1) + az(ba + ¢2))
= (a1by + agby, a1by + agby + azby) + (a1c1 + azcz, a1ca + azey + azces)
= (a1,a2)(b1,b2) + (a1,a2)(c1, c2),

wobei wir neben der Definition der Verkniipfung, das Distributivgesetz in [, verwendet
haben.

Es gibt noch viel mehr endliche Korper. Naheliegend ist die Frage, zu welchen Elementan-
zahlen n es einen endlichen Korper mit n Elementen gibt - doch dazu spéter. Im vorigen
Abschnitt haben wir den Polynomring R[X] zu einem Ring R kennengelernt. Jeder Korper
ist ein Ring und so konnen wir fiir einen Korper K den Polynomring K [X] studieren. In
diesem Fall gilt die folgende (vermutlich gewohnte) Eigenschaft der Gradabbildung.

Lemma 2.18 Seien P, P, € K[X]\ {0} Polynome. Dann ist
deg(Py - P») = deg(Py) + deg(P»),
insbesondere ist Py - Py # 0.
Beweis:Sei P, = > /", ap X und P, = > ko b X", mit a,, # 0und b, # 0, also deg P, = m
und deg P, = n. Dann ist
Py Py =y by X" 4 (- bp1 4 am1bp) - X" 4 4 agho.

Da K ein Korper ist, muss a,, - b, # 0 sein. Daraus folgt deg(P; - P») = m + n. O

Mit den Konventionen —oo+n = —oo und —oo+—00 = —oo miissen wir bei der Anwendung

des Lemmas nicht mehr den Fall P, = 0 ausschliefsen.

3 Matrizenkalkiil

Ein lineares Gleichungssystem ist beispielsweise
3r+by+4z = 0
und 2zx4+y—2z = 1

Dabei sind z, y, z die Unbestimmten, fiir die wir Losungen in einem Korper K (z.B. K = Q)
suchen. Um solche Losungen systematisch zu suchen, fithren wir die Kurzschreibweise von
Matrizen ein.
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3.1 Matrizen: Addition und Multiplikation

Sei K ein beliebiger Kérper und m,n € N.

Definition 3.1 Eine m x n Matrix mit Koeffizienten in K ist ein Element A € K™ des m - n-
fachen kartesischen Produkts, welche wie folgt angeordnet und durchnummeriert sind.:

ailr ai2 - QAin
< a1 a2 - az2n )
Aml Gm2 *** Amn

Die Menge der m x n Matrizen wird mit Mat,, ,(K) oder mit K"™*" bezeichnet. Ist m = n, so
heif$t die Matrix quadratisch und wir bezeichnen die Menge der quadratischen n x n Matrizen mit
Mat, (K) oder K™*".

Wir konnen eine Matrix in m Elemente, von K™ zerlegen. Es sein (aj1 ... ajy,) fiir j = 1,...,m,
die m Zeilen der Matrix. Ebenso konnen wir sie in n Elemente von K™ zerlegen, wir nennen

aie
Ame

fiir £ = 1,... ,ndie n Spalten der Matrix. Wir schreiben auch A = (ai;) i=1,..... um die Eintriige

]:1,...,11,
einer Matrix zu spezifizieren.

Die Addition zweier Matrizen A, B € K™*" definieren wir komponentenweise. Mit dem Null-

0 0
0="0mn= (1 I) e K™M"
0 0

element

und dem additiven Inversen —A = (—a;;) von A = (a;;) wird K™*" zu einer kommutativen
Gruppe.
Die Skalarmultiplikation einer Matrix A = (a;j) € K™*" mit einem Element X € K ist definiert

als
Aail - Aain
AA= (N aij)iz1,m = : : :
Jj=1,.. Aam1 - Aamn

Die folgende Definition wird erst im folgenden Abschnitt iiber Vektorraume und lineare
Abbildungen nattirlich erscheinen.

Definition 3.2 Das Produkt zweier Matrizen A = (a;;) € K™ " und B = (byy) € K™*P ist

definiert als die Matrix C = A- B = (¢i¢)i=1,...m € K™*P mit den Eintrigen
Zil,...7p

n
cie =Y aijbe
J=1
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d.h. ausgeschrieben

a11biitaizb21+...4+ainbn1 -+ ar1bigtaizbast..Aainbpg
Cc = . .
am1bi1+amab21+...4amnbn1 - am1bigtamabast...Aamnbpe

Man beachte, dass das Produkt zweier Matrizen nur dann definiert ist, falls die Spaltenzahl
der ersten Matrix gleich der Zeilenzahl der zweiten Matrix ist. Ist B € K"*P und A € K™*"
wie oben, so ist B - A nur definiert, falls p = m ist.

Beispiel 3.3 Ist A= (122)und B = <§§), so ist

1:2+42.143.0 1-3+2.2+3-1 410
B +2-1+ +2-24 >:< )

4-245-14+6-0 4-3+5-2+6-1 13 28

Ist A= ({1})und B = (}?) so sind die Produkte in beiden Reihenfolgen definiert. Es gilt

2 1 11
A'B:<1 1>#<1 2>:B'A

In diesem Beispiel erkennen wir: Das Produkt von Matrizen ist nicht kommutativ!

Fiir jedes n € N definieren wir die quadratische Matrix

10 o o 0
01 .
En=1: -, e KM
o
0 o 01

mit Einsen auf der Diagonalen und Nullen auflerhalb. F,, wird Einheitsmatrix genannt und
es gilt fiir A = (a;;) € K™*"

ail -+ Qln 1 0 ay1-14+ai2-04...a1,-0 -+ ain
A-F = < : : > ( .. > = . . = A
Gnl *** Gnn 0 1 an1-14a12-04...a17-0 - ann
und ebenso F - A = A.

Proposition 3.4 i) Esgilt fir A e K™*" B € K"*P,C € KP*1das Assoziativgesetz

A-(B-C)=(A-B)-C.

ii) Ist A, B € K"™*" und C' € K"*P, s0 gilt das Distributivgesetz
(A+B)-C=A-C+B-C.

und fiir D € K"*P
A (C+D)=A-C+A-D.

Dabei verwenden wir (auch bei Matrizenoperationen) die Konvention ,,Punkt vor Strich”.
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ii1) Insbesondere ist fiir jedes n € N die Menge K™*™ mit den Matrizenoperationen ein Ring,
welcher fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

Beweis : Aussage ii) ist einfaches Nachrechnen, Aussage i) kann durch ausdauerndes Nach-
rechnen gezeigt werden. Ein besseres Verstandnis fiir die Richtigkeit der Aussage werden
wir im Abschnitt tiber lineare Abbildungen erhalten. Dass das kartesische Produkt mit kom-
ponentenweiser Addition eine abelsche Gruppe ist, haben wir zusammen mit den vorange-

henden Beispielen alle Aussagen von iii) gezeigt. O

Die Formulierung der Proposition 1df3t bereits erahnen, dass K" *" kein Korper ist, dass also
nicht jede Matrix ein multiplikatives Inverses besitzt. Da die Multiplikation nicht kommu-
tativ ist, formulieren wir den Begriff des Inversen zunéchst sorgfaltig unter Unterscheidung

von links und rechts:

Definition 3.5 Eine Matrix B € K"*™ heifit Rechtsinverse zu A € K"*", falls A- B = E,,. Sie
heif$t Linksinverse von A, falls B - A = E,, und kurz Inverse, falls sie sowohl Linksinverse als auch

Rechtsinverse ist. Besitzt A eine Inverse, so heifit A invertierbar und wir bezeichnen die Inverse mit
AL

Eine 1 x 1-Matrix A = (a;1) ist offenbar invertierbar, falls a1; # 0 ist, da a;; € K in einem
Korper liegt.

Wir experimentieren nun am Fall von K?*2. Sei A = (29%) gegeben und B = (%) ein

Kandidat fiir eine Rechtsinverse. Dann muss gelten

1
4. B au—+by ax+ bz _ 0 _E,
cu+dy cr+dz 01
Ist a = b = 0, so haben wir keine Losung (u, y) fiir die Gleichung der linken oberen Ecke.

Analog ist ¢ = d = 0 so haben wir keine Losung (z, z) fiir die rechte untere Ecke. Wir
nehmen also im Folgenden an, dass (a,b) # (0,0) und (¢, d) # (0, 0) ist.

Ist (a,b) # (0,0), so sind alle Losungen von ax + bz = 0 gegeben durch z = X - b und
z=\-(—a) fur ein A € K, wie wir nun verifizieren. Ist a # 0, so kann man jede Losung der
Gleichung durch ein beliebig gewdahltes z und z = — g -z erhalten. Alsoist die Losungsmenge
{(=%-2,2),2 € K} = {(A\-b,\- (—a)),\ € K}, wie man durch Variablensubstitution z =
A-(—a) sieht. Ist b # 0, so ist die Losungsmenge {(z, =% -z),z € K} = {(A-b,A\-(—a),\ € K}
und wir haben in beiden Féllen die Behauptung gezeigt.

Wegen (c,d) # (0,0) sind alle Losungen von cu + dy = 0 gegeben durch v = - d und

y = p - (—c) fir p € K. Einsetzen in die Gleichung der unteren rechten Ecke ergibt

c-(A-b)+d- (A (—a)) =—A-(ad —bc) =1
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und oben links
a-(ud)+b-pu(—c) =plad —bc) =1

Ist ad — be = 0, so gibt es keine Rechtsinverse. Diese Bedingung enthélt auch die Bedingung
a = b = 0bzw. ¢ = d = 0, unter denen wir die Existenz der Rechtsinversen oben bereits
ausgeschlossen haben. Ist ad — bc # 0, so erhalten wir mit y = —\ = ﬁ eine Rechtinverse.
Man rechnet direkt nach, dass sie auch Linksinverse ist. Damit haben wir gezeigt:

Proposition 3.6 Eine Matrix A = (2Y) € K**? ist genau dann invertierbar, wenn ad — be # 0
ad — be —cC a

Wir halten noch folgende Beobachtungen tiber die Struktur der Menge der invertierbaren

ist. In diesem Fall ist

die Inverse.

Matrizen fest.

Proposition 3.7 Sind A, B € K™*" beide invertierbar, so ist auch das Produkt A - B invertier-
bar. Die Menge der invertierbaren Matrizen bildet also eine Gruppe, genannt die lineare Gruppe
GLn(K)

Beweis : Seien A~ und B! Inverse zu A bzw. B. Dann gilt
(AB)- (B! A HY=A.-(B-BYY. A'=4.E, A '=A-A"'=E,.

Alsoist B~1-A~! eine Inverse von (AB). Die Gruppeneigenschaft von G L, (k) mit neutralem
Element E,, ist nun klar aufgrund der Definition der Inversen. O

Unmittelbar aus den Eigenschaften von Gruppen folgt nun:

Korollar 3.8 Die Inverse einer Matrix ist eindeutig. Ist A~" eine Rechtsinverse von A, so ist A~1
auch Linksinverse von A.

3.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem und fiir unsere Losungs-
strategie. Gegeben seien die Gleichungen

rT+2y+32 =0
rz+3y+4z =1.
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Gesucht sind diejenigen (z,y,2) € K?, die beide Gleichungen erfiillen. Erfiillt (z,y, 2) beide
Gleichungen, so erfiillt (x,y, z) auch die erste und die Differenz der beiden Gleichungen.
Genauer ist die Losungsmenge von

z+2y+3z =0
y+z =1

genau die des urspriinglichen Systems, denn die zweite Gleichung oben kénnen wir als

Summe dieser beiden Gleichungen zuriickgewinnen.

Wir addieren das (—2)-fache der zweiten Gleichung auf die erste und erhalten

rT+z = -2
y+z =1
Wihlen wir z € K beliebig, so ist die Losung notwendigerweisey =1 —zund ¢ = -2 — z.

Anders ausgedriickt: Eine Losung ist (z,y, z) = (=2, 1,0) und jede weitere erhélt man durch
Addition von (—A,—\, ) fiir ein A € K zu dieser ersten Losung. Diesen Losungsprozess

formalisieren wir nun.

Definition 3.9 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) (iiber dem Korper K) ist eine Menge von

linearen Gleichungen
b1
b2

a1121 + a1222 + ... + A1nZTn
a21x1 + a22x2 + ... + agnTn

am1T1 + am2T2 + ... + GmnTn = bm

mit a;; € K und b; € K. Ein Tupel (x1,...,z,) € K", das alle diese Gleichungen erfiillt, heifst
Losung des linearen Gleichungssystems. Die Gleichungen

n
Zakju"?j =0 fir k=1,...,m
j=1
nennen wir das zugehorige homogene Gleichungssystem.
Wir konnen lineare Gleichungssysteme mittels Matrizen beschreiben. Sei dazu
b1
A = (aij)izl’m’m € Kan ul’ld b = : S Kle.
j=1,. b
Ist v = (21,...,2,) € K™, so wird das lineare Gleichungssystem nach Definition der

Matrixmultiplikation durch
A-x=b

beschrieben. Das ganze lineare Gleichungssystem konnen wir also durch die erweiterte Ma-
trix (A | b) € K™*("+1) beschreiben. Dabei deutete die Trennlinie an, dass es sich urspriing-
lich um eine Matrix und einen Vektor mit gleich vielen Zeilen handelte.
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Elementare Zeilenumformungen

Im folgenden Abschnitt beschreiben wir, welche Modifikationen wir im einleitenden Bei-
spiel durchgefiihrt haben, um die Losungsmenge eines Gleichungssystems nicht zu veran-
dern, wohl aber die Gestalt des linearen Gleichungssystems so zu verbessern, dass wir die

Losung sofort ablesen konnen. Wir verwenden drei elementare Operationen.

M;(X) :  Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K \ {0}.

Vij Vertauschen der i-ten- und j-ten-Zeile.

E;;j(A) : Addieren des M\-fachen der j-ten Zeile auf die i-te Zeile,
A € K \ {0}, wobei die j-te Zeile unverdndert bleibt.

Um nachzuweisen, dass dadurch die Losungsmenge in der Tat unverandert bleibt, beschrei-
ben wir diese Operation durch Matrizen. Sei

10 - 0
.
: 1
M;(A) = N
1
0 0 i

die Matrix mit Nullen aufserhalb der Diagonalen, Einsen auf der Diagonalen mit Ausnahme
des i-ten Eintrag, welcher gleich ) ist. Sei

1

So
—o

=
o)—‘

—_o
oo
O
[l TR

1
die Matrix mit Einsen an den Eintrdgen (i, ), (j,4) und (k, k) fur k ¢ {i,j} sowie Nullen
auferhalb. Sei

j-te Spalte
0 0 0
0 0 9\ 0 0
< i-te Zeile
eij(A) = 0
0 0 0
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die Matrix, deren einziger von Null verschiedener Eintrag A an der Stelle (i, ;) ist und
schliefdlich

1 0 eer e 0
01 A
Ez] ()\) =FE,+ el-j()\) = .
10
O 01

Damit gilt:

Lemma 3.10 Ist (A | b) die erweiterte Matrix eines Linearen Gleichungssystems. Dann ist

M;(X) - (A | ) (resp. Vij - (A | b), resp. Eyj(N) - (A | b)) das lineare Gleichungssystem, das aus
(A | b) durch die Anwendung der Operation M;(X) (resp. Vij, resp. E;; (X)) hervorgeht. Insbesondere
verindern die elementaren Operationen die Losungsmenge eines Gleichungssystems nicht.

Beweis : Es ist

a1 - - ain by
MZ()\) . (A | b) = Aai1 Aaiz - Aain | b
aT;Ll an”bn bn,
a1y e e ain | b1
ajp oo ajfn b;
Vij-(Alb) = :
a'Ll ...... ain b’L
Am1 =+ o aT;’LTL bn
und
air o ain b1
a11+>\a]1 ain‘f:)\ajn bi‘l’.)\bj
Ei(M(Ab) = :
ajp e ajn bj
am1 amn bi

Durch Betrachten der Zeilen der neuen erweiterten Matrix verifiziert man direkt die erste
Behauptung. Ist = eine Losung des LGS (A | b),so gilt A-z =b,alsoauch B-A-z =B -b
fir alle B € K™*™. Insbesondere gilt dies fiir B € {M;()\), Vij, Ei;(\)}. Ist B invertierbar,
sofolgtaus B-A-x = B-bauch B™'-B-A-2=B"1-B-balso A-x = b. Die Matrizen
M;(X), Vij, Ei;(X) sind allesamt invertierbar, denn es gilt M;(\) - M;(A\"Y = E,, Vij-Vij = Ep
und F;;(\) - E;j(—A) = E,. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir konnen nun lineare Gleichungssysteme umformen, aber wo wollen wir eigentlich hin?
Wir betrachten im Rest dieses Abschnitts ausschliefilich homogene LGS, d.h. LGS mit b = 0.
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Zum allgemeinen Fall kehren wir am Ende des ndchsten Kapitels zurtick. Die Losungsmen-
gedes LGS A - = 0 mit

10 -0 0 - 0
_ o1 "
A - I
O 01 0 o 0
sehen wir sofort: Es muss 1 = 2 = ... = 73, = 0 sein und die restlichen Eintrage sind

beliebig. Die Losungsmenge L 4 g ist also

LA’QZ{.YJEKn:.%'l :1'2::1%:0}

= { M1 -1 F M2 g2+ F A ens Apgr, .-, A € K

wobei ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)" den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Auf so eine einfache
Gestalt konnen wir nicht jedes (homogene) LGS bringen. Ist z.B.

1 2 3 4 5
A= ,
00001

so konnen wir die 5 durch Addition von (—5) mal der zweiten Zeile zur ersten zu einer
0 machen, aber mehr Nullen konnen wir nicht erreichen. Der Kompromif§ zwischen Wiin-
schenswertem und Moglichem wird in folgender Definition festgehalten:

Definition 3.11 Sei K ein Korper und m,n € N. Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, wenn
sie folgende Gestalt besitzt:

01 % * 0 % %0 - 0% - %
0 000--01=x *0 - 0% - %
000--000 01« 0% - % Femxn
. L L 0.
0--000--000- 00--00--0
0--000--000-- 00 00--0

d.h. wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

i) Ist die i-te Zeile eine Nullzeile von A, so auch die (i + k) — te fiir alle k € N. (,,Nullzeilen
stehen ganz unten.”)

ii) Der erste Eintrag ungleich Null jeder Zeile von A ist gleich 1. Diesen Eintrag nennt man
Pivotelement (dieser Zeile).

iii) Ist j > i und der k-te Eintrag der i-ten Zeile das Pivotelement und der (-te Eintrag der j-
ten Zeile das Pivotelement so ist £ > k. (,,Die Pivotelemente in den darunterliegenden Zeilen
stehen weiter rechts.”)

iv) Ist der (i, j)-te Eintrag ein Pivotelement, so ist ai; = O fiir k < i. (,,Oberhalb der Pivotele-
mente stehen nur Nullen.”)

Der Zweck der Zeilenstufenform wird durch die folgenden Sitze offenbar.
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Satz 3.12 (Gauf3-Algorithmus) Jede Matrix lif$t sich nach endlich vielen Schritten in Zeilenstu-
fenform bringen.

Definition 3.13 Sei A = (a;;) € K™*" eine Matrix in Zeilenstufenform und P C {1,...,n} die
Menge der Spalten mit Pivotelement. Dann definieren wir fiir jedes j € P¢ den Losungsvektor zur
Spalte j, bezeichnet mit v;(A) oder kurz v; wie folgt.
i) Esist (vj); = —1.
ii) Fiirk € P\ {j}ist (vj)x, = 0.
iii) Ist k € P und i die Zeile, in deren k-ter Spalte eine Eins enthiilt, so ist (v;), = a;j.

Die obige Definition der Losungsvektoren ldsst sich umgangssprachlich viel einfacher for-
mulieren: Die Losungsvektor v; zum Nicht-Pivot-Index j erhilt man, indem man eine
—1 in die j-te Zeile schreibt, Nullen in alle anderen Nicht-Pivot-Zeilen schreibt und den
Rest mit dem Inhalt der j-ten Spalte der Matrix in Zeilenstufenform auffiillt.

Beispiel 3.14 Ist

soist P ={1,4,6,7} und

2
-1

=]

Vo =

|
| cowo~ocom

—_

0
0
0
0
0

Satz 3.15 Ist A in Zeilenstufenform und P C {1,...,n} die Menge der Pivotspalten, so ist die
Losungsmenge des homogenen LGS A - x = 0 gegeben durch

L=Lao=< > X-vj, \€EKfiralejecP
jEP
Beweis : Wir zeigen jetzt, dass L in der Losungsmenge des LGS enthalten ist und verschie-

ben die andere Inklusion auf das Ende des folgenden Abschnitts. Sei a; der i-te Zeilenvektor
von A. Es ist
0 falls k€ P\ {j}
(aj)r-(=1) falls k=j€eP
0 falls k € P,(a;); nicht Pivot der i-ten Zeile
1-(a;); falls (a;); Pivot der i-ten Zeilen.

(ai)k - (vj)k =

Alsoist a; -v; = 0 fiir alle j € P. Dann ist auch
A<Z)\]’U]):Z( . Z)\ A UJ
jeP jepP jeP
und damit jedes Element von L. Losung des LGS. Damit ist die erste Hélfte des Beweises
beendet. O
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Beweis von Satz [3.12] (Gauf3-Algorithmus) : Wir beweisen den Satz durch Induktion nach
der Anzahl der Spalten. Ist A = (a;;) € K™*! ein Nullspaltenvektor, so ist A in Zeilenstu-
fenform. Andernfalls konnen wir durch Vertauschen von Zeilen erreichen, dass a1 # 0 ist.
Wenden wir nun M; (aﬁl) an, so erreichen wir a;; = 1. Wir wenden nun Ej;(—a;1) an, d.h.

wir addieren —a;; mal die erste Zeile auf die j-te Zeile fiir j = 2,...,m. Damit erreichen

()

ist und diese Matrix ist offenbar in Zeilenstufenform.

wir, dass

Wir kénnen nun annehmen, dass wir die Zeilenstufenform fiir Matrizen mit weniger als
n Spalten durch elementare Zeilenumformungen erreichen kdonnen und betrachten A €

K™ st die erste Spalte von A eine Nullspalte, also

so konnen wir nach Induktionsvoraussetzung B auf Zeilenstufenform B’ bringen. Dann ist
auch A" = (O B’ ) in Zeilenstufenform.

Ist die erste Spalte von A = (a;;) € K™*" keine Nullspalte, so erreichen wir durch Zei-
lenvertauschung, dass a;; # 0 ist. Durch anwenden von Ml(al_ll) und Ey;(—a;1) erreichen
wir wie im ersten Fall, dass die erste Spalte nur einen von Null verschiedenen Eintrag hat,
genauer, dass wir A zu

1 B
0

el
0

mit B’ € KX~ ynd ¢’ € KMm=Dx(=1) ymformen.

A=

Wir wenden nun die Induktionshypothese an und erreichen durch elementare Zeilenum-
formungen, dass C’ zu C” in Zeilenstufenform umgeformt wird. Das dndert nichts an der
ersten Zeile, also mit B” = B’ wird A’ zu

umgeformt. A” ist noch nicht ganz in Zeilenstufenform. Wir miissen noch sicherstellen, dass
oberhalb der Pivotelemente Nullen stehen. Sei P4~ die Menge der Spalten, in denen A” ein
Pivotelement hat und fiir j € P4~ seii = i(j) die Zeile von A”, deren Pivotelement in der
Spalte j steht. Fiir alle j € Py» \ {1} addieren wir —aj; Mal die i(j) — te Zeile auf die erste
Zeile, um dies zu erreichen, d.h. wir wenden die Zeilenoperation F;;);(—af;) an. Damit

haben wir A” und somit A in Zeilenstufenform umgeformt. O
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Beispiel fir den Gaul3-Algorithmus

Fiir die Zeilenumformungen des Gauf3-Algorithmus schreiben wir kurz einen Schlangen-
linjenpfeil mit dem Zeilenoperationskiirzel anstelle von ,Durch die Zeilenumformung

1"

...erhalten wir ...” oder dquivalent ,Durch Linksmultiplikation mit der Matrix ... erhalten

wir ..."”. Sei z.B.

Y1111 vie  (§1313

. anig) T\
Bat(_2 UTT TN ps P T
31(-2) (012 1 2 1(=3) (012 1 2

~ 000-13 ~ 000-13

333 2 4 000—11

Die beiden letztgenannten Operationen kann man miteinander vertauschen. Das liegt dar-
an, dass die Elementarmatrizen E;;(a) und E;;(b) fiir alle a,b € K kommutieren, d.h. es
gilt

Eij(a) - Ei(b) = Eix(b) - Eij(a).

Man beachte, dass dabei der zweite Index stets 7 ist. Daher wird man diese Schritte in der
Praxis simultan durchfiihren.

Pl (ob 5 15 My (005 1 g
~ 000 —1 3 ~ 000 1 -3
9% 2151 0% %1

_ _ 1 — —

Bz (1) 01 20 M“W?) 01205
Eos(—1) 00 0 1-3 000 1-3
00 0 0—2 00,00, 8
(E34(3). Bag(-5), F1a(1) ) (85 2 gg)

00 0 01

und wir haben eine Matrix in Zeilenstufenform erreicht.

4 Vektorraume

Im vorigen Abschnitt haben wir Losungen eines homogenen LGS Ax = b bestimmt. Sind 1
und x5 zwei Losungen und ist A € K, so sind z; + 22 und X - z; ebenfalls Losungen. Das
héufige Auftreten einer Struktur-Invarianz unter Skalarmultiplikation ist Grundlage fiir die
Definition eines Vektorraums. Auf das verbreitete Beispiel von Pfeilen im Anschauungs-

raum verzichten wir hier zunachst.

4.1 Definition und erste Beispiele

Im folgenden sei K stets ein Korper.
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Definition 4.1 Eine abelsche Gruppe V' heifst K-Vektorraum, falls es eine Abbildung (,Skalar-
multiplikation®)
KXV —V

gibt, die folgenden Eigenschaften geniigt:

(N) 1-a = afiiralle a € V (,Nichttrivialitit der Skalarmultiplikation”)

(A) A-p)-a=X-(u-a)fiirallea € V undalle \, n € K (,,Assoziativitit zwischen Skalarmul-
tiplikation und Multiplikation in K*)

(D) X-(a+b) =X-a+X-bund A+ u)-a = Xa+ pafiiralle a,b € V undalle \,u € K
(, Distributivgesetze”).

Beispiel 4.2 Der Vektorraum K" zu einem Kérper K und n € N. Wir haben bereits gesehen,
dass das kartesische Produkt K™ mit komponentenweiser Addition eine abelsche Gruppe
ist. Wir definieren fiir A € K und (x1,...,z,) € K" die Skalarmultiplikation

A (21, ) = (A1, ..y Azy).

Damit ist offenbar (N) erfiillt. Ebenso rechnet man die anderen Vektorraumaxiome leicht
nach, z.B.
(A 1)z, -, (M + p)a)
= (Az1 4 px1, ..., ey + pxy)
(Ax1, ..., zp) + (py, ... pay,)
= Mz, xn) +p(1, .- T0)

AN+ p)(x1,...,20)

fur alle A, p € K und alle (z1,...,z,) € K™
Beispiel 4.3 Die Abbildung R x R3 — R? gegeben durch
)\(.%'1, 9, 1‘3) = ()\.%'1, )\2.%'2, )\31'3)

macht aus der abelschen Gruppe R® keinen Vektorraum, denn fiir A = px = 1 und
(x1,22,23) = (1,1,1) folgtaus (A+p)(1,1,1) = A(1,1,1)+ (1,1, 1) die Gleichheit (2,4,8) =
(2,2,2).

Beispiel 4.4 Der Vektorraum K[X] der Polynome iiber einem Korper K.

Wir hatten im Abschnitt iiber Ringe der Menge der Polynome, d.h. der endlichen Sum-
men > b; X’ mith; € K, eine Ringstruktur gegeben. Wir betrachten zunéchst nur die
zugrundeliegende kommutative Gruppe (K[X],+) und fithren eine Skalarmultiplikation
K x K[ X] — K[X] durch

n

A ibiXi => (A-b)X’
=1

=1
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ein. Damit wird K [X] zu einem K-Vektorraum, denn die Axiome verifiziert man leicht, z.B.

(A~ p)

2

(A-p) - by X

M=

b Xt =
0 L=
= Z )\(M . bz))(Z

=0
n

= X\ (M'bz’)Xi
i=0

= A (p- _:ZobiXi)

n

~
[e=]

3

~

aufgrund der Assoziativitdt der Multiplikation in K.

Ist (R, +, ®) ein Ring, der zudem eine Skalarmultiplikation & x R — R besitzt, die ihn zu
einem K-Vektorraum macht und sodass die Vertraglichkeit

A(a@b)=AN-a)0b=a® (\-b)

gilt, so nennt man R eine K-Algebra. In der Tat ist der Polynomring K [X] und fiir jedesn € N
der Ring der quadratischen n x n-Matrizen mit der bereits definierten Skalarmultiplikation
eine K-Algebra. Der Leser verifiziere die Vertraglichkeit der Skalarmultiplikation und der
Ringmultiplikation in beiden Fallen.

Wir halten noch 2 Konsequenzen der Axiome fest:

Lemma 4.5 Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A\ € K und x € V:
i) A x =0 genau dann, wenn X = 0 oder x = 0.
ii) (=) -z =—(\-x), insbesondere (—1) - x = —x.

Beweis : Zur ersten Aussage: ,<“: Aus (D) folgtz = (1+0)-2 =1-24+0-z2 =2+4+0-z,
also ist 0 - z = 0. Aus dem anderen Distributivgesetz folgt analog
A =ANz+0)=Az+X-0, also A-0=0.
,=":Sei A-z = 0und A # 0. Dann folgt
r=1l-z=MN" N -z2=21-XN-2)=x1.0=0

nach der soeben bewiesenen Aussage. Der Beweis der Behauptung ii) startet wieder mit
dem Distributivgesetz. Es gilt nach i)

0=0-2=A+(=A) -z= x+ (=A) =z

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen folgt (—\) - z = —(\x). O

Man beachte, dass wir in diesem Lemma mehrfach das scheinbar (?!) tiberfliissige Vektor-
raumaxiom (N) verwendet haben. In der Tat kann man leicht Gebilde mit Skalarmultipli-
kation konstruieren, die alles aufSer diesem Axiom erfiillen. Man nehme dazu eine abelsche
Gruppe (V,+) mit mindestens 2 Elementen und definiere A - x = 0 fiir alle # € V und alle
AeE K.
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4.2 Untervektorraume

Wir betrachten noch einmal die Losungsmenge eines homogenen LGS. Gesucht haben wir
Losungen in dem Vektorraum K™ und die Losungsmenge selbst ist Teilmenge hiervon und
wiederum ein Vektorraum. Daher folgende Begriffsbildung.

Definition 4.6 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum, falls U
beziiglich der auf V' erklirten Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum ist.

Das ist nicht sehr praktisch zu verifizieren, daher beweisen wir sofort folgendes Kriterium.

Proposition 4.7 Eine Teilmenge U C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn gilt:

))U#0
ii) Fiirallex,y €c Uundalle N\ €c Kgiltz+ycUund \-x € U.

Man sagt zu ii) auch, dass U beziiglich Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen

sein mufs.

Beweis : Ist U ein Untervektorraum, also eine abelsche Gruppe, so ist 0 € U, also gilt i).
Auflerdem ist bei einem Vektorraum U Addition eine Abbildung U x U — U und Skalar-
multiplikation eine Abbildung K x U — U, woraus ii) folgt.

Umgekehrt folgen aus den Rechenregeln in V' sofort die Axiome (A) und (K) einer abelschen
Gruppe sowie (N), (A) und (D) der Vektorraumaxiome. Es bleibt die Existenz eines neutra-
len und inversen Elements bzgl. + zu zeigen. Aus i) folgt, dass es ein z € U gibt. Nach ii)
ist dann auch 0 -z = 0 € U. Auflerdem ist nach ii) zu jedem u € U auch (—1) - v € U und
nach obigem Lemma ist (—1) - v = —u. Damit haben wir die verbleibenden Axiome einer

abelschen Gruppe gezeigt. O

Die Konstruktion von Losungen eines LGS fiihrt zu einem weiteren Begriff:

Definition 4.8 Sind vy,..., vy € V und M1, ..., A\x € K so nennt man den Vektor
k
v = Z )\i * Vs
i=1
eine Linearkombination von vy, ..., v,. Man sagt auch, v sei als Linearkombination der v; dar-

stellbar oder aus den v; linear kombinierbar.

Man beachte, dass in Linearkombination nur Summen von Vektoren mit endlich vielen Sum-
manden auftreten.

Die wichtigste Quelle von Untervektorrdaumen sind Mengen von Linearkombinationen.
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Definition 4.9 Die lineare Hiille oder der Spann [a1,...,a;] der Vektoren aq,...,a; € V ist
die Menge aller Vektoren von V, die sich als Linearkombinationen von a1, ..., ay, schreiben lassen.
Allgemeiner, fiir eine Teilmenge M C V ist die lineare Hiille [M] die Menge aller Vektoren von V,
die sich als Linearkombination von Elementen von M schreiben lassen.

Wir setzen [()] = {0} und zeigen:

Proposition 4.10 Fiir jede Teilmenge M C V ist [M] ein Untervektorraum von V.

Beweis : Fiir M = () ist dies obenstehende Konvention und fiir M # () miissen wir noch
Eigenschaft ii) des Untervektorraumkriteriums nachpriifen. Sind * = Zle Na;, a; € M
und y = Zle w;b;, b; € M. Linearkombination von Elementen aus M, so ist auch

k ¢
r+y= Z)\iai"i_zuibi
=1 i=1

Linearkombination und fiir alle A € K ist

k
Aoz =Y (A A)a
i=1
wieder eine Linearkombination von Elementen aus M und damit in [M]. O

Einige weitere Eigenschaften der linearen Hiille, die direkt aus der Definition folgen, sind
in folgendem Lemma festgehalten.

Lemma 4.11 Fiir alle Teilmengen M, My, M, eines Vektorraums gilt:
i) M C[M]
i) Ist My C My, so ist [Ml] C [Mg]
iii) Es gilt [M| = M genau dann, wenn M ein Untervektorraum ist.

4.3 Durchschnitt und Summe von Untervektorraumen

Durchschnitte von Untervektorraumen sind wieder Untervektorrdume, Vereinigungen
nicht. Daher fiithren wir das Konzept der Summe ein. Zunéchst halten wir die erste Be-
hauptung fest.

Proposition 4.12 Sei I eine (endliche oder unendliche) Menge und U; ein Untervektorraum von V

fiir alle i € 1. Dann ist auch
U=(\U

icl
ein Untervektorraum von V.
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Auch wenn in dieser Vorlesung in vielen Féllen auf endlichen Mengen (siehe Kapitel iiber
Basis und Dimension) eingeschrankt gearbeitet werden wird, ist hier der Fall von unendli-
chen Indexmengen sehr niitzlich, wie man an folgendem Kriterium sieht.

Satz 4.13 Seien {U; : i € I} die Menge aller Untervektorriume eines Vektorraums V', die M
enthalten. Dann gilt

[M] = (Ui

el

Beweis der Proposition : Wir wenden das Untervektorraumkriterium an. Zundchst ist 0 €
U; Vi € I,also 0 € U und i) erfiillt. Seien a,b € U und A € K. Dannist a € U; und b € U; fur
allei € I. Alsoista+b € U; und A\ - a € U, fiir alle ¢ € I, da die U; Untervektorraume sind.
Alsoistaucha+b e (,.; Ui =Uund Xa € (;c; U; = U. O

Beweis des Satzes : Ist U; ein Untervektorraum, der M enthlt, so folgt nach dem Lemma
M C [M]C [U] = Us.

Da dies fiir jedes ¢ gilt, folgt auch M C
also [M] = U;, fiir einen Index ig. Also ist

ier Ui- Umgekehrt ist [M] ein Untervektorraum,

[M] = Ui, 2 (U
i€l

Aus den beiden Inklusionen folgt die Behauptung. O

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Problem mit der Vereinigung von Untervektor-
rdaumen. Sei V = R® und U; = [(1,0,0)] = {(},0,0) : X € K} sowie Uy = [(0,1,0)] =
{(0,X,0): A€ K}.

Dann sind (0, 1,0) und (1,0,0) in U; U Uy, aber (0,1,0) + (1,0,0) = (1,1,0) ¢ U; U Us. Also
ist Uy U Uz kein Untervektorraum. Vereinigung von Untervektorrdaumen ist schlicht kein
niitzliches Konzept wir wenden stattdessen folgendes

Definition 4.14 Sind Uy, Uy Untervektorriume des Vektorraums V', so nennen wir den Untervek-
torraum
Ul +U; = [Ul @] UQ],

die Summe von Uy und Us.
Diese Bezeichnung ist durch folgende Beobachtung gerechtfertigt.

Lemma 4.15 Jeder Vektor w € Uy + U, lisst sich schreiben als Summe w = uy + uo mit uq € Uy
und uy € Us.
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Beweis : Wir definieren hilfsweise
W :={w €V :3Ju; € Uy und Juy € Us; sodass w = uy + uz}.

Aus dem Untervektorraumkriterium folgt sofort, dass W ein Untervektorraum von V ist.
Auflerdem ist Uy C W und U; C W, also nach obigem Satz ist, [U; U U] € W. Andererseits
ist jedes w € W eine Linearkombination von Vektoren aus U; U Uy, also W C [U; UU|. O

Wir wollen einen speziellen Begriff fiir den Fall, dass die Summe ,,ohne Redundanz” gebil-
det wurde, einfiihren. In diesem Fall wird obige Summendarstellung eindeutig.

Definition 4.16 Sind U, und Uy Untervektorriume von V mit Uy N Uy = {0}, so schreiben wir fiir
die Summe auch Uy & Uy, genannt die direkte Summe von Uy und Us.

Proposition 4.17 Seien Uy, U, zwei Untervektorriume eines Vektorraums V. Ist W = Uy & Uy, so
lifst sich jedes w € W in eindeutiger Weise schreiben als w = wy + ug mit wy € Uy und ug € Us.
Ist umgekehrt W = Uy + U und hat jedes w € W genau eine solche Darstellung, so ist die Summe
direkt.

Beweis : Die Existenz der Summendarstellung wurde im vorigen Lemma gezeigt. Sei
W = U; @ Uy und habe w = u; + uo = v1 + vo mit uq,v1 € Up,us,vo € Us zwei Sum-
mendarstellungen. Dann ist u; — v1 = va —ug € Uy N Uy = {0}, also u; = v; und uy = vy,
was die Eindeutigkeit zeigt. Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dasses 0 # z € Uy N Uy
gibt. Dann hat W > z = 2 + 0 = 0 4 z zwei Darstellungen, der erste Summand in U; und
deren zweiter Summand in Us liegt. Aus diesem Widerspruch folgt, dass es ein solches z

nicht geben kann. O

Beispiel 4.18 Ist U; = [(1,0,0)],Us = [(0,1,0)] wie oben, soist Uy & Uz = {(\, 11,0) : A\, €
Ist Uy = {P € K[X] : degP < 2}und Uy = {X?.P,P € K[X]}, so sind U; und Us
Untervektorraume, K [X] = U; + Uy, aber die Summe ist nicht direkt, denn X? € U; N Us ist

ein von Null verschiedener Vektor im Schnitt.

Bemerkung 4.19 Es ist niitzlich den Begriff der (direkten) Summe auch fiir mehr als zwei
Untervektorrdume zu erkldren. Sei dazu I eine beliebige Indexmenge und fiir alle ¢ € I sei

U; ein Untervektorraum des Vektorraums V. Dann definieren wir die Summe als

>0 U

el el
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Die Summe ist direkt geschrieben als @, ; U;, falls der Durchschnitt von jedem U; mit der
Summe aller anderen U; nur der Nullraum ist, d.h. falls fiir alle i € I gilt:

Uin ( > U]) = {0}.

jen\{i}
4.4 Lineare Unabhangigkeit

Ahnlich wie bei direkten Summen wollen wir nun einen Begriff daftir schaffen, dass eine
Menge von Vektoren ihre lineare Hiille ohne Redundanz aufspannt. Dies erkennt man be-
reits an Linearkombinationen, die den Nullvektor darstellen. Ist z.B. a = (1,0),b = (0,1)
und ¢ = (1,1) € R,s0ist0 =0-a+ 0-b+ 0 - c eine Linearkombination von a, b, ¢, die den
Nullvektor ergibt, genannt die triviale Linearkombination. Hier gilt aber auch

0=1-a+1-b+(-1)-c

und in dieser Linearkombination sind nicht alle Koeffizienten gleich Null. Sie wird nichttri-

vial genannt.

Definition 4.20 Eine Teilmenge M eines K-Vektorraums V heifit linear unabhangig (I.u.), falls
die Null nur in trivialer Weise eine Linearkombination ist, d.h. falls fiir alle k € N, alle a; € M und
Ni€ Kaus S8 Nai=0folgt \i =0Vi=1,... k.

Die Menge M heifit linear abhéngig (.a.), falls es eine nichttriviale Linearkombination von Vektoren
in M gibt, die Null ist, d.h. falls es a; € M und \; € K gibt, sodass nicht alle \; = 0 sind und

k
Z )\iai =0
i=1

gilt.

Beispiele 4.21 i) Im einleitenden Beispiel ist {a,b,c} la., aber die Mengen
{a,b},{a,c},{a,c} und {b, ¢} sind allesamt L.u.
ii) Die Menge {a} ist l.a. genau dann, wenn a = 0.
iii) Allgemeiner, ist 0 € M, soist M l.a., denn 0 = 1 - 0 ist eine nichttriviale Linearkombi-
nation von Elementen in M.
iv) Sind a,b € V' \ {0} linear abhdngig, so gilt 0 = Aa + pb mit (A, 1) # (0,0) und daher
A # 0und p # 0. Also ist

a=—F.b und b:_—)\-a.
A Iz
In diesem Fall nennt man die Vektoren auch proportional. Sind umgekehrt a und b propor-
tional, dh.a = -b,s0ist 0 = 1 - a — J - b eine nichttriviale Linearkombination, also {a, b}
lLa.
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In der Definition von linearer (Un)abhdngigkeit haben wir stets von einer Menge gespro-
chen, wir haben nie definiert ,a; ist linear unabhédngig von as, ..., a,”. Eine richtige Version
solch eines Begriffs liefert die folgende Proposition. Dennoch wird dem Leser nahegelegt,
den Nachweis der linearen (Un)abhédngigkeit, wenn mdoglich mit Hilfe der urspriinglichen
Definition statt mit der folgenden Proposition zu fiithren. Dies ist weniger anfillig fiir ele-
mentare Fehler.

Proposition 4.22 Eine Teilmenge M C V ist genau dann linear abhingig, wenn es ein Element
a € M gibt, dass sich als Linearkombination von M \ {a} schreiben lisst.

Beweis : Ist M linear abhdngig und 0 = Z?:l Aiaj, so gibt es einen Index ip mit \;, # 0. Also
ist a;, = zki:l ;—,)‘iai die geforderte Linearkombination. Ist umgekehrt M > a = Zle i,
iQ

i#io
so setzen wir ax11 = aund A1y = —1. Dann ist 0 = Zfill Aia; die gesuchte nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. O

Wir halten noch folgende direkte Konsequenzen der Definition fest.

Lemma 4.23 i) Ist My C V linear abhingig und Mo O M, so ist auch My linear abhiingig.
ii) Ist My C V linear unabhingig und Ms C M, so ist auch M3 linear unabhiingig.
iii) Istn € Nund vq,...,v, € V sowie wy, ..., Wyy1 € [U1,...,0y], dann ist {w1, ..., Wyi1}
linear abhingig.

Beweis : i) und ii) sind klar, iii) beweisen wir durch Induktion. Die Falle n = Ound n = 1
sind (vgl. Beispiel 4.21)) klar und wir konnen annehmen, dass die Aussage fiir n — 1 richtig
ist. Sei also

w1 = a11v1 + ... + a1pvy
Wpt1 = Gp411V1F ..o+ Apt1pUp
Sind die a;, = 0 fiir alle j, so sind die w; alle in [v1,...,v,—1] und aus der Annahme folgt

die Behauptung. Andernfalls konnen wie nach Vertauschen annehmen, dass a1, 7 0 ist.
Dann sind die p Vektoren

~ CL]'

W = wj — cwpyr fur j=1,...,p
Ap+1,p
allesamt in [vy, ..., v,—1]. Nach Induktion gibt es also eine Linearkombination
P P P
P
- T = s jp " Aj |
0= Ny = | D_Aju; ) a Wptls
i=1 i=1 j=1 “prbe

wobei nicht alle A\; Null sind. Dies ist die geforderte nichttriviale Linearkombination von

{wl,...,wp+1}. O
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5 Basen und Basiswechsel

In diesem Abschnitt sei V stets ein K-Vektorraum.

5.1 Der Dimensionsbegriff
Definition 5.1 Eine linear unabhingige Teilmenge B C V mit [B] = V heifit Basis von V.

Dieser Begriff ist zentral bei der Beschreibung von Vektorraumen. Mit seiner Hilfe konnen
wir die ,,Grofle” von V messen. Wir werden bald sehen, dass es viele Basen von V' gibt. Ist

V = K", so ist die folgende besonders ,einfach”. Es sei

€1 = (1707"'7070)
e2 = (0,1,...,0,0)

en = (0,0,...,0,1)

Dann ist jedes K" > (ai,...,an) = .. a; - € im Spann von {ej,...,e,} und aus
> i1 Aie; = 0 folgt durch Betrachten des j-ten Eintrags \; = 0. Daraus folgt die lineare
Unabhéngigkeit von e, . . ., e,. Diese Menge wird Standardbasis von K™ genannt.

Unser nachstes Ziel ist:

Satz 5.2 Jeder Vektorraum V hat eine Basis. Dies ist offenbar ein Spezialfall von R = Q und E =V
der folgenden Aussage.

Satz 5.3 Sei R C V linear unabhingig R C E und [E] = V. Dann gibt es eine Basis B von V mit
RCBCE.

Vor dem Beweis miissen wir noch ein wenig iiber Mengenlehre nachtragen. Eine Relation auf
der Menge M ist eine Teilmenge R C M x M. Man fiihrt fiir Relationen oft ein Zeichen, z.B <
ein und schreibt a < b statt (a,b) € R. Die Menge R = {(z,y) € R? : x ist kleiner als y} C R?
ist eine Relation, die wir {iblicherweise mit < bezeichnen. Sie ist ein Spezialfall des folgenden

Begriffs.

Definition 5.4 Die Relation < auf A heifit Ordnungsrelation, falls gilt

(R) a <a ,Reflexivitit”
(AS) a <bundb < aimpliziert a =b ,Antisymmetrie”
(T) a <bundb < cimpliziert a < c¢ ,Transitivitit”
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Das Paar (A, <) heif$t dann auch geordnete Menge.

Bei diesem Begriff wird nicht verlangt, dass je zwei Elemente vergleichbar sind, dass also stets a < b
oder b < a gilt. Eine Menge bei der dies zudem gilt, heif§t total geordnet. Ist (A, <) eine geordnete
Menge und K C A total geordnet, so heifit K Kette. Ist M C A und hat w € A die Eigenschaft
u > v Yv € M, so heifit u eine obere Schranke (oder Supremum) von M. Ein maximales
Element von (A, <) ist ein Element u mit der Eigenschaft, dass v > wu die Gleichheit v = w impliziert.

Beispiele 5.5 1) In untenstehendem Graphen ist die Relation < auf {1,...,5} = A durch
Pfeile angedeutet. Die Menge ist nicht total geordnet, aber z.B. {1, 3,5} und {4, 5} sind
Ketten. Die Elemente 1 und 2 sind maximal, aber A hat keine obere Schranke. Die
Kette {1, 3,5} hat jedoch eine obere Schranke 1. Auch die Menge A\ {1} hat eine obere
Schranke, namlich 2.

2) Die reelen Zahlen sind total geordnet, haben aber weder ein maximales Element noch
eine obere Schranke.

Die folgende Aussage ist je nach vorgegebenen Axiomenarten der Mengenlehre ein Axiom
oder eine Konsequenz der Axiome. Da wir die Axiome der Mengenlehre tibergangen ha-
ben, nehmen wir die Aussage einfach als gegeben und fithren damit den Beweis des obigen
Satzes. Relevant ist dies sowieso nur fiir unendliche Mengen.

Lemma 5.6 (Zorn’sches Lemma) Sei (A, <) eine nichtleere geordnete Menge. Falls jede Kette ein
grofites Element besitzt, so hat A ein maximales Element.

Beweis von Satz [5.3]: Wir wollen das Zorn’sche Lemma auf die Menge A aller linear un-
abhédngigen Teilmengen X mit R C X C E anwenden. Die Ordnungsrelation ist dabei die
Inklusion. Offenbar ist R € A, also ist A # (). Wir miissen nachweisen, dass jede Kette
K ...C Xy, € Xk, C... eine obere Schranke besitzt.
Der Kandidat hierfiir ist offenbar:

Y= ] X

XreK
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Da R C Xj, C Efiiralle k € X, giltauch R C Y C E. Wir priifen, dass Y linear unabhingig
ist. Sei dazu 0 = > | A; - v; eine Linearkombination mit v; € Y. Da nur endlich viele v;
involviert sind, gibt es einen Index k£ mit v; € X}, fiir alle = 1...n. Aus der linearen Unab-
héangigkeit von X, folgt \; = O fiiralle: =1,...,n.
Das Zorn’sche Lemma liefert uns also ein maximales Element B in A. Wir miissen nur noch
[B] = V priifen, wofiir es gentigt, dass [B] O E. Das ist fiir B = FE offensichtlich. Andern-
fallsseiz € E \ B.
Dann ist B U {z} linear abhéngig, da sonst B nicht maximal ware. Also gibt es eine nichttri-
viale Linearkombination .

0= pibi+p-x

i=1

mit p;, u € K,b; € Bund p # 0 aufgrund der linearen Unabhédngigkeit von B. Dann aber ist

was zu zeigen war. O

Wir notieren einige wichtige Konsequenzen.

Korollar 5.7 i) Jede linear unabhiingige Teilmenge eines Vektorraums kann man zu einer Basis
erginzen.
ii) Zu jedem Untervektorraum Uy C 'V gibt es ein Komplement, d.h. ein Untervektorraum U,
mit Uy Uy = V.
iii) Jeder endlich erzeugbare Vektorraum hat eine endliche Basis.
iv) Hat eine Basis von V' genau n Elemente, so hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Aufgrund der letzten Aussage ist folgender Begriff wohldefiniert.

Definition 5.8 Die Dimension eines Vektorraums V' ist die Kardinalitit einer Basis von V, falls
diese endlich ist, und unendlich andernfalls.

Beweis des Korollars : Die Teile i) und iii) sind unmittelbar klar. In ii) sei R eine Basis von
U;. Wir wenden den Satz auf dieses R und E = V an. Sei also B eine Basis von V mit
R C B. Bezeichne By = B\ R und Us; = [Bs]. Dann ist Uy @ U eine direkte Summe, denn
R U By = B ist linear unabhédngig. Zum Beweis von iv) nehmen wir an, B sei eine Basis mit
n Elementen. Nach dem Lemma4.23|sind n + 1 Linearkombinationen aus diesen Elementen
stets linear abhédngig. Also hat jede Basis hochstens n Elemente. Gdbe es eine Basis By mit
ny < n Elementen, so folgt mit der gleichen ﬂberlegung, dass B linear abhdngig sein miifste.

O
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Unser nichstes Ziel ist eine Dimensionsformel, die die Dimensionen von Schnitten und
Summen von Untervektorraumen in Verbindung bringt. Auf dem Weg dahin notieren wir
folgenden einfachen Satz, den man sich als ,Eindeutige Darstellbarkeit eines Vektors in
einer (gegebenen) Basis” merken sollte.

Satz 5.9 Ist B eine Basis des Vektorraums V, so besitzt jedes v € V eine eindeutige Darstellung als

a = Zn: )\ibi
i=1

Linearkombination

mit \; € K und b; € B.

Beweis : Existenz einer solchen Darstellung ist unmittelbare Konsequenz aus B Basis. Zum
Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass a € V' zwei Darstellungen

a= Zn:)\ibi = zn:ﬂz‘bz‘
i—1 i—1

hat. Dabei haben wir die gleichen Basisvektoren fiir beide Darstellungen verwendet, denn
falls ein b; in der ersten Darstellung auftritt, aber nicht in der zweiten, so konnen wir y; = 0

setzen und zur zweiten Darstellung 0 - b; addieren, und umgekehrt. Daraus folgt nun

n

0=> (Ai—m) b
i=1
und aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von B folgt \; = p;. Also waren die zwei Dar-
stellungen in Wirklichkeit gleich. ]

Wir starten Dimensionsabschdtzungen fiir Unterraume mit folgendem naheliegenden Lem-
ma.

Lemma 5.10 Ist V ein Vektorraum der Dimension n und U ein Untervektorraum, dann ist U end-
lichdimensional und es gilt dimU < dim V. Weiterhin ist dimU = dimV genau dann, wenn
U=1V.

Beweis : Fiir U = 0 ist dies offenbar richtig, wir nehmen also im Folgenden an, dass U # 0
ist. In V' (und damit auch in U) gibt es nach Lemma hochstens n linear unabhéngige
Vektoren. Sei also p deren Maximalanzahl, d.h. seien b1,...,b, € U linear unabhéngig. Wir
wollen zeigen, dass [b1,...,b,] = U gilt. Ist z in U, so ist {b1, ..., by, x} linear abhdngig, also
gibt es eine nichttriviale Linearkombination

p
0= Z)\Z‘bi + )\p+1 - Z.
=1
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Dabei ist A,41 # 0, sonst wdren {by, ..., b, } linear abhidngig. Dann ist

x:i<_Ai> “b; € [b1,. .., by,

Apt1

was zu zeigen war.
Ist p = n,so gilt U = [by,...,b,] nach dem oben benutzten Argument und auch V' =
[b1,...,by] nach Definition des Dimensionsbegriffs. O

Sind U;,Us € V Untervektorrdume, so liefert mehrmaliges Anwenden dieses Lemmas fiir
i = 1,2 die Ungleichungskette:

Viel préziser ist der folgende Dimensionssatz fiir Untervektorraume.

Satz 5.11 Sind U,,Uy C V' Untervektorriume eines Vektorraums V', so gilt dimU; + dim U =
dim(U1 N UQ) + dim(U1 + UQ).

Beweis : Ist eines der U; der Nullraum, so ist dim U; = dim(U; N Uz) = 0 und die Gleichung
gilt offenbar. Also nehmen wir im Folgenden an, dass dim U; > 0 fiir ¢ = 1,2 ist. Sei Bn =
{b1,...,bq} eine Basis von U; N Uy, wobei d = 0 und diese Menge leer ist, falls U; N Uz = {0}

ist. Wir konnen Bn, zu einer Basis

B1:{bl,...,bd,ed+1,...,ep}

von U; und zu einer Basis
B2 - {blv-"vbd7fd+17"'7fq}

von U, ergdnzen, wobei p = dim U; und g = dim Uy ist. Wir miissen noch zeigen, dass
By ={b1,...,ba,€eq41,---€p, fat1,---» fq}
eine Basis von U; + U; ist. Dann ist die behauptete Dimensionsgleichung
ptag=d+(d+(p—d)+(¢—d)

offenbar richtig. Zundchst ist By C U; U Uy, also [By] C [U; U U] = U; + Us. Umgekehrt
lasst sich jedes w € U; + Uy schreiben als w = u + ug mit u; € Uy und uy € Us. Mit der
Basisdarstellung

d P d q
up = Z)\ibz‘ + Z Aie; und  ug = Zuibz‘ + Z i fi
i=1 i=1

1=d+1 1=d+1
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erhalten wir
d

= 5"\ + i) + Z Niei + Z pifi

=1 i=d+1 i=d+1
und damit w € [B; + Bs). Also ist B ein Erzeugendensystem von U; + U, und zum Nach-
weis der Basis fehlt noch die lineare Unabhéngigkeit. Wir starten mit einer Linearkombina-
tion aus B.:

O_Z)\b + Z Ai€; + Z (i fi-

i=d+1 i=d+1

Umgeschrieben bedeutet dies, dass

q

Z)\b + Z Ne; = Z —wi)fi €U NUs,

i=d+1 i=d+1

wie man durch Betrachten der linken bzw. rechten Seite erkennt. Nach dem vorangehenden
Satz, angewandt auf U; N Us {iber die eindeutige Basisdarstellung ladsst sich dieses Element
von V als = Z‘ii:l a;b; schreiben. Wir betrachten die rechte Seite und wenden die eindeutige
Basisdarstellung auf Us an. Alsoista; =0 Vi =1,...,dund p; =0 Vi=d+1,...,q

Nun wenden wir die lineare Unabhéngigkeit von B; auf die linke Seite an, die, wie wir nun
wissen, gleich Null ist. Alsoist \; =0 Vi =1,...,pund die Linearkombination war in der
Tat trivial. O

Beispiel 5.12 Der Dimensionsatz benoétigt nicht die Voraussetzung, dass V' endlichdimen-
sional ist. Wir betrachten dazu V' = R[X] und fixieren einen Grad d € N. Sei fiir a € R

U, ={P € Rlz]: P(a) =0, deg P < d}.

Nach einer Ubungsaufgabe ist dim U, = d. Man erwartet intuitiv, dass fiir a # b, a,b € R
eine Nullstelle bei a zu haben und eine Nullstelle bei b zu haben unabhingige Bedingungen
sind. D.h. man erwartet, dass

dimU, NUy) = (d+1) —2=d —1

ist. Dies beweisen wir mit dem Dimensionssatz. Wir miissen nur zeigen, dass dim(U,+U;) =
d + 1 ist. Dann gilt

dim(U, NU,) = dimU, + dim U, — dim(U, + Up)
= 2d—(d+1)
= d-1

wie erwartet. Da dim U, = d ist, miissen wir nach Lemma[5.10inur noch zeigen, dass es in U,
ein Element gibt, welches nicht in U, liegt. Das Polynom P = X — b hat diese Eigenschaft,
denn P(b) = 0und P(a) =a—b#0.
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5.2 Basiswechsel

Es seien in einem n-dimensionalen Vektorraum V' zwei Basen B = {b;,...,b,} und C =
{c1,...,cn} gegeben. Sei x € V ein beliebiges Element. Dann hat x eine eindeutige Basisdar-
stellung in den Basen B und C, d.h. es gibt eindeutig bestimmte \;, ; € K fiiri =1,...,n,

n n
1=1 i=1

Die Koeffizienten \; bzw. yi; fassen wir, da wir sie im Folgenden durch Matrixmultiplikation

sodass

manipulieren werden in einem Spaltenvektor zusammen. Wir bezeichnen mit

)\1 1258
Ao . H2
B=1 . bzw. Zc=|{ .

A i

1

Die Koordinatenvektoren von x in der Basis B bzw. in der Basis C. Dabei miissen wir beach-
ten, dass eine Basis per Definition eine Menge ist, also a priori keine Anordnung hat, dass
aber der Koordinatenvektor sehr wohl von der Reihenfolge der Auflistung der Basiselemen-
te abhdngt. Wir behalten also im Folgenden die giangige Mengenschreibweise bei, lesen aber
den Satz ,Sei B = {b1,...,b,} eine Basis” in Zukunft als ,Sei B eine Basis, die wir in der
Reihenfolge (b1, ..., by,) aufzdhlen”.

Beispiele 5.13 i) Sei V C Rz] der 3-dimensionale Vektorraum der Polynome mit reellen
Koeffizienten vom Grad < 2. Dann ist B = {1, 2,22} und C = {1,z — 1, (z — 1)?} eine
Basisvon V.Sei P =2 —2 € V. Dann ist

P = (-2)-14+0-2+1-22
(-1)-1 +2-(xz—1) +1-(z—1)>2
AlsoistﬁB:(§2>undﬁc:(%1>.

ii) Sei V = R3, B = {e1, e2,e3} die Standardbasis und C = {(i) , <é> , (?)} Istz =

( i) € V,soist ¥ = G), d.h. der Koordinatenvektor beztiglich der Standardbasis

. . .. .. . . N 1
ist (allgemein fiir x € K™) gerade der urspriingliche Vektor. Weiterhin ist ¢ = ( 2 > .
Wir konnen also jedes Element von C' als Linearkombination in den Elementen von B schrei-
ben.
c1 =ai1bi1+a21b2+...4+ anibn
C;L :alnb1+a2nb2+---+ anw;bn-

Die Indizierung der rechten Seite ist, im Hinblick auf die tiblichen Konventionen, unge-

,,,,,

-----
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n die transponierte Matrix von A (oder kurz Transponierte) genannt. Man er-

,,,,,

I )

hilt AT aus A (7iurch Spiegelung an der Hauptdiagonalen, d.h. der Diagonalen von links

1
0

: ) und es ist
0

a1l
— @21 —
an1

mit obiger Konvention fiir A = (a;;) (und nicht p = AT .Z5). Wir nennen ab sofort A = O ¢

oben nach rechts unten. Sei x = ¢;. Dann ist Z¢ = (

und formulieren diesen Sachverhalt allgemein:

Proposition 5.14 Sei Opc € K™*" die Matrix in deren Spalten (!) die Koeffizienten der Elemente
von C'in der Basis B stehen. Dann gilt fiir alle x € V:

Zp = 0Opc - Tc.

Wir nennen © go die Basiswechselmatrix von der Basis C in die Basis B.

r1
Beweis : Ist 2o = ( : ) so ist

Tn

i=1

= z <Zaﬁ-wi> -bj
7=1 \i=1

n n n
r = ZIZCZ:ZIZ Zaji-bj
i=1 j=1

alsoist (¥p); = (©pc - Z¢); fur alle j € {1,...n}, was zu zeigen war. O

Beispiel 5.15 Sei B = {b1, b2} eine Basisvon V und C = {¢; = b1 — b2, c2 = by + b2} sowie
Zp = (3) gegeben. Oftmals tritt in solch einer Situation die Frage auf, was Z¢ ist. Nach
obiger Proposition ist O pc = ( ,11 %) und 5 = Op¢ Z¢. Die Inverse von O g¢ existiert, wir
rechnen sie mit Hilfe von Proposition[3.6laus:

(12 12
Op0 = (1/2 1/2 ) '

Alsoist 7o = Ot - 75 = ( 347).

Damit haben wir uns auch am Beispiel iiberlegt, dass

Ocp = 9[;10
gilt. Dies formulieren wir nun noch allgemeiner. Sei D = {d, ..., d, } eine weitere Basis von
Vund O¢p = ()\ij) i=1,.m s d.h.d; = Ajer + Agieo + .o+ Ae, fliri =1, ..., n.

7j=1,...,n
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Proposition 5.16 Sind B,C und D Basen von V so gilt
©pp =Opc - Ocp.
Speziell fiir D = B folgt hieraus

I, =Opp=0Opc-Ocp, dh. Ocp=0Ox.

Beweis : Fiirjedes i € {1,...,n} gilt mit Ocp = (\;j) und Opc = (ai;):

di = 32 Ajicj = 2 Aji <Z akjbk> = (Z akj)\jz') - by
i= j=1 k=1 .

= (Opc - Ocp)ki

Da die Matrix Opp in den Spalten die Koeffizienten von d; in der Basis B enthilt, besagt
obige Gleichung genau das, was behauptet wird. O

6 Lineare Abbildungen

Bisher haben wir nur einen Vektorraum betrachtet und darin Basen und Untervektorraume
untersucht. Ab sofort interessieren wir uns fiir Abbildungen zwischen zwei Vektorraumen
und was diese aus Basen und Untervektorraumen machen.

Wie bei den Gruppenhomomorphismen in Kapitel 2.1l Gruppen wollen wir nur solche Ab-
bildungen betrachten, die die Verkniipfungen respektieren, welche den Vektorraumen zu-

grunde liegen.

6.1 Definitionen und Beispiele

Definition 6.1 Seien V und W K-Vektorriume. Eine Abbildung f: V. — W heifit linear, falls
fiir alle vi,v2 € V und alle A € K gilt:

flor +v2) = f(v1) + f(v2) und  f(Avr) = Af(v1).

Man kann diese zwei Eigenschaften auch zu

fwr +v2) = Af(v1) + f(v2)

zusammenfassen. Lineare Abbildungen konnte man auch als Vektorraumhomomorphismen bezeich-
nen, aber dieses Wort ist einfach zu lang. Ist f bijektiv, so wird f (Vektorraum-)Isomorphismus
genannt. Ist V.= W wird f ein Endomorphismus im bijektiven Fall ein Automorphismus ge-
nannt.
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Beispiele 6.2 i) Die Abbildung f: R? — R3, (z,y) — (z +y,x — y, 2z — y) ist linear,
dennist (x1,41), (r2,%2) € R?und ) € K, so ist

FM@1,91) + (22, 42)) = f(Azr + 22, Ay1 + y2)
= (Az1+ 22 + Ay + Y2, Aw1 + T2 — Ay1 — 2,2 A @1+ 222 — Ayr — y2)
=X (z1 +y1, 71 — Y1, 221 — 1) + (22 + Y2, T2 — ¥2, 272 — Y2)
= A (z1,91) + f(22,92)
ii) Die Abbildung f: V. — W,z — a fiir ein festes a € W ist linear genau dann, wenn
a=0ist,dennesmussa = f(0-2) =0- f(x) =0-a =0 gelten.
iii) Die Abbildung f: R — R,z — 2? ist nicht linear, denn es miisste gelten:

4=f2)=fA+1)=fO)+f(1)=12+12=2.
k)2

iv) Es gibt eine lineare Abbildung f: R[z] — R[z] mit f(z) = 2%, sogar mit f(z¥) = (=
— p2

fur alle £ € N, aber es gibt keine lineare Abbildung f: R[z] — Rz] mit f(P
fur alle P € R[z].

Die erste Aussage folgt unmittelbar aus dem néchsten Satz und daraus folgt, dass
{1} U{z*, k € N} eine Basis von R[z] ist. Fiir die zweite Aussage nehmen wir an, dass
es eine solche Abbildung f gibt. Wie im Beispiel iii) folgt aus der Rechnung

1+2z+22=1+2)?2=fl42)=f1)+ f(z)=1+2?
ein Widerspruch.

Lemma 6.3 Ist f: V — W eine lineare Abbildung und {vi,...,v, C V'} linear abhingig, so ist
{f(v1),..., f(vy) C W} linear abhingig.

Beweis : Sei Z?:1 \;v; = 0 eine nichttriviale Linearkombination. Dann ist

0=f(0)=f (Z A) =3 Mifw),
i=1 =1

wobei wir verwendet haben, dass die Linearitdtsbedingung aus der Definition einer linearen
Abbildung sich induktiv von zwei Summen auf eine endliche Summe ausdehnt. Nichttri-
vialitdt impliziert, dass mindestens ein \; # 0 ist und wir haben somit eine nichttriviale

Linearkombination der f(v;) erhalten. O

Den folgenden Satz kann man sich als , Lineare Abbildungen sind durch die Bilder einer

Basis bestimmt” merken.

Satz 6.4 Seien V. und W K-Vektorriume und B = {by,...,b,} eine Basis von V. Ist
{c1,...,en} C W eine beliebige Menge, so gibt es genau eine lineare Abbildung f:V — W
mit

flb)=¢ fir i=1,...,n.
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Beweis : Ist x € V/, so lasst sich x eindeutig als Linearkombination

n
Tr = E Oékbk
k=1

in den Basiselementen schreiben. Ist f gesuchte lineare Abbildung, so muss

flx) =7 (Z akbk> = o f(br) =D axck (6.1)
k=1 k=1 k=1

gelten. Das heifit, dass f(x) fiir jedes x aus den Vorgaben auf den Basiselementen und der
Linearitdt eindeutig festgelegt ist. Wir nehmen nun die Gleichung (6.1)) als Definition und
zeigen, dass die so definierte Abbildung in der Tat linear ist.

Es sei also y € V die Basisdarstellung

y=">_ Bibi
k=1

und es sei A € K. Dann gilt

fz+y) = f (A kil agby + - ﬁkbk>

5

(o + ﬁk)bk> - kil(mk + Br)ex

agck + kzn:l Brer = A+ f(x) + f(y).

TTNM:

M=

k=1

Also ist f linear. O

6.2 Kern, Bild, Rang

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorraumen V' und W. Die bei-
den folgenden Definitionen sind wie bei einer beliebigen Abbildung bzw. bei einem Grup-
penhomomorphismus.

Definition 6.5 Die Menge aller f(v),v € V wird das Bild von f genannt. Die Menge f~1(0) wird
Kern von f genannt und mit Ker(f) bezeichnet.

Proposition 6.6 Der Kern von f ist ein Untervektorraum von V und das Bild ist ein Untervektor-
raum von W.

Beweis : Es ist 0 € Ker(f) und 0 € Bild(f). Fiir die Anwendung des Untervektorraumkri-
teriums seien z,y € Ker(f) und A € K gegeben, d.h. f(z) = f(y) = 0. Dann ist

fAz +y) = Af(x)+ fly) =A-0+0=0,
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also ist A\ 4+ y € Ker(f). Sind andererseits x,y € Bild(f) gegeben, d.h. gibt es u,v € V mit
f(u) =2z und f(v) = w, so gilt

fOu+v) =Af(u) + flv) =X -z +y

und demnach ist Az + y ebenfalls im Bild von f. O

Der Unterschied zu Gruppen ist, dass im Vektorraumfall der Dimensionsbegriff ein Maf3 fiir

die ,Grofse” (des Bildraums) einer linearen Abbildung liefert.

Definition 6.7 Der Rang einer linearen Abbildung f ist die Dimension des Bildes.

Ist f: V — W linear und V endlichdimensional, so ist nach Lemma und Satz der

Rang von f endlich. Daher konnen wir folgenden Satz formulieren.

Satz 6.8 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen) Ist f: V' — W linear und V endlichdi-
mensional, so gilt
Rang(f) + dim (Ker(f)) = dim(V).

Beweis : Fiir dim V' = 0 ist die Behauptung 0 + 0 = 0, also trivialerweise richtig. Wir wiéhlen
eine Basis {b1, ..., b4} des Kerns von f und ergdnzen sie mittels {c4+1, ..., ¢, } zu einer Basis
von V. Zu zeigen ist also, dass Rang(f) = n — d ist. Dies wollen wir nachweisen, indem
wir zeigen, dass {f(c4+1),--.,f(cn)} eine Basis von Bild(f) ist. Sei also = € Bild(f) und
f(u) = x. Dann hat v die Basisdarstellung.

d n
u= Zaibi + Z QG Ci.
i=1

1=d+1

Da f<2 aibi) = 0ist, gilt & = f(u) = f (Xi_y4yq ici), also erzeugen {f(cgt1),---, f(ca)}
das Bild von f. Diese Menge ist auch linear unabhingig, denn falls es eine Linearkombi-
nation 0 = > 1" ;. A\if(c;) gibt, so ist aufgrund der Linearitat f (Z?:d 1 ozl-ci) = 0, also
> ieas1 Aici € Ker(f). Anders gesagt, es gibt \; € K firi =1,...,d mit

n d
Z )‘ici = Z)\Zbl
i=1

i=d+1
Da aber {b1,...,b4,C4+1,- - -, Cn} eine Basis von V war, miissen alle \; = 0 sein. Also war die
Linearkombination trivial und dies zeigt die Behauptung. O

Korollar 6.9 Zwei endlichdimensionale Vektorraume V, W sind genau dann isomorph, wenn sie die
gleiche Dimension haben.
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Beweis: Sei f: V — W ein Isomorphismus. Dann ist Ker(f) = {0} also dim(V") = Rang( f).
Aus der Surjektivitdt folgt, dass Bild(f) = W und damit Rang(f) = dim(W) ist.

Umgekehrt sei nun dim(V) = dim(W) = n. Fir n = 0 ist alles klar, andernfalls seien
{b1,...,bp} und {c1,...,¢c,} Basen von V bzw. von W. Nach Satz gibt es (genau) eine
lineare Abbildung f: V — W mit f(b;) = ¢; fiiri = 1,...,n. Dieses f ist offenbar surjektiv,
also Rang(f) = n. Also ist dim Ker(f) = 0 und damit f injektiv. O

6.3 Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen

Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen
Vund Wund B = {by,...,b,} sowie C = {cy,...,¢,} Basen von V und W, so konnen wir
zum einen die Koordinatenvektoren g zu x € V und mc seinem Bild f(z) betrachten,
zum Anderen die Bilder der Basiselemente f(b;) als Linearkombination der c¢; schreiben.

Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen wollen wir in einer Matrix A = («;;) zusam-

f@)o=A-Tp

gilt. Damit das tiberhaupt formal moglich ist, muss A € KP*" sein, da Zp € K nx1 und

menfassen mit dem Ziel, dass

flx ;c € KP*! nach Definition Spaltenvektoren sind. An dieser formalen Priifung erkennt

man bereits, dass

P
f(bz) = Zajicj fﬁl‘ 7= 1,... ,n
j=1
die richtige Indizierung ist.

Definition 6.10 Sei A = (o;) j-1,...,, die Matrix, in deren Spalten (!) die Koeffizienten der Bilder
=1

unter f der Basis B bzgl. der Basis C' stehen. Dann wird A die Abbildungsmatrix von f beztiglich
der Basen B und C genannt.

Wir halten das angekiindigte Ziel als Proposition fest.

Proposition 6.11 Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vek-
torridumen und B und C' Basen von V bzw. von W. Dann ist die Abbildungsmatrix A von f die
eindeutig bestimmte Matrix mit der Eigenschaft

f@le = A i 6.2)

fiirallex € V.

Beweis : Die Gleichung (6.2) muss fiir alle z € V gelten, also insbesondere fiir z = b;.
In diesem Fall ist #5 = (0,...,0,1,0,...,0)" und A - Fp ist der i-te Spaltenvektor. Wenn
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dieser gleich f(b; ;C sein soll, muss A genau die Matrix sein, die wir Abbildungsmatrix von
/ genannt haben. Dies beweist die Eindeutigkeit und Gleichung (6.2) fiir alle b;. Ist z =
> i1 Aib; beliebig, so gilt aufgrund der Linearitit von f.

A-Tp = A(i i@B)ZiAiA'@B:i)‘imC

i=1
e

= f (i )\ibz)C’ = fTﬂU;c-

i=1

0

Mit dieser Vorarbeit erhalten wir leicht den Zusammenhang zwischen Abbildungsmatrix
und Basiswechsel.

Korollar 6.12 Sind By und By Basen von V sowie C; und Co Basen von W und A; die Abbil-
dungsmatrixen von f bzgl. B; und C;. Dann gilt

A1 =0O¢c,0,A4208B,B,.

Beweis : Es gilt f(ac}c2 = Ay - ¥p, sowie Zp, = Op,p, - ¥, und f(x ;(;1 = 0Oc, 0, f(22)0,-
Zusammengenommen erhalten wir

f(x§C1 = 90102 <Ay 93231 'fBl'

Diese Gleichung charakterisiert nach der obigen Proposition die Abbildungsmatrix A;. O

Wenn wir die Abbildungsmatrix mit zwei Indices fiir die verwendeten Basen versehen wiir-
den, so ldsst sich obige Formel noch pragnanter als , Indexkiirzungsregel”

AciB, = Oc,c, - AcuB, - OB, By

merken.

Die Zuordnung , lineare Abbildung” zu , Abbildungsmatrix” kénnen wir auch umkehren.

Seien endlichdimensionale Vektorraume V und W mit Basen B = {b1,...,b,} und C =
{c1,...,¢cp} gegeben. Zu einer Matrix A € KP*" ordnen wir wie folgt eine lineare Abbildung
zu:

Ist z € V, soist f(x) der Vektor mit Koordinatenvektor A - Zp in der Basis C'. Ist konkret
V = K"l und W = KP*! und B bzw. C die Standardbasis in diesen Vektorriaumen, dann

istfiirallexz €V
falz)=A-z

die lineare Abbildung zur Matrix A.
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Satz 6.13 Seien V, W Vektorriume der Dimension n bzw. p und B bzw. C' Basen. Dann sind die
oben beschriebenen Zuordnungen

lineare Abbildung f +—— Abbildungsmatrix Ay
und
Matrix A —  lineare Abbildung fa

zueinander Inverse Bijektionen, d.h. es gilt

f(Af) = f und A(fA) = A.

Beweis : Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie auf allen Elementen von V' das gleiche Bild
haben. Sei also x € V beliebig. Dannist f(4,)(x ;C =A;-ip = J@C aufgrund der Definition
von Ay und von Proposition[6.11} Zwei Matrizen sind gleich, wenn alle Spalten gleich sind.
Die i-te Spalte von Ay, ist das f4-Bild von b;, genauer dessen Koordinaten in der Basis C'. Da
aber (ESB =(0,...,0,1,0,...,0)T sind diese Koordinaten gerade 4 - (0,...,0,1,0,...,0)7,
also die i-te Spalte von A, was zu zeigen war. O

Mit dem Argument von Proposition erhalten wir folgende niitzliche Korrespondenz
zwischen Abbildungsverkettung und Matrixmultiplikation.

Korollar 6.14 Seien f : V. — W und g : W — X lineare Abbildungen, seien B,C und D
Basen respektive von V,W und X und seien Mcp die Abbildungsmatrix von f bzgl. der Basen
B und C' sowie Npc Abbildungsmatrix von g bzgl. der Basen C' und D. Dann ist NpcMcp die
Abbildungsmatrix App der Verkettungsabbildung g o f bzgl. der Basen B und D.

Beweis : Die Matrix M¢p erfillt f(z ;c = Mcp - Zp fur alle x € V nach Proposition [6.11]
angewandt auf f. Auf die Abbildung g angewandyt, erhalten wir !@ p = Npc - yjo fir alle
y € W. Zusammengesetzt erhalten wir

_ .

9(f(y))p = NpcMcp - Tp
tir alle z € V. Die Abbildungsmatrix Apg von g o f ist nach der umgekehrten Richtung in
Proposition [6.11] die einzige Matrix, die g(f(y) i p = App - Zp fiir alle x € V erfiillt. Also ist
App = NpcMcep. U

Damit folgt nun die in Abschnitt 3l behauptete, aber nicht nachgerechnete Assoziativitat
der Matrixmultiplikation unmittelbar: Die Verkettung von (beliebigen, also insbesondere
linearen) Abbildungen ist assoziativ und nach dem vorangehenden Korollar die zugehorige
Matrizenmultiplikation. Genauer gesagt, sei h : X — Y eine weitere Abbildung. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of
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demzufolge Apo(gor) = A(hog)os, also nach dem Korollar Ay Ayor = ApogAy und nochmaliges
Anwenden des Korollars liefert

An(AgAp) = (ApAg)A;. 6.3)

Hat man also drei Matrizen A;, A3, A3 vorgeben, so nimmt man die zugehorigen linearen
Abbildungen f = fa,, g = fa, und h = f4,. Dann besagt Gleichung[6.3] gerade

A1 (AsAs) = (A1 As) As.

7 Der Rang einer Matrix, Aquivalenz

7.1 Aquivalenzrelationen

Im Kontext von Zorns Lemma haben wir Relationen eingefiihrt, insbesondere Ordnungs-
relationen. Hier fithren wir den zweiten haufig auftretenden Typ von Relationen ein und

verwenden ihn um Matrix in Klassen zu gruppieren.

Definition 7.1 Eine Relation ~ auf der Menge M heifitt Aquivalenzrelation, falls gilt
(R) a ~ afiiralle a € M (,Reflexivitit”)
(S) a ~ bgenau dann, wenn b ~ a (,,Symmetrie”)
(T) a ~ bundb ~ cimpliziert a ~ c (, Transitivitit”).

Beispiel 7.2 Auf Z sei die Relation ~, definiert durch a ~y, b, falls k die Differenz b — a teilt.
Dies ist eine Aquivalenzrelation fiir alle k € N.

(R) gilt, da k|a — a = 0 fir alle .

(S) gilt, da k|b — a genau dann, wenn k|a — b

(T) Aus k|b — aund k|c — b folgt k|c — a und daraus die Transitivitat.

Eine Aquivalenzrelation erlaubt die Menge in Aquivalenzklassen
K,={zxecA|lz~a}

einzuteilen. Wegen a ~ a liegtjedes a in K, also in mindestens einer Klasse. Ist K, N K}, # 0,
so ist wegen der Transitivitit K, = K. Dennistz € K, und c € K, N Ky, soistx ~a,c~a
und ¢ ~ b. Also gilt auch a ~ cund = ~ cund schliefSlich z ~ b, also x € Kj. Die umgekehrte

Inklusion zeigt man genauso.

Hat man eine solche Klasseneinteilung, d.h. hat man Teilmengen () # K; C A fiir i € I mit
KiNK; = 0 firi # jund {J,.; K; = A, so definiert man eine Relation a ~ b durch die
Existenz eines i € I mit {a,b} C K;. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation wie man

leicht nachpriift.
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7.2 Spaltenrang und Zeilenrang

Definition 7.3 Die maximale Anzahl linear unabhingiger Spalten einer Matrix A wird der Spal-
tenrang oder kurz Rang von A genannt und mit Rang(A) bezeichnet.

Dieser Begriff ist mit dem gleichlautenden Begriff fiir lineare Abbildungen vertraglich.

Proposition 7.4 Fiir jede Matrix A gilt Rang(A) = Rang(fa).

Beweis : Es gilt Rang(f4) = dim Bild(f4) und das Bild von f4 ist der Spann der Spalten von
A. Die Aussage folgt also direkt aus dem folgenden Lemma. O

Lemma 7.5 Sei {b;,...,b,} C V beliebig. Dann ist dim[by, ..., by,] die maximale Anzahl linear
unabhingiger Vektoren unter den b;.

Beweis : Klar durch Anhwenden von Satz auf eine linear unabhidngige Menge R maxima-
ler Méchtigkeit und £ = {b1,...,b,}. O

Korollar 7.6 Sind A € K™*™ und B € KP*™ so gilt
Rang(BA) < min(Rang(A), Rang(B)).

Beweis : Seien f = f4: K" — K™ und g = gp : K — K" die zugehorigen linearen Abbil-
dungen. Dann ist Bild(g o f) C Bild(g) und deswegen Rang(BA) < Rang(A). Auflerdem ist
Bild(g o f) = Bild(g(Bild(f))). Also kann das Bild von g o f nicht mehr linear unabhéngige
Vektoren haben, als Bild( f). Daraus folgt Rang(BA) < Rang(B). O

Damit drangen sich zwei Fragen auf, die wir parallel beantworten. Warum sollten wir Spal-
ten den Zeilen bevorzugen und wie berechnet man den Rang effektiv.

Definition 7.7 Der Zeilenrang einer Matrix A ist die maximale Anzahl linear unabhingiger Zei-

len von A.

Proposition 7.8 Der Spaltenrang einer Matrix A € K™*P bleibt unter den elementaren Zei-
lenoperationen aus Abschnitt unverindert, also unter Linksmultiplikation mit einer Matrix
M € {Eij(A), Vig, Mi(N)} € K™

Beweis : Wir betrachten A als Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung f = f4: K" —
KP? bzgl. der Standardbasen. Da M invertierbar ist, ist das Bild der Standardbasis unter M -1
wieder eine Basis C'. Nach Korollar ist M - A die Abbildungsmatrix derselben linearen
Abbildung f bzgl. der Standardbasis auf K™ und C. Also gilt

Rang(A) = Rang(f) = Rang(M - A).

0
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Das gleiche Argument zusammen mit Korollar angewandt auf Prakomposition (statt
Postkomposition) mit einer invertierbaren Matrix zeigt folgende Proposition.

Proposition 7.9 Der Spaltenrang einer Matrix A € K™*P bleibt unter elementaren Spaltenopera-
tionen, definiert als die Rechtsmultiplikation mit einer Matrix M € {E;;()\), Vij, M;(\)}, unverin-
dert.

Dabei vertauschen Rechtsmultiplikation mit V;; die i-te und j-te Spalte, Rechtsmultiplikati-
on mit M;(\) multipliziert die i-te Spalte mit A und Rechtsmultiplikation mit E;;(\) addiert
das A-fache der i-ten Spalte auf die j-te Spalte, wihrend die i-te Spalte unverdndert bleibt.
Spaltenoperationen sind zumeist fiir theoretische ﬂberlegungen niitzlich. In (fast) allen
praktischen Problemen der linearen Algebra, in welchen Elementaroperationen durchge-
fihrt werden (Losung von LGS im Abschnitt Invertieren von Matrizen - sieche weiter
unten), kommen Zeilenoperationen zum Einsatz.

Satz 7.10 Der Zeilenrang ist gleich dem Spaltenrang bei jeder Matrix. Ist A in Zeilenstufenform, so
ist Rang(A) die Anzahl der Zeilen mit Pivoelement.

Beweis : Der Zeilenrang von A ist der Spaltenrang von A”. Die beiden vorangehenden
Propositionen angewandt auf A zeigen, dass auch der Zeilenrang unter elementaren Zei-
lenoperationen und elementaren Spaltenoperationen unverandert bleibt. Fiir Matrizen der
Gestalt

1 0 0
0 1
r
I, = 0 o 1 0 ... 0 (7.1)
p—r 0 0
s n—r

ist offenbar Zeilenrang und Spaltenrang gleich r. Jede Matrix konnen wir nach Satz [3.12]
durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen. Schlieflich bringen wir
sie durch offensichtliches Leerrdaumen der Pivotzeilen und anschlieffendes Spaltenvertau-
schen mit Spaltenoperationen auf obige Gestalt. Damit folgen beide Behauptungen des Sat-
zes. U

Definition 7.11 Zwei Matrizen A, B € K™*P heiflen dquivalent, wenn sie den selben Rang besit-
zen.
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Offenbar definiert dieser Begriff eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*P. Wir halten
noch folgende konkrete Darstellung der Aquivalenzklassen fest.

Korollar 712 i) Zwei dquivalente Matrizen konnen durch endlich viele elementare Zeilen- und
Spaltenoperationen ineinander iiberfiihrt werden.
ii) Jede Matrix ist dquivalent zu einer Matrix der Gestalt (7.1).
iii) Zwei Matrizen A, B € K" P sind genau dann dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen
S e K""und T € KP*P gibt mit
B = SAT.

Beweis : Aussage ii) wurde konstruktiv im vorangehenden Satz bewiesen. Sind A, B dqui-
valent von Rang r, so gibt es Elementarmatrizen M;, M; € K™*™ und IV;, ]VZ € KP*P, sodass

Ir:MleANlN] und Ir:j\ilj\i];BﬁlN;
Insgesamt folgt

B=M_"'... M 'M-... My A-Nl-...-Nijl-...-Nfl

und damit i) sowie eine Implikation aus iii). Die Umkehrung von iii) folgt aus dem Ar-
gument der vorigen Proposition, das Prd- und Postmultiplikation mit einer invertierbaren
Matrix den Rang nicht dndert. O

8 Zurlck zu linearen Gleichungssystemen

8.1 Nachtrag zum Beweis von Satz 3[15 ]

In den Sétzen (3.12) und (3.15) hatten wir ein homogenes LGS
A-x=0

auf Zeilenstufenform umgeformt und einige Vektoren v;, indiziert mit den Spalten i € P,
ohne Pivotelement gefunden. Es verblieb noch zu zeigen, dass diese den ganzen Losungs-
raum aufspannen.

Beweis von Satz (3.15), Beweisende : Die Vektoren {v;,j € P°} sind linear unabhéngig,
wie man durch Betrachten der Zeilen, die eine (—1) aufgrund der Definition [3.13|enthalten,
direkt einsieht. Also ist

dim[v;,i € P°| = |P°| =n — |P].
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Andererseits ist die Losungsmenge des homogenen LGS gerade der Kern der linearen Ab-
bildung f4 wie in Abschnitt[6.2] definiert. Nach dem Dimensionssatz folgt

dimKer(f) =n — Rang(fa) =n — Rang(A)

und in Satz hatten wir
Rang(4) = |P|

gezeigt. O

8.2 Inhomogene LGS

Wir betrachten nun das inhomogene LGS

A-x=b AeKP" xe K™ e KP*!

Sind z1, 2 zwei Losungen davon, so ist
A-($2—$1) :b—bzo,

also x5 — z; eine Losung des zugehorigen homogenen LGS A - x = 0. Ist umgekehrt z; eine
Losung des inhomogenen LGS und y eine Losung des homogenen LGS, so gilt

A-(z14+y)=b+0=0b,

also ist 21 4+ y wiederum eine Losung des inhomogenen LGS. Diese strukturelle Eigenschaft

sowie ein Kriterium fiir die Existenz einer Losung halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 8.1 Gegeben sei ein inhomogenes LGS A - x = b. Dieses ist [osbar, genau dann, wenn der Rang
der erweiterten Matrix (A|b) gleich dem Rang von A ist. Ist dies der Fall und (A|b) in Zeilenstufen-
form wie in (8.1) angegeben, so erhilt man eine Losung x von A - x = b wie folgt.

Sei p(i) die Spalte des i-ten Pivotelements, i = 1,...,(Rang)(A). Dann ist x,; = b; fiir
i=1,...,(Rang)(A) und x; = 0 sonst.

Schliefilich ist die gesamte Losungsmenge gegeben durch

Lap={x+v:veKer(fa)},

wobei x eine Losung des inhomogenen LGS ist, zum Beispiel die zuvor konstruierte.

Seite 55



Beweis : Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge eines LGS nicht und so kdonnen
wir annehmen, dass die erweiterte Matrix in Zeilenstufenform

0 0 1 = * 0 % -+ x 0 0 = x | b
0 000 0 1 0 0 % - % |
0 00 0 00 1 0 b,
(Ab)= |0 000 000 --00 0 0 0 | bis (8.1)
0 0
0 00 - 00 0 0 0
0 0 00 0 0 0 0 0 0] o

wobei 5r+1 € {0, 1} ist. Ist ZrH = 1, so ist das LGS offenbar nicht l6sbar, denn die Eintrage
von A - z in den Zeilen r + 1,...,n sind gleich Null. In diesem Fall ist auch

Rang(A|b) = Rang(A|b) > Rang(A) = Rang(A).

Sind umgekehrt die Rénge gleich, so ist EH = 0 und man priift direkt nach, dass das

angegebene z eine Losung ist. Die letzte Aussage haben wir bereits zuvor gezeigt. O

Beispiel 8.2 Sei

12—
<A|b>«»(888
00 O

0
2 >
0
B-1
Das inhomogene LGS hat also genau dann eine Losung, wenn 3 = 1 ist. In diesem Fall ist
zo = (0,0,0,—1,0)7 eine Lésung

s () () (1)
0 0 -1

und nach dem Satz ist L 4 ,, = {0 + v,v € Ker(fa)}.

Das obige Verfahren zur Losung inhomogener LGS ist auch ein Verfahren zum Invertieren
von Matrizen. Denn sind e; die Einheits-(Spaltenvektoren) und y; Losungen der Gleichung
A -z = e, so erfiillt die Matrix Y/, in deren Spalten die y; fiiri = 1,...,n stehen,

A-Y =(er...ep) = I,

dh Y =41
In der Praxis bringt man die um n Spalten e; erweiterte Matrix auf Zeilenstufenform. Ist die-
se Zeilenstufenform die Einheitsmatrix, so bilden die umgeformten und erweiterten Spalten

die Inverse.
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- . 120 o .
Beispiel 8.3 Sei A = <H(1])'er bringen auf Zeilenstufenform
120[100 120100 1201 00 100-120
(110 010)«»(0710 410)«»(010 140)«»(0101—10),
1111001 0-11]-101 0-11 001 0 —11

101
120

AlsoistA*1:(1 710>.
0 —11

9 Determinanten

Fiir 2 x 2-Matrizen kennen wir ein handliches Kriterium, das Invertierbarkeit charakterisiert.
Fiir quadratische Matrizen hoherer Dimension haben wir soeben ein effizientes praktisches
Verfahren zum Test auf Invertierbarkeit gegeben, die Rangbestimmung bei der Umformung
auf Zeilenstufenform. Dieses Verfahren liefert sogar die Inverse gleich mit. Dennoch ist es
wiinschenswert, ein (abstrakteres) Kriterium fiir Invertierbarkeit zu entwickeln, das fiir spe-
zielle Typen von Matrizen (und z.B. 3 x 3-Matrizen) auch ein praktisches, effizientes Verfah-
ren bildet.

9.1 Multilinearformen
Wir betrachten nochmals die Abbildung K**? 5 (¢Y) — ad — bc aus dem Invertierbar-
keitskriterium fiir 2 x 2-Matrizen. Wir konnen sie auch als Abbildung

VxV — K

((5).(5)) — ad—be

auffassen, wobei V' = K? (als Spaltenvektoren interpretiert) ist. Wir fithren zunachst die

Sprechweisen ein.

Definition 9.1 Sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung

P: Vx..xV—K
——

n Faktoren

mit der Eigenschaft

Q(v1,. ., Vi1, AU+ Wi, Vig 1, -, V) =
)\‘I’(?}l,...,?}i,...,?}n)—I—CI)(’Ul,...,wZ‘,...,Un) filralle)\EKundvi eVow; €V,

heif$t (n-fache) Multilinearform. 2-fache Multilinearformen werden Bilinearformen genannt. Ei-
ne Multilinearform heifit symmetrisch, falls fiir alle i # j und v; € V gilt

Q(v1,...,0,05,...,0,) = P(vr, ..., 05,04, ..., Uy).
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Eine Multilinearform heifit alternierend, falls fiir alle i # j und v; € V gilt

D(vy,..ey, UV e, Vi ,...,Up) =0

T T
i—teStelle j—teStelle

Symmetrische Bilinearformen, insbesondere positiv definite spielen in der Geometrie eine
wichtige Rolle. Wir werden hier diesen Begriff nicht vertiefen.

Die oben beschriebene Abbildung @ ist jedenfalls bilinear und alternierend. Der Begriff al-

ternierend ist eng verwandt mit antisymmetrisch, was wir als
D(v1, ..., 05,05, ...,0p) = —P(v1,. .., 05,05, ..., V)

fir alle ¢ # j und alle vy, ...,v, € V definieren. Ist eine Multilinearform & alternierend, so
gilt
0 = ®(vi,...,v +vj,...,0% +vj,...,0)
= DO(v1,... Vs Ve, Uy) F (01,05, U, )
+®(v1, . ViV, U) F P01, Y, U Up)
und folglich ist ® antisymmetrisch. Ist umgekehrt ¢ antisymmetrisch, so ist
20(v1, .oy Uy Uy, )
=PV, Uy Uy, 0p) — DUy, .00, 0,) =0
Wenn also 2 := 1 + 1 invertierbar in K ist, so folgt, dass ® alternierend ist. Diese Bedingung
motiviert folgende Definition.
Definition 9.2 Sei K ein Korper. Gibt es ein p, sodass
14+14...+41=0,
N———
p Summanden

so sagt man, die Charakteristik von K sei p, andernfalls sagt man, die Charakteristik von K sei Null.
In Zeichen: char(K') = p bzw. char(K) = 0.

Offenbar haben R und C die Charakteristik 0. Aber Fy und F, haben die Charakteristik 2. In
diesen Korpern ist 2 = 0 und damit in der Tat nicht invertierbar. Wir haben gezeigt:

Lemma 9.3 Sei K ein Korper mit char(K') # 2. Dann ist eine Multilinearform alternierend genau
dann, wenn sie antisymmetrisch ist.

Definition 9.4 Ist V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so wird eine n-fache alternierende Multi-
linearform A: 'V x ... xV — K, die nicht die Nullabbildung ist, eine Determinantenform (oder
kurz Determinante) genannt.
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Es stellen sich nun die Frage nach der Existenz und der Niitzlichkeit von Determinanten.
Wir beantworten die zweite Frage zuerst. Determinanten helfen beim Test auf lineare Unab-

héingigkeit.

Proposition 9.5 Sei dim V' = n und A eine Determinante. Ist {x1,...,x,} C V linear abhingig,
soist A(xy,...,x,) =0.Ist {x1,...,x,} CV linear unabhingig, so gilt A(z,...,x,) # 0.

Beweis : Ist {z1,...,2,} linear abhidngig, so gibt es eine nichttriviale Linearkombination
>_Air; = 0 mit, sagen wir, \; # 0. D.h.es gilt v = >, ;\—i‘lxl Dann ist

—\
A(I‘l, ce ,.%'n) = A(I‘l, sy Tj—1, Z #mi,xj+1, ce ,I'n)
i#j Y
—\;
= Z N A(wl,... ,$j,1,xi,xj+1,... ,SCn) =0
i#j Y
Umgekehrt impliziert die Nichttrivialitit von A, dass es B = {b1,...,b,} gibt mit
A(by,...,b,) # 0. Nach der ersten Aussage muss B linear unabhingig, aus Dimensions-
griinden also eine Basis von V sein. Ebenso muss X = {z1,...,2,} eine Basis von V sein. Es

gibt also eine invertierbare Basiswechselmatrix O x g, die den Ubergang zwischen den Basen
beschreibt. Wir kdnnen also © x p als Produkt von Elementarmatrizen schreiben. Wenn also
bei jeder Elementaroperation die Eigenschaft, von Null verschieden zu sein, erhalten bleibt,
so folgt schliefSlich auch A(zy,...,z,) # 0.
Wir priifen dies nach. Es ist
Abiy.ooybjy by by) = =A(br, o by by, by) #0
A(biyeo oy Abiyooyby) =X A(by, ... by ..o by) #0
Abr, .. b+ X by, b, b)) = Abr, by by, by)
+ AA(by, ... by, by, by)
=A(bi,... biy ..., bj, ., by) #0.
O

Wir konnen diese Rechnung auch expliziter machen, was uns der Existenz ein gutes Stiick
ndher bringt. Wir benétigen fiir die Rechnung n Summationsindices, die wir mit &, ..., &,
bezeichnen. Seien die Basisdarstellungen der z; gegeben durch

n
xzzzakﬂb/ﬂ fﬁrizl,...,n.
ki=1

Dann ist

A(xl,...,xn) = A(z ak11bk17"'7 Z aknnbkn>

k1=1 kn=1
n

= Z akll-...-aknnA(bkl,...,bkn).
k1=1,...,kn=1
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In dieser groflen Summe sind sehr viele Eintrdge Null, ndmlich alle, bei denen die
bk, ..., bk, nicht paarweise verschieden sind. Da wir iiber genau n Basiselemente reden,
muss b, , . .., by, eine Permutation von by, . .., b, sein. In den von Null verschiedenen Sum-
manden ist also auf jeden Fall (k,...,k,) eine Permutation von (1,...,n). Sei 7 € S,, die
Permutation mit 7 (i) = k;. In Abschnitt 2T hatten wir gezeigt, dass sich jede Permutation
als Produkt von Transpositionen schreiben ldsst. Diese Produktschreibweise ist keinesfalls
eindeutig, aber die Paritdt der Anzahl der Transpositionen hdngt nicht von der Produkt-
schreibweise ab.

Lemma 9.6 Sind S, > m=711-... -7, = 01-...- 0y zwei Zerlegungen von 7 als Produkte von
Transpositionen, so ist { — k gerade. Die Abbildung:

) Sn +1
51gn:{ i :Ll)}k

ist also wohldefiniert und ein Gruppenhomomophismus.

Mit Hilfe des Lemmas berechnen wir
A(bkl, e 7bkn) = A(bﬂ.(l), e 7b7r(n)) = Sigl’l(ﬂ') . A(bl, e ,bn),

denn jede Transposition in der Produktzerlegung von 7 steuert Multiplikation mit (—1) bei,
da A antisymmetrisch ist. Also gilt die Entwicklungsformel

A(I‘l, - ,.%'n) = < Z Sigl’l(ﬂ')aﬂ(l)l S aw(n)n) A(bl, - 7bn)

7T€Sn

Damit beweisen wir nun die Existenz von Determinantenformen.

Satz 9.7 Ist V ein Vektorraum mit Basis B = {b1,...,b,}, so ist

Vx..xV —K

(X1, oy Tpn) — Z:; Sign(m) ()1« - - An(n)n
TESR

Ap:

eine Determinantenform, wobei x; = ;_; au;by, ist.

Wir haben also in obiger Formel A(by,...,b,) = 1 gesetzt. In dieser Weise hdngt die kon-
struierte Determinantenform von der Basis B ab.

Beweis : Ap ist nichttrivial, denn fiir x; = b; ist ag; = x4, also sind alle Summanden fiir
7w # id Null und
Ap(bi,...,by) = 1.
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AuBerdem ist A multilinear. Denn fiir Z; = ), _; &by und X € K gilt

AB(. .. ,)\1‘2‘ + fi, .. ) = ZS sign(w) . aﬂ'(l)l ot ()‘aﬂ(z)z + aw(z)z) c.
T n
= A ( > sign(m) - )y - Qi) )
7T€Sn

TESR
= )\AB(,SCZ,) —|—AB(...,§Z‘,...).

Zur Vorbereitung des Nachweises der Eigenschaft ,alternierend”schreiben wir A4, =
sign"!(4+1) und B, = sign"!(—1). Es gilt B, = {n o (ik) : m € A,}, fiir eine beliebige
Transposition (ik). Damit konnen wir starten:

AB (, Ty IEEEE) X ,)
T T
i—teStelle k—teStelle
= ZS sign(w)aw(l)l Tt Qi) st Op(k)i - Qr(n)n
TESR
= Z Qr)1 -+ " Or(i)i " - -+ " (k)i * -+ - " Ap(n)n
7T€An
— D QFRL e QR(i)i e QR - OR(n)n
TEBy
== Z aﬂ(l)l e aﬂ(i)i Caeat aw(k)i Caeat aw(n)n
TEA,
- z Qr)1 -+ " On(k)i " -+ " An(i)i " -+ - " Ap(n)n
TEAL
= 07

wobei wir bei der vorletzten Umformung 7 = 7 o (ik) gesetzt haben. Die Eindeutigkeit folgt

hieraus auch sofort. O

Korollar 9.8 Sind Ay, Ay zwei Determinantenformen auf dem n-dimensionalen Vektorraum V', so
gibt esein A € K mit

A1 = XAy
Beweis : Wir setzen
)= Aq(by,...,by)
Ag(by,...,by)

fiir eine beliebige Basis B = {b1,...,b,} von V und die Behauptung folgt aus der Entwick-

lungsformel. O

Beweis des Lemmas : Wir erinnern an die Zykelschreibweise einer Permutation

7= (211" ,210)  (Zk1- ", 2he,) € Sn,
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wobei obige Permutation k Zykel besitzt, jeweils der Lange ¢;,¢ = 1, ..., k. Wir behaupten

k k
> (1)
sign(r) = [[(-)""' = ()= = (=17,

i=1
wobei wir die Zykel der Lange Eins nicht weglassen diirfen, damit diese Formeln alle wahr
sind. Aus der Behauptung folgt das Lemma unmittelbar, denn die Formeln fiir sign( - )
involvieren die Faktorisierung in Transpositionen nicht. Zum Beweis gentigt es zu zeigen,

dass die Formel fiir 7 = id stimmt (offensichtlich) und dass
sign(m o 1) = —sign(m) (9.1)

gilt. Dabei haben wir verwendet, dass jedes © € S,, sich als Produkt von Transpositionen
schreiben ldst. Die beiden Elemente einer beliebigen Transposition 7 = (ij) konnten in ei-
nem Zykel von 7 stecken oder auf zwei Zykel von 7 verteilt sein. Im ersten Fall sei i = z; ;
und j = 21 ,,. Dann gilt

(2171 e Zl,m e 21741) (¢] (217121,m) = (zl,lzl,erl e zl’gl)(ng e Zl,m)a

d.h. die Anzahl der Zykel von 7 erhoht sich um eins. Im zweiten Fall sei i = 21 ; und j =
Zm,1. Dann gilt

(21,1 . Z1,e1)(2m,1 . Zm,em) o (21,1Zm,1)

= (21,12m,2 - - - Zm o Zm,121,221,3 - - 21,40, )
d.h. die Anzahl der Zykel von 7 erniedrigt sich um eins. In beiden Féllen dndert also sign
das Vorzeichen, was die Formel (@.]) und damit das Lemma beweist. 0

9.2 Determinanten von Endomorphismen und Matrizen
Sei A eine Determinantenform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V und f: V — V
ein Endomorphismus. Dann rechnet man leicht nach, dass

Vx..xV — K
(X1, yxn) — A(f(z1),..., f(zn))

wieder alternierend und multilinear ist. Wir unterscheiden zwei Fille.

Af:

Im ersten Fall sei f kein Automorphismus, d.h. das Bild einer Basis ist linear abhdngig und
folglich Ay = 0.

Im zweiten Fall sei f ein Automorphismus, d.h. das Bild einer Basis ist wieder eine Basis.
Dann ist A nichttrivial, also eine Determinantenform und nach Korollar@.8list Ay =~ - A
tiir ein v € K, welches natiirlich von f abhdngt. Aber v hangt nicht von A ab!

Denn ist A eine weitere Determinantenform auf V,soist A= 5 - A und daher A r=0B-Ay,
was zusammen A F=- A beweist. Wir fassen zusammen:
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Satz und Definition 9.9 Ist f: V' — V ein Endomorphismus, so gibt es eine Zahl v = ~(f), so
dass Ay =~y - A fiir jede Determinantenform A auf V' gilt. Die Zahl y wird die Determinante von
| genannt und mit det(f) bezeichnet.

Korollar 9.10 Ein Endomorphismus f ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(f) # 0 ist.

Korollar 9.11 Sind f,g: V. — V zwei Endomorphismen, so gilt det(g o f) = det(f) - det(g).

Beweis : Fiir alle x1, ..., z, € V und fiir eine beliebige Determinantenform A gilt

Dgor(r,vwn) = Ag(f@),. - 9(f ()

f
= det(g) - A(f( )) - f(xn)
= det(g) - det(f) - A(wl,...,:ﬂn).

Also ist det(g o f) = det(g) - det(f). O

Wir wollen sehen, wie man die Determinante des Endomorphismus zu einer quadratischen
Matrix A € K"*" berechnet und wie man det( f) konkret bestimmen kann, wenn man eine

Abbildungsmatrix von f kennt.

Sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V. Bei Automorphismen hat man damit eine Basis von
Urbild und Bildraum der Abbildung festgelegt. Sei App = (;) die Abbildungsmatrix von
f. Dann gilt per Definition

Fbi) = by,
k=1

A(f(b1),..., (b, .

7T€Sn

und

det(f) =

Folgende Formel ist daher naheliegend:

Definition 9.12 Die Determinante einer Matrix A = (a;j) € K™*" ist definiert als

det(A) = Z sign(w)aw(l)l S Q)

7T€Sn

Wir schreiben auch oft
ar ot Qg

det(A) =

Qnl -+ Qpp

Mit dieser Definition und der vorangehenden Uberlegung gilt:
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Satz 9.13 Ist f ein Endomorphismus von V und A = App dessen Abbildungsmatrix bzgl. einer
Basis B, so gilt
det(f) = det(A).

Da Matrixmultiplikation der Verkettung von linearen Abbildungen entspricht, folgt hieraus
und Korollar

Korollar 9.14 Sind A, B € K"*", so ist
det(A - B) = det(A) - det(B).
Beispiele 9.15 Firn = 1 und A = (aq;) istdet(A) = aqp. Firn = 2 ist

a11 Q12

= Q110022 — (o112
21 (22 g N

m=id m=(12)
und wir finden die zur Motivation verwendete Abbildung wieder.
Furn = 3ist

a1l Q12 013
Qo1 22 Qo3| = Q112033 + (310120023 + Q2132013

~~ ~~

3] Q39 (33 m=id =(132) m=(123)

- 0431052205131_ (110320023 — (211233

N~ N~

m=(13) m=(23) m=(12)

Diese Formel wird nach der (Merk)regel von SARRUS auch symbolisch wie folgt dargestellt:

a1 a2 aq3
Q21 &5) Q23 =
Q31 32 @33

Fiir n = 4 hat S4 nicht 8 sondern 24 Elemente. Ein direktes Analogon der SARRUS-Regel
gilt also fiir n = 4 nicht. Es ist fiir n = 4 giinstiger die unten besprochenen Verfahren zur
Berechnung von Determinanten zu verwenden.
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9.3 Berechnung von Determinanten
Proposition 9.16 Ist A € K™, so gilt det(A) = det(AT).

Beweis : Nach Definition ist mit A = (o;):

det(AT) = 2;9 sign(w)alw(l) T Qpp(n)
TESY
= > sign(m Dag-1y1 e Qrminn
n=leSn

Durchlduft 7 alle Permutationen in S, so durchliuft auch 7—! alle Permutationen, da jede
Permutation genau eine Inverse besitzt. Aufierdem folgt aus

sign(r) - sign(r 1) = sign(id) = 1,
dass m und 7! stets das gleiche sign besitzen. Also kénnen wir obige Gleichungskette zu

det(AT) = Z sign(a)ag(l)l Tt Qo) = det(A)
0ESRH

fortsetzen. O

Der folgende Entwicklungssatz gestattet es, die Determinante einer n x n-Matrix als Summe
von Determinanten (n — 1) x (n — 1)-Matrizen zu beschreiben. Sei also A € K™*". Dann
definieren wir |A;;| als Determinante der (n — 1) x (n — 1) Matrix, die durch Streichen der
i-ten Zeilen und k-ten Spalte von A entsteht.

Satz 9.17 (Laplace-Entwicklung) Ist A = (ayi) € K™*" so gilt
det(A) = o - (1) - | Ay
k=1
(, Entwicklung nach der i-ten Zeile”).

Zusammen mit der vorausgegangenen Proposition iiber die transponierte Matrix folgt

hieraus leicht die Entwicklung nach der k-ten Spalte:
det(A) = o - (1) - | Ay
i=1

Beispiel 9.18 Wir entwickeln folgende Matrix nach der zweiten Spalte, da diese eine Null
enthalt.

2 4 -1
13 2 2 4 -1 |2 4 -1

1 0 3 2

L1 o sl 03Dl 3 2 421 3 2| = 35439431 =38
410 41 0 10 3

4 2 1 0
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Korollar 9.19 Ist A = (a;j) € K"*" eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix, d.h. sind alle Ein-
trige unterhalb (bzw. oberhalb) der Diagonalen Null, so gilt

det(A) = H Oéjj.
7j=1

Beweis : Fiir n = 1 ist dies offenbar richtig und der Induktionsschritt wird durch die
Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte (bzw. Zeile) garantiert. O

Beweis des Satzes [9.17]: Wir fiihren die Aussage auf die Multilinearitdt von Determinan-

n
tenformen zurtick. Sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V und a; = > a;xb;. Weiter sei A die
i=1
Determinantenform mit A(by,...,b,) = 1. Dann gilt:

det(A) = Alay,...,an) =A(ar,...,a5-1, Y, Qirbi, aps1,...,an)

i=1

aik‘A(ala ey Ak—1, bl'a A1y« - - ,CLn)
1

n

)

und, da A alternierend ist, erhalten wir nach Mitzdhlen der Vertauschungen

air o ooqp—1 0 a0 up
Ala, ..oy @k—1,bi Qg15 -, 0n) = |1 o+ aip—1 1 gy o Qup
an1 ot apg—1 0 Onk+1 "' Onp
air o Qig-1 o ik 0 o 0
011t OG_1k—1 Qi—1k+1 ' Qi—1n 0O
_ n—i)+(n—k
= (=1)=0+0=R) o ikl Qigiesl o0 Qipan O
Gn1 r Opk—1 Qnpk+1 + Qpp 0
o1 Qg Qigy1 0 Qi 1

Beim Ausrechnen dieser Determinante leisten nur die Permutationen = € S,, mit 7(n) = n
einen Beitrag, denn fiir alle anderen Permutationen ist a(,),, = 0. Das Einschréanken einer
solchen Permutation liefert eine Permutation von {1,...,n — 1} und jede Permutation in
Sp—1 ist die Einschrankung von genau einer solchen Permutation. Da «,,, = 1, ist obige
Determinante nach der Formel aus Definition 012 genau (—1)"** - | 4;;|, was zu zeigen war.

O

Wir konnen aus dem gleichen Argument noch ein Verfahren zur Inversion von Matrizen
ableiten. Fiir grofiere Matrizen (beim Rechnen von Hand sicher fiir n > 4 und vermutlich
auch fur n = 3) ist es kein effizientes Verfahren, es eignet sich eher fiir theoretische Zwecke.
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Satz 9.20 Sei A = () € K"*" eine invertierbare Matrix, so hat die inverse Matrix B = (B;;)
die Koeffizienten o
(1) ] 4;il

Bij = det A

(i,j=1,...,n).

Beweis : Mit dem gleichen Argument wie im vorigen Beweis gilt

- — (=1)" | Ayl 1 ¢
Zﬁjiaik = Zwaik = mZaikA(al,...,aj,l,bi,ajJrl,...,an)
i=1 =1 i=1

) 9.2)
1
:mA(al?---7aj*17ak‘)a/j+1,---,an): ik
was die definierten Bedingungen fiir eine Links- bzw. Rechtsinverse sind. 0

Wir fassen zusammen. Die Abbildung definiert durch (9.12)
det: K" — K

hat folgende Eigenschaften:

i) Sie ist linear bzgl. jeder Zeile und Spalte.
ii) det(A) dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen (oder zwei Spalten) vertauscht.
iii) det(A - B) = det(A) - det(B)
iv) det(AT) = det(A)
v) det ist invariant unter elementaren Spalten- und Zeilenumformungen.
vi) det(A) # 0 genau dann, wenn die Spalten (oder Zeilen) linear unabhéngig sind, also
genau dann, wenn A invertierbar ist, bzw. wenn Rang(A) = n ist.

vii) Man kann det berechnen, indem man nach Zeilen oder Spalten entwickelt.

10 Eigenwerte und Iteration von Abbildungen

Bisher haben wir den Effekt einer linearen Abbildung studiert oder vielleicht zwei sol-
che verkettet. Als Motivation fiir diesen Abschnitt betrachten wir einen Endomorphismus
f:V — V und verketten ihn sehr oft mit sich selbst. Dabei sei (V, f) z.B. ein Populations-
modell und die Koordinaten von V' bzgl. einer Basis sind die Populationen gewisser Spezies
sowie Nahrungs-, Fortpflanzungs- und Fressfeindeinfliisse. Alternativ treten untenstehende
Fragen auf, wenn V' Klimadaten, Finanzmodelle und viele andere praxisrelevante Probleme
in sogenannten linearen Modellen reprasentiert werden.

Gegeben einen Startvektor vy, was ist

f1ooo(vo): (fo...of) (vo) ?

1000 Hintereinanderausfithrungen
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Nehmen wir als Beispiel v = R* vo = (1,1,1,1)7 und f habe in der Standardbasis die
Abbildungsmatrix

10 0 0 O

A=A = 100
0 010

0 01

Offenbar wird nach wenigen Iterationen die erste Komponente dominieren. Ist der Start-

-1
1000°

nige Iterationen langer, der Effekt ist schlieslich der gleiche. Hat man zu g: V. — V die

wert vg = ( 1,1,1)", so dauert der Prozess, bis die erste Komponente dominiert, we-
Abbildungsmatrix
37 72 108 35
—45 —89 —135 —45
18 36 55 18
9 18 27 10

B = A

vorliegen, ist weit weniger offensichtlich, was ¢'%%(v) ist. Erhilt man die Zusatzinformati-
on
1 2 3 1
1 1 -1 3
M7t A-M=B mit M= (10.1)
1 2 1 4
2 1 -1 -1

so kann man die Frage beantworten: Es gilt

(M~ te) = (M1 A-M)--- (MY A-M)- (M)

n Faktoren

10"-M~tey fir i=1

= M_l'An-ei:
M le; fiir i # 1.

Da M~'e;, M~tey, M~les, M~'e4 eine Basis von V bilden, kénnen wir y; finden, sodass

n
-1
Vo = Z,U,ZM €;.
i=1

Wie im ersten Fall sehen wir, dass vy stark wachst und sich immer mehr M ~'e; annahert,

falls y; # 0 ist und dass andernfalls ¢'%%(

vp) = v ist. Die Begriffe ,wachsen” und ,an-
ndhern” bleiben hier vage, wenn man iiber Normen auf V' verfiigt, kann man sie prazise
machen. Hier geht es darum, eine Zerlegung wie in (10.I) zu finden, wenn dies tiberhaupt

moglich ist.
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10.1 Eigenwerte

Definition 10.1 Sei f: V' — V ein Endomorphismus. Falls es einen von Null verschiedenen Vek-
tor v € V gibt und ein X € K mit

Fw) = A-w,

so heifst X\ Eigenwert von f und v Eigenvektor zum Eigenwert A (von f). Sei A € K"*". Eigen-
vektoren und Eigenwerte von A sind dievon fa: K™ — K", x — A - z.

Der Nullvektor ist als Eigenvektor per Definition nicht erlaubt. Dabei ist der Eigenwert A =

0 durchaus relevant. In der Tat gilt:

Proposition 10.2 Der Endomorphismus f ist nicht injektiv, genau dann, wenn f den Eigenwert 0
besitzt.

Beweis : Ist f nicht injektiv, so existiert 0 # x € Ker(f). Es gilt f(z) = 0 = 0-2 und damit hat
f den Eigenwert 0. Hat umgekehrt f den Eigenwert 0 und ist = ein zugehoriger Eigenvektor,
soistz # 0und f(z) =02 =0, also z € Ker(f) # {0}. O

Der Eigenvektor x zu einem gegebenen Eigenwert A eines Endomorphismus f ist im Allge-
meinen nicht eindeutig, denn fiir alle « € K\{0} ist f(az) = af(z) = a- Az = A(ax) und
damit « - x auch ein Eigenvektor zum Eigenwert \.

Beispiel 10.3 Die Diagonalmatrix A des einleitenden Beispiels hat die Eigenwerte 10 und 1.
Eigenvektoren sind e; zum Eigenwert 10 und e, e3, e4 oder auch es + e3 — e4 zum Eigen-

wert 1.

Wir schreiben die Eigenwertbedingung wie folgt um. Hat f die Abbildungsmatrix A (bzgl.
einer Basis B), so ist « Eigenvektor zum Eigenwert ), falls A - E B = \7 p gilt. Dies ist
dquivalent zu A - 7= (A\E,) - 7 g oder zu

(A—X-E,) - Zp=0.

Schreiben wir f — A - id fiir die lineare Abbildung = — f(z) — X - z, so gilt mit anderen
Worten:

Lemma und Definition 10.4 Die lineare Abbildung f besitzt den Eigenwert \ genau dann, wenn
E, = Ker(f — X -id) # {0} ist. Der Kern E) besteht aus allen Eigenvektoren zum Eigenwert X
und dem Nullvektor und wird Eigenraum zum Eigenwert \ genannt. Analog gilt A € K™*" hat
den Eigenwert \ genau dann, wenn A — \E,, nicht invertierbar ist.
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Definition 10.5 Die Dimension des Eigenraums Ey wird die (geometrische) Vielfachheit von A

genannt und mit figeom () bezeichnet.

Im einleitenden Beispiel hat der Eigenwert 10 die geometrische Vielfachheit 1 und der Ei-
genwert 1 die geometrische Vielfachheit 3.
Wir hatten Determinanten eingefiihrt, um ein effizientes Kriterium fiir Invertierbarkeit (oh-

ne Bestimmung der Inversen) zu besitzen. Dieses konnen wir auch hier einsetzen:

Korollar 10.6 Das Element A € K ist genau dann ein Eigenwert des Endomorphismus f (bzw. der
Matrix A), falls det(f — X\ -id) = 0 ist (bzw. falls det(A — X\ - E,,) = 0 ist).

Beispiel 10.7 Sei V = K3 und f habe bzgl. der Standardbasis die Abbildungsmatrix

1 0 0
A=10 «a 8
0 -8 «
mit 5 # 0. Dann ist
1—A 0 0
det(A — \F) = 0 a—-X f
0 -8 a—A
- A
- 1= b
-8 a—A

= 1=N((@=A*+p%
Ist K = C, so gibt es drei Eigenwerte, nimlich \; = 1,A\s = o + i und A3 = a — 0.
Ist K = R, soiststets (a— )\)2 +5%2>0 wegen ( # 0, sodass es nur einen Eigenwert, ndmlich
)\1 =1 glbt

Definition 10.8 Das Polynom det(A — X E,,) € K[X| wird das charakteristische Polynom der
Matrix A € K™ genannt und mit CharPoly , bezeichnet.

Genau genommen ist A — X E,, eine n x n-Matrix mit Eintrdgen im Polynomring, somit
miissen wir noch eine Definition von det(A — X E,,) nachliefern. Fiir B = (b;5); ; € K[X]|"*"

definieren wir analog zu Definition[9.12]

det B= Y sign(m) bray1- - brmym € K[X].
TESn
Allgemeiner ist diese Definition sinnvoll fiir alle B € R™*™, wobei R ein kommutativer Ring
mit 1 ist.
Fiir det(B) gelten alle Sitze fiir Determinanten von Matrizen mit Eintragen in K"*", soweit
sie nicht von der Division gebrauch machen. Insbesondere gilt det(B - C) = det(B) - det(C)
und der Satz tiber die Laplace-Entwicklung.
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Fiir den Zusammenhang mit der Determinante von A — AE,, braucht man noch die folgende
Uberlegung.

Proposition 10.9 Sei A € K. Dann ist die Abbildung
eon: KIX]| 5K, P=> aX' =Y aX
i=0 i=0

ein Ringhomomorphismus, das heifst es gilt ev(1) = 1, sowie ev(P, + Py) = ev(Py) + ev(Ps) und
ev(Py - P») = ev(Py) - ev(P,) fiir alle Py, P, € K[X].

Beweis : Das Nachrechnen der Eigenschaften verbleibt als Ubung. O

Die Eigenwerte von A sind also nach Korollar genau die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynom:s.

Proposition 10.10 Sei f ein Endomorphismus von V und B und C Basen von V. Dann gilt fiir die
Darstellungsmatrizen App und Acc von f die Beziehung

det(ABB - )\En) = det(ACC - )\En)

Beweis : Es gilt nach Korollar

App = OpcAccOcp = OpcAccOpe.

Also ist
App — AE, = OpcAccOps —Opc(M-E,) 056
= Opc(Acc — A+ En) - O5¢
und aufgrund der Determinantenmultiplikationsregel folgt die Behauptung. O

Aufgrund dieser Proposition ist folgende Begriffsbildung wohldefiniert.

Definition 10.11 Das charakteristische Polynom CharPoly ; eines Endomorphismus f von V ist
definiert als CharPoly ,, wobei A = App die Darstellungsmatrix von f bzgl. irgendeiner Basis B
von V ist.

10.2 Die Algebra End(V) und das Minimalpolynom

Im vorigen Abschnitt haben wir ad hoc die Differenz f — X - id definiert und damit zwei li-
neare Abbildungen addiert. Das ist Teil eines allgemeinen Konzepts, das wir nun einfiihren.
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Proposition 10.12 Sind V und W zwei K —Vektorriume, so ist die Menge Hom (V, W) der linea-
ren Abbildungen von V nach W mit der Addition

(f +9)(@) = f(z) + g(x)

und der Skalarmultiplikation
(A-F)(@) = A- f(z)

firxe K, f,g € Hom (V,W) und x € V ein Vektorraum.
Im Spezialfall V- = W ist die Menge End(V') := Hom (V, V') mit der Verkettung als , Multiplikati-

“

on
(feg)(x) = flg(x))
eine K-Algebra.

Beweis : Zum Beweis gibt es zwei Moglichkeiten. Zum einen kann man die Eigenschaften
direkt nachrechnen. Dies sind die Vektorraumaxiome fiir Hom (V, W), die wir dem Leser
tiberlassen und fiir Hom (V, V), die Ringaxiome und die Vertrédglichkeitsbedingung der Al-
gebra. Neutrales Element ist die identische Abbildung, die Assoziativitdt der Verkettung
von Abbildungen ist klar und wir priifen exemplarisch eines der beiden Distributivgesetze:
Fiir alle z € V gilt aufgrund der Linearitat

(folnn+g))(z) = fla(z)+g2(z))
= flg1(x)) + f(g2(x)) = (fog1 + f o g2)(w)

sowie, wiederum unter Verwendung der Linearitét,

(Afeg)(@) = Af(g(x)) = f(Ag(x)) = (f o (Ag))(x)
= A (fog)(v)

und damit eine der Vertraglichkeitsbedingungen fiir die Multiplikation der Algebra mit der
Skalarmultiplikation. Die andere Moglichkeit falls V' und W endlich dimensional sind, ist
eine Basis B von V und (im ersten Fall zudem) eine Basis C' von W zu wéhlen. Wenn wir

jeder linearen Abbildung
Hom (VW) > f+— Apc bzw. Hom (V,V) > f+— App (10.2)

ihre Abbildungsmatrix zuordnen, so wird obige Addition in Hom (V, W) in die Matrixad-
dition tiberfiihrt und die Verkettung in die Matrixmultiplikation, wie wir in Korollar
nachgepriift haben. Da die Zuordnung (10.2) eine Bijektion aufgrund von Satz[6.13]ist, miis-
sen alle Axiome, die fiir Matrizen gelten auch fiir Hom (V, W) bzw. Hom (V, V') gelten. In
Abschnittid. T hatten wir bereits nachgepriift, dass K"™*™ eine K-Algebra bildet. O

Seite 72



Ist P € K[X] ein Polynom, etwa P = Y a;X* und f € Hom (V, V), so ist
k=0

P(f)=> a- f*
k=0
wiederum ein Element von Hom (V, V). Dabei ist
fF=fo...of
—

k—mal

die k-fache Hintereinanderausfiihrung, die ja der Multiplikation in der Algebra Hom (V, V)
entspricht und damit die Potenzschreibweise nahelegt. Insgesamt haben wir also zu jedem
f € Hom (V, V) eine Abbildung

evy: K[X] — Hom (V,V)

definiert, indem wir den Endomorphismus f in das Polynom P einsetzen, bzw. das Polynom
P an der ,Stelle” f evaluieren (daher der Name).

Wir werden nun Polynome P suchen, sodass P(f) = 0 die Nullabbildung ist, d.h. so dass
P im Kern von evy ist. Diese Polynome, bzw. das , kleinste” solche beinhaltet viele wichtige
Informationen tiber den Endomorphismus f und tiber dessen Eigenwerte.

Sei ab sofort dim V' = n. Dann ist

dim Hom (V, V) = dim(K™*") = n?.
Also sind fiir jedes f € Hom (V, V) die n? + 1 Vektoren
id=f%f',...,f” €Hom(V,V)

linear abhangig. Wir wiahlen zu gegebenem f € Hom (V, V') als k den kleinsten Exponenten,
sodass
fo, fl, .. ,fk*1 linear unabhingig, (10.3)

aber
Ot linear abhangig (10.4)

sind. Es gibt also eine nicht-triviale Beziehung
k .
0="> af' = P(f),
i=0

k .
wobei P = " a; X" € K[X] und der Koeffizient a; von Null verschieden ist. Wir kénnen
i=0

k—1 A
also durch ay, dividieren bzw. von vornherein annehmen, dass P = X* + > a; X" ist.
i=0
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Proposition 10.13 Zu gegebenem f € Hom (V, V') gibt es genau ein Polynom P vom Grad k (be-
stimmt durch (10.3) und (10.4)) mit hochstem Koeffizienten Eins und P(f) = 0. Es wird Minimal-
polynom von f genannt und mit MinPoly , bezeichnet.

Beweis : Die Existenz haben wir bereits in den einleitenden Bemerkungen bewiesen. Ange-
nommen P; und P, seien beides Minimalpolynome und es gelte P; # P,. Dann ist aufgrund
der Eigenschaft des hochsten Koeffizienten (P; — P») ein Polynom vom Grad < k£ — 1 und

(PL— R)(f) = Pi(f) — Pa(f) =0.

Das widerspricht aber der linearen Unabhingigkeit von f°, f1,...  f k=1, 0

Beispiel 10.14 Sei f : R* — R* gegeben durch

11 0
01 0 O
0 0 -1 0
00 0 1
Dann ist f° gegeben durch
1 0 00
0100
T = x
0010
0 0 01
und f? gegeben durch
1 2 00
01 00
T T
0 010
0 0 01
und f? gegeben durch
13 0 O
01 0 O
T .
0 0 -1 0
00 0 1

Man hat also eine nicht-triviale Linearkombination f3 — f2 — f! + f° = 0, und man sieht
schnell, dass es zwischen den Vektoren 2, f! und f° keine nicht-triviale Linearkombination
gibt. Das Minimalpolynom von f ist also gleich X® — X2 — X +1= (X —1)?- (X +1).

Im folgenden Abschnitt werden wir eine noch stiarkere Auszeichung des Minimalpolynoms
unter allen Polynomen mit P(f) = 0 beweisen.
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10.3 Teilbarkeit im Polynomring K[X]

Definition 10.15 Ein Polynom P € K[X|\{0} heifit normiert, falls der Koeffizient der hichsten
Potenz deg(P) gleich Eins ist.

Seien P,QQ € K[X] und P # 0. Wir sagen P teilt Q) (in Zeichen P|Q), falls es ein Polynom T gibt
mit P-T =Q

Lemma 10.16 Sind P,Q € K[X]\{0} und gilt P|Q und Q|P, so gibt es A € K mit A\ - P = Q.
Insbesondere, falls P und Q) normiert sind, so gilt P = Q.

Beweis : Aufgrund der Definition von Teilbarkeit gibt es 71, 75 mit P-77 = Qund Q-1 = P.
Zusammen ist also
P-(1-T,-T3)=0.

Nach Lemma[2.18list also 1 = T} - T5. Wiederum aus diesem Lemma folgt nun, dass deg T} =
degTh =0,d.h.esgilt Ty = Aund T, = 1/\ fiirein A € K. O

Satz 10.17 (Division mit Rest) Sind P,S € K[X] mit S # 0, so gibt es zwei weitere Polynome
Q, R € K[X] mit
P=Q-S+R

und deg(R) < deg(S).

Der folgende Beweis ist ein effizienter, in der Praxis anwendbarer Algorithmus.

Beweis : Ist P = 0, so leistet Q = R = 0 das Verlangte. Fiir P # 0 argumentieren wir durch
vollstandige Induktion nach deg(P).

Den Induktionsanfang bildet deg(P) = 0. Ist deg(S) = 0, so setzte @ = £ € K C K[X] und
R = 0.Istdeg(S) > 0, so setze = 0 und R = P und in beiden Féllen gelten die geforderten
Eigenschaften.

Wir nehmen nun an, dass der Satz fiir Polynome vom Grad hochstens k£ — 1 richtig ist und
fithren den Induktionsschritt fiir ein Polynom P mit deg(P) = k durch. Sei

k n
P=> aX' S=) bX' mita#0by#0.
=0 =0

Ist k < nso leistet Q = 0 und R = P das Verlangte. Andernfalls sei

&:P—%X“WS

n

Es ist deg(P») < deg(P) = k, also konnen wir die Induktionsannahme anwenden und

P=Q2-S+ Ry
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mit deg(R2) < deg(S) schreiben.
Zusammen erhalten wir

n

P = <Q2+Z—R-Xk_”>-S+R2,

sodass R = Round Q = Q2 + ‘;—7’: - X*=" die geforderten Eigenschaften haben. O

Wir sammeln noch einige Konsequenzen hieraus, bevor wir zur Anwendung auf Minimal-

polynome zurtickkehren.

Definition 10.18 Ein Element A € K heifst Nullstelle eines Polynoms P = Zf:o a; X' € K[X],
falls P(\) = 3% Ja; - A = 0 ist.

Diese Definition ist natiirlich ein Spezialfall des Einsetzen eines Korperelements A € K in
ein Polynom, d.h. der Anwendung der Evaluierungsabbildung.

Proposition 10.19 Ein Polynom P € K[X| hat die Nullstelle \ € K genau dann, wenn (X —\)|P.

Beweis : Falls (X — \)|P, d.h. falls P = T - (X — A), soist P(A\) = T(\) - (A=) = 0.
Ist umgekehrt A € K eine Nullstelle von P, so wenden wir Division mit Rest auf P und
S = (X — ) an. Dann gilt

P=Q - (X—-)AN+R

mit deg(R) < deg(X — \) = 1. Also ist R eine Konstante und 0 = P()\) = R, was zu zeigen
war. O

Korollar 10.20 Ein Polynom vom Grad k hat hochstens k Nullstellen.

Beweis : Dies folgt per Induktion nach % aus der vorangegangenen Proposition. O

Ist K = R, so muss ein Polynom vom Grad £ nicht unbedingt £ Nullstellen haben. Mehr
noch, P = X2 + 1 hat Grad 2, aber keine Nullstelle. Der sogenannte Fundamentalsatz der
Algebra (siehe Vorlesung Analysis) besagt, dass jedes nicht-konstante Polynom P € C[X]
eine Nullstelle besitzt.

Aber auch ein Polynom P € C[X] mit deg(P) = k > 0 hat nicht immer &k Nullstellen. Man
betrachte dazu z.B. P = (X — 1)2, welches Grad 2, aber nur die Nullstelle 1 besitzt.

Damit konnen wir die folgende zentrale Eigenschaft des Minimalpolynoms beweisen.

Satz 10.21 Ist P € K[X] ein Polynom mit P(f) = 0, so teilt das Minimalpolynom von f das
Polynom P.
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Beweis : Fiir P = 0 ist die Aussage offensichtlich und andernfalls gibt es ), R € K[X] mit
P =@ -MinPoly ; + R und deg(R) < deg (MinPoly ). Aus P(f) = 0 und (MinPoly)(f) =0
folgt R(f) = 0. Aus obiger Gradschranke und der Definition des Minimalpolynoms folgt
R = 0 und damit die gewiinschte Teilbarkeit. O

10.4 Diagonalisierbarkeit

Wir kommen nun auf die Fragestellung im einleitenden Abschnitt des Kapitels , Eigenwer-

te” zurtick.

Definition 10.22 Ein Endomorphismus f des endlichdimensionalen Vektorraums V' heifit diago-
nalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, sodass die Abbildungsmatrix Agpp von f bzgl. B
Diagonalgestalt besitzt.

Wir formulieren den Begriff auch fiir Matrizen:

Definition 10.23 Eine Matrix A € K"*" heifit diagonalisierbar, falls es eine Matrix T €
GL,(K) gibt, sodass T~L AT Diagonalgestalt hat.

Diese beiden Begriffe hdngen wie folgt zusammen.

Lemma 10.24 Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn der zugehorige Endomor-
phismus fa: K" — K", x — A - x diagonalisierbar ist.

Beweis : Ist A diagonalisierbar, also D = T-LAT eine Diagonalmatrix, dann betrachten wir
die Basis B = {T!(e1),..., T (e,)} von K™, wobei C = {ey,...,e,} die Standardbasis
ist. Dann ist 7~! = ©pc, T = O¢p, A = (fa)cc und nach Korollar 612 ist D = Apg.
Ist umgekehrt f4 diagonalisierbar und B die ausgezeichnete Basis, so sei T = O¢p die
Basiswechselmatrix. Nach dem gleichen Korollar ist

App = OpcABcp = T A.T
eine Diagonalmatrix. O
Die gewtinschte Basis B besteht offenbar aus Eigenvektoren von f.

Proposition 10.25 Hat der Endomorphismus f die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ..., \,,
und zugehorigen Eigenvektoren x1, ..., x,, so ist {x1,...,x,} linear unabhingig.
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Beweis : Angenommen es gilt >, a;z; = 0. Wenden wir hierauf die lineare Abbildung
(f — )jid) an, so folgt

Zai()‘i — )\j) Ty = 0,
=1

d.h. der j-te Summand fillt weg. Wenden wir das Produkt dieser linearen Abbildungen fiir
j # k auf die Darstellung der Null an, so folgt

[ =2 -id) (Z 04%‘) = ap(Ae = A1) (e = A1) - Ak = Aegr) -+ (e — Ar) = 0.
j#k i=1
Da die \; paarweise verschieden sind, folgt o, = 0 und dieses Argument konnen wir fiir

alle k =1,...,r durchfiihren. O

Satz 10.26 (Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit) Seien \i,..., )\, die (paarweise verschiede-
nen) Eigenwerte eines Endomorphismus f des n-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist f genau
dann diagonalisierbar, wenn fiir die Dimension der Eigenriume gilt

dimEy, + ... +dim E), =n.

Beweis : Sei f diagonalisierbar und B eine Basis, in der die Abbildungsmatrix

ail 0 0
App=1 0

: o0

0 - 0 ann

Diagonalgestalt hat. Sei \; eines der Diagonalelemente. Dann ist dim £, = dimKer(Agp —
Ai - I,) gleich der Anzahl der Diagonalelemente a;;, die gleich A; sind. Sind Ay, ..., A, die
verschiedenen Korperelemente, die unter den a;; auftreten, so ist dim Ey, + ... + dim E),
gleich der Anzahl der Diagonalelemente von Agp, also gleich n.

Sei nun umgekehrt > "', dim E, = n und wir setzen d; = dim E},. Seialso firi =1...r
By ={b,...,b5}
eine Basis von E,. Wir behaupten, dass die n Vektoren
biyeooy by BT b b, b

linear unabhéngig sind und folglich eine Basis von V' bilden. Dazu nehmen wir an, dass eine

Linearkombination

di da2 dr
STES SETTENNS S
j=1 j=1 =1
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gegeben ist. Jeder einzelne Summand v; = Z?;l ozé» bé» ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \;.

Seil C {1,...,r} die Menge der Indices mit v; # 0. Offenbar kann I nicht einelementig sein.
Hat I mindestens zwei Elemente, so folgt aus

Z v; =0

iel
und der vorherigen Proposition ein Widerspruch. Alsosind alle v; = 0. Da B; furi =1,...,r
eine Basis ist, folgt, dass alle aé» = 0 sind. Also war die Linearkombination trivial und wir
haben die gesuchte Basis B. Diese besteht aus Eigenvektoren von f und daher hat Agp
Diagonalgestalt. O

Beispiel 10.27 Ein Endomorphismsus f: R® — R3 habe bzgl. der Standardbasis C' die
Abbildungsmatrix
5 —6 —6
A=|-1 4 2
3 -6 —4
Um Diagonalisierbarkeit von A zu untersuchen bestimmt man das charakteristische Poly-
nom und faktorisiert es.

CharPoly A = det(A — X-id) = (1 — \) - (2 = V)2

Also sind 1 und 2 die Eigenwerte von A und man bestimmt

-3
Ei=Ker(A-I)=|by=] 1
-3/
2 2\ |
Ey=Ker(A—2I)= |[bo=|1],b5=
0 1

Also ist dim £} +dim Ey = 3 und A hat in der Basis B = {b1, b, b3} Diagonalgestalt. Also ist

-3
Opc = 1
-3 0

und O3 AO e = diag(1,2,2)
oder umgekehrt A = ©pcdiag(l,2, 2)@;10. Damit kann man Potenzen von A schnell be-
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rechnen, z.B.

-3 2 1 0 0 1 -2 -2
A — 1 10 0 219 -1 3 2
-3 0 0 0 210 3 —6 -5

4093 —6138 —6138
= —1023 3070 2046
3069 —6138 —5114

Beispiel 10.28 Ist andererseits A = (1), so ist das charakteristische Polynom CharPoly , =
(X —1)?, also 1 der einzige Eigenwert und

s )-[0]

Alsoist dim F; = 1 < 2 = dim K? und somit ist A nicht diagonalisierbar. Andererseits zeigt
man induktiv leicht A™ = ({ 7).

In Dimension drei sei nun

110
A=10 1 1
001
Dann ist
1 21 1 33 1 n f(n)
A2 =10 1 2|, 4%=(0o 1 3|, 4"=]0 1 =n [,
001 00 1 00 1

wobei f(n) = (}) der Binominalkoeffizient ist.

Vom Standpunkt der Iteration von linearen Abbildungen bzw. Potenzbildung von Matri-
zen ist also die Matrix A nicht viel schwieriger zu behandeln als eine Diagonalmatrix. Dies
motiviert das folgende Kapitel.

11 Die Jordannormalform

In diesem Abschnitt arbeiten wir tiber K = C. Ziel ist es eine beliebige Matrix A € C*"*"
durch einen Basiswechsel mit einer invertierbaren Matrix 7' € GL,,(C) auf eine Gestalt
T-1AT zu bringen, die einer Diagonalgestalt sehr nahe kommt und durch das Beispiel[10.28
motiviert ist. In diesem Abschnitt sei stets dim V' =n < oc.
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11.1 Hauptraume

Im Falle der Diagonalisierbarkeit des Endomorphismus f des endlichdimensionalen Vektor-
raums V bzw. der Matrix A haben wir eine Basis aus Eigenvektoren, d.h. aus den Rdumen

E, =Ker(f —X\-id)
zusammen gesetzt. Die natiirliche Verallgemeinerung sind die Rdume
Ky =Ker ((f —A-id)’),

d.h. die Kerne der j-fachen Verkettung von (f — A - id). Offenbar ist K ; = E) und per
Definition ist (f — A - id)? = id, also K}, o = {0}.
Wir halten einige offensichtliche Eigenschaften fest.

Lemma 11.1 Fiir alle Eigenwerte X\ von f und alle j € Ny ist K ; invariant unter f, d.h.
f(Kx;) C K j und es gilt
KxoCKx1 CKy2C...

Beweis : Sei v € Ker), ;, d.h. (f — X -id)’(v) = 0. Dann ist
0=(f—A-id) ((f = A-id) (v)) = (f = A-id)! ((f = A-id)(v)).

Alsoist (f — A -id)(v) = f(v) — Av € K} ; und damit auch f(v) € K} ;.
Zum Beweis der Inklusionskette nehmen wir ein v € K j, es gilt also wieder um (f =X
id)/ (v) = 0, und wir berechnen

(f = Aid)7* ) = (f = A-id) ((f — A-idV () = (f — A+ id)(0) = 0

daheristv € K (j41)- O

Wir haben V' endlichdimensional vorausgesetzt. Also muss es einen Index ¢ < n geben,
sodass zum ersten Mal K , = K ;41 ist. Fiir diesen Index gilt genauer:

Proposition 11.2 Sei q so gewiihlt, dass
K1 G Koo G G Kag = Ky
Dann gilt K, = K4 fiir alle j € N.
Beweis : Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach j. Fiir j = 1 ist sie nach Definition

richtig. Sei also

Kyg=Kxgt1= .. = Kxgyj
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und v € K), ;141 Also ist
0=(f—=A-id)™* (v) = (f = A-id)T ((f = A-id)(v))
und daher (f — X -id)(v) € K41 = K 41j_1- Dann aber ist
(f = A-id)™M (v) = (f = A-id)T 7 ((f = A+ id)(v)) = 0

und daher v € K 44 ;. 0

Wir nutzen diese Eigenschaften fiir folgende Definition.

Definition 11.3 Ein Element 0 # v € V heifit Hauptvektor von f zum Eigenwert ), falls es ein
q € N gibt, sodass v € K 4. Der Raum K} 4, wobei q in Proposition [[1.2] definiert wurde, wird
Hauptraum H) zum Eigenwert A genannt. Die Zahl ¢ = q(\) heif$t Index des Hauptraums H.

Durch Hauptvektoren werden wir, im Gegensatz zu Eigenraumen, stets ganz V' aufspannen
konnen. Der erste Schritt ist folgende Beobachtung.

Proposition 11.4 Sei H) der Hauptraum mit Index q zum Eigenwert X des Endomorphismus f.
Sei By = Bild ((f — X -id)?). Dann ist By, invariant unter f und es gilt

V = H) & Bj.

Beweis : Ist v € B, so gibtes ein z € V) mit (f — A id)?(x) = v. Also ist
(f = Nid)(v) = (f — \id)1(f — A id)(z) € By

und damit ist auch f(v) = (f — Aid)(v) + A - v € B). Das zeigt die f-Invarianz von B,.

Als néchstes zeigen wir, dass Hy N By = {0}. Sei v in diesem Durchschnitt. Dann gilt (f —

Aid)? (v) = 0 und es gibt ein x € V mit (f — A id)4(z) = v. Also ist (f — X id)%(z) =

(f = Xid)? (v) = 0 und somit x € H,. Dann aber ist v = (f — X id)?z = 0. Schlieflich

bemerken wir noch, dal V' = H) + B), eine unmittelbare Folge des Dimensionssatzes[6.8]ist.
]

Diese Proposition erlaubt die Zerlegung in Hauptrdume. Erst ab hier benotigen wir wirklich,
dass K = Cist.

Satz 11.5 Ist f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraums V und Ay, ..., A,
(alle) paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt

V=H, ®...0H,,.
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Sei d; = dim Hy,. Wahlt man in jedem der Hauptrdume H), eine Basis B; = {b1,..., b}h }, so
ist also nach dem Satz

1 1 2 2
B:{bl?“‘?bCh’bl""’bdg?“‘7 7{,"', Zr}

eine Basis von V. Da jedes H), invariant unter f ist, ist f(b;) eine Linearkombination der
Basiselemente in B;. Also hat die Abbildungsmatrix von f bzgl. B die Gestalt

o
ABB - . )
0
wobei 4; die Abbildungsmatrix der Einschrdnkung f|u, bzgl. der Basis B; ist.

Beweis : Da wir tiber C arbeiten, hat CharPoly 7 eine Nullstelle A\; und somit f einen Eigen-
wert ;. Nach Proposition[IT.4list also V' = Hy, @ By, und B,, ist f-invariant. Wir konnen
also die Einschrankung f|g AL betrachten. Induktiv konnen wir also annehmen, dass wir dort

bereits eine Zerlegung By, = H), ® ... ® H), haben. Dann aber ist insgesamt
V:I‘I)\1 @H)\z @...@H)\".

0

Die Blocke Ay, ..., A, der Matrix Agp, die obiger Satz liefert, werden auch Jordan-Blocke

genannt.

11.2 Spezielle Basen in Jordan-Blocken

Aufgrund des vorausgegangenen Satzes konnen wir uns nun darauf beschranken eine Nor-
malform fiir einen Endomorphismus f eines C-Vektorraums V' zu suchen, der nur einen
Eigenwert A = \; besitzt. Die gesamte Jordan-Normalform setzt sich dann aus den entspre-
chenden Blocken zusammen.

Wir beginnen mit dem Hauptraum H) = K, , = Ker(f — X id)? und konnen ¢ > 2 an-
nehmen. Wir suchen eine Basis von H), die, grob gesagt, aus moglichst vielen Vektoren aus
K j mit grofsem Index j besteht und so gebaut ist, dass mit einem Basiselement b auch alle
(f — X id)*(b) in der Basis enthalten sind, sofern sie von Null verschieden sind. Dies wird
dann gewdhleisten, dass die Abbildungsmatrix nur Eintrdge auf der Diagonalen und einer
Nebendiagonalen hat.

Da K 4-1 & K\ ist, konnen wir ein Komplement U, _; wéhlen, d.h. ein Untervektorraum

von K 4, sodass K ; = Ug—1 ® K 4—; ist. Sei dim U, = 51 = dim K, ; — dim K ;. Diese
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Zahl ist durch den Endomorphismus f vorgegeben, aber U,_; als Untervektorraum hangt
von unserer Wahl ab. Sei

{bg_1.- - b5}

eine Basis von U,_1.

Lemma 11.6 Fiir das Bild W, = (f — Xid)(U,—1) gilt:

Wy1 € Kxg1 und Wy 1N Ky g 9 ={0}.

Beweis : Istvin W,_;, d.h.v = (f—Aid)(z) fureinz € Uy C K) 4,50ist (f —A id)?1(v) =
(f =Aid)¥(z) = 0.Istv € W,_1 N K} 4—2, so gilt

(f = XNid)" ! (z) = (f = Aid)**(v) = 0,

alsoistz € U;—1 N K 4—1 = {0} und damit ist auch v = 0. O

Wir wissen also, dass Ky q—2 ® W,—1 € K) 4—1 und es sei Z, 5 ein Komplement hiervon,
d.h.
Kyg-1= 2420 W41 ® Ky g2

und wir definieren U,_3 = Z,_» @ W,_. Diesen Vorgang wiederholen wir ¢g-mal. Die ge-
samte Sammlung von Untervektorraumen, die wir dabei benotigen, kann man sich wie im
Bild IT.1lfolgt veranschaulichen.

Als letzte Bemerkung in der ersten Etappe halten wir fest, dass die Bilder
{(f - A id)(bcll_l), (= id)(b;il)} linear unabhéangig sind. Denn ist

S1 S1
0= ay(f = Nid)(b1) = (f = Aid) | D sty |
j=1 j=1

soist ) ozjbfl;l € Uy—1 und auBlerdem in K ; C K 4—1. Nach der Wahl von U,_ ist dieser
Schnitt leer. Folglich ist (f — Aid) : U;—; — W,_; ein Isomorphismus.

In der zweiten Etappe konnen wir annehmen, fiir K, ,_; eine Zerlegung

Kyg-1=Kxq—2® U2

gewdhlt zu haben. Sei s = dim Z,_», also dimU,_> = s1 + s2. Wegen der oben gezeigten
linearen Unabhingigkeit konnen wir die Bilder von U,_; zu einer Basis

{ (f = Aid)(B) 1), ..., (F — Nid)(BL ) }

von U,_
(BLg), s (B22y) -

1

ergdnzen, wobei b, ,,...

,522,2 eine Basis von Z,_, ist. Im nédchsten Schritt setzen wir

Wy—2 = (f — XAid)(U,—2). Als Ubung iiberzeuge man sich, dass wie oben folgendes gilt.
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(f—ia) | Tsot/ i |
Bild & W] & Zqs
Al I
Ky q-1 = K42 @ Uy
(f Awuj (ffmdw
Bild ® W ® Zg-s
Al I
Ky 42 = Ky 4-3 @ Ug—3
(r—xia) | (F=id) |
0 ® W ® Z
I I
Ky = Ky ®

Abbildung 11.1: Untervektorrdaume in der Konstruktion der Jordannormalform

Lemma 11.7 Es ist Wy_o C K) 4o und Wy_o N K ,_o = {0} und die Bilder der obigen Basis
von Uq_9 sind linear unabhiingig.

Wir wihlen also nun ein Komplement Z,_3 und schreiben

Kyg—2= 2430 Wg2® Ky q-3.

Die dritte Etappe lauft nun analog ab. Wir halten noch fest, dass

(f = Aid)*(bgy),- .-, (f = Nid)?(03L4)
(f =X 1d)(bé 9)s - (f = Aid)(b2,) eine Basis von U,_3
(bg—3),-- - (b 3_3)

ist. Zum Ende der letzten Etappe erhalten wir

Ky1=Zo® W1 @ K)p,
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wobei K o = {0} ist, Wi = (f —Aid)(U1) und wir zu W; @ K g ein Komplement 7, gewéahlt
haben. Konsistent mit den vorigen Etappen setzen wir Uy = Z @ W; und halten fest, dass

(F =M B, ey (f— M) (B0
(f = MA)T20L ), ooy (f = Md)T2(02 )
. . . eine Basis von Uj ist.
(f = Aid)(d}), ey (F=AAd) (07
(b(l))v ) (bgq) )

Wir fassen zusammen:

Proposition 11.8 Der Hauptraum H ) setzt sich zusammen als
Hy=U;1®U;—2®...0Up

und seine Dimension ist

dy:=dimHy = s1+(s1+82)+...+(s1+s2+...+5g)
gs1+(g—1)-sa4+ ...+ 2541+ sq).

Um aus oben genannten Basen von U,_1, ..., Uy eine Basis von H) zu erhalten, sodass die
Abbildungsmatrix (neben der Diagonalen) nur Eintrdge gleich eins und nur auf der Ne-
bendiagonlen hat, schreiben wir diese Basis noch einmal in folgender Reihenfolge auf. Wir
arbeiten zundchst die Basis von U, (= Z,_1) ab und schreiben deren Bilder unter (f — \id)
in umgekehrter Reihenfolge auf. Dann behandeln wir die gewihlte Basis von Z, »(C U,_2)
und schreiben deren Bilder unter (f — A id) in umgekehrter Reihenfolge auf. Wenn wir dies

fir Z,_3,. .., Zy so durchfiihren erhalten wir folgende Menge B ), die offenbar eine Basis
von H) ist.
Bya={ (f=Xid) (bg_y), vy (f=Xid)*(bg_1), (f —Aid)(bg_1),bg_1,
(f = NQ)JTLB2y), oy (F = Nd)2(02,), (F = Nid)(b2_) b2,
(f = Md)H L)), oy (F=Aid)?(05hy), (F — Aid)(b5_1), b3l
(f =Xid)*2(bp_s), -y (F=Xid)(b ), Dy o,
(f = Aid)I2(5525), oy (f = Xid) (B2 ,),  b%s,
by,
b }.
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Beztiglich dieser Basis ist die Abbildungsmatrix des Endomorphismus (f —\id)|q, gegeben

durch
0 1 0
0 0
: oo
0 0 0
e —

s1 Kéastchen

0o 1 0
0 0
1
0 0 0
q—1

s9 Kédstchen

[o]

2

54 Kédstchen
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SchliefSlich ist die gesuchte Matrix des Endomorphismus f|q, gegeben durch

A 1 0
0 A

A 1
0 0 A

A 1 ... 0

0 A ' .

X A 1

0O 0 ... A
S —

s1 Kéastchen

A 1 0

0 A B X

. A1

0 0 A
—_—

A 1 ... 0

0 A K .

X A 1

0O 0 ... A
S —

s9 Kédstchen

sq Késtchen

entstehende Matrix A 5. Als Endresultat dieser Uberlegungen erhalten wir folgenden Satz.

Satz 11.9 (Jordannormalform) Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen C-
Vektorraums V und Ay, ..., A, seine Eigenwerte. Dann gibt es eine Basis By = J;_, By, »,, sodass
die Abbildungsmatrix von f bzgl. By in Blocken wie in Satz [[1.5l zerfillt, die ihrerseits wieder die
Blockgestalt Ay haben. Diese Matrix wird Jordannormalform von f genannt. Sie ist bis auf die

Reihenfolge der Blocke eindeutig durch f festgelegt.

Die letzte Aussage besagt, dass obwohl wir bei der Herleitung der Jordannormalform kom-
plementdre Vektorraume gewdhlt haben, so hangt die endgtiltige Normalform nicht von

Seite 88




dieser Wahl ab. Sie ist durch die Eigenwerte )\;, durch die Indices ¢ = ¢(\) der Hauptraume
und durch die s; = dim(Z;),i = 0,...,q — 1, festgelegt.

11.3 Ein Beispiel

Sei f: C® — C° der Endomorphismus, der bzgl. der Standardbasis durch die Abbildungs-

matrix

0 -1 0 0 0 0
9 6 0 0 00
= -5 -2 -96 -8 —77 0
| 10 4 135 123 105 0
-5 -2 =27 -24 -—-18 O
0 0 0 0 0 3
Man bestimmt das charakteristische Polynom
) ) —96 — A —88 =77
CharPoly, = det ( 0 6 ) “(3—=X) - det 135 123 -\ 105
—-27 —24 —18—2A
= (A=3)%
Es ist
-3 -1 0 0 00 0 000
9 3 0 0 00 0 00 O0O0O
-5 -2 —-99 88 77 0 -3 -1 0 0 0 O
A—3I6: >(A_3I6)2: ’
10 4 135 120 105 O 6 2 0000
-5 =2 =27 =24 -21 0 -3 -1 0 0 0 O
0 0 0 0 00 0 00 O0O0O0
und (A — 315)% = (A — 3I)* = ... = 0. Also ist der Index g = 3, offenbar

Rang (A — 31I)? = 1 und somit dim K3 » = 5 und dim K3 3 = 6. Daraus folgt s; = 1.

Mit dieser Information sind noch die Félle sy = 0, s3 = 3,dim K31 = 4,Rang(A — 3I) = 2
sowie sy = 1,s3 = 1,dim K37 = 3,Rang(A—3Is) = 3 denkbar. Da aber der Rang von A — 31

drei ist, liegt der zweite Fall vor. Die Jordan-Normalform von A ist also

oS O W
o W =
w = O

Ay =
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Will man auflerdem eine Basis bestimmen, beziiglich der der Endomorphismus f4: x +—
A - x diese Abbildungsmatrix besitzt, so muss man in der Tat die Kerne von (A — 3Ig)/
bestimmen. Man beginnt mit einer Basis eines Komplements Z5 von K35 in K3 3. Es ist zum
Beispiel Z» = [(0,1,0,0,0,0)7], also in der Reihenfolge der Basiselemente wie vor dem Satz
tiber die Jordan-Normalform beschrieben ist

0 -1
1 3 0
0 -2 -1

by = by = (A —3I5) - b3 = by = (A—3I)% b3 =

3 0 2 ( 6) 3 4 1 ( 6) 3 9
0 -2 -1
0 0 0

Als nichstes suchen wir eine Basis von Z;, hier also einen Vektor im Kern von (A — 315)?,
nicht im Kern von (A — 3Is), der mit b, eine linear unabhédngige Menge bildet. Ein solcher

Vektor ist
0

0
=77
105
—21

0

und by = (A —3Ig) b5 =

o = O O O O

Schlieflich benttigen wir noch eine Basis von Zj, hier also ein Vektor im Kern von (A —31),
der mit {b;, b4 } eine linear unabhéngige Menge bildet. Offenbar leistet das hier

b =

_ o O O O O

Alsoist {b1, b2, b3, b, bs, bs } eine gesuchte Basis, in der f4 die Jordan-Normalform annimmt.

12 Konjugationsinvarianten

Im Abschnitt[Z.Thatten wir im Zusammenhang mit der Rangbestimmung eine Aquivalenz-
relation eingefiihrt, die wir einfach Aquivalenz von Matrizen genannt haben. Dabei hatten

wir zwei Matrizen A, B € K™" dquivalent genannt, wenn sie denselben Rang besitzen. In
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Korollar [ZI12/hatten wir gesehen, dass zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn es
invertierbare Matrizen S € K™*™ und T' € K™*" gibt, sodass

B=S5-A-T.

Per Definition ist somit der Rang eine Invariante einer Aquivalenzklasse, genauer gesagt die

einzige solche Invariante.

In den beiden vorigen Abschnitten iiber Diagonalisierbarkeit und Jordanform von Endo-
morphismen spielte in der Matrixversion der folgende Begriff eine zentrale Rolle.

Definition 12.1 Zwei quadratische Matrizen A, B € K™*" heiffen konjugiert, wenn es eine in-
vertierbare Matrix T' € GL,,(K) gibt, sodass

B=T1. A.T.

In manchen Quellen werden zueinander konjugierte Matrizen A, B auch dhnlich genannt.
Wir vermeiden diese Terminologie hier um Verwechslungen zwischen , dhnlich” und ,aqui-
valent” vorzubeugen. Der Leser tiberzeugt sich sofort von der folgenden Aussage.

Proposition 12.2 Zueinander konjugiert sein, definiert eine Aquivalenzrelation auf K™*" fiir jedes
n € N.

Die Determinante ist offenbar eine Invariante dieser Aquivalenzrelation, wie wir in Satz[0.14]
bewiesen haben. Die entsprechenden Aquivalenzklassen werden Konjugationsklassen ge-

nannt. Indirekt haben wir bereits wesentlich mehr Konjugationsinvarianten kennengelernt.

Definition 12.3 Die Spur einer quadratischen Matrix A = (a;;) € K"*" ist die Summe aller
Diagonalelemente, d.h.

Spur(A) = Zajj'
j=1

Proposition 12.4 Ist CharPoly , = Y% (d; X7, so gilt d,,_1 = (=1)""'Spur(A) und dy =
det(A). Sind A und B konjugiert, so ist CharPoly , = CharPoly ;. Folglich sind alle Koeffizienten
d; und insbesondere die Determinante und Spur einer Matrix Invarianten der Konjugationsklasse
von A.

Man beachte, dass nach Definition des charakteristischen Polynoms stets d,, = (—1)" gilt.
Obige Proposition erlaubt uns, die Spur eines Endomorphismus f € End(V) als

Spur(f) = Spur(Agg)

zu definieren, wobei B eine beliebige Basis von V ist.
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Beweis : Die erste Aussage wurde in Proposition [10.10l bewiesen. Den konstanten Koeffizi-
enten dy eines Polynoms erhélt man durch Auswerten bei Null und es ist

evo(CharPoly ,) = evq (det(A — X1,,)) = det(A).

Zu A sei Ay, = (aij)ij=1,...,m die m x m-Teilmatrix oben links. Wir beweisen die Aussage
tiber die Spur per Induktion. Fiir n = 1 ist sie offenbar richtig. Entwickeln nach der letzten
Spalte zeigt, dass

det(A — X1I,) = (apn — X)det(Ap—1 — XI,—1) + Q,
wobei () ein Polynom von Grad hochstens n — 2 ist. Da nach Induktionsvoraussetzung
det(A, 1 — XI, 1) = (=1)" X"t 4 (=1)"2 . Spur(A,_1) - X" 2 +
ist der Koeffizient von X"~! von det(A — XI,,) gleich
(=1)"7* - Spur(Ap_1) - (=1) + ann - (-1)" " = (=1)""" - Spur(4,,).

0

Auch das Minimalpolynom ist eine Invariante der Konjugationsklasse von A, denn gilt fiir
ein Polynom P = Y"1 ;X € K[X], dass P(A) = 0 und ist T € GL,(K), so ist

P(T™'AT) = i T ATY Z”Z LA =71 (Zn: m/ﬁ) T =
=0 =0

Insbesondere haben A und seine Jordannormalform das gleiche Minimalpolynom. Mithilfe
dieser Beobachtung beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 12.5 Sei f € End(V), wobei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist und seien
AL, ..., Ar samtliche Eigenwerte von f. Dann ist
MinPoly , = J](X — \)%,
i=1
wobei q; die Indices der Hauptriume sind. Insbesondere teilt das Minimalpolynom von f das charak-
teristische Polynom von f.

Beweis : Nach der obigen Bemerkung gentigt es, die Jordannormalform A; von f zu be-
trachten. An dieser lesen wir ab, dass

CharPoly , = H(X — )%,

=1
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wobei d; > g; die Dimension des Hauptraums zu J; ist. Das Polynom
T
P=]]x —x)"
i=1

hat die Eigenschaft P(A;) = 0, denn fiir eine Blockmatrix

AJ: '.‘ R

wobei m die Gesamtanzahl der Jordankédstchen ist, und ein beliebiges Polynom R € K[X]
gilt offenbar
R(B1)
R(Aj) =
R(Bm)
Also ist das Minimalpolynom ein Teiler von P. Nach der Proposition[10.19] gilt also

,
MinPoly , = [ (X — \)*
i=1
mit 0 < s; < ¢;. Ist s; < ¢; fiir ein i, so betrachten wir eines der Jordankédstchen B im
Jordanblock zu \; der Lange ¢;. Dann ist evp <(x - )\i)si> eine von Null verschiedene obere
Dreiecksmatrix. Genauer gesagt sind die Eintrdge b;; = 0, falls j —i < s; — 1 istund b;; =

1, falls j — i = s;. AuBerdem ist evp | [[j=1 (X — \;)% | eine obere Dreiecksmatrix, deren
i

J
Diagonaleintrédge gleich []}_, (A; — A;)*, also von Null verschieden sind. Dann aber sind die
JFi

r

Eintrdge von evp (H (X — )\i)si> das Produkt der beiden zuletzt beschriebenen Matrizen
i=1
und die Eintrage (b;;) mit j — i = s; (was kleiner g; ist!) sind von Null verschieden. Also ist

q; = s; und der Satz bewiesen. O

Der Beweis hat unmittelbar folgende niitzliche Konsequenz.

Korollar 12.6 (Cayley-Hamilton) Sei K ein Korper, der in C enthalten ist. Ist f eine lineare Ab-
bildung eines endlichdimensionalen K-Vektorraums, so teilt das Minimalpolynom von f das Cha-
rakteristische Polynom von f.

Der Satz gilt ohne ein Voraussetung an den Korper K. Der angegebene Beweis benotigt
den Begriff der Jordan-Normalform. In diesem Abschnitt haben wir tiber C gearbeitet, um
sicherzustellen, dass jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Ein Korper mit dieser Eigen-
schaft wird algebraisch abgeschlossener Korper genannt. In der Vorlesung Algebra wird
gezeigt, dass jeder Korper sich in einen algebraisch abgeschlossenen Korper einbetten lésst.
Dies impliziert dann den Satz von Cayley-Hamilton in der allgemeinen Form.
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13 Konstruktion von Kdorpern

Bisher haben wir mit K-Vektorraumen gearbeitet, wobei K ein Korper ist. Dabei hatten wir
im Abschnitt 2 die Korper Fo und Fy explizit konstruiert, die Existenz von Q und R still-
schweigend vorausgesetzt und daraus den Korper C konstruiert. In diesem Abschnitt, der
Abschnitt 2] ergénzt, werden wir ndher erkldren, was Q und R ,,sind” und weitere endliche
Korper konstruieren. All diesen Konstruktionen liegt das Rechnen mit Aquivalenzklassen
zugrunde.

13.1 Die endlichen Korper F,

In Beispiel[Z.2 haben wir auf Z fiir festes k € N die Relation ~, eingefiihrt und festgestellt,
dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse eines Elements a € Z schreiben
wir als @ und die Menge der Aquivalenzklassen nennen wir Z/ (k) (lies: ,Z modulo k “). Wir
filhren nun auf Z/k zwei Verkniipfungen ein. Es sei

a+b:=(a+b)

und

a-b:=(a-b),

wobei rechts des Gleichheitszeichens die iibliche Addition bzw. Multiplikation in Z steht.
Dabei ist zu priifen, ob dies iiberhaupt eine wohldefinierte Verkniipfung ist. Dies bedeutet,
dass a priori das Ergebnis vom gewdhlten Vertreter abhédngen konnte und wir sicherstellen
miissen, dass dieses Problem nicht auftritt. Seien also a,a; € @ und b, b; € b. Dies bedeutet,
dass es ganze Zahlen /1, {5 gibt mit

k-ﬁlza—al und k'EQZb—bl.

Dann ist (CL + b) — (a1 + bl) =k- (61 + 62), also k:|(a + b) — (a1 + bl) d.h.

Ebensoista-b — ai - bl =a- (b - bl) + bl(a - al) =k- (GEQ - 5151), d.h.

a-b= ay - bl,
was zu zeigen war.

Proposition 13.1 Mit den oben definierten Verkniipfungen ist (Z/(k),+, - ) ein Ring.
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Beweis : Neutrales Element bzgl. der Addition ist 0, bzgl. der Multiplikation ist es 1, das ad-
ditive Inverse von @ ist (—a). Der Nachweis der Axiome verwendet die bekannten Axiome

fiir Z. Wir priifen exemplarisch ein Distributivgesetz. Fiir alle a, b, ¢ € Z gilt

(a+b)-c=(a+b)-c=act+bc=ac+be.
O

Eine nattirliche Zahl p wird Primzahl genannt, falls p > 2 ist und nur die Teiler 1 und p
besitzt. Wir wollen die Struktur fiir Z/(k) im Spezialfall £ = p prim ndher untersuchen. Da
erinnern wir daran, dass eine natiirliche Zahl d der grofite gemeinsame Teiler ggT(a,b) von a
und b genannt wird, falls d|a und d|b und falls d die gro3ite natiirliche Zahl ist, die sowohl a
als auch b teilt.

Satz 13.2 (erweiterter Euklidscher Algorithmus) Sind a,b € Z und a # 0. Dann gibtes x,y €
Z mit
ggT(a,b) =z-a+y-D.

Beweis : Wir konnen a > 0 und b > 0 annehmen, indem wir gegebenenfalls z bzw. y durch
—x bzw. —y ersetzen. Durch Vertauschen der Rollen kénnen wir ¢ > b annehmen, denn
wenn a = b, so leistet x = 1 und y = 0 das Verlangte. Wir beweisen die Aussage durch
Induktion tiber a € N. Ist a = 1 und damit b = 0, so leistet x = 1 und y = 0 das Verlangte.
Im Induktionsschritt konnen wir annehmen, dass es =,y € Z gibt mit

ggT(a—0b,b)=x-(a—0b)+y-b.

Dann aber ist
gegT(a,b) =ggT(a—b,b) =x-a+ (y —z)-0.

Satz 13.3 Ist p eine Primzahl, so ist Z/(p) ein Korper, den wir mit IF,, bezeichnen.

Dies ist auch fiir p = 2 der Korper, den wir bereits kennengelernt haben.

Beweis : Wir miissen zeigen, dass jedes @ # 0 € Z/(p) ein multiplikatives Inverses besitzt.
Da @ # 0 gilt p  a und daher ist ggT(a,p) = 1. Nach dem erweiterten Euklidschen Algorith-
mus gibt z,y € Z, sodass

l=z-a+y-p.

Dies bedeutet 1 = Z - @ und damit ist T das gesuchte Inverse. O

Man beachte, dass fiir k = 4 der Ring Z/(4) kein Korper ist (also nicht der bereits in Kapitel[2]
erwdhnte Korper Fy ist), denn 2 - 2 = 0 in Z/(4). Fiir alle Primzahlpotenzen p™ gibt es end-
liche Korper F,» mit p" Elementen. Die Konstruktion dieser Kérper wird in der Vorlesung
Algebra durchgefiihrt.
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13.2 Der Korper Q

Wir wollen in diesem Abschnitt die sicherlich bekannte Konstruktion der rationalen Zahlen

wiederholen, um aufzuzeigen, dass wir auch hierbei mit Aquivalenzklasen rechnen. Sei
Q ={(a,b) € Z*: b # 0}

und wir definieren (a1,b1) ~ (ag,be), falls ajbe = agb;. Dies ist eine Aquivalenzrelation:
Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich. Ist (a1, b1) ~ (a2, b2) und (asz,b2) ~ (as,bs),

so gilt a1b2 = asb; und agbs = agby. Dann ist
(a1b3) cap = aq - b2 a3 = (a3b1) - ag

Daraus folgt az = 0 oder a1bs = azb;. Im ersten Fall folgt a; = 0 und a3 = 0, was auch
wieder a1bs = agb; impliziert. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit Q,

schreiben 7 statt (a,b) und definieren

(a1,b1) + (az,b2) = (a1b2 + brag, b1be)

und

(a1,b1) - (az,b2) = (a1az,b1ba).

Auch hier ist die Wohldefiniertheit zu priifen, d.h. falls (a1,b1) ~ (a},b}) und (ag,b2) ~
(ah, b)) so ist
(a1,b1) + (az,b2) ~ (ai, b)) + (a5, b))

und
(a1,b1) - (ag,b2) ~ (a7, b)) - (ay,bh).

Satz 13.4 Die Menge Q mit den oben definierten Verkniipfungen ist ein Korper.

Beweis : Das neutrale Element bzgl. der Addition ist (0,1) = 0, das neutrale Element bzgl.

der Multiplikation ist 1 = (1,1). Das Inverse von (a, b) bzgl. der Addition ist (—a, b) und ist

(a,b) # 0, d.h. a # 0, so ist das Inverse bzgl. der Multiplikation (b, a). Das Uberpriifen der
Korperaxiome im Detail bleibt dem Leser tiberlassen. O

13.3 Der Faktorraum

Wir fiihren noch einen allgemeinen Typ von Aquivalenzrelation ein, der uns bei der Kon-

struktion von R helfen wird.
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Lemma 13.5 Sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann ist die Relation
v~w genau dann, wenn v—w €U

eine Aquivalenzrelation.

Definition 13.6 Die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. dieser Relation wird der Faktorraum von
V nach U genannt und mit V/U bezeichnet. Die Aquivalenzklasse von v € V bezeichnen wir mit v
(und merken uns U aus dem Kontext).

Proposition 13.7 Sind v +w € U und A € K so sind die Verkniipfungen

v+wi=v4+w und N-v:=(\-v)

wohldefiniert und machen V /U zu einem Vektorraum.

Beweis :Seiv; € vund wy € w,d.h.vy—v € Uund wy —w € U. Dannist (v +wq) — (v+w) =
(v —v) + (w1 —w) € U, also vy + w; = v+ w. AuBerdemist A\- vy — v =X-(v; —v) € U,
also \v; = \v. Dies zeigt die Wohldefiniertheit.

Die Vektoraxiome fiir V/U folgen nun aus den Vektoraxiomen fiir V. Neutrales Element

bzgl. der Addition ist 0, Inverses von T ist —z und 7+ W = v+w = w+v = W+ 7,
was beweist, dass (V/U, +) eine abelsche Gruppe ist. Wir verifizieren noch exemplarisch ein
Distributivgesetz. Fiir v,w € V/U und X € K gilt

AT4+wW) =X (v+w) = v+ Aw =AU+ \w,

wobei wir in der Mitte das Distributivgesetz in V' benutzt haben. Die restlichen Axiome

verifiziere der Leser. O

13.4 Die reellen Zahlen

Vermutlich ist den meisten Lesern eine reelle Zahl als eine Dezimalbruchentwicklung be-
kannt. Es ist gar nicht so leicht eine reelle, aber nicht rationale Zahl auf diese Art anzugeben.
Sicher denkt jeder beim Anblick von

3,14159

vielleicht noch mit ein paar Piinktchen garniert an die Zahl 7, das Verhiltnis von Umfang
und Durchmesser des Kreises. Aber wieso handelt es sich nicht um 314159/100000? Zwei
weitere bekannte Versuche sind v/2 oder e. Letztere Zahl ist fiir unsere Zwecke das bessere

Beispiel. Falls man R , kennt” so zeigt man, dass die Reihe

1
D
k=0
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in R konvergiert und nennt den Grenzwert e. Will man dezimale Naherungsbriiche, so
nimmt man die Teilsummen

1,1t . 111

AR T TR TR TR TR

Und wenn man noch nicht bewiesen hat, dass es einen solchen Korper gibt? Dann konstru-

1

iert man einen Korper als die Menge aller ,solcher” Folgen. Aber Achtung: falls man die
ersten 7 (zum Beispiel) dezimalen Naherungen wegldsst und dann die gleiche Folge ein-
schreibt, so soll der ,Grenzwert” (der Leser beachte, dass dieser Begriff sinnlos ist, solange
wir nicht von der Existenz von R wissen) derselbe sein. Wir prizisieren dies nun alles.

Lemma 13.8 Die Menge Cq aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen bilden einen Q —
Vektorraum und die Menge Ny aller Nullfolgen von rationalen Zahlen bilden einen Untervek-
torraum.

Beweis : Die Menge aller Folgen von rationalen Zahlen Q" bildet einen Vektorraum. Der
Beweis verlduft identisch wie im Fall des kartesischen Produkts mit zwei Faktoren. Wir
wenden das Untervektorraumkriterium an um zu zeigen, dass Cg und Ng Untervektorrau-
me sind. Die Folge aus Nullen 0 = (0,0,...) ist offenbar in N und in Cq. Seien (a,) und
(bp) Cauchyfolgen, d.h. zu vorgegebenem ¢ gibt es ein N € N, sodass fiir alle m,n > N gilt

lan —am| <e und |by, —by| <e.
Ist A € Q, so gilt fiir die Folge (a,, + A\b,,), dass fiir alle m,n > N die Ungleichung
[(an + Abp) — (am + Aby)| < e- (L4 |A])

erfillt ist. Also ist (a,, + Ab,) eine Cauchyfolge. Sind (a,,) und (b,,) Nullfolgen, d.h. zu vor-
gegebenem ¢ gibt es ein N € N mit |a,| < € und |b,| < ¢ fiir alle n > N, dann gilt

|an + Aby| < £ (14 |A].

Somit ist auch (a,, + Aby,) eine Nullfolge. SchliefSlich ist jede Nullfolge eine Cauchyfolge und
damit Ny C Cgp wie behauptet. O

Wir werden folgende technische Aussagen benétigen, die aus der Analysis bekannt sein
sollten.

Lemma 13.9 Eine Cauchyfolge (a,,) ist beschriinkt, d.h. es gibt ein M € Q mit |a,| < M fiir alle n.

Beweis : Es gibt ein IV, sodass fiir alle n > N gilt
]aNH — an\ <1, dh ayy1—1<a,<ans1+ 1

Alsoist M = max{|a1|,...,|an|, |an+1—1], |an+1+1]|} eine Moglichkeit fiir die obere Schran-
ke. 0
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Wir definieren nun

R =Co/No

und wissen nach dem vorigen Abschnitt, dass komponentenweise Addition (die Addition,
die alle Folgen und damit die Cauchyfolgen zu einem Vektorraum macht) eine wohldefi-
nierte Verkniipfung auf R ist und R zu einem Q-Vektorraum macht. Aber wir wollen auch
noch eine Multiplikation. Wir definieren auf der Menge aller Folgen die Multiplikation kom-
ponentenweise, d.h.

(an)pzy + (bn)nzy = (an - bp)pZy.

Dass das Produkt zweier Cauchyfolgen wieder eine Cauchyfolge ist, bleibt dem Leser
als Ubung tiberlassen. Wie im Falle des kartesischen Produkts von zwei Faktoren verifi-
ziert man, dass Cg einen Ring bildet, dessen neutrales Element beziiglich der Multiplika-
tion die Cauchyfolge 1 = (1,1,...,...) ist. Weswegen gehen wir also zum Faktorraum R
tiber? Die Cauchyfolgen bilden sicher keinen Korper, den die beiden Folgen (1,0, 0, .. .) und
(0,1,0,...) sind sicher von Null verschieden, aber ihr Produkt ist Null. Diese beiden Folgen
sind aber Nullfolgen und wenn wir , durch den Ubergang zum Faktorraum alle Nullfolgen
zu Null erkldren, hat der Faktorraum eine Chance ein Korper zu sein. Dies ist in der Tat der
Fall.

Satz 13.10 Die oben definierte Multiplikation auf Cq gibt eine wohldefinierte Verkniipfung auf R,
die (R, +, - ) zu einem Korper macht.

Beweis : Seien (a,,) und (a},) sowie (b, ) und (b,) Cauchyfolgen und die Differenzen (a,,—a,)
sowie (b, — b,) Nullfolgen. Wir miissen fiir die erste Aussage zeigen, dass

(an - by —al, - b))
wiederum eine Nullfolge ist. Dazu schreiben wir
an - by —a, - b, =bp(a, —al) +al, (b, —b,).

Nach obigem Lemma gibt es M,, M;, sodass |a,| < M, und |b,| < M, fiir alle n € N. Sei
€ > 0 vorgegeben. Zu § = =77~ wihlen wir N € N, sodass la, —al,| < dund |b, —b,| <o
fur alle n > N. Dann gilt

lap by —al, - b, | < My -6+ M, -6 =e¢,

was zu zeigen war.

Weiterhin ist R ein Ring, denn die Ringaxiome von Cqg vererben sich nach R, ganz analog
wie oben beim Ubergang von Z nach Z/ (k) ausgefiihrt. Fiir die Eigenschaft Kérper miissen
wir zu jeder Cauchyfolge ¢ = (a,), die nicht Null in R ist, ein multiplikatives Inverses
finden. Wir behaupten, dass es ein N gibt, sodass a,, # 0 fiir alle n > N gilt. Nehmen wir
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an, das sei nicht der Fall und geben ein ¢ > 0 vor. Da (a,,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ein
N € N, sodass fiir alle m,n > N gilt |a, — a;n| < €. Nach unserer Annahme ist unter den
an, fir m > N, auch ein Index mit a,,, = 0. Dann aber folgt |a,| < ¢ fir alle n» > N und wir
haben gefolgert, dass (a,,) eine Nullfolge ist, also Null in R.

Wir definieren die Folge b = (b,) als b, = 1 flirn < N und b, = i fiir n > N. Dann
unterscheidet sich die Folge a,, - b, von der Folge 1 = (1,1, ...) nur an den ersten N Stellen,
die Differenz ist also eine Nullfolge.

Wir miissen noch priifen, dass die Folge (b,,) in der Tat eine Cauchyfolge ist. Dazu betrachten
wir noch einmal das Argument, dass a,, # 0 fiir n > N ist. Wir behaupten, dass es ein N
und ein § > 0 gibt, sodass fiir alle n > N gilt |a,| > §.

Andernfalls gébe es zu jedem N und jedem 6 > 0 ein n > N mit |a,| < J. Wir wenden dies
zu vorgegebenem ¢ auf das N an, das aus der Eigenschaft ,(a,) ist Cauchyfolge” stammt.
Dann folgt fiir alle m > N aus |a,, — an| < d und |a,| < 0, dass |a,,| < 2J ist und somit, dass
(ay) eine Nullfolge ist. Da dies im Widerspruch zu unserer Annahme steht, haben wir die
Behauptung gezeigt. Dann aber ist fiir m,n > N

11 m — a 1\?
b = bl = o = o = 1222 < (3)

n am Qp - Qm 0

Das ¢ ist eine Grofle, die mit der Folge (a,,) ein fiir alle Mal oben definiert wurde. Das ¢
konnen wir, aufgrund der Eigenschaft ,(a, ) ist Cauchyfolge” beliebig klein machen, indem
wir N gentigend grofs machen. Also ist (b,,) auch eine Cauchyfolge. O

Damit haben wir einen Korper R konstruiert und miissen noch einsehen, dass dies die
(scheinbar?!) wohlbekannten reellen Zahlen sind. In der Analysis wird R als Korper mit
Ordnungsrelation eingefiihrt, der Q als dichte Teilmenge enthilt und vollstandig ist, d.h.
jede Cauchyfolge in R konvergiert, oder alternativ, jede beschrdnkte nichtleere Menge in R
hat ein Supremumg.

Bei der Definition der Ordnungsrelation erinnern wir uns daran, dass es bei Konvergenz-

fragen nicht auf die ersten (endlich vielen) Folgenglieder ankommt.

Definition 13.11 Eine reelle Zahl s heifit positiv, falls (a,,) = s # 0 und falls es ein N € N gibt,
sodass a,, > 0 fiir alle n > N. Wir definieren s > t, falls s — t positiv ist.

Hoffentlich hat sich der Leser beim Betrachten dieser Definition reflexartig die Frage nach
der Wohldefiniertheit dieser Definition gestellt. In der Tat ist zu zeigen (Ubung), dass falls
(an) = s = (a},) und (a,) positiv im Sinne der Definition ist, so ist auch (a,) positiv.

An dieser Stelle muss man priifen, dass (R, +, -, >) alle Axiome eines angeordneten Korpers
erfiillt. Das ist eine gute Ubung, wir fithren ein Axiom exemplarisch aus.
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Lemma 13.12 Sind r,s,t € Rmit s > t,soistauchs+r >t +r.

Beweis : Ist s = (a,),t = (b,) und r = (¢,), so gibt es ein N mit a,, > b, fur alle n > N.
Dann gilt a,, + ¢, > by, + ¢,, denn dies ist eine wohlbekannte Eigenschaft, die wir nur auf

den rationalen Zahlen verwenden. O

Die rationalen Zahlen sind eine Teilmenge der reellen Zahlen, indem wir
i:Q—R, q¢g—(qq,...)
abbilden.

Proposition 13.13 Die reellen Zahlen sind archimedisch, d.h. zu vorgegebenen R > s,t > 0 gibt es
meNCQmitm-s>t.

Beweis : Sei s = (a,,) und z = (b,) und wir miissen ein m € N finden, sodass fiir ein N € N
und fiir n > N gilt m - a,, > b,. Andernfalls gébe es zu jedem m € N und jedem N € N ein
n > N, sodass m - a, < b,. Nach Lemma[I3.9Igibt es M € Q, sodass |b,| < M. Andererseits
folgt aus (a,) Cauchyfolge und s # 0 wie am Ende des Beweises von Satz dass es
ein N € Nund ein 6 € R gibt mit |a,| > g, wegen s > 0 sogar genauer a, > /2. Wir
miissen also nur eine rationale Zahl m mit m - §/2 > M benutzen, um die Annahme zum

Widerspruch zu fiihren. O

Durch die Anordnung erhalten die reellen Zahlen auch einen Absolutbetrag. Wir definieren
fira e R

1l a falls a >0
a|l =
—a falls a <O.

Damit haben die konstruierten reellen Zahlen eine Topologie, wir kénnen von e-Kugeln (fiir
alle ¢ € R) sprechen und damit von offenen Mengen. Insbesondere folgt daraus, dass Q
dicht in R liegt, denn ist a = (a,) € R, so enthilt nach Definition einer Cauchyfolge jede
e-Kugeln um a die Elemente i(a,,) fiir alle n > Nj.

Mit dem Betrag konnen wir auch nun von Cauchyfolgen von reellen Zahlen sprechen, in-
dem wir die aus der Analysis bekannte Definition kopieren. Ebenso konnen wir wie in der
Analysis, und immer noch ohne zu wissen, dass der dort axiomatisch definierte Kérper R
gleich dem hier konstruierten Korper ist, definieren, wann eine reelle Zahl Limes einer Fol-
ge ist. Aber wir wissen noch nicht, dass Cauchyfolgen konvergieren. Die Antwort auf beide
offenen Ziele steckt in der folgenden Aussage.

Proposition 13.14 Der Korper R ist vollstindig, d.h. jede beschriinkte, nichtleere Menge von reellen

Zahlen hat ein Supremum.
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Beweis : Sei () # S C R beschrankt durch M. Da R archimedisch ist, kénnen wir M durch
eine groBere Schranke ersetzen und somit annehmen, dass M € Q ist. Da S # 0 finden
wir ein ¢ € Q mit ¢ < s fiir ein s € S. Wir konstruieren nun eine obere Schranke fiir S
induktiv durch Intervallschachtelung. Dazu definieren wir zwei Folgen (a,,) und (b,,) wie
folgt. Sei ap = g und by = M. Sei my, = %(ak + by). Ist my, eine obere Schranke fiir S, so setze
br+1 = my und ax1 = ag, andernfalls setze b1 = by und a1 = mg. Dannistb = (b,) € R
und a = (a,) € R, denn offenbar ist b, fallend, a,, wachsend und

b=l < (3) 01 -0

also sind beide Folgen Cauchyfolgen. Aus diesem Argument folgt auch, dass a = b € R.
Offenbar ist b > s fiiralle s € S,denn b,, > s fiiralle s € Sund allen € N. Alsoista = b
eine obere Schranke fiir S. Um einzusehen, dass es eine kleinste obere Schranke ist, nehmen
wir an, dass ¢ < b = a eine obere Schranke ist. Da a,, monoton wéchst, gibt es ein NV, sodass
¢ < ay, fur alle n > N. Aber nach Konstruktion gibt es zu jedem n ein s = s(n) mita, < s
und somit ¢ < s, im Widerspruch zur Eigenschaft obere Schranke. O

Korollar 13.15 Jede beschrinkte monoton wachsende Folge und jede beschrinkte monoton fallende
Folge in R konvergiert.

Beweis : Nach der Konstruktion in der vorigen Proposition konvergiert eine wachsende
Folge gegen ihr Supremum. Der fallende Fall wird auf den ersten durch Betrachten von

(—sp) zurtickgefiihrt. O
Korollar 13.16 Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

Beweis : Sei (s,,)ncr eine Cauchyfolge. Sei Uy, die kleinste obere Schranke der Menge Sj, =
{sn,n > k} und —Lj, die kleinste obere Schranke der Menge —Sj,.. Dann ist (Uy)xen fallend,
(Lk)ren wachsend und aus der Eigenschaft Cauchyfolge folgt, dass die Limites, die nach
dem vorigen Korollar existieren, gleich sind (Ubung!). O

14 Der Satz von Perron-Frobenius, PageRank

Grundlage vieler Websuchmaschinen ist der sogenannte PageRank-Algorithmus zur Be-
stimmung der Wichtigkeit von Webseiten. Wir beschreiben rudimentér die Grundidee, je-
der existierenden Seite eine "Wichtigkeit” unter der Bedingung das ein Schliisselwort auf
der Seite vorkommt. Der Ansatz ldsst viele praktische Aspekte ausser Betracht, darunter
z.B. die Frage 'wie genau’ ein Schliisselwort bzw. wie viele der Schliisselworte auf der
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Seite vorkommen sollen, alle Fragen, ob das Platzieren auf der Seite relevant ist (Verbes-
serung: “Zufallssurfer ”-Patent), Gegenmafinahmen gegen Verfilschungsstrategien (“Link-
kaut”). Der verwendete Ansatz ist von Brin und Page 1997 patentiert worden, geht aber
mindesten auf Arbeiten in der empirischen Sozialforschung in den 50er Jahren, wenn nicht
noch weiter zuriick. Die Frage nach der Wichtigkeit wird dabei auf ein Eigenwertproblem
zurtickgefiihrt und der untenstehende Satz von Perron-Frobenius garantiert die Losbarkeit.
Wiederum lassen wir praktische Aspekte zum Auffinden der Losung (die Dimension der
Matrix ist die Anzahl der Webseiten oder zumindest der Webseiten auf der das Schliissel-
wort vorkommt!) ausser Acht, bemerken aber zumindest, dass der Beweis den Ansatz fiir
ein Iterationsverfahren, das viel schneller eine viel genauere Losung liefert, als naive Ansét-
ze mit dem Gauss-Algorithmus. Fiir Implementationsfragen und eine Analyse der Konver-

genzgeschwindigkeit wird auf Numerikvorlesungen verwiesen.

Das Ansatz von PageRank ordnet jeder Webseite eine Wichtigkeit wy, zu, welche von der
Anzahl und Wichtigkeit der Seiten abhdngt, die einen Link auf die Seite ¢ haben. In der
Basisvariante ist also

e Y

ieL(k) "

wobei L(k) die Menge der Webseiten ist, die auf £ verlinken und NN; die Anzahl der ausge-
henden Links einer Webseite. Definiert man die Linkmatrix L durch L;; = 1/Nj, falls j auf
i verlinkt und Null sonst, und w den Pagerankvektor (als Spaltenvektor), so ist w = Lw,
also w ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von w. Die Matrix L hat sicher nicht-negativen Ein-
trage, erfiillt aber die Irreduzibilititsbedingung des untenstehenden Satzes im allgemeinen
sicher nicht. "Tote Enden’ (d.h. Webseiten ohne ausgehenden Link) oder “Schleifen” (d.h.
ein Paar von Webseiten mit eingehenden Links, die aber ausgehend nur aufeinander ver-
weisen) liefert die offensichtlichsten Probleme. In der Praxis wird also der Algorithmus mit

einem Skalar 0 < d < 1 gedampft. Man macht also den Ansatz

w = (1;615 + dL)w,
n
wobei n die Anzahl aller (betrachteten) Webseiten ist und S die Matrix, bei der alle Eintrdage
gleich 1 sind. Die Matrix S, also das Eigenwertproblem fiir d = 0 erfiillt offenbar die Voraus-
setzungen des Satzes von Perron-Frobenus, igoriert aber die Linkstruktur vollig. Fiir kleines
d sind aus Stetigkeitsgriinden die Voraussetzungen immer noch erfiillt. Unter welchen An-
nahmen die Voraussetzungen fiir in der Praxis verwendete Werte (d = 0.85) noch gelten,
bzw. wie man anderfalls verfdhrt, ist wieder eines der hier unbeantworteten praktischen

Probleme.

Eine quadratische reelle Matrix 7' mit nicht-negativen Eintrdgen wird primitiv genannt, falls
es ein k gibt, sodass alle Eintrdge von T’ k positiv sind. Eine quadratische reelle Matrix 7" mit
nicht-negativen Eintragen wird irreduzibel genannt, falls es fiir jedes Paar (i, j) ein k =
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k(i, j) gibt, sodass (T*); ; positiv ist. Ist T irreduzibel, so ist (I + T') primitiv, wie man an der
Binomialentwicklung

1
([+T)’“:I+/<:T+%T2+...

direkt sieht.

O 3 3340 4 3 3 340 e 3 3 3404 3 3 3 e 5 340 o 3 4 e 3 34 4 3 3 o 3 3 e 3 3 e 3 3 e 3 34 e 3 34 e 3 3 e 3 3 e 5 3 23 3 e 5 3 e 3 e 3 3 e e A 3 e 3 3 S S A A A A AN

ENDE DER VORLESUNG VOM 09.02.2015

O824 4 4 4 4 8 4 8 e 4 4 8 4 8 4 4 e 3 e 3 3 3 3 3 3 3 636 e 44 e e e 3 3 3 3 36 e 36 034 e e e e 3 3 3 e 3 63636 e 424 e A 3 3 K e e 3 24 e A A A A A e A A A A ANk

Satz 14.1 (Perron-Frobenius) Sei T' € R"*" irreduzibel. Dann gibt es einen positiven Eigenwert
Amax von T, sodass fiir jeden anderen Eigenwert \ gilt

’)\’ S )\max-
Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert A\pax ist 1. Dieser wird von einem Eigenvektor x,ax
mit positiven Eintrigen aufgespannt.
Man kann zeigen, dass sogar |A\| < Anax fiir alle Eigenwerte A gilt, wenn T" primitiv ist. Die
Matrix ( % §) zeigt, dass das im Allgemeinen nicht richtig ist.

Beweis : Wie in der vorangestellten Bemerkung sei k so gewihlt, dass P = (I + T)* eine
Matrix mit positiven Eintragen ist. Wir schreiben x < y fiir zwei Vektoren z,y € R", falls in
jedem der n Eintrdge die Ungleichung erfiillt ist und = < y, falls zudem = # y ist. Dass P
positiv ist, hat zur Folge, dass < y die Ungleichung Pz < Py impliziert.

Sei Q = {z € R" : x > 0} der positive Quadrant. Wir analyiseren fiir z € @) die Funktion

T):
L(z) = max{s:sx <Tx} = - glin " ( 1’)1'
—i_nyzi xi

Offenbar gilt L(A\x) = L(z) fur alle reellen A > 0, d.h. L is konstant auf Strahlen. Um den
Wertebereich von L zu verstehen, gentigt es L auf dem Rand

n
C={zeR":2>0, Zx?zl}
i=1

der Einheitskugel im positiven Quadraten zu verstehen. Da T/ = IT, folgt PT = TP. Ist
also sx < T'z, so folgt

s(Px) = P(sx) < PTx =T(Pzx), also L(Pzx)> L(z).

Ist L(z)x # Tx, dann ist L(z)Px < TPx. Ist also x kein Eigenvektor von T, so ist sogar
L(Px) > L(z).
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Die Menge C ist kompakt und damit ist das Bild P(C) unter einer stetigen Abbildung auch
wieder kompakt. Die Funktion L ist stetig auf C' und damit insbesondere auch auf P(C).
Damit nimmt sie auf P(C') ihr Maximum Lyy,x an. Wegen L(Pzx) > L(x) ist Lyax auch das
Maximum auf ganz C. Da L(Pz) > L(z) falls = kein Eigenvektor ist, muss das Maximum
L,ax bei einem Eigenvektor z,.x zum Eigenwert A\pax = Limax von T angenommen werden.
Da Txmax > 0und T2max = Lmax®max 1St Lmax > 0.

Im ndchsten Schritt weisen wir nach, dass kein anderer Eigenwert A im Betrag grofler als
Amax ist. Sei y ein Eigenvektor zum Eigenwert A und |y| € R"™ der Vektor gebildet aus den
komponentenweisen Betragen von y. Aus der Eigenwertgleichung

n
Myi =Y Tijy;
7=1
und T;; > 0 folgt

n
Nllyil =Y Tislysl,  alsolAllyl < Tlyl.
j=1

Dies besagt nach Definition on L, dass

’)" < L(‘y’) < Lmax = )\max .

Wir zeigen nun die Hilfsaussage, dass aus 0 < S < T und S # T folgt, dass jeder Eigenwert
o von T' im Betrag strikt kleiner als A, ist. Sei also Sz = 0z. Dann ist

|of|z] < S|z < T2
wie im vorangehenden Argument und damit ist |0| < Lyax(T) = Amax-

Die Hilfsaussage zeigt insbesondere, dass die Eigenwerte der Matrizen, die man durch An-
nulieren der i-ten Zeile und Spalte bekommt, strikt kleiner als A, sind. Es zeigt also auch,

(n—1)x(n—1)

dass die Eigenwerte der Matrizen T; € R , die man durch Streichen der i-ten Zeile

und Spalte bekommt, strikt kleiner als Ajax sind.

Als ndchste Hilfsaussage zeigen wir, dass die Ableitung von det(XI — T) gleich
Soi  det(XT — T;) ist. Sei dazu D die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen Xy, ..., X,,.
Durch Entwickeln nach der i-ten Zeile erhilt man

0
X, det(X T —T;)

und durch Spezialisierung auf X; = --- = X,, = X folgt die Hilfsaussage aus der Kettenre-
gel.

Die beiden vorangehenden Paragraphen zusammengenommen zeigen, dass jeder der Sum-
manden in der Ableitung von det(X I — T') an der Stelle X = Apax strikt positiv ist. Also hat
die Ableitung von det(X I — T') keine Nullstelle bei X = A\ .x und damit ist sogar gezeigt,
dass der Hauptraum zu Ay,,x die Dimension 1 hat. O
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