Lineare Algebra fiir die Sekundarstufe I (1.2/15)
5SS 2008

Jiirgen Wolfart

Skript: Cristina Sarti Bilder: Claudia Baden



Kapitel 1

Lineare GGleichungssysteme

Problemstellung:

Finde Losungsmengen von Gleichungen oder Gleichungssysteme wie z.B.:

{
{

|

dr —Ty =

br — Ty =
r+8y =

r — 3y + 52
35z + 10y — 52

r — 3y + 5z
35z + 10y — 5z

T — 3y + 5z
35z + 10y — 5z
36x + Ty

xr — 3y + 52
352 4+ 10y + 5z
36x + Ty

3,

b

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.6)
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Genauer: Gefragt ist {(z,y) € R?|(1.1) ist erfiillt fiir (z,y)}, etc..
Geometrische Vorstellung dabei:

e Gleichung (1.1) beschreibt eine Gerade im R?. Das kann man z.B. durch Auflésen
der Gleichung nach y einsehen (vgl. dazu Abbildung 1.1):

3.5
=—=+4+ =z
y==777

Das geht aber nicht immer, wie z.B. in den folgenden Extremfillen:
Abbildung 1.1:
y

3/5

b5x + 0y = 3: Parallele zu y-Achse.
Oz — 7y = 3: Parallele zur z-Achse.
0z — Oy = 3: Keine Losung, leere Menge.
0z + 0y = 0: Losungsmenge R
e Das Gleichungssystem (1.2) beschreibt den Schnitt zweier Geraden im R?. Sollte

also einen eindeutigen Losungspunkt haben.
Er kann z.B. nach folgenden Verfahren bestimmt werden:

1. Einsetzungsverfahren:

T = —8y
eingesetzt in
Sr — Ty = 15
gibt
15 120
—40y — Ty = 15 =—— = —
yTWEREYE TR T

oder
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2. Additionsverfahren:
dor—Ty = 15 B 15 ~ 120
(1.2)@{_51__403; _ 0}:>—47y—15:>y———:>x_

47 a7’
Das geht aber nicht immer, denn z.B.
20+ 16y = 15
r+8y = 0
hat keine Losung, denn geometrisch besteht es aus dem Schnitt zweier Parallelen!
Entsprechend hat
{ 2x+ 16y = 15 }
15
r+8y = —

2
unendlich viele Losungen, weil beide Gleichungen die gleiche Gerade beschreiben.

e Eine Gleichung az + by + cz = d (a,b,c,d € R) beschreibt eine Ebene im R? —
ausgenommen im Fall a = b = ¢ = 0. In diesem Fall ist die Losungsmenge die leere
Menge fiir d # 0 und der ganze Raum R3 fiir d = 0.— In der Regel sollten (1.3)
und (1.4) rdumliche Geraden als Losungsmengen haben, (1.5) und (1.6) Punkte
(w0, Yo, 20) € R3. Fiir (1.3) und (1.4) wiirde sich das Additionsverfahren anbieten:

(1.3) = 36+ Ty =0=
Losungmenge: {(z,y,2) € R¥|w = —ggy, 2 = —go + fy = (55 + 3) v}

kann also durch einen reellen Parameter y beschrieben werden.
Drei Gleichungen mit drei Unbekannten: Wenn nicht eine Gleichung mit lauter Ko-
effizienten gleich Null (vgl. Abbildung 1.2) dabei ist, erwartet man eine einpunktige

Abbildung 1.2:

Losung (=Schnitt dreier Ebenen im Raum). Das ist aber nicht immer der Fall, denn
geometrisch kann passieren, dass
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1. sich drei Ebenen in einer gemeinsamen Gerade schneiden (vgl. Abbildung 1.3),
wie z.B. im Fall (1.4). Hier ist die dritte Gleichung die Summer der beiden
ersten ,

Abbildung 1.3:

2. sich je zwei Ebenen in parallelen Geraden im Raum schneiden wie im Fall (1.5)
(vgl. Abbildung 1.4).

Abbildung 1.4:

Explizite Losungen erhélt man immer durch Einsetzen, Gleichsetzen, Addieren. Systema-
tischer geht es mit dem Gauf3-Verfahren. Dieses behandelt beliebige lineare Gleichungs-
systeme

a11T1 + @12T9 + -+ + ATy = bl
211 + a929T9 + -+ aQonTy — b2

11 + AmaT2 + -+ + ATy = bm )

mit Hilfe ”erlaubter Transformationen”. Das sind
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1. Zeilenvertauschungen;
2. Addition des r-fachen der Zeile Nr. k zur Zeile Nr. j und

3. Spaltenvertauschungen (:Anderung der Reihenfolge der Unbekannten zq,--- ,x,.
Die rechte Seite bleibt konstant).

Damit ldsst man folgenden Prozess ablaufen:

1. Erzwinge a1, # 0 durch Anwendung von 1) und notfalls 3)!.

2. Addiere —)— (1. Zeile) zur 2. Zeile, ——2-(1.Zeile) zur 3.Zeile etc., um das Glei-
ai a11
chungssystem umzuwandeln in eines von der Form:
111 + Q129 + -+ = b1
0 +(122132+"':b2
0 +am2x2+"':bm7

Dann werden nur noch die Zeilen 2 bis m betrachtet.
1. Erzwinge a9 7é 0 mit 1) und 3). Abbruch im Fall a;; =0 fiir alle ¢ = 2,--- ,m.

2. Addiere ——2.(2. Zeile) zur 3. Zeile, ——=-(2.Zeile) zur 4. Zeile etc.
(22 22

Setze das Verfahren fort bis das Gleichungssystem die Form

dixy + crpxs + - et i, = U

doxy + e Cop, =t

drxr + 0+ Gy = [

0 = tr41

0 =ty
hat, mit dy,--- ,d, # 0. Dieses ist genau dann lésbar, wenn t,,; = --- = ¢, = 0 sind, und
in den Losungen lassen sich x,yq,--- , 2, frei wéhlen ("freie Parameter”), alle anderen

sind durch diese Parameter eindeutig bestimmt (”Losungsraum der Dimension n — r”).
Beispiel (1.5).

'Das geht aber nicht, wenn alle a;; = 0; dann endet das Verfahren.
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x — 3y + 52 =1

352+ 10y +52 = —1 =
36 + Ty ~ 0
r—=3y+5z = 1
125y — 180z = —36 $ 2
125y — 180z = —36
r—3y+5z =1
125y — 180z = —36
0 ~ 0

= z frei wahlbar. Die Losungsmenge L sieht wie folgt aus:

L= {(%%Z) €R3|92—T

36 — 180
Z, $:1+3y—5z}

Das gleiche Verfahren fithrt im Fall (1.6) auf das Gleichungssystem:

T — 3y + 52
125y — 180z
0

1
—36 , mit Losungsmenge L = () .
41
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Vektoren und Vektorriaume

Beispiel 1:

Sei S die Menge der gerichteten Strecken der Ebene R? oder des Anschauungsraums R3.
Parallele Strecken gleicher Richtung und Léange (vgl. dazu Abbildung 2.1) sollen identifi-
ziert werden, d.h. wir fithren auf S eine Aquivalenzrelation ” ~” ein (= "gehen durch Par-
allelverschiebung auseinander hervor”) und betrachten nur noch die Aquivalenzklassen.
Andere Sichtweise: Lege den Anfangspunkt der Strecke in den Nullpunkt des Koordina-

Abbildung 2.1:
N

N

tensystems und beschreibe die Strecke durch das Koordinatenpaar (z,y) des Endpunkts
bzw. durch sein Koordinatentripel (z,y, z) im Raum. Wir sprechen dann von Vektoren.
Vektoren kann man addieren (sieche Abbildung 2.2) und mit (reellen) Zahlen multiplizie-
ren (vgl. Abbildung 2.3).

Mit Zahlenpaaren und -tripeln wird einfach komponenetenweise gerechnet:
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Abbildung 2.2:

)/ A

W

Abbildung 2.3:

v 32 v (-hv=: 0O-v

/ -V ("Nullvektor"!)

(,y) + (u,w) :== (x + u,y + w)
r(z,y) = (rz,ry)

Rechenregel (leicht zu verifizieren, zeichnerisch oder rechnerisch):
e Vv,u,w €V ("Vektorraum”) gilt v+ (u+w) = (v +u) + w;
e VveVid0eV:v+0=0+v =v;
e V/veVixeV:v+x=0 (genannt "—v”) ;

e V+u=u-+VvV.
und

o Vr.s e R, Vu,veVgilt (r+s)v=rv+sv;

e 7(v+u) =rv+ru (mit den Konventionen: ”-” wird weggelassen, Punktrechnung
vor ”Strichrechnung” );

e l-v=uv.

Definition 1. Dies ist das Aziomsystem fir einen (R—) Vektorraum. Eine Untermenge
L C V heifit ”Untervektorraum”, wenn L # O und beziiglich der in 'V sowieso definierten
Addition und Multiplikation mit Skalaren L die Vektorraumaxiome erfillt.
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Beispiel 2:

Untervektorrdume in V' sind stets {0} und V selbst. In R? aulerdem alle Geraden durch
0 (vgl. Abbildung 2.4), in R? alle Geraden und Ebenen durch 0.

Auflerdem: alle Losungen L C R™ von "homogenen” linearen Gleichungsystemen

Abbildung 2.4:

YN
0
X
a1 Ty + appry + -0 + ax, = 0
Q211 + Qoa%9 + -+ + QopTy = 0 (2 1)
Am1%1 + Ama%e + -+ + Amn®p = 0,
d.h. bei denen die rechte Seite by = ... = b,, = 0 erfiillt. Vereinfachung der Argumentation:

Hilfssatz 1. L ist bereits ein Untervektorraum eines Vektorraums V', wenn L # 0 und
mit allen v,w € L auch alle ”Linearkombinationen” rv + sw € L sind Vr,s € R.

Beweis. Man zeige zunédchst 0 - w = 0 (Nullvektor € V). Dann gilt Vv € L nach Voraus-
setzung

e (0-v+0-v=0+0=0€¢L,

o (—1)v+0-v=—v (weil (-1)-v+1-v=(—1+1)-v=0-v=0,also (—1)-v=—v,
Eindeutigkeit des Nullvektors und des Inversen wie bei Korpern!), also —v € L,

und die iibrigen Rechenregeln gelten in L, weil sie in ganz V' gelten.
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Anwendung auf lineare Gleichungssysteme:
Wenn v = (21,29, ...,2,) und w = (y1, 93, - .., y,) die Gleichung

a1+ ...+ a,, =0=a1y1 + ...+ apyn
16sen, dann auch
ar(rzy + sy1) + as(reg + sy2) + ... + an(re, + sy,) =0
also (rzy + syi, ..., 7@, + SYy,) =1V + sw € L. O

Satz 1. Sei L der Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems 2.1. Wenn
w = (Y1,...,Yn) eine spezielle Losung des “inhomogenen” Gleichungssystems

a11T1 + a12T9 + -+ ATy — bl
a21T1 + @22T9 + -+ + A2pnTy = b2

(2.2)
Am1T1 + Ap2Z2 + 0+ ATy = bm )
ist, dann ist der gesamte Losungsraum dieses Systems von der Form
w+ L:={w+v|velL}
Beweis. Nachrechnen! O

Anwendungen der Vektorrechnung in der Elementargeometrie:

Satz 2. Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich gegenseitig (vgl. Abbildung

2.5).

Abbildung 2.5:

Beweis. Zeige zunéchst, dass die Diagonalen-Vektoren v + w und v — w sind.

1
Der Vektor von 0 zum Mittelpunkt der v + w-Diagonale ist §(U + w), das ist aber gleich

1
w + §(U — w), also auch auf halber Strecke der anderen Diagonale. O
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Abbildung 2.6:

1/2 (A+B) - C

Satz 3. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden
(vgl. Abbildung 2.6).

Beweis. Der 0-Punkt der Ebene sei beliebig gewéhlt. Identifiziere alle Punkte mit den
Endpunkten der Vektoren vom Nullpunkt aus. Dann ist

1 1
—(A+B)=A+-(B-A)
2 2
E— 1
der Seitenmittelpunkt der Strecke AB, entsprechend §(A+ (') der Seitenmittelpunkt von
- 1 N
AC und §(B + C') der Seitenmittelpunkt der Strecke BC'.

1 2.1
= 5(A+B+C) :C+§(§(A+B) - C)
ist der Punkt, welcher die Seitenhalbierende der Seite C' im Verhéltnis 2 : 1 teilt. Wegen

S:A+§(%(B+C)—A):B+§(%(A+C)—B)

liegt er aber auch auf den anderen Seitenhalbierenden und teilt sie im gleichen Verhéltnis.
O

S

Genauso:

Satz 4. Gegeben ein Tetraeder im R mit Eckpunkten A, B,C,D (nicht in einer Ebe-
ne gelegen). Verbindet man jeden Eckpunkt mit dem Schwerpunkt des gegeniiberliegenen

1
Randdreiecks, so schneiden sich diese vier Strecken in einem Punkt S = Z(A+B+C’+D),

der alle vier Verbindungsstrecken im Verhdltnis 3 : 1 teilt.



Kapitel 3

Erzeugende, Basis, Dimensionen

Grundbegriffe:
Fiir Vektoren vy, -- - , v, eines Vektorraums nennt man vy + - - - + 1,0, (11, , 7, € R)
eine " Linearkombination” der vy, --- ,v,. Fiir festgewéhlte vy, --- ,v, € V ist

U =< Vi, ,Upn >= {Z’]"ﬂ}i’ alle r; € R}

=1

ein Untervektorraum, das ”Erzeugnis” der v; oder "erzeugt” von den v;; die v; sind ein
" Erzeugendensystem” von U.

Beispiel:

1
( 0 ) = ¢; und < (_f ) = ey erzeugen U =< e1,ey >= R2, denn ( :Zj ) = xey; + yes.
Hier sind die ”"Koeffizienten” z,y der Linearkombination sogar eindeutig bestimmt. Das

. . . . 1
ist nicht immer so: Mit e3 = (

) ) ist auch R? =< ey, €9, €3 > aber z.B.

(4):461+5€2:0'61+1-62+463

5
Beobachtung;:
Vektoren aus < ey, - - , e, > lassen sich auf mehrere verschiedene Weisen als Linearkombi-
nationen von ey, - - - , e, schreiben, wenn 0 = rie; +- - - +rye, ist mit Koeffizienten r; € R,

12
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die nicht alle gleich null sind, denn:

V=a1€1 + - 4+ apey

v="be1 + - 4+ bye,

O=(a;—b1)es + -+ + (a,—bylen
ey, -+, e heilen dann ”linear abhéngig”. Im Beispiel wire

l-eg+1-e5—1-e3=0 oder e3=-¢e+ e,

Satz 5. Sei ey, -+ ,e, ein Erzeugendensystem von V.
Dann gilt ey, - - - e, sind linear abhingig

<~
ein v € V lisst sich auf verschiedene Weisen als Linearkombination der ey, --- ,e, dar-
stellen

<~
alle v € 'V lassen sich auf verschiedene Weisen als Linearkombination der ey, - e,
darstellen

<

eines der Erzeugenden ist Linearkombination der anderen.

Definition 2. Wenn eq,--- ,e, nicht linear abhdingig sind, d.h. also wenn
0=ries+ -+ rpen

nur firry =ry = --- =1y, =0 mdglich ist, heiffen ey,--- e, “linear unabhingig”. Wenn
sie aufserdem den Vektorraum V' erzeugen, heiflen sie eine "Basis” von V.

Beispiele:

e; = ( (1) ) und ey = ( (1) ) sind eine Basis des R? (die ”Standardbasis” aus den ”Stan-

dardeinheitsvektoren” ), ebenso aber auch e; = ( (1) ) und ve = ( } ) oder v; = ( _11 )

1 . . : .
L) Wenn vy, ..., v, den Nullvektor enthalten, sind sie stets linear abhéngig:
Sei etwa v, =0, dann ist 0-v; +...+0-v,_1 + 1-v, = 0. Ein einzelner Vektor v # 0 ist
stets linear unabhéngig. Wenn also V' =< v >= Rwv, so ist v eine Basis von V.

Zwei Vektoren sind nur dann linear abhéngig, wenn sie Vielfache voneinander sind. Basen
des R? sind also alle Paare vy, vy von Vektoren, die nicht Vielfache voneinander sind.

Warum immer Paare?

und vy =
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Satz (und Definition) 6. Alle Basen eines Vektorraums bestehen aus gleich vielen Ele-
menten. IThre Anzahl heifst ”Dimension” des Vektorraums.

Beispiele:

dimR? = 3, dimR? = 2, dimR! = 1, dim{0} = 0. Jede Gerade durch den 0-Punkt des
R? oder R? definiert einen eindimensionalen Untervektorraum, Ebenen durch 0 im R?
zweidimensionale Untervektorrdume. Die Dimension ist ein Groflenmaf fiir Vektorrdume!

Beweis. Beweisidee: Sei vy, ..., v, eine Basis von < e; >, d.h. v; = rie; mit r; # 0, also

1
e1 = v;—, andererseits gilt fiir alle v;
1

Tq
Uy = 1€ = —y,
(A

also sie sind alle linear abhéngig von vy, woraus folgt n = 1.
Sei vy, ...,v, Basis von < ey, ey >, eq, €5 linear unabhéngig, d.h. v; = aq1e1 + ajzes, nicht
beide gleich Null. O.B.d.A. a,, # 0, d.h.

1 a12
€1 = —UV1 — —€y — < V1,69 >=< €1,€E >,
a1 a1

und v, es sind sogar linear unabhéngig - andernfalls waren auch eq, es linear abhéngig.
v1, eg bilden also eine Basis von < eq, e5 >. Daraus folgt:

Vg = a91v1 + agees Mit agy # 0 (andernfalls vy, vy linear abhéngig. )

D.h:

1 91
€y = —UVg — —V1 = < V1,Ug >=< Vy,69 >=< €1,€62 > .
a22 a22

Alle anderen v; sind Linearkombinationen der vy, v9, d.h. n = 2. Und so weiter.....
(Steinitz’scher Austauschsatz). O

Satz 7. Fir einen Vektorraum V ist dim'V auch

1. dei Mazimalzahl linear unabhdingiger Vektoren,

2. die Maximalzahl von Erzeugenden.

(ohne Beweis)



Kapitel 4

Matrizen und lineare Abbildungen

1.
b1
(al,...,an)- ::glbl—l—ang—{—...—i—anb@ER
—_—— -~
Zeilenvektor bn ”Multiplikation”
—_———
Spaltenvektor

(Multiplizieren geht immer, wenn Zeilenlédnge links = Spaltenldnge rechts)

2.
a b r\ ar + by
c d y ) cr + dy
—— S———
2x2 Matrix Zeilenweise multipliziert
Bsp.:
X
3 0 4 [ 3+ 0y +4z
7 -1 -1 Z N Tx—y—=z
3x Q—Matrix S—— GEQ
€R3

Die Multiplikation ist wohldefiniert, wenn

e Spaltenzahl der Matrix = Spaltenldnge des Vektors;

15
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e Zeilenzahl der Matrix = Spaltenlédnge des Ergebnisses.

Neue Schreibweise fiir lineare Gleichungsysteme:

a11T1 + A19T2 + -+ + ATy = b1

a21T1 + Q222 + -+ + AopTy = bg Ay — .
x = b mit
Am1T1 + QpaZo + *+ + QmpTn = bm
a1 a2 ... QAip b
a a a *1 !
21 22 s 2n
A= ) Tr = : ) b=
Tn bm
Am1 Am2 ... Qmnp
Eigenschaften der Abbildung
T 21
R L Rm . g = : — Ax =
In Zm

Diese Abbildung erfiillt

flx+y)=f(z)+ fly), Vz,y € R"und
flrz) =rf(z), VeeR"reR,

eine ”lineare Abbildung” von Vektorrdaumen. Matrizenmultiplikation liefert nicht nur ein
Beispiel fiir lineare Abbildungen, sondern jede lineare Abbildung kann durch Matrizen
beschrieben werden:

Satz 8. 1. Sei f:V — W eine lineare Abbildung von Vektorrdumen, vy, ..., v, eine
Basis von V. Dann ist f durch die Werte f(v1),..., f(v,) eindeutig bestimmt via

fr1vr + 2209 + ...+ xpv,) = 21 f(v1) + 2o f(v2) + ...+ 2 f(v) (4.1)

2. Zu allen wy,...,w, € W gibt es genau eine lineare Abbildung f : V — W mit
f() =wy, flve) =wa, ..., f(v,) = w,, definiert durch Gleichung (4.1).
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1 0
0 0 ‘
3. Im FallV =R" W =R™, vy =¢, = ], =6 = _ set
0 1
a1
a21 / / /
wy = f(v) = ) = ap€) + azi1€y + ...+ ami€,,,
Am1
A1n
a2n / / /
wy, = f(vp) = ] = A1p€] + Aon€h + ...+ Ampel,.
amn

Dann wird in Koordinaten die Abbildung f beschrieben durch

T aiyp ... Qip

o) . 21 Q2n,
T = ] — Az mit A =

Tn Q1 -+ Qmn

Also: Spalten von A = Bilder der e;, in Koordinaten bez. der neuen Basis.
Beispiel:
A ( cos ¢ —sinp ) '
sing  cosp
beschreibt eine Drehung des R? in cartesischen Koordinaten (was ist das? Was ist ortho-
gonal?) (vgl. Abbildung 4.1), und entsprechend beschreibt

A— [ cos¥ sin ¢
~ \ sing —cosy )’
eine Spiegelung des R? an einer Geraden, die zur z-Achse den Winkel g hat (vgl. Abbil-
dung 4.1).
¥

Nachpriifen: ( €0 2 ) bleibt fest:
Sll’lg
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Abbildung 4.1:

cosgocosg + singpsing = cos(p — g) = cosg,
sinwcosg — cosgosing = sin(p — g) = sing,

und entsprechend:

_sin® _sin®
A( smsa2 ) _ ( s.m(p2 )
cos £ cos £

Satz (und Definition) 9. Sei wieder f : V. — W eine lineare Abbildung von Vek-
torrdumen. Dann gilt

1. f(V) ist Untervektorraum von W, dim f(V') heifit der "Rang f”.

2. An der Matriz von f kann man den Rang von f ablesen:
Rang f = Maximalzahl der linear unabhdngigen Spalten von f.

3. Der "Kern f7:={v € V|f(v) =0 € W} ist Untervektorraum von V.

4. [ st injektiv <= Kern f = 0.
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5. dimV = dim Kern f + Rang f = dim Kern f + dim Bild f
Beweis. Beweisideen:

L f(v) + f(w) = f(v+w), f(rv) =rf(v),

2. Spalten von A erzeugen f(V). Wenn also A = (ay,...,a,) und z.B. (0.B.d.A.)
————
SpalteneR™
ai,...,ap ein maximales System linear unabhéngiger unter den Spalten ay, ..., a,

ist, bilden sie eine Basis von f(V').
Beispiel n = m = 2: Es gibt 3 Moglichkeiten:

(a)
0 0
=(00)
f(v) =0Vv € V, Rang f = 0, keine linear unabhéngigen Spalten.

(b)

A ( a ra ) ’

c re
r\ (ar+ray \ a
f(y)_<ca:+rcy>_(x+ry)(c>’

bilden einen eindimensionalen Unterraum f(V) =< ( CCL ) >, wenn nicht a =

c=0.
a b
=0 )

(c)
mit ( CCL ), ( Z ) keine Vielfachen voneinander <= ad — bc # 0. Hier ist

f(V) =R? was man auch z.B. so einsehen kann:
a b x\ [T
c d y ) \s

ist (sogar eindeutig) fir alle ( Z ) l6sbar, und zwar durch

1 _
( z > = ( _dc ab > ( Z ) (nachrechnen!)
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3. vw € Kern f <= f(v) = 0 = f(w) = flv+w) = f(v) + f(w) = 0 und
VreR: f(rv) =rf(v) =0.

4. Sei f injektiv. D.h. wegen f(0) = 0 kann f(v) = 0 nur fiir v = 0 richtig sein = Kern
f=A0}.
Umgekehrt: angenommen, f nicht injektiv = Jv # w mit f(v) = f(w) = f(v) —
fw)=flv—w)=0= v—w € Kernf, aber v — w # 0 = Kernf # {0}.

5. Erstmal am Beispiel n =m = 2 :

(a) -
+=(0)
Hier ist Kernf = R?, f(V) =0 <= Rang =0
(b)
(o),
nicht a = ¢ = o. Hier Rangf = dim < (Z) >= 1, Kernf:{(z)h::

—ry} =< ( —17“ > >, also dim =1

(c)
a b
=0
mit ad —be # 0, Rangf = dimR* = 2, Kernf = {0}, weil z ( . )“/( ﬁ ) N

(g)nurfﬁrx:O:y.

Allgemeiner Beweis von 5: Wihle eine Basis vy,...,v; von Kernf, erginze die-
se durch vgy1,...,v, zu einer Basis von V und zeige: f(v;) = 0 = ... = f(vp),
aber f(vgi1),- .., f(v,) sind linear unabhéngige Erzeugende von f(V'). Daraus folgt
Rangf =n — k.

[

Definition 3. Der "Rang A” ist die Maximalzahl linear unabhdngiger Spaltenvektoren
von A.
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Satz 10. 1. Rang A = Rang der linearen Abbildung x — Ax.

2. Unter den erlaubten Transformationen des Gauf-Verfahrens dndert sich der Rang
nicht.

3. Rang A = Mazimalzahl der linear unabhingigen Zeilen von A (”Zeilenrang = Spal-
tenrang”).

Beweis. 1. Siehe den Beweis von 2, Satz 9.

2. Klar fiir Gau-Transformationen von Typ III. Typ I bewirkt nur einen Wechsel zu
einem anderen Koordinatensystem und ebenso Typ II (kann man durch Addition
der (—r) - k-ten Zeile zur j-ten Zeile riickgdngig machen):

n n Y1
Yk Y Yj + 1y
) I ) 111 ]
: — : bzw. «—— :
Yj Yk Yk
Ym Ym Ym

3. Genauso: Gauf-Verfahren dndert den Zeilenrang nicht. Das Endresultat des Gauf3-
Verfahrens ist eine Matrix

d1012 ... Cin
: dCrps1 oo Crm
0 0
0o ... o ... 0

mit Diagonalelementen d; # 0, ¢;; beliebig. Hier ist Zeilenrang = Spaltenrang = r

direkt zu iiberpriifen.
Spezialfall n = m = 2: klar fiir
0 0
A= ( - ) |
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A:<CL 7’(1)’
cC Trc

ist ¢- (a,ra) —a-(c,rc) =0 = Zeilen linear abhéngig = Zeilenrang = 1 (wenn
nicht (a = ¢ =0), und fiir ad — be # 0 ist

Fir

z(a,b) +y(c,d) =0 mit z,y nicht beide =0

<~
ra + yc 0
{mb—i—yd O} zB.x#0
<~
a+rc = 0 ad+red = 0 B
{b+?”d = O}<:>{ bc+red = O}<:>ad_bc_0’

Widerspruch. Also sind die Zeilen linear unabhéngig.

Riickblick auf die linearen Gleichungssysteme.

Satz 11. FEin lineares Gleichungssystem Ax = b (A mit m Zeilen, n Spalten, b € R™,
x € R™ gesucht) besitzt genau dann eine Léisung x € R™, wenn RangA = Rang(A|b)
(Rang der erweiterten Matriz),

air ... Qip bl

A22 ... QA9pn b2
(Alb) =

Am1 -+ Qmn bm

Beweis. Existenz einer Losung <= b ist Linearkombination der Spalten von A, d.h. b kann
zu einem maximalen System linear unabhéngiger Spalten von A nicht hinzugenommen
werden. D.h.

Rang A = Rang (A|b).
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Lingen und Winkel

e 1.Zugang: Der R? oder R? sei mit einem cartesischen Koordinatensystem versehen,
d.h. Achsen stehen senkrecht aufeinander, Einheitsvektoren der Liange 1. Nach Py-
thagoras hat OP (vgl. Abbildung 5.1) die Linge /2% + 23, P als Vektor aufgefasst

mit ”euklidischer Norm” ||P|| = ||(z1, z2)|| = /2% + 3.

Im R? entsprechend ||(z1, %2, z3)|| = /22 + 23 + 2.

Abbildung 5.1:
2 /N

W

0 X1 Xl

Abstandmessung: Distanz PQ = ||P—Ql| = \/(z1 — y1)? + (22 — y2)? + (23 — y3).
Winkelmessung: Winkel a zwischen P als Vektor und z;—Achse bestimmt durch
||P|| - cosa = x1. Winkel zwischen den Vektoren P, @ (vgl. Abbildung 5.2), @ auf

der x;-Achse mit Koordinaten (y;,0) also
1P [|Q] cos a = z191.

In allgemeiner Lage ist o bestimmt als as — a;; mit

23
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Abbildung 5.2:

P

&

Q

cos(ag — i) = €OS vy COS (rg + sin oy sin g
Tl t+ Tl

~lIPl-lel

fir P = (z1,22), Q = (y1,92) (vgl. Abbildung 5.3).
Entsprechend komplizierter ist dann auch im R3

Abbildung 5.3:

2 /N

[Z \
7
X X,
cos £(P,Q) = T1Y1 + T2y + X3Y3

1P - 1@

e 2.7Zugang: Wie eben, aber definiere fiir alle Vektoren z = (z1,...,2,), v = (y1,- -

R"™ das Standard-Skalarprodukt:

<X,y >=2T1Y1 + ToY2 + ...+ Tnln

24

7yn) S
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mit einer ”euklidischen Norm”

|2]|? =< 2,2 >, also ||z|]| = V< z,0 >
Die Léngen bestimmen die Winkel eindeutig (vgl. Abbildung 5.4) vermoge
|z = yl? = ll=[1* + [lyl* = 2l|=[| - ||yl cos a

Beobachtung: ||z — y|]? =<z —y,x —y >=<z,0 > -2 < 2,y > + < Y,y >=

Abbildung 5.4:

x>+ |yl|* — 2 < 2,y >, also

<zy>
Lz,y) = V=
o8 £(7:9) = T Tl

Hier verwenden wir, dass <, >: R" x R" — R ”bilinear” ist und ”symmetrisch”,
d.h. fiir jedes feste yy ist ¢ —< z,y9 > R® — R linear, fiir jedes feste x ist
Yy —<xp,y >: R" — R linear, und Vx,y € R" ist < x,y >=< y,x >.

e 3.Zugang: Man definiere einfach : <, >: V xV — R heifit ”Skalarprodukt”, wenn
<, > bilinear, symmetrisch und ”positiv definit”, d.h. wenn Ve e V: <z, >> 0
ausgenommen fiir x = 0 (=< 0,0 >= 0 wegen Linearitdt). Dann definiere Lingen
via ||z||? =< z,z > und Winkel durch

<xT,y> } .
cos £(x,y) = =5y~ (sinnvoll fir x,y # 0).
[l[] - [yl
Hier ist zu zeigen | < z,y > | < ||z||-||y||, sonst wire der Winkel nicht wohldefiniert!
Geht iiber die

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung: Vz,y € V ist < z,y >*< ||z||* - ||y|]* und
zwar gilt 7=" genau dann, wenn z,y Vielfache voneinander sind. Beweis klar fiir
x = 0. Sei also x # 0. Dann ist Vk € R

0<<y—kz,y—kr>=|y||*+ K|z|]* — 2k < 2,y >,
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<xz,y>

fiir k = also
|2
,  <my>?  _<mzy>? ) ) )
0 <IlylI” + EE —2 Bk =<y >7< zl[7 -yl
<z,y>
ausgenommen wenn y = kx = T

Anwendung: Bequeme Formulierung fiir Orthogonalitét:
rly &<z,y>=0.

Satz 12. (Hohenschnittpunkt im Dreieck) Die drei Hohenlinien im Dreieck schneiden
sich in einem Punkt.

Beweis. Sei dazu H = 0 der Schnittpunkt von h, und h; (vgl. Abbildung 5.5). Dann ist

Abbildung 5.5:

<A B—-C>=0=<B,C — A >, also (Bilinearitét, Symmetrie)
<A B><A,C><B(C><CA-B>>=C1A-B=H=0
liegt auch auf der Hohenlinie A.. O

Satz 13. (Pythagoras)
[lal[* = [[6l1* + [le|*
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Abbildung 5.6:

Beweis. Wegen a = b+ ¢ als Vektoren (vgl. Abbildung 5.6) und

ble=|la|?=<b+c,b+c>=|b|]*+|c]|* +2 < b,c>
=0

]

Dies ist nur ein ”Beweis”, da man (ausgenommen im 3.Zugang) den Pythagoras bereits
in die Definition von || || und <, > investiert hat!

Die ”Hesse’sche Normalform”: ein neuer Blick auf lineare Gleichungen, geraden und

Ebenen.
Geradengleichung ax + by = ¢, geschrieben als (vgl. Abbildung 5.7)

@n (5 ) =omw < (§).(3) =

Parallelenverschiebung in den Nullpunkt:

a x
ar +by =0 <= (b)l_(y)

Dabei ist notwendig ( Z ) =+ ( 8 ), wir konnen also 0.B.d.A. annehmen (Division
durch ||( )||) dass || ( Z ) || = 1. Dann gilt: In ax + by = c¢ gibt |c| den Ab-
stand zum 0-Punkt an, denn Min{|| ( o I ) € Gerade} wird da erreicht,

x
Y
WO ( y ) 1 Gerade steht, also Vielfaches von ( ) ist, etwa « - ( Z ) Dann aber
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Abbildung 5.7:

Y

;)

< ( Z ) Q- ( Z ) >=a- | ( Z ) || = @ wegen Normierung, d.h. Abstand |a| = |c|.

Sei jetzt eine Gerade g (vgl. Abbildung 5.8) in ”Hesse’scher Normalform” < w, X >= ¢

gegeben, also mit ||w|]| =1, X = v

Wie berechnet man den Abstand der Geraden von einem beliebigen Punkt P der Ebe-

Abbildung 5.8:

S

ne? Sei ¢, :=< w,P >, dann ist < w, X >= ¢, die Parallele g, zu g durch P, und
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Abstand(g,, g) = |¢ — ¢,|. Klar, dass dies auch der Abstand von P zu g ist. Hesse’sche
Normalform einer Ebene E im R? funktioniert ganz entsprechend:

a T
Hierist w= [ b | mit ||w||=1, X = | y [, und in der Ebenengleichung
c z

EF.<w X >=c

gibt |c¢| den Abstand vom Nullpunkt an. Fiir einen beliebigen Punkt P € R? ist der
Abstand von P zu F
lc—c,| furc,=<w,P>.
w heit ”Normalenvektor” auf g bzw. E.
Vektorielle Darstellung von Geraden und Ebenen (vgl. Abbildung 5.9):

Geraden im R? erhiilt man auch als Punktmengen

Abbildung 5.9:

o’-d

P+ <v>:= {Po +tU’t S R},

wobei Py ein spezieller Punkt auf der Geraden und v # 0 ein Basisvektor des zugehorigen
1-dim. Untervektorraums von R? ist (=Parallele durch 0). Ubergang zur Beschreibung
durch eine Gleichung: suche ein w_lv mit ||w|| = 1, dann lautet die Gleichung fiir ¢

<w, X >=c¢ mit: c=<w,Fy >
Ganz entsprechend die vektorielle Darstellung fiir Ebenen E im R3.

Pyt < u,v >:={Py+ su+tv|s,t € R},
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wobel Fy € E beliebig aber festgewihlt, u,v linear unabhéngige Erzeugende des zu E
paralellen 2-dim Untervektorraums durch 0 sind. Ubergang zur Gleichungsdarstellung:

<w, X >=c¢ mit wluv, |w|]]=1,

c eindeutig bestimmt durch < w, Py >= c.

Gerade im R?: g : Py+ < v >, bestimmt durch zwei Ebenengleichungen < u, X >= ¢,

< w, X >=d mit ulv, wlv, v und w linear unabhingig und ¢ =< u, Py >, d :=<
w, Py >.

Abstand vom Nullpunkt: kiirzeste Strecke von 0 zu ¢ verlauft in der Ebene E g, die
durch 0 geht, beschrieben durch < v, X >= 0, also Abstand von 0 zum (eindeutigen)
Losungspunkt des Gleichungssystems:

<v,X >=0
<u, X >=c
<w, X >=d
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Bewegungsgruppen und Symmetrie

Definition 4. "Gruppen” sind Mengen G mit einer Verkniipfung ©o’, d.h. Vf,g € G
dfog€eqG,

e cinem Assoziativgesetz (f og)oh = fo(goh)Vf, g,h,
e cinem "neutralen” Element e € G mitaoe = a,Va € G,

-1 1

e zu jedem a € G einem "inversen Element” a™" mitaoa™" = e.

Wenn auflerdem fog = go f fiir alle f,g € G, heifst G eine "kommutative” oder "abelsche”
Gruppe.

Beispiele und Konventionen:

% M

1. Haufig wird "o” als geschrieben oder {iberhaupt wegegelassen (z.B. bei Gruppen
von Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung). Dann schreibt man ”1” anstelle

% 0

e

2. bei kommutativen Gruppen schreibt man als Verkniipfung haufig ”+" anstelle von
2 '77 und 7 077 Statt 7 6”7 ” _a” Statt 770/—177.

3. Man kann zeigen (etwas miihsam), dass ¢~ auch immer a~! oa = e erfiillt (" Recht-
sinvers” =" Linksinvers”), dass e o aVa € G (” Rechtseins=Linkseins”), dass (ab)~! =
bla™! und (a7 7! = a ist Va,b € G.

4. Gruppen sind z.B.

(Z’ +)v (Q»”‘)v (R7 +)’ (Q*v')a (R*,-),

31
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aber auch
({0}? +)7 ({1}7 ')7 (Z/mZ7 +)7 ((Z/TTLZ)*, )

Beispiele von Verkniipfungen, die keine Gruppe definieren:
(N7 +)> (Z7 ')a (R> )

Bisher waren das alles abelsche Gruppen. Nicht-abelsche Gruppen erhélt man am leich-
testen auf dem Weg iiber Gruppen von Bijektionen f : M — M mit Hintereinander-
ausfithrung als Verkniipfung:

Definition 5. Die "Permutationsgruppen” oder ”symmetrische Gruppen” S, bestehen aus
den Bijektionen {1,2,...,n} — {1,2,...,n} von n Objekten mit der Hintereinander-
ausfithrung als Verkniipfung, z.B.

1230123_123
213 3 21) (312

3
l 7 (13)(12) = (123)
1

N «— W

12
Ll
31

DN «— DN

123 1
Ll l
2 13 3

Die Elemente links schreibt man einfacher in ”Zykelschreibweise” als
(12)(3) bzw. (13)(2)

Bekanntlich ist |S,| = n! =: ord S,, die "Ordnung” der endlichen Gruppe. Ganz analog
kann man BijM, die Menge alle Bijektionen M — M, zu einer Gruppe machen, von
diesen Bijektionen auch noch spezielle Eigenschaften fordern und so zu einer ” Untergrup-
pe” von BijM iibergehen. dann muss man allerdings beweisen, dass mit je zwei f, g aus
dieser Untergruppe auch f o g und f~! dazugehéren (dann gehort das neutrale Element
e = idy = f o f~! automatisch dazu; das Assoziativgesetz ist richtig, weil es in BijM
stimmt). Zwei Beispiele sind fiir die lineare Algebra besonders wichtig:

Die ”allgemeine lineare Gruppe” GL(V') eine Vektorraums V', im Fall V' = R™ auch
GL,R genannt, besteht aus allen bijektiven (< injektiven und surjektiven) linearen Ab-
bildungen f : V — V. Hier ist es zu zeigen, dass mit f,g € GL, (V) auch fog € GL,V
ist: z.B.

(fog)lvtw) = flglv+w)) = flg(v) +g(w)) = f(g(v)) + [(g(w)) = (fog)(v) + fog(w)
und analog (f o g)(rv) = r(f o g)(v), Yv € V, Vr € R. AuBlerdem: Mit f ist auch f~!

linear. Begriindung: je zwei Vektoren aus V' sind von der Form f(v), f(w) (surjektiv!), also
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fHfW) + f(w) = fH(flv+w) =v+w=f(f(v) + f7(f(w))), und entsprechend
fiir skalare Vielfache.

Erinnerung: Lineare Abbildungen werden iiblicherweise durch Matrizen beschrieben, Kap.
4. Sei f durch A, g durch B dargestellt - beides reelle n x n-Matrizen. Wie sieht f o g aus?
Nennen wir die zugehorige Matrix A- B, und by, ... b, seien die Spalten von B, dann muss
A - B die Spalten Aby, Abs, ..., Ab, haben, denn Spalten = Bilder der Einheitsvektoren.
Im Detail:

11 Q12 ... Qin bii bz ... bin

n
21 A9 ... Q9p b21 622 e bgn [ Zj:l aijb]’k
Ap1 Gp2 ... Gpp bnl an s bnn

(i-te Zeile, k-te Spalte)

(Geht genauso fiir beliebige Matrizen, solange Spaltenzahl von A=Zeilenzahl von B ist).
Die Matrix fiir f~! heifit A~!, ist leider nicht so leicht zu berechnen; nur fiir n = 2:

~1
a b 1 d —b
A_(c d) _ad—bc'A_(—c a )
Die ”orthogonale Gruppe” O, C GL,R besteht aus jenen bijektiven linearen Abbil-
dungen: f : R" — R" (”Isomorphismen”), welche das Skalarprodukt invariant lassen:
< f(v), f(w) >=<v,w >Yv,w € V.

Daraus folgt insbesondere: Langen und Winkel bleiben erhalten, f(e1),..., f(e,) bildet
eine ”Orthonormalbasis” des R", d.h. erfiillt wie schon die e; die Gleichung

< flei), f(ej) >= b5 = { j;)l f%r z;‘;

(" Kronecker-Symbol”).
Andererseits

Satz 14. Wenn vy,...,v, irgendeine Orthonormalbasis des R™ ist, gibt es genau eine
lineare Abbildung f : R* — R"™ mit e; — wv;,Vi. Diese ist sogar eine orthogonale

Abbildung, d.h. in O,.

Beweis. Linearitat und die Vorgabe v; = f(e;) erzwingt

flxier + ...+ xpe,) = 101 + ... + 2,0, = FEindeutigkeit
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Auflerdem
< fx), fly) > =< x101+ ... + TpUn, Y101 + . . . + YpVy >

(Bilinearitét des Skalarprodukts i)
= E Ty < U,V >

4,3
=) wydiy

.3
= E Ty =<2,y >

A

[

Folgerung: Man erkennt eine ”orthogonale Matrix”, d.h. die Matrix einer orthogonalen
Transformation f € O, daran, dass ihre Spalten eine Orthogonalbasis bilden, m.a.W.

vl 1 0 ... 0

ol 0 1 0

entsprechende Zeilen . (Ul, UQ, P 7U7’Z) = . . .
. : ~ ) : . :

ol | Seaten=led) 0 ... 0 1

n
(. J/

~~
Einheitsmatrix, beschreibt id, das neutrale Element von GL,R

oder noch besser: Fiir orthogonale Matrizen B € O,, ist BT - B = E (Einheitsmatrix),
wobei BT die zu B ”transponierte Matrix” (gespiegelt an der Diagonalen) beschreibt. Es

gibt also
BeO, < B =B~

Bleibt noch zu zeigen, dass O,, wirklich eine Untergruppen von GL,R ist:
Vf,g € O, ist auch fog e O,, denn Vv, w € R" ist

< fog), fogw)>=< f(g(v)), f(g(w)) >=<g(v),g(w) >=<v,w >
und
< T ), [T (w) >=<v,w >=< f(v), f(w) >,
und da f surjektiv ist, folgt f~! € O,,.
Ebene orthogonale Bewegungen: Wie sieht Oy C GLoR aus?

a b @+c =1 a = cos
02€(C d) mit ¢ V¥ +d* = 1 :>E|g0€[0,27r[mit{c B Smw}
ab+cd = 0 - ¥y

und
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b = —singp
d = cosgp

Abbildung 6.1:

(vgl. Abbildung 6.1)

f(e,)

e, g )

Ci

b = sing
d = —cosyp

Abbildung 6.2:

c fle)) e
< <
€ T \/
fe)

(vgl. Abbildung 6.2)

Beobachtung:

ad — be — +1 im Fall T 7eigentliche” orthogonale Transformation (Drehungen)
| =1 im Fall II ”uneigentliche” orthogonale Transformation (Spiegelungen)

Bewegungsgruppe des R™ als euklidischer Punktraum: Gefragt ist nach der Gruppe G C
BijR"™, deren f € G alle Abstadnde und Winkel erhalten. Dazu gehort (R™, +) als Unter-
gruppe T aller " Translationen” in G. Sei also f(0) = P. Dann 3t € T" mit

t:x—ax+ P,
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insbesondere

t0)=P=t'ofeGund (t o f)0)=0.
O.B.d.A. also f(0) =0, [|f(v)|] = ||v]|Vv € R". Wegen

2 <w,w >= [jo+wl] — []o]|* - [Jw]]?
sogar < f(v), f(w) >=< v,w >= f € O,, denn f(ey),..., f(e,) ist Orthonormalbasis
des R™, und fiir jede Orthonormalbasis vy, ..., v, eines euklidischen Vektorraums ist Va €

V.
rT=<x,01 >V + ...+ <Z,U, > Uy,

also fiir x = rye1 + ...+ x,e, mit f(x) =y f(e1) +...+ynf(e,) gilt fiir alled =1,... n:
v, =< x,e; >=< f(x), f(e;) >=y; = [ linear!
Fazit:

Satz 15. Orthogonale Bewegungen des Punktraums R™ setzen sich zusammen aus Trans-
lationen und Bewegungen aus O,,.

Was ist Symmetrie?
Symmetrie einer Figur bedeutet die Existenz einer endlichen oder unendlichen Gruppe S
von G (euklidische Bewegungsgruppe), so dass Vf € S das Bild f(F) = F ist. Beispiel
F =regelmafiges Fiinfeck (vgl. Abbildung 6.3) = S besteht aus fiinf Drehungen und fiinf
Spiegelungen. Nummeriert man die Ecken, lassen sich die f € S auch durch Permutationen
aus Sy beschreiben:

Abbildung 6.3:
3
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e Drehungen: (1), (12345), (13524), (14253), (15432)
e Spiegelungen:  (25)(34), (13)(45), (15)(24), (12)(35), (14)(23)

Beobachtung: Jedes Produkt zweier Spiegelungen ist eine Drehung S C O,,, weil bei Sym-
metrien der Mittelpunkt fest bleiben muss. Unendliche Symmetriegruppen kommen vor
beim Kreis (S = Oz) (vgl. Abbildung 6.4) oder bei Bénderfriesen und Parkettierungen.

Abbildung 6.4:

Bei der Parkettierung des R? mit Quadraten (vgl. Abbildung 6.4) wird die Symmetriegrup-
pe S erzeugt von Z? = T (Translationsgruppe -wenn wir die Eckpunkte mit ganzzahligen
Koordinaten versehen) und der Symmetriegruppe Dy C O, des Quadrats; D4 besteht aus
4 Drehungen und 4 Spiegelungen.
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Determinanten und Eigenwerte

Ziel: Verstehen, was euklidische Bewegungen im R? sind.
Klar: Untergruppe T = (R?,+) der Translationen. Aber wie sehen Bewegungen in Os
aus? Wir werden folgende Klassen finden:

1. Spiegelungen an 2-dimensionalen Unterrdumen (Ebenen durch 0);
2. Drehungen um eine Achse (vgl. Abbildung 7.1);

3. Kombination beider: Spiegelung an einer Ebene und einer Drehung um eine Achse
senkrecht dazu (vgl. Abbildung 7.1).

Abbildung 7.1:

s

Charakterisierung dieser Bewegungen iiber ” Eigenwerte” und ” Eigenvektoren”.

Definition 6. Sei f : V. — V eine lineare Abbildung. v # 0 € V heifst ”Figenvektor”
von f zum "Figenwert” A € R, wenn f(v) = \v.

38
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Bemerkung: Wenn f € O,,, kommt nur A = +1 in Frage wegen
[LF )] = AT [Jo]| = []v]]-

Beobachtung: Typ 1) hat einen Eigenvektor zu A = —1, zwei linear unabhéngige zu A = 1.
Typ 2) hat nur einen Eigenvektor zu A = 1 (Ausnahme: Drehung um Winkel 7, kann noch
zwei Eigenvektoren zu A = —1 haben).

Typ 3) hat nur einen Eigenvektor zu A = —1 (Ausnahme: Punktspiegelung mit drei linear
unabhéngigen Eigenvektoren zu A = —1).

Bemerkung Geradenspiegelungen = Drehungen um die Gerade als Drehachse, Winkel 7,
also Eigenwerte +1, —1, —1.

Im R? entsprechend: kein Eigenwert «— Drehung (Ausnahme: Winkel 7, Eigenwerte
—1,—1 «— Punktspiegelung). Spiegelung an Geraden «— Figenwerte 1, —1.

Wie findet man Eigenwerte und Eigenvektoren? Da bei den orthogonalen Matrizen nur
A = =£1 in Frage kommen, kann man sich hier auf das Losen linearer Gleichungssysteme

Arv=2<+<= (A—E)z=0

bzw.
Ar = -0 <= (A+ E)x =0

beschrénken.
Allgemein, wenn A nicht bekannt ist?

Definition 7. ”Determinanten” sind Funktionen det : A —— det A € R auf n x n-
Matrizen, die man fiir kleine n folgendermaflen definieren kann:

n=1 n=2
det(a) := a; det (@0 ) = ad—b
et(a) := a; e c 4 ) =0 c
n=3

@11 a1z ais
det | as1 aze a3 | := aiazass + a12a23a31 + a13a21a32—
Ga31 a3z 0ag3
31022013 — G320A230411 — (33021012
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Determinanten haben folgende Eigenschaften:

1.
2.

7.
8.

det £ =1

Die Determinante ist linear in den Zeilen, d.h.

ay ay ay
det | as+al, | « (ganze Zeilen!) =det | ay | +det | a)
as as as

und ebenso fiir die anderen Zeilen, ebenso fiir n = 1 und 2, sowie

det ( ' ) = rdet ( e ) ete. Vr € R.
a9 a9

Bei Vertauschung zweier Zeilen &ndert sich das Vorzeichen.

. Wenn zwei Zeilen gleich sind, dann ist die Determinante gleich Null (leere Bedingung

fir n =1).

Die Determinante dndert sich nicht, wenn man das r-fache einer Zeile zu einer
anderen addiert (folgt aus 2) und 4)) (leere Bedingung fiir n = 1).

. Die Determinante ist gleich Null, wenn der Rang der Matrix < n ist (sogar ”genau

dann”!).
det A = det AT

Die Eigenschaften 1) bis 5) gelten ebenso fiir Spalten wie fiir Zeilen.

Satz 16. Der Betrag der Determinante ist das Volumen des Parallelogramms bzw. Par-
allelotops, das von den Zeilen aufgespannt wird:

P ={zay +yas|z,y € [0,1]} bzw. P = {za, + yas + zas|z,y,z € [0,1]}

(vgl. Abbildung 7.2).

Begriindung fiir n = 2: Behauptung stimmt offenbar fiir die Einheitsvektoren a; = ey, as =
e2 im cartesischen Koordinatensystem. Auch in anderer Hinsicht verhalten sich Volumen
und Determinante genau gleich (vgl. Abbildung 7.3). Andere wichtige Anwendung der
Determinante:
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Abbildung 7.2:
%)
bzw. &

a1

a
Abbildung 7.3:

a-+a
2

a 232
a : s .
! "\ Linearitéit in as bei festem a;

Satz 17. X\ ist genau dann ein Figenwert der n x n-Matriz A, wenn \ Nullstelle des

"charakteristischen Polynoms”

Xa(z) :=det(A —zF)

ist, d.h. firn =2 und 3 mit

11 Aaiz2 ais
a b
A= c d bzw. A= 921 Q922 Q923 >

a3; Aazz2 ass

a1 — T a2 a3
a— b
det bzw. det 921 o9 — T 923
c d—ux
asi as2 a3 — &

Beweis. Eigenwerte \ und Eigenvektoren v # 0 dazu gibt es, wenn Av = Av eine nichttri-
viale Losung hat <= (A — AE)v = 0 ist homogenes lineares Gleichungssystem vom Rang

kleiner n (siche Kap. 4) <= det(A — A\E) = 0. O

Beobachtung: x 4 ist ein Polynom vom Grad n. Fiir n = 3 hat es eine reelle Nullstelle. Bei
orthogonalen A muss diese = 41 sein, d.h.
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Satz 18. Eine orthogonale Transformation A € O3 hat eine Fizgerade < v > durch 0 mit
Ebene E 1. < v > und ist entweder

e cine Drehung um < v >, d.h. mit Av =v, A wirkt auf F wie eine Drehung oder

o Av = v, wirkt aber auf E wie eine Spiegelung an < u >; dann ist A eine Spiegelung
an der Ebene < u,v >.

o Av = —v, mit den gleichen Alternativen fir die Wirkung von A auf E, d.h. A
beschreibt eine Drehspiegelung oder

e cine Spiegelung an einer Geraden.



