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Kapitel 1

Etwas darstellende Geometrie

Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist die Darstellung rdumlicher Figuren in einer
oder mehreren Zeichenebenen. Sehr anschauliche Bilder liefert die Zentralprojektion (vgl.
Abbildung 1.1) (siehe Kapitel ”Projektive Geometrie”).

Ihr Nachteil ist, dass die entstehenden Bilder wenig mafistabgetreu sind.

Abbildung 1.1: Fliesenboden in Zentralprojektion
] ‘ ‘ il

Weniger anschaulich, aber besser fiir alle Zwecke des Messens geeignet ist die Parallelpro-
jektion. Am besten wird die Parallelprojektion auf zwei (oder drei) senkrecht aufeinan-
derstehende Ebenen (Grundriss 7' und Aufriss 7", vgl. Abbildung 1.2) durchgefiihrt.
Aus den Projektionen lassen sich (fast) alle geometrischen Eigenschaften rekonstruieren.

Jeder Punkt P des R? ist durch seine Projektionsbilder P’, P” in 7’ und 7" eindeutig
bestimmt. In der Zweitafelprojektion ist die Verbindungsstrecke P'P” senkrecht zur
Bildachse, d.h. dem Schnitt von 7’ und 7”(vgl. Abbildung 1.2).

Darstellung einer Geraden: Die Verbindungsgerade zweier Punkte P und () ist fast
immer durch die Bilder von P und @) eindeutig bestimmt(vgl. Abbildung 1.2).

Eine Ausnahme bilden jene Geraden, die senkrecht zur Bildachse verlaufen. In diesem Fall
sind die Projektionen anders zu wéahlen.
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Abbildung 1.2:
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Darstellung einer Ebene: Eine Ebene im Raum wird durch ihre Schnittgeraden mit 7’
und 7" dargestellt. Diese werden in der anderen Ebene jeweils durch die Achse beschrie-
ben (vgl. Abbildung 1.3)

Grundaufgaben im Umgang mit Grund- und Aufriss :
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Abbildung 1.3:
e

(i) Gegenseitige Lage zweier rdumlicher Geraden g und h bestimmen:
Es gibt genau 3 Moglichkeiten: g und h schneiden sich oder sie sind parallel oder
sie sind windschief (d.h. sie schneiden sich nicht, sind aber auch nicht parallel).
Im allgemeinen ist an Grund- und Aufriss ablesbar, welche dieser Moglichkeiten
eintritt, wenn wir annehmen, dass ¢, ¢”, h’, h” nicht senkrecht zur Bildachse sind.
Dann gilt (vgl. Abbildung 1.4):

e g, h parallel <= ¢, b/ parallel und ¢”, h” parallel
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e g, h schneiden sich <= ¢, h’ schneiden, ¢”, h” schneiden sich und die Verbin-
dungsstrecke der Schnittpunkte liegt senkrecht zur Bildachse.

e In allen anderen Fillen sind g, h windschief.

Abbildung 1.4:

(ii) Schnittpunkt einer Geraden g mit einer Ebene bestimmen.
Die Ebene sei durch ein Dreieck ABC' gegeben. Betrachte jetzt die Hilfsebene e, in
der g auf 7’ projiziert wird. Diese schneidet die Gerade AC' in E und AB in D (vgl.

Abbildung 1.5). o
Die Verbindungsstrecke E D liegt im Dreieck und schneidet g im Durchstopunkt.

Abbildung 1.5:

(iii) Schnittpunkt von zwei Ebenen bestimmen. Beide Ebenen sind gegeben durch
ihre Schnittgeraden s, sy bzw. ¢, to mit 7’ und 7” (vgl. Abbildung 1.5).
Idee: Die Schnittgerade der Ebenen ist durch die beiden Schnittpunkte von s; Nt (€
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7') und se Nta(€ 7”) gegeben. Diese brauchen einfach nur verbunden zu werden.
Variante: Bei der Durchdringung zweier Dreiecke wende man Verfahren 2) auf die
Randstrecken an!

Abbildung 1.6:
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(iv) Wahre Gréfle einer ebenen Figur bestimmen.
Idee: Figur in eine zu 7’ oder 7" parallele Ebene drehen — Grund- bzw. Aufriss
der gedrehten Figur zeigt die Figur in ihrer wahren Grofle.

Zunéchst fiir eine einzelne Strecke AB: Die Strecke wird um eine Achse durch A
gedreht, welche senkrecht auf 7’ steht. Sie wird gedreht, bis sie mit der Strecke AC
iibereinstimmt, die parallel zu 7” liegt (vgl. Abbildung 1.6).

Nun gilt fiir die Streckenléngen |AC| = |AC"| = |AB| (,,Monge-Drehung”).

Bei einem Dreieck wird es komplizierter (vgl. Abbildung 1.7): Konstruiere zunéchst
die Schnittgerade e; = e} der Dreiecksebene mit 7. Diese ist unsere Drehachse.
Wir drehen das Dreieck in 7’. Als erstes bestimmt man den Punkt D. Dieser ist
gegeben durch den Punkt aufe;, durch den das Lot auf e; durch C” verlduft. Nun
konstruieren wir den Bildpunkt (C') von C'. Dieser liegt auf der Senkrechten zu e;
durch €', so dass der Abstand von (C') zu e; gleich dem Abstand von C' zu e; ist.
Dazu muss die wahre Lénge von C'D wie oben bestimmt werden. Ahnlich geht man
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jetzt bei (A) und (B) vor. Man sieht in 7’ das Dreieck dann in seiner wahren Grofle.

Abbildung 1.7: Dreieck ABC
C”

Allgemeine Eigenschaften des Zweitafelsystems

e Parallele Geraden sind auch in Grund- und Aufriss parallel.

e Ebene Figuren erscheinen im Grundriss nur in ihrer wahren Gréfle, wenn sie parallel
zu 7’ sind (gilt auch fir Strecken).

e Ebene Figuren erscheinen im Aufriss nur in ihrer wahren Grofle, wenn sie parallel
zu 7" sind (gilt auch fiir Strecken).

e Andere Strecken sind im Grund- und Aufriss gekiirzt, parallele Strecken sind im
gleichen Verhiltnis.
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e Auf einer Ebene im Raum liegende Kreise werden in der Projektion zu Ellipsen,
wobei die grofle Halbachse in 7’ Bild eines Kreisdurchmessers ist, der parallel zu 7’
liegt (vgl. Abbildung 1.8).

Abbildung 1.8:
R g

Andere Projektionsmoglichkeiten (”Eintafel-Projektion”) :]

Schrige Parallelprojektion: (Lineare) Projektion auf eine Zeichenebene entlang par-

alleler Strecken. Die Projektion ist nicht notwendig senkrecht. Insbesondere gibt es
hier die

Kavalierprojektion: Parallelprojektion auf 7", so dass im Bild die x-Achse nach links
unten in einem 45°-Winkel verlauft und die x-Achse um den Faktor % verkiirzt wird.
(vgl. Abbildung 1.9).

Abbildung 1.9:
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Militarprojektion: Parallelprojektion auf 7’ (um 45° gedreht), so dass das Bild der z-
Achse senkrecht nach oben verlduft und die z-Achse nicht verkiirzt ist. Alle drei
Achsen werden nicht (oder im gleichen Mafistab) verkiirzt (vgl. Abbildung 1.10).

Abbildung 1.10:
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Kapitel 2

Trigonometrie: Kurzfassung

Wir wiederholen zunéchst wichtige Eigenschaften von trigonometrischen Funktionen.

Sei ¢ ein Winkel im Bogenma$. Betrachte den Punkt (z,y) auf dem Einheitskreis, so
dass die Strecke von 0 nach (x,y) den Winkel ¢ zur positiven x-Achse einschliefit (vgl.
Abbildung 2.1).

Abbildung 2.1:
N

AN
NIV

Dann ist cos¢ = x und sin ¢ = y. Punkte auf dem Einheitskreis erfiillen 22 + > = 1. Es
gilt folglich cos? ¢ + sin? v = 1. Fiir spitze Winkel ¢ ist auch die Definition

Ankathete Gegenkathete

Cos p = ——— sin p =
7 Hypothenuse 7 Hypothenuse

brauchbar (vgl. Abbildung 2.2).
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Abbildung 2.2:
Hypothenuse

Gegenkathete —>

!

Ankathete

© misst dabei den Winkel, zweckméBigerweise im Bogenmaf} (vgl. Abbildung 2.3), denn
nur im Fall des Bogenmafles erhélt man bequeme Formeln zum Differenzieren der Funk-
tionen:

cos' p = —sin @,
sin p = cosp,
cos" o = —cos @,
sin” ¢ = —sin .

Das ist wichtig fiir die Schwingungsdifferentialgleichung f” + f = 0 der Physik.

Abbildung 2.3:

V4 AN 4
] )
Wichtige Werte:
sin0 =0
T o— 1 T _ V3
sing = %f cosg = \%
in® — ¥2 T V2
siny = \2[ cost =3
in LT — V3 r 1
sing =9 oS 3 5
sinZ =1

2
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Weitere Werte konnen durch Symmetrieeigenschaften abgeleitet werden, z.B. sinp

cos(p — %), sin(p) = —singp, cosp = cos(—¢p).

Andere trigonometrische Funktionen (vgl. Abbildung 2.4):

tans&:é:singp _ g
a cos ¢ a’
cotgozg: 1 _ Cos
b tan ¢ sin ¢’

dabei ist tan ¢ definiert fiir o # 7 + k7, k € Z
und cot ¢ ist definiert fiir ¢ # km, k € Z.

Die Trigonometrie ist der Anfang der ,,rechnenden Geometrie”.

Abbildung 2.4:

Satz 1. Im Dreieck mit Strecken der Lingen a,b,c und gegeniiberliegenden Winkeln

o, B,y gelten
(i) der Cosinussatz: ¢* = a® + b* — 2abcos v ;

(ii) der Sinusatz: -% = -b_ = _¢ |
sin « sin 8 sin ~y

Beweis.

s

(i) ist fiir v = 7 gerade der Satz des Pythagoras. Fiir v < 7 unterteile das Dreieck
durch die Hohe auf b der Lénge h, = asin v (vgl. Abbildung 2.5) und wende den

Satz von Pythagoras an:

> = (b—acos v)* + (asin v)* = b* — 2abcos 7y + a*(cos® v + sin® 7).

Ahnlicher Beweis fiir v > 5
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Abbildung 2.5:

a _ c

. = - ete..
Sin o« Sin ’7

(ii) hy =asin vy = csina =
Folgerungen:

(i) Umkehrung des Satzes von Pythagoras.
02:a2+b2:>7:§
(denn: ¢ = a® +b* = a® + b* — 2abcosy = cosy=0= v =)
(ii) Berechnungsmoglichkeiten fiir konstruktive Probleme der Geometrie, z.B.: Gibt es

Dreiecke mit vorgegebenen Groflen o, ¢, a? Wenn ja , wieviele?
Aus Satz 1 erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir b mit Losungen

a? =>4+ —2bccos a & b=ccos a+/(ccos a)? — 2+ a?

& b=ccos a+ Va2 —c?sin? o,

also:

e keine Losung fiir a < csin a,
e genau eine Losung fiir a = csin o (& v = §),
e zwei Losungen fiir a > c¢sin a; dabei ist die eine der beiden irrelevant, wenn
2a>ctcos’a & a®> P
&« liegt der grofleren Seite gegeniiber.

a? — ?sin

Satz 2. (Additionstheoreme) Fir alle Winkel o, ¢ gilt

cos (o + ) = cos arcos ¢ — sin asin ¢
sin (o 4+ @) = sin a cos @ + cos assin .
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Abbildung 2.6:

Beweis. Beweis durch die Winkeladdition am Einheitskreis (vgl. Abbildung 2.6):

A
Das Dreieck OAB hat eine Hypotenuse der Lénge 1 und Kanten der Langen cos o und
sin o, d.h. B = (cosa,sina) und A ist die senkrechte Projektion von B auf der x-Achse.

A
Das Dreieck O’A’B’ entsteht daraus durch Drehung um § und Streckung um den Faktor
sin ¢, d.h. O" = (cos(a + f),sin(a + B)) und B’ ist O’ senkrecht auf OB projiziert und
A’ ist der Punkt mit gleicher y-Koordinate wie B’ und gleicher x-Koordinate wie O'.

Idee: Die Dreiecke OAB und O'A’B’ haben die gleichen Winkel. Darum sind sie @hnlich,
d.h. O'A'B" ist OAB gedreht und um einen Faktor ¢ skaliert, wobei

B ’O/A/| B ‘O/B" B |A’B"

t = = =
|OA| |OB| |AB|
Wir wissen:
|OA| = cos
|AB| = sin«
|OB| =1

. =t =sin
|O'B'| =sing } 14
Setzen wir nun ein, so erhalten wir

|A'B'| =t|AB| =sinasing
|O’A’'| =t|OA|] = cosasinp.

Daraus folgt
O' = B’ + (—sinasin ¢, cos asin j3).
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Andererseits ist

|OB’| g o8y

B =
OB] 1

B = (cos ¢ cos a, cos psin ).

So erhalten wir:
0" = (cos acos p — sin asin , sin v cos  + cos asin ).

Setzen wir die Koordinaten von O’ ein, so folgt die Behauptung.

Anwendung: Grund-Techniken der Landvermessung;:

e Vorwirtsschneiden: b, ¢, a seien gemessen (vgl. dazu Abbildung 2.7);
durch Winkelmessung von  und ~ aus sollen alle anderen Langen und Winkel, die

Abbildung 2.7:

in Abbildung 2.7 angedeutet sind, bestimmt werden:

a = Vb2 + 2 — 2bccos a

Auflerdem gilt:

sin B; = %sina, siny; = ¢sina,

B2 =B — b, Yo =Y — 1, d=m— "y — [,
_ sin B2 _ sin 2

'T_a’sin57 y_a'sinﬁ’

z = /b2 +a2—2bxcos v = /2 +y2 — 2cycos f.
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e Riickwirtsschneiden: Nun seien b,c,a und die Winkel von P aus gemessen.
a, 51,7 lassen sich wie oben berechnen.

z sin 3 z sin -~y sin 3 bsin &y
- == . M - - . : . - .
c sin o b sin 0 sin ~y csin 0;
und
_ o . sin 8 __ bsin 62
B +y = 2 (O[ + 5) =P = sin (p—B) ~  csin 81
sin 8 __ bsin &2
sin ¢ cos B—cos psin B~ csin 41

= sin [ (¢ sin 07 + b sin 2 cos @) = b sin ¢ cos f sin ds

= [ wird berechnet durch tan = — fobﬁis;ngiios %

Entsprechend verlduft die Berechnung von v = ¢ — 3, und daraus ergeben sich z, y, z
nach

Z:csmﬁ y:Csm(ﬂ—éz—ﬂ)’ b

sin(m — 01 — )
sin 9y sin J, '

sin 51



Kapitel 3

Sphirische Geometrie

Bisher haben wir die Geometrie in der Euklidischen Ebene und im Euklidischen Raum
studiert. Hier sind die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten gerade Strecken

(vgl. Abbildung 3.1).

Abbildung 3.1:
Q

P

In diesem Kapitel wollen wir die Geometrie auf der Kugeloberfliche betrachten.

Satz 3. Kiirzeste Verbindungslinien auf der Kugeloberfliche sind Grofikreise (vgl. Ab-
bildung 3.2), d.h. Schnitte der Kugeloberfliche mit Ebenen durch den Kugelmittelpunkt.

Bemerkungen zur Geometrie auf der Kugeloberfliche (Sphére):

(i) Beweis von Satz 3 durch lokale Approximation der Oberflache durch ihre Tangen-
tialebenen: dort sind Strecken die kiirzesten Verbindungslinien.

(ii) Die Groflkreise werden also sphérische Geraden.

(iii) Zwei nicht entgegengesetzte Punkte P, @ auf der Kugel besitzen eine kiirzeste Ver-
bindungslinie: P, ) und der Spahrenmittelpunkt M definieren eine Ebene, deren
Schnitt mit der Kugel ein Grofikreis ist. Die kiirzeste Verbindung von P und @) liegt

auf diesem Groflkreis (der kiirzere der beiden Kreisbogen). Bezeichnung: PQ

15
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Abbildung 3.2:

Zwei entgegengesetzte Punkte P, () (Antipoden) besitzen unendlich viele kiirzeste
Verbindungen, weil M, P, () auf einer Geraden liegen und somit unendlich viele
Ebenen durch M, P, () gehen.

Es gibt keine parallelen Geraden: je zwei verschiedene Geraden haben zwei (entge-
gengesetzte) Schnittpunkte.

Winkel zwischen Geraden = Winkel zwischen deren Tangenten am Schnittpunkt =
Winkel zwischen jenen Ebenen durch den Kugelmittelpunkt, welche die Geraden
enthalten.

Léangen sphérischer Strecken (vgl. Abbildung 3.3): Normiere den Kugelradius auf
1. Die Lénge ist dann definiert als der Winkel ¢ auf dem verbindenden Grofkreis.

Wir schreiben ‘PAQ‘ = . Die Léange auf der realen Kugel erhélt man durch Multi-

plikation mit dem Radius r, wenn ¢ im Bogenmafl gemessen wird, und sonst durch

Multiplikation mit % T

Zu jedem Grofikreis gehoren zwei Pole: Schnittpunkte der Achse durch den Ku-
gelmittelpunkt, die auf der Grolkreisebene senkrecht steht. Umgekehrt gehort zu
jedem Paar diametral gegeniiberliegender Punkte eine Polare, d.h. ein Grofkreis,
deren Pole die beiden Punkte sind (vgl. Abbildung 3.4).

Winkel zwischen zwei Geraden = sphérischer Abstand ihrer Pole.

Jetzt betrachten wir sphérische Dreiecke, die durch drei Groflkreisbogen begrenzt wer-

den.
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Abbildung 3.3:

Strecke

Satz 4. (Seiten-Cosinussatz) Fiir ein spharisches Dreieck mit Seitenldngen und Winkeln,
wie in Abbildung 3.4 angegeben, gilt

cos ¢ = cos a cos b+ sin a sin b cos v,

Beweis. Sei p die Polare zu C'; d.h. AAC’ und BAC’ sind Lote auf p, die p in N bzw. M
schneiden. Fiir die spidhrischen Langen gilt dann

‘]\ZN‘ — 7, )07\4’ - ‘c?v) - g (vgl. Abbildung 3.4)
Gesucht ist also der wahre Winkel £ AOB (Seite ¢). Dazu fithrt man rdumliche Koordi-

Abbildung 3.4:
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naten ein (vgl. Abbildung 3.4).

0 =(0,0,0) A = (sinb,0,cosb)

N =(1,0,0) M = (cos~,sin~,0)

C =1(0,0,1) B = (sina cosv,sina sinvy, cosa)

Abbildung 3.5:
C
b B
A/ sinb
>

N 0 (Kugelmittelpkt.) M

Ebene des Groflkreises b; Ebene des Grofikreises a, 0 = Kugelmittelpunkt

Nun berechnet man die euklidischen Abstéinde in R3.
1 =[0A] = |OB| = |0C| = |[ON| = [OM] ,

|ABJ* = (sin acos v — sin b)? + sin® asin®y + (cos a — cos b)?

Man wendet den ebenen Cosinussatz auf das Dreieck AOAB an und erhilt
|AB|* = |OA|* 4+ |OB)* — 2|0A| |OB|cos ¢ = 2 + 2cosc.
Nun setzen wir ein.

2 cos ¢ = 2 — (sin acos vy — sin b)? — sin? asin® v — (cos a — cos b)?

2 2

=1 —sin

acos? v+ 2sin asin bcos v — sin? asin? v — cos? a + 2cos acos b

=2 sin asin b cos y+ 2 cos a cos b .
Satz 5. (Winkel-Cosinussatz): Unter den gleichen Voraussetzungen gilt:

cos vy = —cos a cos 4+ sin a sin 3 cos ¢ .
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Beweis. Ahnlich zum Beweis von Satz 4 oder durch Ubergang zum polaren Dreieck.

Satz 6. (sphdrischer Sinussatz) Unter den gleichen Voraussetzungen gilt

sin a sin b sin ¢

sina  sin 3 sinvy

Beweis. Aus Satz 4 folgt:

cos ¢ — cos a cos b 9 z?
cos 7 = : _ = sin" 7y = —
sin asin b sin

a sin’® b
mit

2 2

r° = sin 2 2

a sin?b — cos? ¢ — cos?a cos?b + 2cos a cos b cos ¢
=1—cos?a — cos®’b — cos®c+ 2cos a cos b cos c.

Das &ndert sich nicht durch zyklische Vertauschung von a, b, ¢ bzw. «, 3,7 , also ist

z? = sin®a sin®b sin®y = sin?b sin® ¢ sin® a = sin®c sina sin® B .

Division durch sin?a sin®b sin? ¢ liefert die Behauptung bis auf das Vorzeichen. Dieses
stimmt offensichtlich fiir Dreiecke mit Winkeln und Seiten < 7.

Bemerkung: Es gibt allgemeinere Versionen und viele andere schone Sétze, zum Beispiel:

Folgerung: Im rechtwinkligen sphérischen Dreieck ist mit v = 7
cosc = cosacosb.

Satz 7. Der Flicheninhalt F' des sphdrischen Dreiecks mit Winkeln o, 3,7 ist F =
a+ B+~ —m (also insbesondere o+ B+~ > w im Gegensatz zur euklidischen Geometrie).

Beweis. Wie immer ist die Sphédre auf Radius 1 normiert und ihre Gesamtfliche ist,
wie man in der Analysis zeigt, 47. D.h. die Flache eines Zweiecks, berandet von zwei
GroBkreisen mit Winkel «, ist 2« (vgl. Abbildung 3.6). Dies sicht man zum Beispiel durch
Unterteilung des vollen Winkels in gleiche Teile, falls o rational ist, bzw. im allgemeinen
Fall durch Grenziibergang.

Sei nun Z, das zu « gehérige Zweieck, analog Zg, Z,, (vgl. Abbildung 3.6).

Betrachte nun die Halbkugel H, die durch a begrenzt wird und die das Dreieck D =
AABC enthélt. Dann gilt

H = 2,0(2,\D)(Z\D)

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet. Weil die Fliche von H gleich 27 ist, folgt

2r =20+4+2y—-F 42y - F

und somit die Behauptung.
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Abbildung 3.6:

20



Kapitel 4

Kegelschnitte

Die Kreisgleichung in der Ebene R? mit Mittelpunkt 0 und Radius 7 ist gegeben durch
ol P = a3+ a3 =2

Ein Kegel K in R? ist die Rotationsfliche einer Geraden ¢ um eine Achse a, die g schneidet
und nicht senkrecht auf g steht. Im folgenden wéhlen wir immer a = z-Achse. Mit anderen
Worten ist eine solche Kegelgleichung im R? mit Spitze in 0 gegeben durch (vgl. Abbildung
4.1):

2+ = b2 (4.1)

Die Punkte auf einem Kegel, die die selbe z-Koordinate haben, liegen auf einem Kreis

Abbildung 4.1:
X3

X1

parallel zur xy-Ebene. Ein ”Kegelschnitt” ist der Schnitt des Kegels K (Gleichung (4.1))
mit einer Ebene E.

21
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Wir mochten jetzt Kegelschnitte ndher untersuchen. Weil der Kegel symmetrisch unter
Rotation zur z-Achse ist, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass die Ebene E senkrecht auf der yz-Ebene steht, d.h. die Gleichung von E ist von der
Form

uyYy + vz = w.

Wir unterscheiden nun einige verschiedene Fille.

1. Fall w =0 <= FE geht durch den Ursprung 0 (entarteter Fall).
Fiir v # 0 ist 2 = Ay, wobei A = —%. Dann ist K N £ gegeben durch

Pyt =N = 2= (0N - 1)y

Also ist fiir bA2 < 1 dann K N E = {0}. Fiir bA2 = 1 ist K N E die Gerade { i - éy .

ol 1 iy g 2 . 2 =\y
SchlieBflich ist fiir bA* > 1 der Schnitt K N E das Geradenpaar { v = DN Ty

o . Yy =u
Fiir v = 0 ist der Schnitt das Geradenpaar { v — 4B

2. Fall w # 0 <= FE geht nicht durch den Ursprung 0.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass E nicht parallel zur z-Achse ist (sonst
verschieben wir F leicht). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt nach zentrischer
Streckung am Ursprung dann, dass £ durch den Punkt (1.0,0) geht. E ist somit durch
die Gleichung

0:z=14+ XAy

beschrieben.

Die Aufriss-Projektion auf die yz-Ebene sieht folgendermaflen aus

1. Unterfall || < cot «

Abbildung 4.2:

K

E

= K N F ist eine Ellipse (vgl. Abbildung 4.2)
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2. Unterfall |\| = cot «

Abbildung 4.3:

K

— K N E ist eine Parabel (vgl. Abbildung 4.3)

3. Unterfall |A| > cota

Abbildung 4.4:

— K N FE ist eine Hyperbel (vgl. Abbildung 4.4)

Bekanntermaflen beschreiben Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln in der Natur die Bahn-
kurven von Himmelskorpern (1. Keplersches Gesetz). Zum Beispiel sind die Bahnen der
Planeten um die Sonne Ellipsen.

Nun wollen wir die obige zeichnerische Beschreibung des Grundrisses (Projektion auf xy-
Ebene) von K N E noch rechnerisch belegen. Dazu muss man zunéchst beachten, dass die
Kegelgleichung gegeben ist durch (Bezeichnungen, wie in den Abbildungen 4.2 bis 4.4)

z? + y2 = tan® az”
Setzen wir die Gleichung der Ebene (y, = 1 + Ay) ein, so erhalten wir fiir den Schnitt

22+ = tan® a(1 + 2\y + A\?y?)
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1. Unterfall |\ < cotaw <= A? - tan’ o < 1
Dann folgt
2 + (1 — A tan® a)y® — 2A tan® ay = tan® o

Nach quadratischer Ergénzung

Atan2a  \’ tan? o
2 2,2
T an” o) (y 1—)\2tan2a) 1 — A\ tan? o
Durch Division bringen wir nun die rechte Seite auf 1:

1—Atan’a , 1—)\2tan2a( Atan? o )2 )
—_— — |y =

2+ -
tan? tan? 1 — A\tan?«

Die Gleichung ist von der Form

33_2 + (y - y0)2
a b2

und beschreibt daher eine Ellipse mit Halbachsen a, b und Mittelpunkt (0, yo)

=1 mit a,b>0

Abbildung 4.5:

Im Spezialfall A = 0, d.h. a = b, handelt es sich um einen Kreis mit Mittelpunkt (0, 0)
und Radius tan a.

2. Unterfall A = cot a <= N tan’a =1
Also gilt
2? = tan® o + 2\ tan® ay

Wir 16sen nach y auf
1 5 1

Y= oxtan?a’  2A

und erhalten eine Parabel.
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Abbildung 4.6:

-

\

3. Unterfall |\ = cot @ <= N tan’a > 1
Wie im 1. Unterfall gilt dann

Mtana —1 N (1 — A2 tan® a)? AtanZa )\ .
_—x —_— =
1 — A tan’ o

tan? o tan?

Die Gleichung ist von der Form

W)y abs e e (f+(y_y°)> (—f+(y_y°)>:1

also ist K N E eine Hyperbel.

Abbildung 4.7:
=0

o
+

D

<t

N

A
5 =0

X
«—a

\/

Wir méchten (nicht entartete) Kegelschnitte jetzt genauer geometrisch beschreiben. Dafiir
brauchen wir die Dandelin’sche Kugeln := Kugeln mit Mittelpunkt auf der Kegelachse
(vgl. Abbildung 4.8), welche den Kegel auf einer Kreislinie und die Schnittebene E in
einem Punkt beriihren. In der Aufrisszeichnung (wieder mit E||zo-Achse) sind dies also
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In- bzw. Ankreise eines Dreiecks.
Die Beriihrpunkte mit F heiflen Brennpunkte Fi, Fy (bzw. F) des Kegelschnitts. Man
beachte, dass es im Parabelfall nur einen Brennpunkt gibt.

Abbildung 4.8:

Ellipse Hyperpel Parabel

Abbildung 4.9:

L2y

Satz 8. Fiir jeden Punkt P der Ellipse ist die Summe der Abstinde zu den Brennpunkten
F1, 5y konstant. Genauer gilt
|PF1| + |PF2| = 2@7
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wobei a die Linge der groflen Halbachse ist (vgl. Abbildung 4.9).

Bemerkung 1. Fine Ellipse kann folglich mit einem Stiick Schnur konstruiert werden,
dessen Enden an den Brennpunkten befestigt sind.

Beweis. Die Ellipse sei der Schnitt der Ebene E mit dem Kegel K (vgl. Abbildung 4.10).
Nun lege man durch P eine Mantellinie von der Kegelspitze durch P. Diese beriihrt die

Abbildung 4.10:

Beriihrkreise der Dandelinschen Kugeln in den Punkten B; und Bs. Beachte, dass PB;
die Tangente an eine Dandelinsche Kugel ist, die die Kugel in B; beriihrt und PF}; die
Tangente an dieselbe Dandelinsche Kugel ist, die die Kugel in F; beriihrt. Also gilt

und analog

Folglich
|PFi| + |PFy| = |PBy| + |PBs)|.

Andererseits ist |PB;| + |PBs| konstant, weil Beriihrkreise auf dem Kegel senkrecht
zur Kegelachse stehen und daher auf allen Mantellinien den gleichen Abstand haben
(|PBy| + |PBsy| = |B1Bs|). Durch Ausprobieren auf der groen Halbachse sieht man, dass
|PFy| + |PF3| = 2a sein muss. O
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Analog beweist man (Ubungsaufgabe).

Satz 9. Fir jeden Punkt P einer Hyperbel ist die Differenz der Abstinde zu den Bonus-
punkten konstant d.h.
||PFy| — | PF3|| = konst.

Folgerung: Gartnerkonstruktion der Ellipse.

Satz 10. Sei KN E eine Ellipse mit Brennpunkten Fy # Fy und grofier Halbachse a (vgl.
Abbildung 4.11). Es existieren Geraden l; und ly mit der folgenden Eigenschaft:

PR _ |PR| _ |FF| _
PL] [Pl |2d]

VP e KNE gilt:

Definition 1. [; und [ heiffen Leitgeraden und 0 < ¢ < 1 heifst Exzentrizitiat der
Ellipse.

Bemerkung 2. Bei einem Kreis ist Fy = Fy = M (Mittelpunkt) und deshalb ¢ = 0.
Daher gibt es in diesem Full keine Leitgerade.

Abbildung 4.11:

Beweis. Seien Ey, E5 die beiden Ebenen, in denen die Dandelin-Kugeln den Kegel beriihren
(beide senkrecht zur z-Achse). Wir setzen:

ll I:ElﬂE, lQ :EgﬂE
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Dann sind [; und Iy beide parallel zur x-Achse (sie stehen senkrecht zur yz-Ebene). Sei
nun P ein beliebiger Punkt der Ellipse K N F und m wie in Satz 8 die Mantellinie von K
durch P. Diese geht durch 0 und P. Mit By, By bezeichnen wir wieder die Beriihrpunkte
von m mit den Dandelinschen Kugeln. h sei die Senkrechte auf [; und Iy durch P (diese
liegt in £) und L; den Schnittpunkt von A mit [y und Lo der Schnittpunkt von h mit I,
(vgl. Abbildung 4.12)

L,

Abbildung 4.12: Zeichnung in der Ebene E

Dann folgt
|Pl1’ =+ ’Pl2| = |PL1‘ + ‘PLQ‘ = konst. = |l1l2‘

Wir betrachten nun die Aufrisszeichnung

Abbildung 4.13:
VA X

m

5s
E;

5
E;
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Mit Hilfe des Strahlensatzes sieht man dann

P'BY| |PL)

|PBy| - |PLY|

Weil die Léngenverhéltnisse von Geraden bei der Zweitafelprojektion erhalten bleiben,
folgt

|PB,| _ |PL| |PB;| _ | PBs|
[PBy|  |PLy| [PLy| [PLy|
Wie im Beweis von Satz 8 gilt |PB;| = |PFi| und |PBs| = |PF,|. Daher
PRi| _ PR _.
il = e = e(P)

= 20=|PR|+|PF| = e(P) - (|Ph| +[Plf) = e(P) |l - |
= €(P) = 2% =konst. =: ¢.

R

Es ist jetzt noch zu zeigen, dass
2a o |F1F2|

|l1[2| 2a

Setze
o E _ 2|MEB| _|ME|

2a 2a a
wobei M der Mittelpunkt der Ellipse ist.

Sei nun @ der Ellipsenpunkt zwischen /; und F; auf der grofen Halbachse (vgl. Abbil-
dung 4.12). Dann gilt

|Q11| =

|QF| a—|MF| a—€¢a 1—¢
g g = - Q.
€ € € €
Andererseits

RF: 1 —
QL] = |Ml| —a=|Rl| —a="1—q=2_q=""F°
€ €

- a.
€

Das heifit € = €.
Ganz ahnlich beweist man:

Satz 11. (i) Sei KNE eine Hyperbel mit Brennpunkten Fy, Fy, dann gibt es zwei Leit-
geraden Iy und ly mit der Eigenschaft (vgl. Abbildung 4.14):

PR _ PR _RB

VPeKNE gilt: -
TP T PR 2a
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Abbildung 4.14:

(ii) Sei K N E eine Parabel. Dann gibt es eine Leitgerade | mit der Eigenschaft (vgl.
Abbildung 4.14):
VPeKNE git: |PF|=Pl

d.h. € =1 fiir eine Parabel.

Der Beweis ldsst sich natiirlich auch rechnerisch mit Koordinaten fiithren.
Wir wollen dies am Beispiel der Parabel 2z = 3% + 1 zeigen. Mit

F=(1,0) und [={(0,y)ly € R} (y — Achse)
ist fiir alle P = (z,y) der Abstand |Pl| = |z| und |PF| = \/(z — 1)? + y2. Also gilt
?=(x—-10°+y" & 2e=9"+1.

Die Leitlinieneigenschaft kann man also auch als Definition von Parabeln, Ellipsen und
Hyperbeln verwenden!

Wir betrachten nun allgemeiner eine Gleichung der Form
ax® +bxy+cy’ +dr+ey+ f=0
Dies beschreibt eine Quadrik, d.h. eine Menge

{(am) e R? | az® + bay + cy’ + dx + ey + f =0}
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Eine solche Quadrik ldsst sich (falls das quadratische Polynom # 0 ist) durch Kongruenz-
abbildungen (= Translationen, Spiegelungen, Drehungen) in

die leere Menge (% + Z_g =—1)
cinen Punkt (z +3=0) entartete Fille
eine Gerade (ax +by+c=0) ’
ein Geradenpaar (z—z - %—; =0)
oder in
2 2
eine Ellipse e + ‘Z—Q =1
2 2
. )
eine Hyperbel — — o 1
eine Parabel  kx = 32
iberfiihren.

Verwendet man noch allgemeinere Transformationen, lassen sich die Gleichungen noch
weiter vereinfachen: Eine "affine” Transformation

a
(l'vy) — (1'72)7 Z = Zy

macht aus ) )
x Y
@ e !

die Kreisgleichung

® + 2% =’

Umgekehrt ist eine Ellipse affines Bild des Kreises: alle y-Koordinaten werden um den

b
Faktor — verkiirzt. Wichtig ist dies z.B. fiir die Konstruktion von Tangenten (vgl. Ab-

a
bildung 4.15). Aus Kreistangenten werden Ellipsentangenten, wenn der Punkt auf der

b
x-Achse bleibt und die Steigung mit — multipliziert wird.
a

b
Auch kann man damit nachrechnen, dass das Volumen der Ellipse —ma® = 7ab ist.
a
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Abbildung 4.15:

Satz 12. Sei E eine Ellipse mit Brennpunkten Fy und Fs. In jedem Ellipsenpunkt P wird
der Winkel L Fy PF; von den Normalen halbiert (vgl. Abbildung 4.16)

Abbildung 4.16:

Physikalisch ausgedriickt heifit das, dass ein Lichtstrahl von F} nach P an der Ellipse
nach Fy abgelenkt wird. Eine andere mogliche Anwendung ist das ,, Fliistergewolbe*.

Beweis. Nach Satz 8 wissen wir, dass |PFy|+|PF,| = 2a ist, wobei a die Lange der grofien
Halbachse ist. Wir definieren FY als den Punkt auf der Geraden F} P mit |F|F;| = 2a und
|F|P| < 2a. Mit t wird die Mittelsenkrechte zwischen F| und F» bezeichnet. Es soll nun
gezeigt werden, dass ¢ die Tangente an die Ellipse in P ist.
Wegen

|[F{P| = |F{F\| — |IWP| = 2a — |\ P| = |PF|

liegt P auf t.
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Abbildung 4.17:

Q

Es ist also noch zu zeigen, dass kein anderer Punkt von E auf ¢ liegt. Sei @ € E,Q # P.
Dann liegt @ nicht auf der Geraden FiF]. Daher

QFI| +|QF| > |F Fi| = 2a = |QF\| + |QFY].

Dabei haben wir im ersten Schritt die Dreiecksungleichung verwendet und im zweiten die
Definition von Fj. Es folgt

QFY| > |QF,
also @ ¢ t (vgl. auch Abbildung 4.17).

Sei nun n die Senkrechte auf ¢ durch P. Diese wird auch Normale zur Ellipse durch P

genannt. Es gilt
|F{P|=|F,P| und t 1 FyF)

also 1 = P in der Skizze. Es folgt die Behauptung:

051:900—51:900—622042.
[

Folgerung aus dem Beweis: Die Ellipse ist der ” geometrische Ort” aller Punkte (heift: ih-
re Punkte kénnen charakterisiert werden durch die Eigenschaft), welche von einem Kreis
—namlich um F; mit Radius 2¢— und einen Punkt im Innern des Kreises —namlich F5—
den gleichen Abstand haben.

Die analoge FEigenschaft der Hyperbel ist: Eine Hyperbel ist der geometrische Ort aller
Punkte, welche um einen Kreis und einen Punkt im AuBeren des Kreises den gleichen
Abstand haben (vgl. Abbildung 4.18). Der Kreis K hat den Mittelpunkt F; und den
Radius 2a und der Punkt ist F5. Begriindung:

|F\P| — |FL,P| =2a <= |F,P| = |FAP| —2a = Abstand zum Kreis
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Abbildung 4.18:

Fiir den anderen Hyperbelast verwendet man einen Kreis K mit Mittelpunkt und F, und
Radius 2a und den Punkt Fj.

Satz 13. Sei P ein beliebiger Punkt auf einer Parabel mit Brennpunkt F' und Leitgerade
l. Sei L der FufSpunkt des Lots von P auf l. Dann halbiert die Tangente durch P den
Winkel L FPL.

Physikalisch bedeutet dies, dass senkrecht zur Leitgerade anfallende Lichtstrahlen alle in
den Brennpunkt reflektiert werden. Dies macht man sich beim Parabolspiegel zunutzen.
Ein Parabolspiegel ist die Rotationsflache, die beim Rotieren einer Parabel um die Achse
senkrecht zu [ durch F' entsteht.

Beweis. Wegen |PF| = |PL| ist PFL ein gleichschenkliges Dreieck. Sei nun ¢ die Mittel-
senkrechte zu F' und [. Wir zeigen wieder, dass ¢t die Tangente an die Parabel ist. Sei also
Q@ ein anderer Parabelpunkt und L’ der Fulpunkt des Lots durch @ auf [. Dann gilt

[FQ|=|L'Q| < |LQ)|
weil L' # L und LQL' rechtwinklig ist. Also ) # t. Daraus folgt die Behauptung. O



Kapitel 5

Die Satze von Desargues und Pappos

In diesem Kapitel wollen wir zwei wichtige Sitze der ebenen Geometrie kennenlernen.

Satz 14. ("Grofler Satz von Desargues”) Seien ABC, A'B'C’ zwei ebene Dreiecke in
"perspektiver Lage”, d.h. die Geraden AA', BB', CC" schneiden sich in einem Punkt P.
Seien M, L, N die Schnittpunkte der entsprechenden Dreieckseiten, d.h. M := ACNA'C’,
L:= ABNA'B', N = BCNB'C". Dann liegen M, L, N auf einer Geraden (sind kollinear)
(vgl. Abbildung 5.1).

Abbildung 5.1:

Beweis. Die Zeichnung lésst sich interpretieren als die Grundrisszeichnung einer rdumlichen
Pyramide mit dreieckiger Fliche ABC und Spitze P (vgl. Abbildungen 5.1 und 5.2).
A’ liegt auf der Kante AP und B’ liegt auf der Kante BP und C’ liegt auf der Kante C'P.

36
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Sei g die Schnittgerade von der Grundrissebene und der Ebene durch A’B’'C’. Wir wollen
nun zeigen, dass M, N, L alle auf der Geraden g liegen.

Begriindung

M e AC = M € Grundrissebene
Me AC' = M € Ebene durch A’B'C’
N=BCNBC = N¢€gy
L=ABNA'B — Lecg

}:>M6g

Abbildung 5.2:
-

Wie dndert sich die Aussage des Satzes, wenn nicht alle fraglichen Geraden einen Schnitt-
punkt haben?

Beispiele

o AB||A'B" und AC }f A’C" und BC } B'C’ (vgl. Abbildung 5.3). Sei g die Ver-
bindungsgerade von M = AC N A'C’, N = BC' N B'C’. Dann lautet die Aussage:
9gllAB||A'B';

Begriindung: nach wie vor kann die Zeichnung als Grundrisszeichnung aufgefasst
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werden und g als Schnittgerade der Grundrissebene (durch A, B, C') mit der Ebene
A" B',C". Wegen A'B'||AB ist AB|| (Ebene durch A’, B’, C") und daher hat AB kei-
nen Schnittpunkt mit der Ebene durch A’B’C’. Also hat AB keinen Schnittpunkt
mit g und deswegen A’B’||g und damit schlieBlich AB||g.

e wenn AB||A’B" und AC||A’C’, dann muss auch BC||B'C" (Dies ist eine einfache
Konsequenz der Strahlensitze).

Abbildung 5.3:

Eine wichtige Variante hiervon ist

Satz 15. ("Kleiner Satz von Desargues”) Seien ABC und A'B'C’" zwei ebene Dreiecke,
so dass die Geraden AA'||BB'||CC", dann liegen die Schnittpunkte ABNA'B', ACNA'C’
und BC N B'C" auf einer Geraden g (vgl. Abbildung 5.4).

Beweis. Man fasse die Zeichnung als Grundriss eines Dreiecksprismas auf, das von den
drei parallelen Geraden f, g, h begrenzt wird, wobei A, A" auf f und B, B" auf g und C, C’
auf h liegen. Dann sind L, M, N auf der Schnittgeraden der Dreiecksebene E von ABC
und E’ von A’B'C’. Also liegen L, M, N auf einer Geraden. m
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Abbildung 5.4:

Bemerkungen:

"Perspektive Lage” ist hier ersetzt durch Lage auf drei Parallelen.

Auffallend ist die Analogie zwischen Parallelitdt und Schnitt.

Man sagt auch, dass sich die Geraden AA’, BB’ und C'C" im Unendlichen schneiden.

Mithilfe der projektiven Geometrie konnen alle Varianten als einzige Aussage for-
muliert werden!

Satz 16. (Pappos) Seien g und h zwei sich schneidende Geraden in der Ebene und Z =
g N h und seien sechs Punkte Ay, Ay, A3 € g und By, By, B3 € h gegeben. Dann sind die
Schmttpunkte Q12 — AlBQ ﬂAgBl, Q23 = A2B3 ﬂAgB2 und ng = AlBg ﬂAgBl kollinear
(vgl. Abbildung 5.5).

Beweis. Wihle Z als 0-Punkt des Koordinatensystems und identifiziere alle Punkte mit
Vektoren, also A; = v, By = w (linear unabhéngig), Ay = rv, A3 = sv (1,r, s paarweise
verschieden und in R) und entsprechend By = tw, Bs = uw (1,t,u paarweise verschieden
und in R). Dann ist einerseits

Q2 =v+ z(tw —v) = (1 — z)v + ztw,

und andererseits
Qo =w+ylrv—w)=(1—y)w+ yrov.
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Abbildung 5.5:

Wir vergleichen die Koeffizienten

l—x=yr l=yr+=x B _(t=1)(r—1)
wt zl—y}1:y+xt}:>y<T_1>_x<t_1)_ rt—1

weil die obigen Gleichungen auch

r+—1
—r =

r—1

implizieren. Ganz analog zeigt man:
—1)(u—1
Qiz = (l—avt+auw=(1-bw+bsv mit b(s—1)=alu—1)= -Dl-1) )(ul ),
su —
Qs = (—crv+cuw=(1-d)tw+dsv mit dt(s—r)=cr(u—t)
o4 7“(u—t)7 . t(s—r)7
sy —tr su — tr

Es gilt also
r(t—1) t(r—1)

EEarEY
s(u — u(s —
lez v
us — 1 us — 1
rs(u—1t ut(s —r
Qa3 = ( )U+ ( )w,
su —tr su —tr

woraus folgt
(us — tr)Qas = —su(rt — 1)Q12 + rt(us — 1)Q13
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und daher:
rt—1 Uus

-1
Qi3 = Qa3
us —rt us —rt

Die drei Punkte sind kollinear, weil

t—1 -1
r tus _q =

—su T =
us —rt us —rt

Satz 17. (Pappos) Die Aussage des Satzes bleibt erhalten, wenn g||h (vgl. Abbildung 5.6).

Abbildung 5.6:

Al A2 A3 g

v

Beweis. Ganz ahnlich wie bei Satz 15. O]

Was passiert, wenn z.B. A; Bs|| By As, also wenn gar kein Schnittpunkt Qo existiert (vgl.
vgl. Abbildung 5.7 und 5.8)7 Dann ist Q23Q13 || A1 B2, wie man entweder direkt nach-
rechnen kann oder wie wir in Kapitel 7 zeigen werden.
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Abbildung 5.7:
Al A, Az g

Abbildung 5.8:

\?1
Ay
Asz
; h
Bs g
B
— B,

Bemerkung: Alle diese Varianten konnen mithilfe von projektiver Geometrie komprimiert
in einer Aussage formuliert werden. Zum Abschluss formulieren wir noch eine allgemeine
Variante .

Satz 18. (Pappos, Pascal) Sei K ein Kegelschnitt und Ay, Ay, A3, By, Ba, Bs € K, so dass
Q12 := A1BoNAsB; und Q13 :== A1 B3 N A3By und Qa3 := AyBs N A3 By existieren. Dann
liegen QQ12, Q13 und Qo3 auf einer Geraden (vgl. Abbildung 5.9)

Bemerkung:

e Satz 15 ist ein Spezialfall von Satz 18, denn zwei sich schneidende Geraden sind ein
entarteter Kegelschnitt.

e Satz 18 kann auch allgemein in der Sprache der projektiven Geometrie formuliert
werden.

An dieser Stelle wird auf einen Beweis von Satz 18 verzichtet; man beweist ihn rechnerisch
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in projektiven Koordinaten.

Abbildung 5.9:

B B,

43



Kapitel 6

Affine und projektive Ebenen

Ziel dieses Kapitels ist die axiomatische Beschreibung der Geometrie in der Ebene. Dazu
werden Geraden und Punkte in der Ebene abstrahiert. Genauer ist P eine Menge von
Punkten und G eine Menge von ” Geraden”, wobei jedes g € G eine Teilmenge von P ist,
d.h. g CP.

Definition 2. Zwei Geraden g, h € G heiffen parallel, falls gNh =0 (leere Menge) oder
g = h. Wir schreiben in diesem Fall g || h.

Definition 3. (P, G) heifit affine Ebene, falls
(i) VP,QQ € P mit P# Q 3'g € G mit P,Q € g (Verbindungsaxiom);

(1)) Vg=G,YP € P he G mith| gund P € h.

(i1i) Es gibt vier Punkte, von denen je drei nicht kollinear sind (Reichhaltigkeitsaxi-
om).

Beispiele:

(i) Der R? mit seiner iiblichen Geometrie also P = {Punkte in R*} und G = {Geraden in R?}
ist eine affine Ebene der Ordnung ! oo.

!Der Begriff der Ordnung wird erst auf den folgenden Seiten definiert. Es empfiehlt sich an der ent-
sprechenden Stelle nochmals zu diesen Beispielen zuriickzukehren.

44
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(ii) Das kleinstmogliche Beispiel ist

als Punktmenge mit den Geraden wie in Abbildung 6.1 angedeutet mit genau drei

Abbildung 6.1:

Parallelenscharen. Dies ist eine affine Ebene, mit Ordnung 2.
Genauer ist hier
P = {P17P27P37P4}

und
g = {{P17P2}7{P1>P3}7{P17P4}7{P27P3}7{P27P4}7{P37P4}}'

Dann sind 1. und 3. aus der Definition offensichtlich erfiillt. Ist g = {zwei Punkte }
so wihlt man h = {andere zwei Punkte } und hat damit auch Eigenschaft 2. nach-
gewiesen.

Einige einfache Konsequenzen:

(i) Je zwei Geraden g, h sind parallel oder schneiden sich in genau einem Punkt. Denn

Abbildung 6.2:

h

<,

ist unmoglich wegen 1.
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(ii) Es gilt
a) Reflexivitit: Vg € G ist g || ¢ (klar)

b) Symmetrie: Vg, h € G folgt aus g || h, dass h || g (klar)
c) Transitivitiat: Vg, h,k € G folgt aus g || h und h || k, dass g || k

Man sagt daher, dass Parallelitit eine Aquivalenzrelation ist. Zum Nachweis von c)
sei g || hNA || k und wir nehmen an, dass g # k und g, h # 0, d.h. 3P € gNk. Dann
beséfle h durch P zwei Parallelen. Dies ist ein Widerspruch zu 2 aus der Definition.
Fiir g € G heifit P(g) = {h € G mit h || g} Parallelenschar.

(iii) Zwei verschiedene Parallelenscharen haben stets leeren Schnitt, denn haben P(g)
und P(k) keinen leeren Schnitt, dann sind g und k bereits parallel und daher P(g) =
P(k).

(iv) Es gibt mindestens drei verschiedene Parallelenscharen (vgl. Abbildung 6.3).
Begriindung: Wegen des Reichhaltigkeitsaxioms gibt es P, @, R € P, so dass P, Q, R
nicht auf einer Geraden liegen. Wegen des Verbindungsaxioms existiert eine Gerade
g mit P, () € g und eine Gerade h mit ), R € h und eine Gerade k mit @), R € k.
Weil P, @), R nicht auf einer Geraden liegen, gilt g # h # k # g und die drei Geraden
haben jeweils nicht-leeren Schnitt, sind also nicht parallel.

Abbildung 6.3:

e

Satz 19. Auf jeder Parallelenschar w liegen gleich viele Geraden. Ihre Anzahl (mdéglicherweise
o0 ) ist gleich der Anzahl der Punkte auf jeder Geraden.

Beweis. Seien P(g;) und P(g2) zwei verschiedene Parallelscharen. Dann ist ¢; } g» und
fir P € ¢13'h || go mit P € h. Andererseits existiert fiir i || go genau ein P € h N g;. Wir
erhalten also eine Bijektion g +— P(gz).

Das heifit g; und P(gs2) haben gleich viele Elemente. Es folgt, dass auf jeder Parallelenschar
gleich viele Elemente liegen, denn fiir P(g;) und P(g2) verschieden, existiert eine dritte
Parallelenschar P(g3) # P(g1), P(g2), also zwei Bijektionen.

P(g1) < g3 «— P(92)
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Ebenso liegen auf jeder Geraden gleich viele Punkte. Denn fiir g;, g2 gibt es g3 mit g3 }f ¢
und g3 } go und dann zwei Bijektionen

g1 < P(g3) +— g2

Wir haben also gezeigt, dass die Anzahl der Punkte auf einer Geraden gleich der Anzahl
der Geraden h einer Parallelenschar ist.

Definition 4. Diese Anzahl wird Ordnung der affinen Ebene genannt.

Abbildung 6.4:

Satz 20. Sei (P,G) eine affine Ebene der Ordnung n < oo. Dann hat (P,G) genau n?
Punkte und n® +n Geraden.

Beweis. Sei P(g) eine Parallelenschar. Dann liegen n Geraden in P(g) und auf jeder dieser
Geraden liegen n Punkte. Es gibt also insgesamt n? Punkte, weil alle Punkte der affinen
Ebene auf einer Geraden in P(g) liegen (Parallelenaxiom). Sei nun P € P ein fester
Punkt. Man zeigt leicht, dass durch P genau n + 1 Geraden gehen (Ubung!). AuBerdem
geht von jeder Parallelenschar genau eine Gerade durch P (Parallelenaxiom). Es gibt also
n+ 1 Parallelenscharen und in jeder Parallelenschar liegen n Geraden. Insgesamt sind das
n(n+1) = n? + n Geraden.

Bemerkungen:

(i) Es ist ein offenes Problem, welche natiirlichen Zahlen n als Ordnungen von affinen
Ebenen auftreten. Es ist nur bekannt, dass alle Primzahlpotenzen, d.h. n = p” mit
p prim und r € N auftreten. Es ist auch bekannt, dass keine affinen Ebenen der
Ordnungen 6 und 10 existieren. Bereits fiir Ordnung 12 ist die Existenzfrage bis
heute ungelost.
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(i)

(iii)

(iv)

Das genannte Axiomensystem reicht bei weitem nicht aus, um ”alle” Sétze der Geo-
metrie herzuleiten; nicht einmal die Sétze von Desargues und Pappos folgen daraus
(es gibt affine Ebenen wie die Moulton-Ebene, in der der Satz von Desargues nicht
gilt!).

Anwendungen in praktischen Problemen der Kombinatorik: Wie organisiert man
ein faires Skatturnier fiir neun Teilnehmer? Mit viel Aufwand kann man alle 3-er-
Kombinationen von Spielern gegeneinander antreten lassen; dann miissen insgesamt

9 9-8-7
= = 4
( 3 ) 1-2-3 8
Runden gespielt werden. Wenn man es aber auch als fair betrachtet, dass jeder

Spieler mit jedem anderen Spieler genau in einer Runde spielt, kann man affine
Geometrie verwenden:

Spieler «<— Punkte einer affinen Ebene der Ordnung 3

Runden +— Geraden in dieser Ebene.

Nach dem Verbindungsaxiom treten dann je zwei Spieler genau einmal gegeneinan-
der an. Es miissen aber nur 12 Runden gespielt werden!

Allgemeiner 16sen die affinen Ebenen der Ordnung n das Problem, einen "2 —
(n?,n,1)-Blockplan” zu konstruieren, d.h. eine Menge P mit n? Elementen (hier
die Punktmenge der affinene Ebene), dazu eine Menge B von ”Blocken” (= Unter-
menge von P) g mit jeweils n Elementen (hier die Geraden, also B = G), so dass zu
je 2 verschiedenen P, () € P genau ein g € B existiert mit P, Q) € g.

Solche Blockplidne gibt es keineswegs immer! Z.B. gibt es keinen 2 — (36,6, 1)-
Blockplan, was aber schwer zu beweisen ist!

Wir fithren nun eine Geometrie ein, in der es keine Parallelen gibt, d.h. bei der sich zwei
Geraden immer schneiden.

Definition 5. (P,G) heifst projektive Ebene, falls folgende Aziome erfiillt sind.

(i) Zu je zwei P # @Q € P gibt es genau eine Verbindungsgerade g € G mit P € g,

Qeyg.

(ii) Zu je zwei Geraden g # h € G ezistiert genau ein Schnittpunkt P € g N h.

(#1i) Das Reichhaltigkeitsaxiom wie in der affinen Ebene ist giiltig.
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Beispiele:

(i) Eine Kugel S, wo je zwei gegeniiberliegende Punkte als ein Punkt aufgefasst werden,

d.h.
P = {(P,Q)P,QeS; PQ liegen gegeniiber}
G = {Grofikreise}

Wir haben in Kapitel 3 gesehen, dass zwischen zwei verschiedenen (nicht gegeniiberliegenden)
Punkten genau ein Grofikreis existiert. Weiterhin wissen wir, dass zwei verschieden
GrofBkreise sich genau in zwei gegeniiberliegenden Punkten schneiden, also in einem
Element in P. Das Reichhaltigkeitsaxiom ist auch erfiillt (wéhle vier Punkte auf

einer Halbkugel, von denen je drei auf einem GroBkreis liegen). Es sind also alle
Axiome einer projektiven Geometrie erfiillt.

(ii) Man macht aus der affinen ”Minimalebene” eine projektive ”Minimalebene” , indem

man zu jeder Parallelenschar einen Schnittpunkt hinzunimmt. Die neuen Punkte
werden mit o gekennzeichnet (vgl. Abbildung 6.5).
Eine neue Gerade — — — — — wird ebenso benétigt, damit auch fiir die neuen
Punkte Axiom 1 erfiillt ist. Somit hat die Ebene jetzt 7 Punkte und 7 Geraden und
ist projektiv. Dies ist das kleinste Beispiel, weil nach dem Reichhaltigkeitsaxiom
vier Punkte wie im affinen Minimalbeispiel existieren miissen.

Abbildung 6.5:

(ili) Wie kann man allgemein aus einer affinen Ebene eine projektive Ebene machen? Sei
(P,G) eine affine Ebene. Wir wissen, dass G Vereinigung von Parallelscharen ist.
Fiir jede Parallelenschar 7 fiigt man einen neuen Punkt P, hinzu, d.h.

P’ .= P U{P, | m Parallelenschar in (P,G)}
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Jeder neue Punkt P, wird zu jeder Geraden g in der Parallelenschar 7 hinzugefiigt.
Weiterhin wird eine neue Gerade hinzugefiigt, die alle neuen Punkte P, enthélt,
(vgl. Abbildung 6.6), d.h. setze

g/::U{gU{Pﬂ}\gGW}U

™

{Pr}r
_
Die Punkte P, heilen Punkte im Unendlichen und die Gerade U heifit unendli-
che Gerade. Wir zeigen jetzt, dass (P’, G’) die Axiome einer projektiven Geometrie
erfiillen.

1. ist klar fiir P # () in urspriinglicher Punktmenge P. Fiir P € P und Q = P,
gibt es genau eine Gerade g in der Parallelenschar 7, die durch P geht. Daher
ist gU{P,} die eindeutige Gerade durch P und P,. Fiir zwei beliebige Punkte
im Unendlichen ist u die einzige Gerade, die die beiden Punkte verbindet.

2. stimmt, weil zwei urspriingliche Geraden jetzt einen Schnittpunkt haben und
jede urspriingliche Gerade v in genau einem Punkt schneidet.

3. ist ohnehin erfiillt, weil in der affinen Ebene erfiillt.

Man nennt (P’,G) auch projektiven Abschluss von (P,G). Wenn (P,G) eine
affine Ebene der endlichen Ordnung n war, dann hat (P,G) genau n? Punkte und
n+ 1 Parallelenscharen. Folglich hat der projektive Abschluff n? +n + 1 Punkte und
n? +n + 1 Geraden. Auf jeder Geraden liegen n + 1 Punkte.

Beispiel Die affine Ebene der Ordnung 3 wird zu einer projektiven Ebene mit 32+3+1 = 13
Punkten und 13 Geraden. Jede Gerade hat 4 Punkte.

Anwendung Organisation eines Doppelkopfturniers mit 13 Spielern. Doppelkopf wird in
Runden zu 4 Spielern gespielt.

Punkte <— Spieler
Geraden <+— Doppelkopfrunden

Nach Axiom i) treffen je zwei Spieler in genau einer Runde aufeinander. Es kann also ein
genau 13-rundiges Turnier organisiert werden.

Satz 21. Sei P = (P, G) eine projektive Ebene und u € G eine beliebige Gerade. Entfernt
man u und alle Punkte auf u, so entsteht eine affine Ebene. Formal formuliert, bedeutet
dies, dass (P',G") mit

P = P\u

G = {g\ulgoG\{u}}
eine affine Ebene ist. Auflerdem ist (P,G) der projektive Abschluss dieser Ebene.
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Abbildung 6.6:

Beweis. Wir iiberpriifen die Axiome fiir (P’,G’)

(i)

(i)

(iii)

Seien P # () € P’. Es gibt genau eine Gerade g € G mit P, € g. Daher ist g \ u
die einzige Gerade in G’, die P mit () verbindet.

Sei g \ u eine Gerade in G’ und P € P’. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass
P ¢ g\ u, denn sonst ist g \ u die eindeutige Parallele durch P. Sei @) := g Nu der
Schnittpunkt von g und u in P. Eine Gerade h durch P ist in (P’,G’) parallel zu g
genau dann, wenn der eindeutige Schnittpunkt von A und ¢ in u liegt (sonst gibt es
einen Schnittpunkt in (P, P’)), d.h. wenn h N g = {@}. Das ist nach Axiom 1. nur
fiir genau eine Gerade h erfiillt.

Seien P, Py, P3, P, € P, so dass je drei von diesen Punkten auf keiner Gera-
den liegen. Falls die vier Punkte alle nicht in u liegen, erfiillen diese Punkte das
Reichhaltigkeitsaxiom fiir (P’,G’). Andernfalls liegen maximal zwei dieser Punk-
te auf w. Wir konnen also annehmen, dass P, P ¢ u,P;, € u und P; kann,
muss aber nicht auf u liegen. Wir definieren P; := PP, N P,P;. Dann gilt we-
gen P, ¢ u,Py € uwund P, ¢ P,P;, dass P; ¢ u (vgl. Abbildung 6.7). Dartiber
hinaus definieren wird Py := PoP3 N P,P4 wegen Py, ¢ (P, € uw und P, ¢ PP
gilt dann P} ¢ u. Dann erfiillen Py, P, P;, P; das Reichhaltigkeitsaxiom fiir (P’, G').
Dazu muss noch iiberpriift werden, dass keine drei Punkte auf einer Geraden lie-
gen. Falls z.B. P;, Pj, P; auf einer Gerade liegen wiirden, dann wiére dies einerseits
die eindeutige Gerade von P, nach Pj, was P, € g impliziert, und andererseits die
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Abbildung 6.7:
P,

eindeutige Gerade von P, und Pj, was P; € ¢ impliziert. Also P, P3P, € g im
Widerspruch zur Annahme. Also ist (P’,G’) eine affine Ebene.
SchlieBlich gilt:

Parallelenscharen von (P, G’) &L Punkte auf u
Parallelenschar von ¢ \ u — gnNu
Geraden g \umit gNu=0Q <+— Q

Deswegen ist der projektive Abschluss von (P’,G’) genau (P, G)

]

Folgerung 1. Fiir jede endliche projektive Ebene P gibt es ein eindeutiges n € N, so dass
P genau n?+n+1 Punkte und n? —n+1 Geraden hat und auf jeder Geraden n+1 Punkt
liegen.

Definition 6. Die Zahl n heif$t Ordnung von P.
Dualitéatsprinzip in projektiven Ebenen Jede Aussage iiber Punkte und Geraden in ei-

ner projektiven Ebene kann man in eine ,duale Aussage” iiber Geraden und Punkte
ibersetzen:

Punkte e~ Geraden
Geraden «~ Punkte

Beispiel

e Zwei Geraden haben genau einen Schnittpunkt «~ Durch zwei Punkte geht genau
eine Gerade

e Drei Geraden gehen durch einen Punkt «~ Drei Punkte liegen auf einer Geraden
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Satz 22 (Dualitédtsprinzip in projektiven Ebenen). Zu jeder Aussage tiber projektive Ebe-
nen, die aus den Axiomen hergeleitet werden kann, gibt es eine duale Aussage, die ebenfalls
aus den Aziomen hergeleitet werden kann. Dabei miissen folgende Ersetzungen vorgenom-
men werden

Punkte —>  Geraden
Geraden — Punkte
Schnittpunkt — Verbindungsgerade

Verbindungsgerade +——  Schnittpunkt
Beweis. Die Axiome 1. und 2. sind dual zueinander. Das Axiom 3. ist zu sich selbst dual,

denn:
Es gibt vier Punkte , von denen keine drei auf einer Geraden liegen

Abbildung 6.8:

, = “ Es seien vier Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.
Von den Geraden aus Abbildung 6.8 gehen keine drei durch einen Punkt.

<=  Es gibt vier Geraden von denen keine drei durch einen Punkt gehen.

, <= “ Es seien vier Geraden g1, g2, g3, g4 gegeben, von denen keine drei durch einen
Punkt gehen. Dann definiere Py := g1 N g9, P := g2 N g3, P3 := g3 N g4, und
Py := g4 N gy (vgl. Abbildung 6.9).

Dann liegen von diesen Punkten keine drei auf einer Geraden.

Abbildung 6.9:
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Bemerkung: Auch endliche projektive Ebenen liefern Blockpline, ndmlich 2 — (n? + n +
1,n+1,1)-Blockpline, weil P insgesamt n? +n+1 Punkte enthélt, alle Blocke (=Geraden)
n+ 1 Punkte enthalten, und weil zu je zwei P # @) genau ein Block(=Gerade ¢) existiert,
die beide enthélt. n = 2 gibt den Plan fiir ein Skat-Turnier mit 7 Teilnehmern und
7 Runden, denn in endlichen projektiven Ebenen ist auch die Anzahl der Geraden =
n?+n+ 1.



Kapitel 7

Reelle projektive (Geometrie

Was passiert, wenn man als A den R? withlt und zur projektiven Ebene P erweitert? Par-
allelen Geraden muss also ein gemeinsamer Punkt hinzugefiigt werden. Parallele Geraden
werden in der x1, z9-Ebene beschrieben durch Gleichungen

ary +bra+c¢ =0 (g9)
ary +bry+ =0 (h)

Wir wenden nun folgenden Trick an: Betrachte A als die Ebene 23 = 1 im R®. Sei E, die
Ebene durch 0 und g und E; die Ebene durch 0 und h. Das heif3t

ary + bxz +cr3 = 0 (Eg)

a1+ bro + s =0 (Ep) } beides homogene lineare Gleichungen

Nun haben E,, Ej, im R? eine gemeinsame Schnittgerade [, gegeben durch z3 = 0 (vgl.
Abbildung 7.1) und axq+bxs = 0. Diese Schnittgerade [ wird ein neuer ”unendlich ferner”
Punkt auf g und h.

Man kann P also auffassen als

Punkte von P = Punkte in {x3 =1} u {Geraden in 2325 Ebene durch den Ursprung}

~~
Punkte in A Parallelenscharen in A

Beachte, dass es eine Bijektion

Punkte in {z3 =1} — {Gerade durch Ursprung, die nicht in der z322 — Ebene liegen}
P <+— Gerade durch v und P

gibt und somit auch folgende Beschreibung von P moglich ist.

Punkte von P = {R&umliche Gerade durch Ursprung}

25



KAPITEL 7. REELLE PROJEKTIVE GEOMETRIE o6

Abbildung 7.1:

Ebenso kann man die Geraden in P beschreiben durch
Geraden von P = {Geraden von A} U {unendlich ferne Gerade}
und die Bijektion

{Geraden von A} = {Geraden in z3 = 0} <+— Ebene durch den Ursprung ohne ;25 — Ebene
g <— Ebene durch u und ¢

ausnutzen um einzusehen, dass

Geraden von P = {Rdumliche Ebenen durch Ursprung}

Man sieht leicht ein, dass die Axiome einer projektivern Geometrie erfiillt sind. Man nennt
P auch reelle projektive Ebene.

Wir kommen nun zur Beschreibung von P durch Koordinaten.

Definition 7. Auf R} wird eine Aquivalenzrelation definiert durch

($1,$27l’3) ~ (ylvyZay3) =
dr e R,r #£0 mit re; =vy; firi=1,2,3.

Die Aquivalenzklassen [x] = [x1, 72, 23] entsprechen den Geraden durch 0 (1-dimensionale
Unterrdume von R?) — aber ohne 0! — und sind die Punkte der projektiven Ebene P =
P%(R). Geraden bestehen dann aus den Punkten [z] mit € Ebene E durch den Nullpunkt,
d.h. sie entsprechen 2-dimensionalen Untervektorriumen des R%. Entfernt man die Ebene
r3 = 0 («— projektive Gerade u) des R, hat man nur noch Punkte [z] = |21, 2o, 3] mit

x3 # 0. Aus diesen Aquivalenzklassen kann man immer einen Reprasentanten — (1, 22, 3)
T3
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auswihlen, also ein (z, x5, 1). Man kann diese Punkte also als Punkte der affinen Ebene
A mit Koordinaten z/, z}, ansehen.

Wir verifizieren nun die Axiome der projektiven Geometrie: zwei Punkte [z] # [y] € P
entsprechen zwei Unterrdumen

< x > <y >C R3 die zusammen einen zweidimensionalen Unterraum E =< z,y >
erzeugen, der in P eine Gerade beschreibt. Entsprechend: Zwei verschiedene zweidimensio-
nale Unterriume des R? (+— Geraden in P), gegeben durch zwei homogene Gleichungen

a1y + by + crx3 =0;
asx1 + boxo + cox3 =0

haben als Schnitt einen eindimensionalen Unterraum (<— Punkt des P).

An dieser Situation kann man wieder die Dualitdt aus Satz ??7 studieren: Die beiden
Geraden lassen sich durch [ay, by, ¢1] und [ag, be, c2] beschreiben (auch hier kommt es auf
gemeinsame Faktoren nicht an!), schneiden sich in einem Punkt [x7, 29, z3]. Man kann die
Gleichungen aber auch so lesen: Die durch [zq, x2, 23] gegebene Gerade, ndmlich

{[€1, &2, &) € P | 2181 + 298 + w383 = 0},

lauft durch die Punkte [aq, by, ¢1] und [ag, bs, cs].

Die so verwendeten Koordinaten heilen homogene Koordinaten (bei denen es auf
Multiplikation mit gemeinsamen Faktoren ungleich Null nicht ankommt).

Bei Festlegung der affinen Ebene A C P heilen die hinzuzunehmenden Punkte [z, 23, 0]
die unendlich fernen Punkte; sie bilden zusammen die unendlich ferne Gerade
T3 = 0.

Achtung: Man kann jede projektive Gerade u C P zur unendlich fernen Gerade machen,
denn P\u ist immer eine affine Ebene.

Satz 23. Der Ubergang zwischen zwei affinen Ebenen Ay, Ay C P wird geometrisch durch
eine Zentralprojektion beschrieben (in Koordinaten durch eine gebrochen—lineare Ab-
bildung).

Beweis. Seien A, in P realisiert durch x5 = 0 und A; z.B. durch axy + bxs + cx3 =0, a
und b nicht beide gleich Null (im Bild 7.2 beide von der Seite als Geraden gezeichnet).
Die Zentralprojektion von A; auf Ay mit Zentrum 0 vermittelt eine wohldefinierte
Punktabbildung

Al — Ay [z] — [7]

mit Ausnahme von zwei Féllen: wenn [z] unendlich ferner Punkt fir A, ist (kein Bild in
Ay) oder wenn [y| unendlich ferner Punkt fiir A, ist (kein Urbild, vgl. Zeichnung (BILD
7). O
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Abbildung 7.2:

. e
e

0

(2

[x]
¥

Satz 24. Bei einer Zentralprojektion Ay — Ay werden Geraden auf Geraden abgebildet
(Ausnahme: wenn die unendlich ferne Gerade im Spiel ist!) und auf den abgebildeten

Geraden bleibt das Doppelverhdltnis der Abstinde zwischen vier Punkten erhalten, d.h.
also (vgl. Abbildung 7.3):

|PLPs|  |PyPs _ |Q1Q3] |Q20Q3]
|PLR|  |PoPy| |Q1Q4]  |Q2Q4]

Abbildung 7.3:
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Beweis. Wenn das Projektionszentrum 0 ins Unendliche riickt, wird die Zentralprojektion

zu einer Parallelprojektion. Wenn nicht, argumentiert man mit dem Sinussatz 1.2 (vgl.
Abbildung 7.4):

|P1P3’ = Silclg sin a3
n und ganz entsprechend fiir | Py Ps|, | PPy,
|P1P4’: ; SiIlOé14
sin

sin «v sin «v
D.h. die linke Seite im Doppelverhéltnis wird zu — B2 héngt iiberhaupt nicht
SN (vy4 SIN Qg

Abbildung 7.4:

mehr von der Lage von g ab, bleibt darum auch fiir die @); gleich! O
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Satz 25. FEllipse, Hyperbel und Parabel gehen durch Zentralprojektion auseinander hervor
(vgl. Abbildung 7.5).
Abbildung 7.5:

Ap
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Kegel
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Hyp



