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1 Konvergenz. Periodische Dezimalbriiche

Notationen. N bezeichnet hier iiberall die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,...,
Z die Menge aller ganzen Zahlen ..., —2,—1,0,1,2,3,...,

Q die Menge aller rationalen Zahlen =, m,n € Z, n #0,

R und C die Mengen der reellen bzw. komplexen Zahlen.

Definition 1.1 Eine Folge (a,)nen, also ay,as,as, ..., von (hier zundchst rationalen)
Zahlen heif§t , konvergent” gegen den ,,Limes” oder ,,Grenzwert” a , geschrieben

lim a, = a,

n—oo

wenn fiir jedes (noch so kleine) € > 0 eine Schranke N (e) existiert (die i.a. um so gréfier
ausfallen wird, je kleiner man € wdhlt), so dass

la, —a| <e firalle n> N(e).
Anders gesagt: In jeder noch so kleinen ,,e—Umgebung” von a
{reR||jx—al<e} ={reR|a—ec<zx<a+t+e} =]a—¢c,a+¢]

liegen ,,fast alle” Folgenglieder (Mathejargon fir ,,alle bis auf endlich viele”, hier also mit
der maoglichen Ausnahme der a,, , fir die n < N(g) ).
Wenn es kein a gibt, gegen das die Folge konvergiert, heifit die Folge ,,divergent”.

Beispiele. 1. Konstante Folgen, bei denen also a,, = a fiir ein festes a und alle n ist, sind

natiirlich gegen a konvergent.
2. a, = % konvergiert gegen 0, weil man jedes noch so kleine ¢ > 0 mit einem 1/N

unterbieten kann und darum hat man

n>N = [0—a,|=—<—=<c¢.

1
N

S|

3. Ebenso konvergiert a,, := (—1)"/n gegen 0.

4. a, := (—1)" divergiert, denn bei einer konvergenten Folge miissten die Abstédnde der
Folgenglieder |a, — a,,| untereinander fiir hinreichend grofie n,m > N beliebig klein
werden, damit sie in eine gemeinsame e-Umgebung passen, und das ist hier offensichtlich
nicht erfiillt (Light—Version des Cauchyschen Konvergenzkriteriums).

5. Aus dem gleichen Grund divergiert die Folge a, := 0", wenn b > 1, denn schon der
Abstand zweier benachbarter Folgenglieder wird a,1 — a, = (b — 1)a,, > b — 1. Durch
Induktion erhélt man sogar a, > n(b— 1), die Folge wéchst also iiber alle Grenzen.

6. Geht man in Beispiel 5 zu 1/b iiber, so folgt daraus umgekehrt (zunéchst fiir positive
q := 1/b, dann aber ebenso fiir die {ibrigen): Wenn —1 < ¢ < 1, dann konvergiert a,, := ¢"
gegen (.

Dieses Beispiel ist der Angelpunkt fiir die Behandlung der geometrischen Reihe:
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Satz 1.1 Se:r —1 < q < 1. Dann ist

> n 1_ n+1 1
gt g e = 3od =t 3 = i T =
k=0 k=0 q q

Uber das oben gesagte hinaus muss man zum Beweis eigentlich nur Satz 2.4 in [EMI], letzte
Formel, kennen und iiber konvergente Folgen (a,),en wissen, dass fiir alle Konstanten b
und c gilt

lim (b +a,) = b+ lim a, |, lim ca, = c lim a, .
n—oo n—oo n—oo n—oo

Mit diesem Satz ist die Bedeutung und die Berechnung des Werts periodischer Dezimal-
briiche klar:

0,b1by . bgbiby . bibiby ... = (b110F7 4 0210872 4 . 4 b) 1075 Y 107 =
n=0
= (010" #1072+ ...+ b )L_k = (by10" 7t 4 bo10F 2 4 ...+ D );
' ? IR ' 2 T

Sie stellen also rationale Zahlen dar, deren Nenner (in ungekiirzter Form) eine Zahl mit &
Ziffern 99...9 ist. Diese Nenner sind alle teilerfremd zu 10, und umgekehrt gilt:

Satz 1.2 Sei d € N teilerfremd zu 10. Dann gibt es ein k € N mit d | 10 — 1. Somit
kann 1/d als unendlicher Dezimalbruch mit Periode k geschrieben werden.

Die Behauptung des Satzes lasst sich in Form der Kongruenz
10* —1=0mod d oder 10* =1 mod d

schreiben und beruht auf einem Satz der Zahlentheorie und Algebra, der sogar noch mehr
sagt: Ein minimal gewéhltes k ist Teiler der Anzahl ¢(d) aller zu d teilerfremden natiirlichen
Zahlen zwischen 1 und d—1. Etwas elementarer kann man folgendermaflen argumentieren:
Da es nur endlich viele Restklassen in Z/dZ gibt, muss es Exponenten m < n geben, fiir
die 10™ = 10" mod d ist. Mit k := n —m ist also 10* - 10™ = 10™ mod d, und da 10
und alle Zehnerpotenzen teilerfremd zu d sind, kann man in dieser Kongruenz durch 10™
dividieren und daraus 10 = 1 mod d ableiten (dhnlich wie im Beweis von [EMI], Satz 7.2
16st man die Kongruenz 10™z = 1 mod d).

Ubergang von 1/d zu ¢/d éndert die Ziffernfolge, aber nicht die Periodizitit. Damit ist
die Natur der Dezimalbruchentwicklungen in den beiden Extremfillen, dass der Nenner
d Teiler einer Zehnerpotenz ([EMI], Satz 8.2) oder teilerfremd zu 10 ist ([EMI], Satz 9),
geklirt. Was passiert in ,,gemischten” Féllen?

Satz 1.3 Sei d = dids € N mit Faktoren dy | 10™ und (ds,10) = 1. Dann gibt es
r,y €L mit



denn dy,ds sind teilerfremd und darum ist xds + yd; = 1 ganzzahlig l6sbar. Fiir den
Dezimalbruch 1/d bzw. allgemeiner ¢/d heiit das: Die Periodizitét ist nach wie vor gegeben,
die Periodenlénge hiingt nur von dem Faktor ds ab, aber es mag eine Vorperiode geben,
d.h. der Dezimalbruch ist nicht notwendig gleich hinter dem Komma periodisch.

Mit abbrechenden Dezimalbriichen rechnet es sich leicht, da man einfach nur mit Zehner-
potenzen multiplizieren muss, um die Rechnungen auf das Rechnen mit ganzen Zahlen
zuriickzufiihren. Bei nicht abbrechenden Dezimalbriichen kdmpft man mit zwei misslichen
Problemen: Erstens ist die Dezimalbruchdarstellung rationaler Zahlen nicht eindeutig, wie
das Beispiel

1 = 1,000... = 0,9999...

zeigt, zweitens steht man vor dem Problem, mit welcher Stelle man die gewohnten Algo-
rithmen, die man aus der Schule fiir Grundrechenarten kennt, beginnen soll:

0,7777...-0,8888... rechnet man sicherheitshalber doch besser als g . %. Bei nicht—
periodischen unendlichen Dezimalbriichen fehlt natiirlich auch diese Moglichkeit. Warum

man auch diese braucht, werden wir gleich sehen.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei angefiigt, dass alles, was wir hier fiir das Dezimalsystem
getan haben, entsprechend auf andere g—adische Stellenwertsysteme iibertragbar ist.

2 Reelle Zahlen. Vollstandigkeit

Definition 2.1 Man nennt ein Folge (a,)nen von (zundchst einmal) rationalen Zahlen
eine ,,Cauchyfolge”, wenn fir alle noch so kleinen ¢ > 0 eine Schranke N = N(¢)
existiert, so dass fir alle n,m > N gilt

la, —an| <e.

Anschaulich heifit das, dass die Folgenglieder mit wachsendem Index immer dichter liegen.
Oben wurde bereits erwahnt, dass alle konvergenten Folgen Cauchyfolgen sind. Ein weiteres
Beispiel bilden alle unendlichen Dezimalbriiche, und zwar in folgendem Sinn: Sei b, €
{0,1,...,9} eine feste Ziffernfolge mit Indizes k¥ € N — wir diirfen auch k& = 0 und endlich
viele negative Indizes zulassen, um Dezimalbriiche mit Vorkommazahlen einzuschlieen —
und die Folge a,, definiert durch die abbrechenden Dezimalbriiche a, := >, . b:107%,
dann wird diese Folge in der Tat immer dichter, wie man an der Abschiitzung

la, — am| = Z bel07F < 100™ < 107N furalle n>m>N.
k=m+1

Da wir jedes noch so kleine ¢ > 0 durch ein solches 10~ unterbieten kénnen, bilden die
a, eine Cauchyfolge. Konvergiert diese Folge? Ja, wenn die Ziffernfolge by, periodisch wird,
vgl. die Sétze [EMI], 8.2 und 9.1. Wenn die Ziffernfolge nicht periodisch wird, konvergiert



die Folge jedenfalls nicht in unserem bisherigen Zahlbereich Q. Da solche Dezimalbriiche
in der ,,Natur” der Geometrie oder Analysis aber vielfiltig gebraucht werden, besteht wie-
der einmal die Notwendigkeit, zu einem gréfleren Zahlbereich {iberzugehen, und zwar jetzt
zu dem Korper R der reellen Zahlen. Reelle Zahlen darf man sich wie auf der Schule als
die Menge aller + Dezimalbriiche vorstellen, abbrechend oder unendlich, periodisch oder
nicht—periodisch. Zur Definition eignet sich diese Vorstellung nicht besonders gut, weil
(s.0.) mit unendlichen Dezimalbriichen schlecht zu rechnen ist, und weil offenbar gewisse
Identifikationen vorgenommen werden miissen, also wieder eine Klassenbildung beziiglich
einer geeigneten Aquivalenzrelation. Wenn man das schon tun muss, kann man auch gleich
als Grundmenge alle Cauchyfolgen rationaler Zahlen nehmen und zwei solche Folgen als
dquivalent bezeichnen, wenn ihre Differenzfolge gegen 0 konvergiert — man denke etwa an
die oben benutzten Folgen abbrechender Dezimalbriiche. Diese kann man dann gliedweise
addieren und multiplizieren (in der Tat ein Verfahren, auch fiir unendliche Dezimalbriiche
Rechenoperationen einzufiihren, indem man sie durch Folgen abbrechender Dezimalbriiche
approximiert), Anordnungen und Betréige einfithren und auch wieder Folgen und Kon-
vergenz diskutieren. Miithsam, vor allem weil jedesmal auch ,,wohldefiniert” nachgepriift
werden muss!

Das Programm zur Konstruktion des Korpers R der reellen Zahlen sieht also so aus:

1. Man definiere C' als die Menge aller Cauchyfolgen in Q. Beziiglich gliedweiser Addition
und Multiplikation bildet C' einen Ring. (Stellen Sie sich C' als Folgen immer langerer
endlicher Dezimalbriiche vor!). Auf C' definiert man eine Aquivalenzrelation durch

(an) ~ (b,) = lim(a, —b,) =0

((as) und (b,) unterscheiden sich also nur um eine Nullfolge) und definiert R als die Menge
aller Aquivalenzklassen, kurz C'/ ~. (Bei Dezimalbriichen werden dadurch z.B. 1,0000. ..
und 0,9999. .. identifiziert.)

2. Nun miissen auf R die algebraischen Operationen eingefiihrt werden, indem man re-
prasentantenweise die Operationen ,,+” und ,,-” verwendet. (Bei Dezimalbriichen wird
also Addition und Multiplikation auf den abbrechenden Dezimalbriichen benutzt sowie
die Tatsache, dass wieder konvergente Folgen entstehen.) Natiirlich muss wieder einmal
gezeigt werden, dass die Definition wohldefiniert ist, d.h. unabhingig von der Wahl der
Représentanten ist.

3. Dieses so konstruierte R ist mit seiner Addition und Multiplikation ein Korper. Die
Giiltigkeit der Ringaxiome ist dabei sehr leicht nachzurechnen: Zum Beispiel ist die Korper—
1 die Aquivalenzklasse der Cauchyfolge (1,1,1,1,...), die Koérper-0 wird représentiert
von (0,0,0,0,...), aber ebensogut von jeder anderen Nullfolge. Die einzige Schwierigkeit
besteht im Nachweis, dass jedes a # 0 multiplikativ invertierbar ist — das stimmt in C
nadmlich nicht! Hier muss man also zeigen: Wenn (a,,) € C' keine Nullfolge ist, gibt es eine
Cauchyfolge (x,), welche (a,z,) ~ (1,1,1,1,...) erfiillt. Knifflig!

4. Nun muss man Ungleichungen und Betrige auf R einfiithren und die Giiltigkeit der



Anordnungsaxiome nachweisen. Natiirlich wieder représentantenweise:
(a,) > (bn) &  a,>0b, firfastalle n, (a,—0b,) keine Nullfolge.
Achtung: Auf die letzte Bedingung darf man nicht verzichten, wie folgendes Beispiel zeigt:

1>0,1,0>0,9, 1,00 > 0,99, 1,000 > 0,999, ..., aber 1,0000...=0,9999...

5. Ebenso wie auf Q werden jetzt Cauchyfolgen in R definiert, reprisentiert natiirlich
durch Folgen (a;,)ien von Cauchyfolgen (die wir nach wie vor mit n indizieren). Grofles
Ziel ist jetzt zu zeigen: In R kovergieren alle Cauchyfolgen. Wie kann man sich nun einen
Limes lim; ,o.(a;,)ien fiir diese Doppelfolge verschaffen? Der miisste ja auch wieder re-
préasentiert sein durch eine Cauchyfolge in Q . Eine naheliegende Idee ist, die Diagonalfolge
(ai;)ien als Kandidaten fiir den Limes zu nehmen, aber man iiberzeugt sich leicht, dass
es Gegenbeispiele gibt, in denen diese Folge keine Cauchyfolge ist. Diese Idee funktioniert
nur, wenn erstens fiir alle ¢ die Folgen (a;,)nen schnell genug ,,verdichten”, wenn also
etwa |a;, — a;pnt1] < 27" ist (das kann man durch Ubergang zu einer #quivalenten Folge
erreichen, muss man aber beweisen!) und zweitens die Doppelfolge (a;,)ien schnell genug
verdichtet, d.h. wenn etwa |a;, — ait1,] < 27" fiir alle 7 und n. Auch dies kann man
erreichen und damit zeigen, dass dann die Diagonalfolge in C' liegt und alle gewiinschten
Eigenschaften hat.

Es gibt noch andere Moglichkeiten, die reellen Zahlen aus den rationalen zu konstruieren,
und diese haben alle ihre Vor— und Nachteile. Insgesamt gilt leider der Erhaltungssatz
der mathematischen Schwierigkeit: Es gibt keinen einfachen Weg. Wir begniigen uns, das
Endresultat axiomatisch zu beschreiben.

Satz 2.1 Es gibt einen (im wesentlichen sogar eindeutig bestimmten) Korper R, der

e (natiirlich) Elemente 0 und 1 sowie Operationen ,,+” und ,,-” besitzt, welche die
Korperaxiome erfiillen,

e cine Anordnung besitzt, welche vertrdglich ist mit den Koérperoperationen, d.h. die
Figenschaften aus [EMI], Satz 8.1 erfillt, in dem insbesondere auch Betrag und Ab-
stand wie in [EMI] Def. 8.2 eingefiihrt werden konnen,

e in dem alle Cauchyfolgen konvergieren.

Die letzte Eigenschaft nennt man Vollstindigkeit. Dieses Axiomensystem hat — anders als
das von Ringen oder Korpern — nicht den denkékonomischen Sinn, viele verschiedene Mo-
delle gleichzeitig zu beschreiben, sondern es dient dhnlich wie das Peano-Axiomensystem
der natiirlichen Zahlen eher der Klarung der Grundlagen. Einige besondere Eigenschaften
der reellen Zahlen (die alle auf Q NICHT zutreffen, ausprobieren!) seien angefiigt. Nach
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oben beschrdinkt heifit eine Menge U C R, wenn ein S € R existiert mit z < S fiir alle
x € U, und S heit dann obere Schranke fiir U ; entsprechend definiert man, was nach
unten beschrdnkt bzw. (in beide Richtungen) beschrdnkt sein soll und was ,,beschrankt” fiir
Folgen bedeutet.

Satz 2.2 Im Korper R der reellen Zahlen gilt:

1. Monoton wachsende und nach oben beschrdnkte Folgen
a1 < as < az < ... konvergieren.

2. Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

3. Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Untermenge U C R besitzt eine kleinste obere
Schranke.

4. Jede Intervallschachtelung definiert eine eindeutig bestimmte Zahl a € R..

Unter Intervallschachtelung versteht man eine Folge (endlicher) reeller Intervalle
I, == lan,by) = {r€eR|a, <z <b,} mit
LD, DI3D ... dh a;<a;<...<b3<by <l und lim(b, — a,) =0

Es gibt noch eine weitere Eigenschaft, in der sich R grundlegend von Q unterscheidet,
namlich in der Anzahl der Elemente, bei unendlichen Mengen Mdchtigkeit genannt.

Definition 2.2 FEine unendliche Menge M heif$t ,,abzdhlbar”, wenn eine surjektive Abbil-
dung f: N — M existiert, andernfalls ,,iberabzihlbar”.

Man konnte ,,abzdhlbar” auch dahingehend umformulieren, dass man die Elemente von
M durchnummerieren kann bzw. als Folge aufschreiben wie z.B. die geraden natiirlichen
Zahlen 2,4,6,8,... oder — schon etwas erstaunlicher — Z = {0,1,—-1,2,—-2,3,-3,...}.
Weit verbliiffender ist ein Faktum, das etwa um 1900 von GEORG CANTOR entdeckt wurde
und damals heftige philosophisch—theologische Kontroversen ausgelost hat:

Satz 2.3 Q st abzdhlbar und R ist diberabzdihlbar.

Zum Beweis der ersten Aussage geniigt es, die rationalen Zahlen durchzunummerieren. Wir
beschrénken uns darauf, das fiir die positiven rationalen Zahlen zu tun; um es auf ganz Q



auszudehnen, verwende man den gleichen Trick wie oben fiir Z . Folgendes Schema (das
,,1. Cantorsche Diagonalverfahren”) zeigt, wie man vorzugehen hat.

1 — 2 3 — 4
v f v

1 2 3

2 2 2

I/ v S

1 2 3

3 3 3
v f

1 2

4 4

%f

5

Uberzihlige Briiche wie % oder % darf man natiirlich weglassen.

Das ,,2. Cantorsche Diagonalverfahren” liefert einen Widerspruchsbeweis: Angenommen,
R wiére abzahlbar, man konnte also die reellen Zahlen durchnummerieren. Dann konnte
man erst recht die Zahlen zwischen 0 und 1 durchnummerieren, als Dezimalbriiche also in
der Form

a; = 0,a11012013 . ..

as = O, A91A220930924 . . .

a3 = 0,a31032833034035 - - -
ay = 0,a41042043844045 . . .

schreiben mit Ziffern a;; € {0,1,2,...,9}. Zum Nachweis, dass dadurch keinesfalls alle
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 erfasst werden, betrachte man einfach eine Zahl b :=
0, b1babsby . .. zwischen 0 und 1, die man nur so wéhlen muss, dass keine Ziffer b; mit der
entsprechenden Diagonalziffer a;; von a; (oben fett gedruckt) iibereinstimmt; fiir diese ist
offenbar b # a; fiir alle j. O

3 Stetigkeit

Definition 3.1 f: [a,b] — R bezeichne eine reellwertige Funktion auf dem reellen (ab-
geschlossenen) Intervall [a,b] == {x € R | a < a < b} (stets mit a <b). f heifit , stetig”
im Punkt xy € [a,b], wenn fir jedes (noch so kleine) € >0 ein § = () ewistiert mit der
Eigenschaft

|f(x) — f(zo)] <€ fiir alle x € |a, b mit |lx — 2o < 0

f heifst | stetig”, wenn es in jedem Punkt seines Definitionsbereichs stetig ist. Ist die Ste-
tigkeitsbedingung nicht erfillt, heifst f , unstetig” (ggf. in o).

8



Bemerkungen und Beispiele. 1. Anschaulich heifit stetig einfach, dass kleine Anderungen
im Argument nur kleine Anderungen in den Funktionswerten bewirken. Versucht man,
diese Vorstellung mathematisch zu prézisieren, wird man nahezu zwingend auf die obige
Definition gefiihrt.

2. Konstante Funktionen sind stetig, ebenso die Funktion f(x):=x.

3. Die Gaujfische Treppenfunktion
r— [z] ;= grofte ganze Zahl <z

ist unstetig in allen xy € Z, stetig in allen z¢ € Z.

4. f ist unstetig in xo, wenn ein € > 0 existiert, so dass fiir jedes (noch so kleine) ¢ > 0
ein x im Definitionsbereich existiert mit

|z — o] <9 und |f(z) — f(xo)] > € (warum??)

5. Summen und Produkte stetiger Funktionen sind wieder stetig; insbesondere sind al-
le Polynomfunktionen z + a,2™ + ap,_12" ' + ... + a1x + ap mit reellen Koeffizienten
ag, ay, ...,a, € R stetig. Quotienten stetiger Funktionen sind stetig, soweit die Nenner-
funktionen keine Nullstellen haben.

6. Eine anschaulichere Formulierung der Stetigkeit ist das Folgenkriterium

f stetigin xy <= lim f(z)= f(zo) ,

Tr—IQ

setzt allerdings die Einfiithrung des Limes von Funktionen voraus:

Definition 3.2 lim,_,,, f(x) = a heifit: Fir jede Folge (z,) im Definitionsbereich von
f mit der Eigenschaft lim, ., x, = o konvergiert auch die Bildfolge (f(x,)), und zwar
gegen a .

Im Fall der Stetigkeit stimmt dieser Limes also mit dem Funktionswert f(zg) iiberein.
Es sei aber ausdriicklich angemerkt — wir werden im néchsten Abschnitt davon Gebrauch
machen —, dass wir nicht immer voraussetzen, dass zy zum Definitionsbereich von f gehort.

7. Alle bisherigen Aussagen sind hier ohne Beweis vorgestellt worden und moégen darum
den Eindruck erwecken, der Umgang mit Stetigkeit sei sehr einfach. An einem Beispiel sei
erldutert, dass dieser Eindruck irrefithrend ist: Wir betrachten fiir alle n € N die stetigen
Funktionen f, : [0,1] — R : z — z". Diese konvergieren punktweise gegen eine Grenz-
funktion f :[0,1] — R : x + lim, . fu(x), aber die Grenzfunktion f ist nicht stetig,
namlich 0 fir z <1 und 1 fiir x =1.

Die meisten von der Schule her vertrauten Funktionen sind stetig. Dass Stetigkeit nicht
nur eine lokale Figenschaft ist, d.h. bedeutsam fiir das Verhalten der Funktion in kleinen
Umgebungen von zq, sondern globale Auswirkungen hat, macht sie so wichtig und duflert
sich in zwei zentralen Aussagen.



Satz 3.1 (Satz vom Maximum und Minimum) Jede stetige Funktion f: [a,b] — R
nimmt thr Maximum und ihr Minimum an, d.h. es gibt Argumente m, M € [a,b] mit der

FEigenschaft, dass f(m) < f(x) < f(M) fir alle z € [a,b].

Satz 3.2 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem y zwi-
schen f(a) und f(b) ein Argument x € [a,b] mit y = f(x).

Beide Sétze werden (ziemlich leicht) z.B. mit Hilfe von Intervallschachtelungen bewiesen.
Beide wéren falsch ohne die Vollstandigkeit von R.: Man ersetze z.B. R durch Q und suche
dann eine Nullstelle von f(x) := 2 — 2 im Intervall [0,2].

4 Differenzieren

Motiviert durch die Physik (Ubergang von der Durchschnittsgeschwindigkeit zur Momen-
tangeschwindigkeit) oder durch die Geometrie (Ubergang von der Sekantensteigung zur
Tangentensteigung) fithrt man den Begriff Ableitung oder auch Differentialquotient einer
Funktion ein.

Definition 4.1 f: [a,b] = R heifst ,,in o € [a,b] differenzierbar”, wenn der Limes

o flx) = flxo) . flwo+h)—flxe) = _df
R L n = o) =5 5 (@)

existiert. f heifSt | differenzierbar”, wenn f in jedem Punkt seines Definitionsbereichs dif-
ferenzierbar ist, und ,,stetig differenzierbar”, wenn f’ eine stetige Funktion im Definitions-
bereich von f wird.

Bemerkungen, Beispiele, einfache Ableitungsregeln. 1. Differenzierbare Funktionen
sind stetig. Stetige Funktionen sind i.a. nicht differenzierbar, Beispiel f(z) = |z| in 2o = 0.

2. Konstante Funktionen f(z) = ¢ sind differenzierbar mit f’(z) = 0, die Funktion
f(z) = x ist differenzierbar mit f'(z) =1.

3. Seien f und ¢ differenzierbar auf [a,b] und ¢ € R eine Konstante. Dann sind
f+g, f-g,cf differenzierbare Funktionen auf [a,b], und zwar gilt

(f+g)=f+g, (cfY=c-f, (fo)) =Ffg+df

(letztere Formel ist die sogenannte Leibnizregel oder Produktregel). Auflerhalb der Nullstel-
len von g ist auch é differenzierbar, und zwar gilt dann die Quotientenregel

1\’ g N fo-df
Gt (-
g g g g
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4. Aus 2. und 3. folgt jetzt (2") = na""! zunichst fiir alle n € N durch vollstandige
Induktion, und daraus dann fiir alle n € Z durch Ubergang zum Reziproken, schliellich
die iiblichen Regeln fiir das Ableiten von Polynomen und rationalen Funktionen.

5. Die Kettenregel: Seien f differenzierbar auf [a, b] und ¢ differenzierbar auf

le,d] C f(]a,b]). Dann ist auch g o f differenzierbar auf [a, b] , und zwar ist

(go f)(x) = ¢(f(z)) - f'(z). Den letzten Faktor nennt man die innere Ableitung der
zusammengesetzten Funktion. Beispiel:

(22 +1)°)" = 52+ 1)*- 22

6. Wenn f differenzierbar ist auf [a,b] und tiberall f' > 0 oder f’ < 0 erfiillt, existiert
auf dem Bildintervall eine Umkehrfunktion g mit g o f = id. Diese ist differenzierbar mit
Ableitung

1
Beispiel: Fiir g(y) = /v, f(x) =a", ist
1 1 1 2
/ _ _ _ .1
gy = —= —— .

Satz 4.1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) f:[a,b] — R sei differenzier-
bar. Dann gibt es ein £ €la,b:={zx € R |a < x < b} mit der Eigenschaft

Den Beweis fithren wir zunéchst fiir den Spezialfall f(a) = f(b) =0 (auch Satz von Rolle
genannt): Wenn f = 0, ist die Behauptung evident, also diirfen wir z.B. voraussetzen, dass
f positive Werte annimmt, somit nach Satz 3.1 ein Maximum in einem Punkt ¢, a < £ <)
(bei negativen Werten wihle man ¢ als einen Punkt, in dem f ein Minimum annimmt und
schliefle entsprechend), also mit f(z) < f(§) fir alle x € [a,b]. Daher ist die Sekanten-
steigung (f(z) — f(£))/(z — &) <0 fir alle > ¢ und > 0 fiir alle z < £, bleibt fiir die
Ableitung also nur noch die Mdéglichkeit

. f(x) = f©)
! = 1 _ = 0
F(§) = Tim =—"— ¢
Den allgemeinen Fall fithrt man auf den Satz von Rolle dadurch zuriick, dass man anstelle
der Funktion f die Funktion
T—a

v f(@) = o) = T (F(B) — £ (@)

betrachtet; deren Ableitung verschwindet an einer Stelle £ mit

(€)= (Fb) — f(@)/(b—a). O

Der Beweis lehrt nebenbei, dass die Differenzierbarkeit von f nur im Innern des Intervalls
gebraucht wird; in den Randpunkten a,b geniigt die Stetigkeit. An der Ableitung liest
man vermoge des Mittelwertsatzes sofort ab, ob eine Funktion monoton ist:
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Definition 4.2 (Monotonie) f : [a,b] — R ist ,,monoton wachsend” (bzw. fallend),
wenn fir alle © <y € [a,b] gilt f(z) < f(y) (bzw. f(x) > f(y) ). Wenn stattdessen sogar
f(x) < f(y) bzw. f(x) > f(y), spricht man von ,,streng monoton”.

Satz 4.2 Eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R ist monoton wachsend (bzw. fal-
lend), wenn f'(x) >0 bzw. <0 fir alle x € [a,b] ist.

Warum ist Differentialrechnung so wichtig? Viele Naturgesetze werden in Form von Diffe-
rentialgleichungen beschrieben, das sind Gleichungen, in denen Funktionen f nicht explizit
gegeben sind, sondern nur ihre Beziehungen zu ihren Ableitungen. Ein allereinfachstes
Beispiel ist die Gleichung
fr=0

Bemerkung 2 oben legt bereits nahe, dass konstante Funktionen f(z) := ¢ Losungen dieser
,,Dgl.” ist, nun ist mit dem Mittelwertsatz oder mit Satz 4.2 sofort zu sehen, dass dies die
einzigen Losungen sind.

Ein zweiter Grund ist der, dass die meisten Funktionen kompliziert zu berechnen sind,
jedenfalls viel komplizierter als lineare Funktionen x +— max + b. Differenzierbarkeit in xg
bedeutet nun einfach, dass man die Funktion f nahe an zy extrem gut durch eine lineare
Funktion (Tangente an den Funktionsgraphen in () approximieren kann, genauer:

f(x) = f(zo) + f'(x0) - (x —20) + eine Fehlerfunktion h(z) mit lim Mz)

T—xo T — T

=0

yd

x_2 x_1 x_0

fix)

Abbildung 1: Newton—Verfahren

Eine direkte Anwendung dieser Approximation ist das Newtonverfahren zur Berechnung
von Nullstellen von f: Seine Idee ist, an einem Punkt zy nahe an einer vermuteten Null-
stelle die Funktion f durch ihre lineare Approximation zu ersetzen und deren Nullstelle zu

12



berechnen, also

[ (o)

(o)

Die Hoffnung ist, dass dieses x; ndher als xy an der wahren Nullstelle von f liegt, und dass
man durch Iteration des Verfahrens beliebig nahe an die Nullstelle von f kommt, also eine
konvergente rekursiv definierte Folge

Ty ‘= To —

f(zn)

Tpt1 ‘= Tp — f/(ZL‘ )
n

erhélt. Das ist keineswegs immer der Fall, aber man kann Bedingungen angeben, unter
denen das Verfahren konvergiert, ja sogar sehr schnell ein sehr gutes Ergebnis liefert. Pro-
bieren wir’s aus: Sei a > 0; gefragt ist die positive Wurzel v/a, also eine Nullstelle von
f(x) = 2® — a. Man mag starten z.B. mit xy = a, dann lautet die Rekursionsvorschrift

2 —a 1 n a
LL‘n = xn — = — . xTL R
1 2x,, 2 Ty

Fiir eine Beweisidee zur Konvergenz vgl. [EMI], Satz 12.3.

Was hier zur Approximation durch lineare Funktionen gesagt wurde, ldasst sich auf Approxi-
mation durch Polynome hoheren Grades verallgemeinern, wenn f mehrmals differenzierbar
ist.

Definition 4.3 f: [a,b] — R sei differenzierbar. f heifst ,, zweimal differenzierbar”, wenn
auch f' auf [a,b] differenzierbar ist, und f? = f" = (f') wird als ,,zweite Ableitung”
von f bezeichnet. Entsprechend definiert man rekursiv die ,,n—te Ableitung” von f als
fO) = (fVY | wenn auch fOY eine differenzierbare Funktion auf [a,b] ist. f heifit
dann ,,n mal differenzierbar”.

Polynome und rationale Funktionen (auBerhalb ihrer Pole) sind dann sogar unendlich oft
differenzierbar, ebenso wie eine Reihe weiterer vertrauter Funktionen, von denen noch die
Rede sein wird. Den folgenden Satz werden wir nicht beweisen, wohl aber mit groflem
Nutzen verwenden:

Satz 4.3 (Satz von Taylor) f :[a,b] = R sein+ 1 mal stetig differenzierbar. Dann
18t

f(n) (z0)

n!

f// (mo)
2

n f(n—&—l)(g) n+1
(x—mq) +m.(x—xo)
fiir ein & zwischen xo und x, also Summe des ,, Taylorpolynoms” vom Grad n und des
., Lagrange—Restglieds” (es gibt noch andere Formen dieses Restglieds). Wenn f unendlich

oft differenzierbar ist, nennt man

1) (g
Z f (' )'($—$o)n

n

f(@) = f(zo)+f (o) (x—w0)+ (z—m0) .. A+
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die ,, Taylorreihe” von f im Punkt xo. Wenn sie konvergiert und die Restglieder fiir n — oo
eine Nullfolge bilden, stimmt f(x) mit dieser Taylorreihe tiberein.

Definition 4.4 (Lokale Extrema) f:[a,b] — R besitzt im Punkt x¢ €la,b| ein ,,loka-
les Mazimum” (bzw. Minimum), wenn ein & > 0 existiert, so dass in der ,,e-Umgebung”
|xo — &, 20 + €[, also fir alle x mit xg —e < x < xo+¢€ gilt

f(z) < f(wo) bzw. f(x) > f(xo)

Ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema folgt nun aus dem Mittelwertsatz:

Satz 4.4 Wenn f : [a,b] — R stetig differenzierbar ist und in xo €|a,b] ein lokales
Extremum besitzt, ist f'(xo) = 0.

Zur Begriindung wende man den Mittelwertsatz auf f(z) und f(xy) an: Links und rechts
von o muss f'(£) verschiedenes Vorzeichen haben; da f’ als stetig vorausgesetzt ist, kann
das nur stimmen, wenn f’(z¢) =0 ist. O

Ein hinreichendes Kriterium liefert der Satz von Taylor:

Satz 4.5 f:[a,b] = R sein+ 1 mal stetig differenzierbar, n + 1 eine gerade Zahl, und
in xo €la,b] gelte

(o) = f"(wo) = .. = f"™ (o) =0 und SO () < 0
(bzw. >0 ). Dann besitzt [ in xy ein lokales Mazimum (bzw. Minimum,).

Beweis. Da 1) stetig ist, gilt f™*Y(zy) < 0 (bzw. < 0) nicht nur in z, selbst, sondern
auch fiir alle nahe genug an zy gelegenen £, und unter der Bedingung des Satzes nimmt
der Satz von Taylor die Form

f0(E)

CEEN (z — xo)"*!

f(x) = flzo) +
an. Da n + 1 gerade ist, wird der zweite Summand fiir alle  # z(, aber nahe genug an
xg, stets < 0 (bzw. > 0), somit haben wir in x( ein lokales Maximum (bzw. Minimum)
von f. O
Unter den gleichen Bedingungen, aber mit ungeradem n+1 liegt definitiv kein lokales Extre-

mum vor, weil dann der zweite Summand rechts und links von zy verschiedene Vorzeichen
besitzt.
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5 Integrieren. Flichen und Volumina im Raum

Definition 5.1 f : [a,b] — R heifst ,, Treppenfunktion”, wenn das Definitionsintervall
la,b] eine Zerlegung a = ag < a1 < ... < a,_1 < a, = b besitzt, so dass f auf den offenen
Teilintervallen |a;_1,a;[ jeweils konstant = ¢; € R ist, i = 1,2,...,n (die Werte f(a;)
sind egal). Das ,,Integral” iiber f ist

b n
/ flz)dz = Z (a; —a;—1)-¢; = (a1 —ag)er + (ag —ay)ea + ..o + (@ — an_1)cy
a i=1

Wenn alle ¢; > 0 sind, stellt ff f(z)dz offenbar ein Maf$ fiir die Fldche zwischen dem
Definitionsintervall auf der x—Achse und dem Funktionsgraphen dar. Interpretiert man x
als Zeitpunkt, f(z) als (Momentan—)Geschwindigkeit einer Bewegung léngs einer Geraden,
so liefert das Integral die Weglénge, welche zwischen den Zeitpunkten a und b zuriickgelegt
wurde; bei negativer Geschwindigkeit ¢; < 0 wird also ein Weg riickwiérts (in negativer
Richtung) in Rechnung gestellt, in der Flichen—Interpretation gehen also Funktionswerte
unterhalb der z—Achse mit negativem Vorzeichen in das Integral ein. f: f(x)dx/(b — a)
liefert demnach die Durchschnittsgeschwindigkeit; Integrieren liasst sich also als die Umkeh-
rung des Differenzierens ansehen, was spéter noch prézisiert werden wird. Es gibt verschie-
dene Wege, dieses Konzept auf die uns aus der Analysis vertrauten (nicht lokal konstanten)
Funktionen zu iibertragen. Nicht die beste, aber die begrifflich einfachste Methode funk-
tioniert folgendermafien:

Definition 5.2 (Das Riemann—Integral) f:[a,b] — R heifit ,, Riemann—integrierbar”,

wenn eine Zahl ,
c = / f(z)dz

existiert mit folgender Figenschaft: ¢ ist die grofite Zahl < fabt(a:)dx fiir alle Treppenfunk-
tionen t > f und die kleinste Zahl > fabs(x)dx fir alle Treppenfunktionen s < f .

Eigenschaften des Riemann—Integrals. (Zum Teil nicht so leicht zu beweisen!)
1. Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

2. Wenn f stetig ist, gibt es eine Folge von Treppenfunktionen ¢, auf [a,b], die
lim,, o0 tn () = f(2) fiir alle x erfiillen, und fiir welche gilt:

lim btn(:z:)dx = /bf(a:)dx

n—o0 a

3. Diese Folge von Treppenfunktionen lasst sich z.B. so auswéhlen, dass man fiir alle n
eine Intervall-Unterteilung a = an,o < ap1 < ap2 < ... < App-1 < Gp, = b nimmt,
deren ,,Feinheit” §,, := max{a,; — a,;—1} mit wachsendem n gegen 0 konvergiert, und
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tn(x) == f(ay,) fir jeweils ein a,; € [ani-1,a,;] und alle a,;—1 < x < a,,; setzt. Die
entstehende Approximation

n b
Z flani)  (ani — ani1) von / f(z)dz

nennt man eine Riemann—Summe.

4. Seien ¢ € R und f,g zwei Riemann—integrierbare Funktionen auf [a,b] Dann sind cf
und f + g Riemann-integrierbar und es ist

/abcf(ﬂl?)dx _ C/abf(x)da; und /ab(f+g)(:v)d:r: = /abf(x)dx + /abg(a:)dx

Aus f(x) < g(z) fiir alle x folgt

/ e < / ' gla)da

5. Sei f:[a,b] - R Riemann-integrierbar und a < ¢ < b. Dann ist

/abf(x)dx - /acf(x)dx + /be(x)dx

Diese Gleichung gilt sogar ohne die Voraussetzung an die Anordnung von a,b,c, wenn f
zwischen den angegebenen Grenzen definiert ist und die Konventionen

/abf(w)dx = —/baf(l’)dx , /aaf(a:)da: _ 0

benutzt werden.

Satz 5.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) f:[a,b] — R sei stetig. Dann gibt
es ein & € [a,b] mit

/ fx)de = f(€)- (b a)

Zum Beweis erinnere man sich an den Satz vom Maximum und Minimum fiir stetige
Funktionen: Es gibt M, m € [a,b] mit f(m) < f(x) < f(M) fir alle x € [a,b], nach der
Abschétzung in 4 oben folgt also

Fm)(b—a) < / f)de < FOD(b—a) .

wenn man f(m), f(M) als konstante (Treppen—)Funktionen auffasst. Die Existenz von ¢
zwischen m und M folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. O

16



Satz 5.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) f : [a,b] — R sei
stetig. Dann ist die Funktion
/f

Beweis. Nach Bemerkung 5 oben und nach dem Mittelwertsatz ist

FEaen - re) = 1 ([ i [Croa) = ¢ [T s = 50

fiir ein € zwischen x und x + h. Der Limes fiir h - 0 = & — = existiert also auf beiden
Seiten und ergibt f(z). O

differenzierbar auf [a,b] mit Ableitung F'(x

Die Funktion F' heifit Stammfunktion von f. Sie ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt,
denn man koénnte die untere Integrationsgrenze verschieben, womit sich F' nur um eine
additive Konstante fac f(t)dt @ndert. Andererseits unterscheidet sich jede andere Stamm-
funktion G von f nur um eine konstante Funktion von F', denn

(F-G) =0 = F-G=C

Darum sind Stammfunktionen — manchmal auch als unbestimmtes Integral [ f(x)dz (ohne
Angabe von Integrationsgrenzen) bezeichnet — immer nur bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt. Wenn es gelingt, eine Stammfunktion zu finden, ist Integralrechnung
leicht:

Satz 5.3 Fir jede Stammfunktion F der stetigen Funktion f ist fab f(z)dz = F(b)—F(a) .
Ein erstes Beispiel einer Stammfunktion ist natiirlich
n 1 n+1 .
2'dr = —— 2" + C firalle neZ, n#—1
n—+1

Den Regelvorrat der Differentialrechnung iibersetzt man in ein Regel-Repertoire zum Auf-
finden von Stammfunktionen. Aufler den iiblichen Regeln {iber Summen von Funktionen
und Multiplikation mit Konstanten sind hier vor allem die partielle Integration und die
Substitutionsregel zu nennen:

Satz 5.4 Wenn die stetig differenzierbaren Funktionen u,v passende gemeinsame Defini-
tionsbereiche besitzen, gilt

/ w(x)v' (z)de = u(b)v(b) — u(a)v(a) —/ o' (z)v(z)dx

und wenn zusdtzlich v streng monoton ist, gilt



In spéteren Abschnitten werden wir noch viele Beispiele hierzu behandeln. Einstweilen soll
nur ein kurzer Einblick in ein paar Sachverhalte der Elementargeometrie gegeben werden,
die eng mit den Ideen der Integralrechnung zusammenhéngen.

Satz 5.5 (Volumen von Rotationskérpern) f : [a,b] — R sei stetig und > 0.
Ldsst man den Graphen von f um die x—Achse rotieren, so besitzt der entstehende Ro-
tationskérper das Volumen 7Tfab [ (x)dx .

Zum Beweis denke man sich den Rotationskorper approximiert durch eine Vereinigung
zylindrischer Scheiben: Zerlege das Intervall [a,b] in a = ag < a; < ... < a,_1 < a, = b;
die Zylinderscheibe zum Achsenstiick [a;_1, a;] und dem Radius f(a;) hat dann das Volumen
7 f(a;)? - (a; — a;_1), und die Summe aller dieser Zylinder—Volumina

L Z(ai —a;-1) f*(a;)

enthilt als wichtigsten Bestandteil gerade eine Riemann—Summe zum Integral fab 2 (x)dx
(vgl. Eigenschaft 3 des Integrals), um so ndher am Integral, je feiner die Intervall-Untertei-
lung gewéahlt wird. O

Als Beispiel nehme man das Volumen der Einheitskugel: Diese entsteht als Rotationskorper,
wenn man den Graphen der Funktion f(x) = v/1 — 22 (positive Wurzel) um das reelle
Intervall [—1, 41] rotieren ldsst. Das Ergebnis ist

V(Kugel) = w/_ll (m)% = W/_ll(l—x2)dx - 7r<2—§> S

Um das Volumen eines Kreiskegels von Radius R und Hohe h zu bestimmen, lasse man
den Graphen der Funktion f : [0,h] — R : 2 — Rz/h um das Intervall [0, h] rotieren.
Satz 5.5 ergibt hier

h p2,.2 2
Rz R*hm
V(Kegel) = 7r/0 2 dx = 3

Eigentlich ist dieser Sachverhalt nur ein Spezialfall eines sehr viel allgemeineren Resultats:

Satz 5.6 (Kegelvolumen) In einer Ebene Ey sei eine messbare Figur F vom Flichenin-
halt F' gegeben, dazu ein Punkt Z in der Hohe h iber dieser Ebene. Der Kegel K bestehe
aus allen Verbindungsstrecken von Z zu den Punkten P € F . Dann besitzt K das Volumen

1
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Der Beweis beruht darauf, dass der Schnitt von K mit Ebenen E, parallel zu Fy eine Figur
ergibt, welche &hnlich zu F ist, allerdings verkleinert um einen linearen Faktor (h —x)/h,
wenn F, von Ey den Abstand z besitzt. Der Flicheninhalt von K N E, ist dann natiirlich
F-(h—x)?/h?. Ahnlich wie bei der Approximation des Kreiskegels durch zylindrische Schei-
ben approximiere man jetzt K durch Scheiben der Dicke a; — a;_; und des Flacheninhalts
F - (h — a;)*/h*. Als Summe der Volumina ensteht wieder eine Riemann-Summe zum

Integral
o (h—x)? 1
F-—de = -h-F . O
/0 o T3

Es sei ausdriicklich angemerkt, dass man Flédcheninhalte von Polygonen in der Ebene ele-
mentar durch Zerlegen und neu Zusammensetzen ermitteln kann, wenn nur die Fliche des
Rechtecks mit Kantenlidngen a, b bekannt ist. Im Raum ist das ganz anders (MAX DEHN
1902): Selbst bei Prismen tiber Dreiecks-Grundflichen lasst sich das in Satz 5.6 gefun-
dene Volumen i.a. nicht auf elementarem Weg bestimmen — man braucht Grenzprozesse
in irgendeiner Form. Dies gilt genauso auch fiir das Prinzip von Cavalieri, welches eng
verwandt zur eben verwendeten Schlussweise ist: Zwei Kéorper Ki, Ko C R? besitzen das
gleiche Volumen, wenn es eine Ebene E gibt, so dass fiir alle dazu parallelen Ebenen E,
die Flicheninhalte K1 N E, und Ky N E, tbereinstimmen.

Noch schwieriger als die Bestimmung von Volumina ist das Messen von Oberflichen. Wir
beginnen mit der Kurvenldnge jener Kurven, die in der elementaren Analysis auftreten,
namlich der Funktionsgraphen.

Satz 5.7 f:[a,b] — R sei stetig differenzierbar. Die Bogenlinge des Graphen von f ist

dann ,
= / V14 f'(z)? dx

Vor einem Beweis sollte man eigentlich erst das Wort Bogenldnge prézisieren. Was ist
damit gemeint? Unterteilt man das Intervall sehr fein in Teilintervalle a = ag < a; < ... <
ap—1 < a, = b und ersetzt man den Graphen durch den Polygonzug, der sich aus allen
Strecken zwischen (a;_1, f(a;—1)) und (a;, f(a;)) besteht, dann hat dieser Polygonzug eine
wohldefinierte Lange, nach Pythagoras ndmlich

EN —a; 1)’ + (f(a) = flain)? = ZJ i~ ais)2(1+ f1(&)?)

= Y (a - a VT E).

i=1

wenn wir auf die Teilintervalle jeweils den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwen-
den. Diese Summe ist ein Integral {iber eine typische Treppenfunktion, und mit zunehmen-
der Feinheit der Intervalleinteilung konvergieren diese Integrale (vgl. Eigenschaften 1 bis
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3) gegen das im Satz angegebene Integral — egal, wie die Intervalleinteilungen im einzel-
nen aussehen. Damit ist gleichzeitig klar, dass dieses Integral ein verniinftiges Maf fiir die
Bogenléange ist. O

Probiert man Satz 5.7 am Beispiel eines Viertelkreises aus (Bogenldnge des Graphen fiir
die Funktion f:[0,r] = R: 2z~ v/r? — 2?2, so wird man auf das Integral

/T\/1+f/($)2dx—/r\/ r dw—r/l dt
0 o Vr?—a? o V1—1t?

gefiihrt, dessen Behandlung wir auf spéter verschieben, ebenso wie die Ableitung der Wur-
zelfunktion.

Satz 5.8 (Mantel eines Rotationskorpers) f : [a,b] — R sei stetig differenzierbar
und > 0. Durch Rotation des Graphen um die x—Achse entsteht eine Rotationsfliche mait
Flicheninhalt (Oberfliche des Rotationskirpers, ohne die begrenzenden Kreisscheiben)

27r/ f@)v/1+ f/(z)?de

Zum Beweis ersetzt man genau wie im Beweis von Satz 5.7 den Graph der Funktion durch
einen hinreichend fein unterteilten Polygonzug. Die Rotationsfliche wird angenéhert durch
Stiicke von Kegelménteln, deren Radien jeweils zwischen f(a;_1) und f(a;) liegen und eine
Mantellinie der Lénge

Vi@ —ai1)? + (flai) — f(ai1))?
besitzen. Die Fliache dieses Kegelmantelstiicks liegt also nach dem Mittelwertsatz der Dif-

ferentialrechnung bei 27 f(&;)(a; — a;_1)\/1 + f'(&)? fir einen Wert & zwischen a; und

a;_1 . Aufsummiert ergibt sich eine Riemann—Summe zu dem im Satz genannten Integral.
O

Als erstes Beispiel moge wieder die Mantelfiiche des Kreiskegels der Hohe h und vom
Basisradius R dienen. Wie vorhin benutze man die Funktion f:[0,h] - R: 2z — Rz/h,
dann ergibt Satz 5.8 die Mantelfldche

h 2
27r/ %\/1—1—%6& = 7RV h? + R? ,
0

was man in diesem Fall auch durch Abwickeln des Kegelmantels in die Ebene hétte ermit-
teln konnen.

Anders ist es bei der Oberfiiche der FEinheitskugel. Hier lassen wir den Graphen von
f(z) = v1—22 um das Intervall [—1,1] rotieren; mit der gleichen Rechnung wie fiir
die Kurvenldnge des Einheiskreises ergibt sich

1 / B 1 dr B
2 71f(l’)\/1+f($)2d$ = 27T/1 \/1—1’2ﬁ = 471'
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6 Komplexe Zahlen. Ebene Bewegungen

Vom Standpunkt der elementaren Arithmetik haben reelle Zahlen — abgesehen davon, dass
sie kompliziert zu definieren sind — nur den Nachteil, dass nicht alle algebraischen Gleichun-
gen eine Losung besitzen, d.h. Gleichungen der Bauart p(z) = 0 mit einem nichtkonstanten
Polynom p. Typisches Beispiel ist 22 + 1 = 0. Diesen Nachteil beseitigen wir jetzt durch
eine letzte Zahlbereichserweiterung der rellen zu den komplexen Zahlen, auch wenn die-
se auflerhalb des Horizonts der Schulmathematik (zumindest der Sek. I) liegen; sie liefern
néamlich iiber das Losen algebraischer Gleichungen hinaus ein tieferes Versténdnis fiir ebene
Bewegungsgeometrie ebenso wie fiir viele Eigenschaften der Exponentialfunktion und der
trigonometrischen Funktionen.

Definition 6.1 Die Menge C der ,,komplexen Zahlen” ist die Menge R? der geordneten
Paare

(x,y) = z+iy = z
reeller Zahlen x,y , versehen mit der Addition (z,y)+ (u,v) := (x + u,y + v) und der
Multiplikation

(z,y) - (u,v) == (vu—yv, 20 +yu) — (x+1iy)(u+v) == zu—yv+i(zv+yu)

Satz 6.1 C ist ein Korper; er enthdlt R vermdge der Finbettung
R—-C: 2w (2,00=2+i0 |,

die alle Operationen mit reellen Zahlen in die entsprechenden Operationen fir kompleze
Zahlen tiberfihrt.

Beweis, viele Bemerkungen und neue Begriffe.

0. Unter Einbettung versteht man eine injektive Abbildung, zumeist vertraglich mit Zu-
satzstrukturen auf Urbild— und Bildmenge, hier also mit Addition und Multiplikation, aber
auch mit Absténden.

1. Die Addition auf C ist einfach die (komponentenweise) Vektor—Addition auf R. Die
Gruppenaxiome fiir die Addition sind also sehr leicht nachzurechnen; insbesondere ist
(0,0) =0+140 = 0 das neutrale Element. Das additive Inverse ist —(z,y) = (—z, —y).

2. Dass die Multiplikation kommutativ ist, ldsst sich fast durch scharfes Hinsehen be-
griinden, wenn man nur xu = ux etc. fiir reelle z, v in Rechnung stellt. Das Assoziativ-
gesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz sind viel miihsamer nachzurechnen,
aber zu langweilig, um sie aufzuschreiben. Jedenfalls spielt (1,0) die Rolle des neutralen
Elements der Multiplikation, und offenbar ist fiir alle z,u € R

(2,0) £+ (u,0) = (x £ u,0) und (2,0) - (u,0) = (zu,0)

die Einbettung von R in C iibertrégt also alle algebraischen Operationen auf reellen Zahlen
in die gleichen Operationen mit ihren komplexen Bildern.
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3. Es ist also verniinftig, die reellen z mit den komplexen (z,0) zu identifizieren. Definiert
man i := (0,1), so rechnet man leicht nach, dass

r-i=1i-x=(x,0)-(0,1) =(0,1) - (2,0) = (0, x)

mit der oben gewihlten Schreibweise 0+ iz iibereinstimmt. Man beachte nun, dass 2 =

(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1, dass man also alle gewohnten Rechenregeln tibernehmen darf,
wenn man 72 = —1 in Rechnung stellt.

4. In der Schreibweise z = x+ iy heiflt x der Realteil, y der Imagindrteil von z . Sie spielen
die Rolle der Koordinaten von z, wenn C als die Gaufische Zahlenebene dargestellt wird
analog zur reellen Zahlengeraden, die hier die Rolle der reellen Achse R iibernimmt. Die
dazu orthogonale Koordinatenachse iR heifit die imagindre Achse, ihre Punkte die rein
imagindren Zahlen.

5. Geometrisch lésst sich die Addition komplexer Zahlen einfach als Vektor—Addition sehen,
vgl. Abbildung 2.

Um zu verstehen, warum multiplikative Inverse in C existieren, betrachtet man am besten
zunichst die komplere Konjugation, die jedes z = x + iy iiberfithrt in Z := x — iy,
geometrisch gesehen eine Spiegelung der Gaufischen Ebene an der reellen Achse. Man
beachte, dass

|2

1z|* == 22 = (z+iy)(x —iy) = z? 4 o>

immer reell > 0 ist, = 0 nur fiir z = 0. Nach Pythagoras misst |z|] = /22 + y? den
Abstand von z zum Nullpunkt und wird als Absolutbetrag von z bezeichnet; auf der rellen
Zahlengeraden stimmt |z| offenbar mit dem reellen Absolutbetrag tiberein. Fiir alle z # 0
ist das multiplikative Inverse darum gegeben durch

L1 1 _: i _ r—1y

2 |22 2?4 y?

Damit sind die Koérperaxiome fiir C alle verifiziert. Da fiir reelle z die Gleichung z = Z gilt,
stimmt die Inversenbildung auf R C C auch wieder mit der gewohnten Inversenbildung
iiberein. Nebenbei sei noch angemerkt, dass Real- und Imaginérteil von z durch z und z
leicht zu ermitteln sind als

Z+z z—7Z
bzw. Y= .
2 21

Tr =

6. Gibt es eine geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen? Dazu
mache man sich zunéchst einige einfache Rechenregeln fiir den Umgang mit komplexer
Konjugation klar: Fiir alle z,w € C ist

rtw=zZ+w, zZw=%-w, z1=(2)', letzteres wenn 2z #0,

und daraus leiten sich Rechenregeln fiir den Absolutbetrag ab:

1

1
|zw| = |z] - |lw| und ’—‘ = —
z

E
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Zw =5+ 51

1R

zH+w=3+2i

|2]* =5

z2=2—1

Abbildung 2: Addition, Multiplikation, komplexe Konjugation und Inversenbildung in C

Damit ist immerhin schon der Abstand von zw zum Nullpunkt festgelegt als Produkt von
|z| und |w|.

7. Bleibt noch der Winkel zur positiven reellen Achse zu bestimmen; dieser Winkel wird
positiv gegen den Uhrzeigersinn gerechnet, negativ mit dem Uhrzeigersinn; jeder Winkel ¢
kann identifiziert werden mit ¢ + 27k fiir beliebige k € Z . Wir machen aus der Zerlegung
in Real- und Imaginérteil nun eine Zerlegung in Polarkoordinaten, indem wir

z =|z|(cosp +ising) w = |w|(cos ) + isin))
setzen und die Regel fiir die Multiplikation verwenden:

zw = |zw|(cos ¢ cos) — sin psin ) + i(cos psin ) + sin p cos 1))
= |zw|(cos(p +¥) + isin(p + ¢))
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nach den Additionstheoremen fiir Cosinus und Sinus. Resultat: Bei der Multiplikation ad-
diert man die Winkel zur positiven reellen Achse. Den zu 2z gehorigen Winkel ¢ nennt man

auch das Argument arg z von z . Insbesondere gilt — vgl. auch Abb. 2 —

argz ' = —argz. O

Die verschiedenen Punkte des letzten Beweises liefern gleich die Briicke zur ebenen Bewe-
gungsgeometrie:

Satz 6.2 Identifiziert man die Ebene E mit der Gaufischen Zahlenebene, so kann man

1. jede Translation als Additionsabbildung C — C :w — w + 2z beschreiben,
2. jede Drehung darstellen als eine Abbildung

C—>C:wr—z-w+t mit t,zeC, |z|=1,2z#1

3. jede Drehstreckung darstellen als eine Abbildung

C—-C:w—z-w+t mit t,zeC, z#0,1 |

4. jede Geradenspiegelung beschreiben als eine Abbildung

C—oC:uwmz-(w—t)+t mit t,z€C, |z|=1

Als Beispiel fiir einen Beweis greifen wir den letzten Punkt heraus. Sei ¢ C E eine Gerade,
an der gespiegelt werden soll. Diese kann zunéchst durch eine Translation w — w — ¢
in eine Gerade durch den Nullpunkt 0 iibergefithrt werden, dann durch eine Drehung
(w—1t) — a(w — t) nach R, also mit |a| = 1, vgl. Punkt 2. Auf das Ergebnis wende
man die komplexe Konjugation an (= Spiegelung an R ) und fiihre zunéchst die inverse
Drehung, dann die inverse Translation aus. Insgesamt erhélt man die Abbildung

C—C:w—a'a(w—t)+t ,

also gerade die Behauptung mit z = a~'@. Ubungsaufgabe: a) Man zeige, dass in der Tat
la='@|] = 1 ist, genauer sogar z = a2, b) dass umgekehrt jede Transformation vom Typ
wi z-(w—1t)+t mit |z|] =1 eine Geradenspiegelung beschreibt. O

Die Gleichung z? = —1 besitzt offensichtlich zwei Losungen, némlich i . Der groBe Vorzug
der komplexen Zahlen besteht aus der Sicht der Algebra darin, dass jedes nichtkonstante
Polynom p(z) € C[z] in C eine Nullstelle besitzt (der sogenannte Hauptsatz der Algebra,
dessen Beweis uns hier allerdings zu weit fithren wiirde). Ist z; eine solche Nullstelle von
p, so ist z — 21 ein Linearfaktor von p (Polynomdivision!), demnach p(z)/(z — z;) wieder
ein Polynom (kleineren Grades), auf das wir den Hauptsatz wieder anwenden konnen.
Sukzessive Division durch Linearfaktoren ergibt darum die folgende Umformulierung des
Haupstsatzes:
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Satz 6.3 Jedes komplexe Polynom p(z) € C[z] vom Grad n > 0 zerfdllt in Linearfaktoren
p(2) = alz—2)(z—2)-...-(z—2,) mit a#0

Die Linearfaktoren sind als Primfaktoren im Polynomring sogar eindeutig bestimmt bis
auf ihre Reihenfolge; der Beweis benutzt den euklidischen Algorithmus genau wie bei der
eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z . Ein besonders schones Beispiel zum Schluss:

Satz 6.4

s—1= J] =¢) .

k mod n

wobei die ,,n—ten Einheitswurzeln” ¢* := cos 22—’“4—2’ sin % die Eckpunkte eines regelmdfsigen
n—Ecks auf dem Einheitskreis |z| =1 bilden.

7 Die Exponentialfunktion, Cosinus und Sinus

Genau wie in Satz 6.4 wird fir jedes positive reelle r durch die Gleichung |z| = r eine
Kreislinie mit Mittelpunkt 0 beschrieben, denn die Gleichung ist fquivalent zu |z|* =
22 + y* = r?. Ganz entsprechend wird durch |z| < r die offene Kreisscheibe beschrieben,
also die Menge der Punkte innerhalb der Kreislinie. Da der Betrag den Abstand zum
Nullpunkt misst, und da sich (euklidische) Abstédnde unter Translationen nicht d&ndern, ist
|z — w| ein verniinftiges MaB fiir den Abstand zwischen den Punkten z und w € C. Fiir
diese Absténde gilt insbesondere auch die sogenannte Dreiecksungleichung

|21 — 23| < |21 — 22| + |22 — 23] fiir alle  zp,29,23 € C

mit Gleichheit hochstens dann, wenn zq, 2o, 23 auf einer Geraden liegen. Die Dreiecksun-
gleichung folgt aus
|z +w| < |z] + |w]

(mit Gleichheit genau dann, wenn z,w auf einer von 0 ausgehenden Halbgeraden liegen,
wenn also z und w positive reelle Vielfache voneinander sind), was man am besten durch
Ubergang zum Betragsquadrat (z + w)(z + w) beweist.

Eine offene Kreisscheibe mit Radius € um den Mittelpunkt w wird gegeben durch
Uw) = {z€Cl|lz—w|<e} ,

die e-Umgebung von w. Im Fall w € R ist U.(w) N R =|w — ¢, w + €] genau die reelle
e—Umgebung, die wir fiir die Konvergenz—Definition in R gebraucht haben. Obwohl C
kein angeordneter Korper ist (in dem eine mit Addition und Multiplikation vertrigliche
Anordnung existiert), kann man also Konvergenz ganz analog wie in R definieren:
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Definition 7.1 Fine komplexe Zahlenfolge (z,)nen heifit | konvergent” gegen z :=lim z,, €
C, wenn fir alle positiven reellen ¢ > 0 fast alle z, € U.(z) sind; ausfihrlicher: wenn
ein N = N(e) existiert, so dass fir alle n > N gilt |z, — z| < €.

Geometrisch oder rechnerisch iiberlegt man sich leicht, dass die Folge der z, = x, +iy, ge-
nau dann gegen z = xr+iy konvergiert, wenn die Realteile z,, gegen x und die Imaginérteile
yn gegen y konvergieren. Genauso das Cauchy—Kriterium: Die Folge konvergiert genau
dann, wenn fiir jedes € > 0 ein N existiert, so dass |z, — z,,| < € fiir alle n,m > N . Und
ganz entsprechend wie in R definiert man die Konvergenz unendlicher Reihen )% 2,
ndmlich als Konvergenz der (Folge der endlichen) Partialsummen p, := ) ,_;z;. Das
Cauchy—Kriterium fiir unendliche Reihen lautet dann so:

Satz 7.1 Die unendliche Rethe Y -z konvergiert in C genau dann, wenn es fir alle
>0 e N gibt, so dass fir alle m >n > N

m
>
k=n

< €

Wir wenden dieses Kriterium an, um zu zeigen, dass die unendliche Reihe in der folgenden
Definition fiir alle z € C konvergiert:

Definition 7.2 Die ,,Exponentialfunktion” exp : C — C : z — exp(z) ist definiert
durch

2 23 24

2, n z
= — =1 — 4+ — 4+ —
exp(z) %n! +z+2+6+24+

Es geniigt natiirlich, ein (beliebig grofies reelles) M > 0 zu wihlen und die Konvergenz
simultan fiir alle z mit |z| < M zu zeigen (also ,,gleichméfige Konvergenz” in abgeschlos-
senen Kreisscheiben). Wir wenden dazu die Dreiecksungleichung auf die Partialsumme in
Satz 7.1 an:

|2|F “oMF M M M?
S2lal =2 gr <2 gy < et

In der Klammer rechts steht eine geometrische Reihe, die z.B. < 2 wird, sobald % < %
ist, also sobald n > 2M gewahlt wird. Weil Fakultédten sehr viel schneller wachsen als alle
Potenzen, diirfen wir aulerdem fiir jedes £ > 0 den ersten Index N so grof§ wahlen, dass

MY /N! < ¢/2 und somit fiir alle n > N

M M M? €
—(1+=+=+...) <=2
n! n n? 2

Es ist klar, dass die Restriktion von exp auf die reelle Zahlengerade eine reellwertige Funk-
tion ergibt, dass exp(0) = 1 ist und fiir alle z > 0 alle Reihenglieder > 0 sind, also
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exp(xz) > 0 erfillt ist. Ebenso sieht man mit blofem Auge, dass fiir positive reelle z
die Exponentialfunktion streng monoton wichst — sogar schneller als jedes vorgegebene
Polynom, wenn nur x hinreichend grof§ ist. Fiir feinere Eigenschaften brauchen wir das
Additionstheorem

Satz 7.2 Fir alle z,w € C ist exp(z +w) = exp(z) - exp(w) .

Der Beweis beruht einerseits auf dem binomischen Satz und andererseits auf einer geschick-
ten Umordnung des Produkts der beiden unendlichen Reihen auf der rechten Seite. Dass so
eine Umordnung erlaubt ist, folgt nicht einfach aus dem Kommutativgesetz der Addition,
sondern erfordert eine Rechtfertigung, dass auch nach der Umordnung alles gegen den glei-
chen Grenzwert konvergiert wie vorher. Wir iibergehen diesen Punkt, weil im wesentlichen
nur dhnliche Ideen wie oben dabei eingehen, und konzentrieren uns auf den Rechentrick:

sptean) = SRSy (Mo - 3y

k=0 =0 0*0

—J

m

_ i( 3 %%) _ (Z%) <2%> — exp(2) - exp(w)

k=0 \m,n>0,m+n==k m>0 n>0

Das Additionstheorem hat eine ganze Reihe wichtiger Folgerungen:

1. Fiir alle z € C ist exp(—z) = exp(z)~! . Insbesondere hat die Exponentialfunktion
keine Nullstelle.

2. Wegen exp(—z) = exp(z)~"' ist die reelle Exponentialfunktion tiberall positiv und
streng monoton wachsend, und es gilt lim, , o, exp(z) =0.

3. Setzt man

-1

11 1 1
= 1) = 1+1+4= — = — &~ 2,71828...
e = exp(1) ittt ;n! , 71828 ,
so ergibt sich exp(n) = €” und exp(i) = /e = e'/" (positive Wurzel) fiir alle ganzen
n # 0, daher ist die Schreibweise e* := exp(z) ebenso fiir alle komplexen z angemessen.
4. Die reelle Exponentialfunktion ist iiberall differenzierbar und erfiillt exp’ = exp, denn

erth _ e . =1 . h  h? pn—1
—_ = e =e 1+§+—+---+ + ...

h h 6 n!

hat fiir h — 0 den Limes e”, wie eine einfache Konvergenziiberlegung zeigt. Insbesondere
ist exp eine stetige Funktion.

5. Als differenzierbare und streng monotone Funktion auf R besitzt exp eine differenzier-
bare Umkehrfunktion auf R+, den positiven reellen Zahlen. Diese Umkehrfunktion wird
,,natiirlicher Logarithmus” In genannt. Nach den Differentiationsregeln gilt

1 d
In'(r) = =, umgekehrt also /_x = In(z) +C
x T
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6. Fiir komplexe z ist exp(Z) = exp(z) . Fiir rein imagindre Argumente ist darum

exp(iy) = exp(—iy) = exp(iy)™', also |exp(iy)] = 1
Unter Verwendung von i? = —1,i = —i,4* = 1 w.s.w. lisst sich die Reihenentwick-
lung der Exponentialfunktion fiir rein imagindre Argumente wie folgt nach Real- und
Imaginirteil sortieren: Es ist exp(iy) = e = c(y) + is(y) mit

2 4 6 2n
vyt y
S A N
v) > T4 T 21 (2n)!
n>0
3 5 7 2n+1
v vy y
SV A A T N O -
W = v-Fts 7 ;< a1

Die Funktionen ¢ und s sind nichts anderes als Cosinus und Sinus, beides als Funktionen
des BogenmaSes, also der Kurvenlinge vom Punkt 1 € C zum Punkt e® auf der Einheits-
kreislinie gegen den Uhrzeigersinn. Vergessen wir einfach die iibliche elementargeometrische
Definition von Cosinus und Sinus und definieren wir

cos(z) = c¢(x) und sin(z) = s(z) ,
dann konnen wir aus der ,,Eulerschen Identitéit”
i

e = cos(x) + isin(z)

bzw. aus den Reihendarstellungen alle wichtigen Eigenschaften der trigonometrischen Funk-
tionen ableiten:

Satz 7.3 Fiir alle x,y € R qilt

1. cos?(z) +sin®(x) =1 (,,trigonometrischer Pythagoras”)

2. cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) wund
sin(x + y) = cos(z) sin(y) + sin(x) cos(y) (Additionstheoreme)

3. cos(—x) = cos(z) , sin(—z) = — sin(x)
4. cos'(x) = —sin(z) , sin’(z) = cos(x)

5. Fir alle x €]0,2] gelten die Ungleichungen

Insbesondere ist sin(x) > 0 in ]0,2].
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6. In diesem Intervall gibt es eine eindeutig bestimmt Nullstelle von cos, genannt 7/2 .

cos(g) =0, cos(m) = —1, cos(?%r) =0, cos(2m) =1
sin(g) =1, sin(m) =0, sin(:%ﬂ) =-1, cos(2m) =0
7. cos(z + 2m) = cos(x) , sin(x 4 27) = sin(z) ,
cos(x +7) = —cos(z), sin(z+ )= —sin(x),
cos(r + §) = —sin(x) , sin(z + §) = cos(x)

Ein paar Ideen fiir die zugehorigen Beweise: 1. folgt aus [ =1,

2. aus €Ty = ¢ . e

3. Die Reihenentwicklung von cos(x) besteht nur aus geraden x—Potenzen, fiir sin(z) nur
aus ungeraden.

4. zeigt man dhnlich wie die Ableitung von exp mit Hilfe des Additionstheorems.

5. Im angegebenen Intervall ist

x? 2t 2t 28

ﬁ<1 also Z>§>§> s
somit bilden die Partialsummen der Cosinus—Reihe die Randpunkte einer Intervallschach-
telung, welche cos(x) einschlieflen. Fiir sin(x) argumentiert man dhnlich.
6. cos ist im angegebenen Intervall streng monoton fallend, weil sin(z) > 0 (Satz 4.2), und
cos(0) =1 > 0 > cos(2) . Zwischenwertsatz! Die speziellen Werte folgen aus cos(mw/2) =1,
dem trigonometrischen Pythagoras und dem Additionstheorem,
ebenso die Periodizitat 7. O

Zum Schluss noch ein Spezialfall des Eulerschen Satzes, der gelegentlich als die schonste
Formel der Mathematik bezeichnet wird.

Satz 7.4 ™= —1

8 Noch mehr verwandte Funktionen

8.1 Potenzfunktionen und Logarithmen

Wir haben bereits gesehen, dass als reelle Funktion exp : R — Ryg : z +— e* surjektiv,
streng monoton wachsend und differenzierbar ist mit differenzierbarer Umkehrfunktion
In: R.g - R : 2z — In(zr) und deren erster Ableitung x % Das gibt uns die
Moglichkeit, allgemeinere Potenzfunktionen zu definieren:

Definition 8.1 Sei a > 0 reell. Dann heift x — a® := exp(zIn(a)) = e*™(@
die ,,Potenzfunktion zur Basis” a .
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Man {iiberzeuge sich, dass diese Definition nicht im Widerspruch steht zu fritheren Potenz—
Definitionen: Wenn x =n € N ist, haben wir in der Tat

a® = en.ln(a) _ 6ln(a)—l-ln(a)—l-...—i—ln(a) _ eln(a) X eln(a) Co eln(a)
wie schon frither verwendet (Summen und Produkte jeweils mit n Gliedern). Auch a® = 1
und a~" = 1/a™ folgt aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion. Einzig bei rationalen
Potenzen ist Vorsicht geboten: Fiir n € N ist

konsistent mit der iiblichen Wurzeldefinition, liefert aber nur die reell positive Lésung der
Gleichung x™ = a, nicht die iibrigen komplexen Lsungen.

Man sollte stets im Auge behalten, dass In(1) =0, In(a) > 0 fiir ¢ > 1 und In(a) < 0 fiir
a < 1 ist. Dann ist 1¥ = 1, und ein Blick auf die Reihenentwicklung von exp zeigt, dass
a”® fiir x — oo schneller wiéchst als jedes Polynom, wenn a > 1; wenn allerdings a < 1,

geht a” fiir x — oo schneller gegen 0 als jedes x™" .

Direkt aus der Definition und den Eigenschaften von exp folgen die iiblichen Rechenregeln
fiir den Umgang mit Potenzen. Fiir a,b > 0 und alle z,y € R gelten

a**=a"-a¥ und (ab)® =a"-b"

In der zweiten Formel haben wir das Additionstheorem fiir den Logarithmus mitverwen-
det: In(ab) = In(a) + In(b) , das direkt aus dem Additionstheorem fiir exp folgt. Aus der
Kettenregel erhalten wir

(a®) = a” -In(a)

Man sieht daran, dass fiir a > 0, a # 1, auch die Funktion x — a* eine Umkehrfunktion
besitzt, ebenfalls streng monoton und differenzierbar, namlich

1 = it Ableit
0g,(y) n(a) mi eitung JTn(a)
den Logarithmus zur Basis a. Am bekanntesten und in Technik und Naturwissenschaft
am héaufigsten verwendet ist der Zehnerlogarithmus, haufig einfach log geschrieben; in
der Informatik ist mindestens ebenso wichtig der Logarithmus zur Basis 2, manchmal
Bindrlogarithmus 1b := log, genannt. Natiirlich ist log, = In, und fiir alle Logarithmen
gilt
1

log,(zy) = log,(z) +log,(y)  und  log,(~) = —log,(z) ,
Grundlage des Rechnens mit den — heute aufler Gebrauch gekommenen — Instrumenten
Rechenschieber und Logarithmentafel. SchlieBlich sollte man erwidhnen, dass Logarithmen
zwar beliebig grole Werte annehmen, aber d&uflerst langsam wachsen:
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Satz 8.1 Sei ¢ > 0 (beliebig klein) und C > 0 (beliebig grofi). Dann gibt es ein M > 0,
so dass fir alle © > M
z® > C-ln(z)

Zum Beweis benutze man beispielsweise die Aquivalenz

! °>1 = (xa)>
— X nzr exXpl— T
c Pe

und beachte, dass in der Reihenentwicklung von exp beliebig hohe x—Potenzen vorkommen.
O

Sehr wichtig: Alle Logarithmusfunktionen sind konstante Vielfache voneinander, wie man
nicht nur an ihrer Definition sieht, sondern auch an

Fiir alle natiirlichen Zahlen g > 1 gibt 1+ [log,(x)] die Anzahl der Vorkommastellen in
der g—adischen Ziffernentwicklung an.

8.2 Tangens und Arcusfunktionen

Aus der Trigonometrie sind auler Cosinus und Sinus noch Tangens und Cotangens bekannt
als ,,Gegenkathete durch Ankathete” bzw. umgekehrt, als Funktionen einfacher definiert

durch inr) ()
tan(x) = cos(2) und cot(z) := Sin(z) = tan(z)”

an allen Stellen x, an denen cos bzw. sin nicht verschwinden. Ebenso wie cos und sin sind
beide Funktionen periodisch, allerdings nicht mit Periode 27, sondern bereits mit Periode
7w, d.h. fir alle x € R gilt

tan(x + ) = tan(x) und cot(zx +m) = cot(z)
Beide sind antisymmetrisch, d.h. erfiillen f(—z) = —f(z), und (natiirlich auflerhalb ihrer
Pole, d.h. der Nullstellen ihrer Nenner) differenzierbar, ndmlich mit

1 1
tan'(z) = co2(2) und cot'(z) = —
cos?(x

sin?(z)
nach Quotientenregel und trigonometrischen Pythagoras.

An diesen Formeln sicht man bereits (vgl. Satz 4.2), dass beide Funktionen streng monoton
sind, allerdings nur in Intervallen wie z.B. ]0, 7| fir den Cotangens, welche keinen Pol
enthalten. Ganz entsprechend sind auch geeignete Restriktionen von Sinus und Cosinus
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streng monoton, z.B. in den Intervallen | — 7, 7[ bzw. ]0,n[. In solchen Teilintervallen

besitzen alle diese Funktionen differenzierbare Umkehrfunktionen, die Arcusfunktionen
arcsin , arccos , arctan , arccot

mit den Ableitungen — vgl. Regel 6 in §4 — in geeigneten x—Intervallen

1 1 1
. _ / _ tan’ — .
arcsin’'(r) = ———, arccos () arctan’(z) T2

V1—a?’ V1—a?’

8.3 Nochmal Integrieren

Durch den mittlerweile vergroflerten Zoo an Funktionen kénnen wir jetzt ein paar of-
fengebliebene Fragen beantworten. Im Anschluss an Satz 5.7 haben wir die Lénge des
Viertelkreises als das folgende Integral bestimmt, dessen Stammfunktion wir mittlerweile
kennen:

1

r/o \/1di_t2 = r(arcsin(1) — arcsin(0)) = %
Genauso konnen wir jetzt rechtfertigen, dass fiir die Funktionen ¢(y), s(y), die im vorigen
Paragraphen ,,vom Himmel gefallen” sind, das Argument y tatséchlich die Rolle des Win-
kels spielt, gemessen im Bogenmaf: Im Intervall [0, 2] fallt ¢ und wichst s streng monoton,
beide erfiillen den trigonometrischen Pythagoras, also durchlaufen die Punkte (¢(y), s(y))
den Einheitskreis vom Punkt (1,0) an gegen den Uhrzeigersinn. Die Lénge des durchlaufe-
nen Weges vom Punkt (1,0) bis zum Punkt (c¢(y),s(y)) = (x,v1 — 2?) ist also nach Satz

5.7 (jetzt mit f(t) = V1 —12 = f/(t) = —t(1 — t*)~Y/2)
/: V14 f()2dt = /Il \/ 1+ 1i—2t2dt = /: \/% = —arccos(1l) + arccos(z) = y

wie vorausgesagt. Sehr wichtig: Beim Differenzieren und Integrieren im Zusammenhang mit
trigonometrischen Funktionen sind diese unbedingt im Bogenmafs, niemals im Gradmafs,
zu verwenden!

Ein fundamentaler Unterschied zwischen Differenzieren und Integrieren elementarer Funk-
tionen besteht darin, dass Ableitungen stets wieder durch rationale Operationen oder Zu-
sammensetzen elementarer Funktionen geschrieben werden kénnen. Fiir das Aufsuchen von
Stammfunktionen ist das nicht langer richtig, z.B. haben e oder Vz® — 1 zwar (auBerhalb
von x = 1 beliebig oft differenzierbare) Stammfunktionen, diese lassen sich aber nicht mit
Hilfe unseres bisher aufgebauten Zoos von Funktionen schreiben. Selbst wenn elementa-
re Stammfunktionen existieren, sind diese oft schwer zu finden, und man tut gut daran,
sich ein Repertoire an Tricks zur Behandlung von Integralen anzueignen. Hier ein paar
Beispiele:

1. Nach Satz 5.4 ist

/ln(:c)d:c = /1 ‘In(z)dx = x - In(x) — /x : lalyc =zln(z) —z+C

X
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2. Sucht man die Stammfunktion von sin?, so kann man entweder Additionstheorem und

trigonometrischen Pythagoras einsetzen, um zunéchst die Funktion umzuwandeln in
1
sin?(z) = — cos(2z) + cos?(x) = —cos(2x) + 1 —sin*(z) = sin®(z) = 5(1 — cos(2z))

und dann Additions— und Substitutionsregel anzuwenden:

n?(z)dy = & — - . v Ly
/sm (x)dx = 575 /cos(2x)dm =571 sin(2z) + C = 573 sin(z) cos(x) + C

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, zunéchst partielle Integration anzuwenden
/sinQ(x)dx = —sin(x) cos(z) + /cosz(x)dx = —sin(z) cos(x) + /(1 — sin®(z))dx
und [ sin?(z)dz auf die linke Seite zu schaffen:

2 / sin?(x)dr = — sin(z) cos(x) + / ldx = —sin(z) cos(z) + z + C

3. Die Integration rationaler Funktionen hat in klassischen Analysis—Vorlesungen eine grofie
Rolle gespielt; durch den Einsatz immer besserer Mathematik—Software wie Maple oder
Mathematica hat das Einiiben solcher Techniken mittlerweile sein Bedeutung eingebiifit
(auch wenn sich das noch nicht iiberall herumgesprochen hat). Darum sei nur an einem
Beispiel vorgefiihrt, welche Ideen beim Suchen von Stammfunktionen eingehen — natiirlich
auch bei der Konstruktion der zugehorigen Software. Also: Wie integriert man die Funktion
fla)= (" +2? + 2 +1)/(2* +4)7

a) Vereinfachung durch Polynomdivision:

w4+ r+1 3z + 3
= r+1-—
x2+4 x2+4

RN 2 3z+3
Stammfunktion ist also & +x — [ %5idx.

b) Ein Spezialfall der Substitutionsregel ist die Verwendung von logarithmischen Ableitun-
gen: Fiir stetig differenzierbare Funktionen f ohne Nullstellen ist

_ f)
f@)
3

3r + 3 3 2r 3 3
dr = = d de = =In(z* + 4 dz .
/x2—|—4$ 2/:L‘2—|—4 x+/x2+4x 2n(%+)+/x2—|—4&C

c) Schlieflich nochmals die Substitutionsregel mit = = 2y, dz = 2dy und unserem Reper-
toire an elementaren Stammfunktionen:

/x?+4d$_3/4y2+4_§/y2+1—§af<?tan(y)+0—§arctan(§)+0

(In(f(x)))

, also
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d) Was ist zu tun, wenn der Nenner in mehrere Faktoren zerfallt? Hier wird Partialbruch-
zerlegung der rationalen Funktion verwendet, ganz analog zum Vorgehen bei rationalen
Zahlen in Satz 1.3. Auch hier nur ein einfaches Beispiel:

dx dz 1 1 1 1
/m—/@m(x_l) —/5(m‘x+1>d“"—5““““”—1“'“1'”0

Warum eigentlich Betragsstriche im Logarithmus? Ganz einfach: Wenn ¢ reell negativ ist,
wende man die Sustitutionsregel mit x := —t > 0 an und erhélt

dt d
/7 = [ = In@) = I

T

8.4 Nachtrag: Sinus in Schulversion

In der Schule, zumal in der Sek I, wird man natiirlich niemals Sinus und Cosinus auf dem
Weg iiber die komplexe Exponentialfunktion einfiithren, sondern anhand rechtwinkliger
Dreiecke als
sin(h) = Lange der Gegenkathete : Lange der Hypotenuse ,

oder auch als y—Koordinate des Punktes am Einheitskreis, wenn h den Winkel zur positiven
x—Achse bezeichnet; nach wie vor messen wir h nicht in Grad, sondern im Bogenmaf,
d.h. als Bogenlédnge am Einheitskreis. Wenn man so vorgeht, ist das Differenzieren der
trigonometrischen Funktionen schwieriger als mit Hilfe unendlicher Reihen; die notigen
Ideen hierzu sollen hier kurz nachgetragen werden.

k
/
C
tan(h)
sin(h)| "
cos(h) (7 B
0 1 g = v—Achse

Abbildung 3: Sinus—Abschéitzungen

Satz 8.2  sin'(z) = cos(z) cos'(x) = —sin(x)
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Beweis. 1. Wenn man die Ableitung des Sinus kennt, kann man z.B. mit Hilfe der beiden

letzten Formeln aus Satz 7.3.7 und der Kettenregel die Ableitung des Cosinus ermitteln.

Wir beschrinken uns also auf die Bestimmung von sin’. Aus dem Additionstheorem 7.3.2

(kann man elementargeometrisch beweisen, also ohne Kenntnis von exp ) erhalten wir
sin(z + h) — sin(z) sin(z) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(z)

im = lim =
h—0 h h—0 h

i -1
cos(z) - }llin% sin(h) + sin(x) - }llirr(l) %
- —

Zu zeigen ist also, dass beide Limites in der zweiten Zeile existieren, dass der erste = 1
und der zweite = 0 ist.
2. In Abbildung 3 ist ein Teil des Kreises mit Radius 1 um den Punkt 0 € g (2—Achse) mit
Bogenldnge 0 < h < 7/2 zu sehen. Dieser endet im Punkt C'. Seine kiirzeste Verbindung
zur Geraden g hat die Linge sin(h), sie ist offenbar < h. Die Linge dieses Kreisbogens
ist (vgl. die Uberlegungen in Satz 5.7) die kleinste obere Schranke aller Léingen von Po-
lygonziigen, die man dem Kreisbogen vom Punkt 1 zum Punkt C einbeschreiben kann.
Die Langen all dieser Strecken werden vergrofiert, wenn man sie von 0 auf die Gerade k
projiziert; mit k bezeichnen wir das Lot auf g im Punkt 1. Deshalb gilt sicher h < tan(h).
Mit tan(h) = sin(h)/ cos(h) gilt haben wir darum

sin(h) sin(h) . sin(h)
h =1ls= hcos(h) also ilzlg(l)T =1

wegen limy,_,ocos(h) = 1. Dass wir hier nur positive h betrachtet haben, rechtfertigt man
durch sin(—h)/(—h) = sin(h)/h .

3. Fiir den zweiten Limes sollte man so etwas wie den Satz 7.3.5 beweisen, allerdings
nun ohne Verwendung unendlicher Reihen. Wir setzen wieder eine Konsequenz aus dem
(elementargeometrisch beweisbaren) Additionstheorem ein:

h
cos(2z) = cos®(z) — sin®(z) = 1 — 2sin*(z) == cos(h) =1 — 2sin? (§> >1-— 5

wobei wir wieder unsere Sinus—-Abschéatzung aus Teil 2 des Beweises verwenden. Fiir alle
0 < h < 7/2 ist damit klar, dass

1 — cos(h)
h

1 —
also lim M

0< h—0 h

< =0

bl

h
2

denn fiir negative h gelten entsprechende Ungleichungen in der anderen Richtung. O
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