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Der Vortrag orientiert sich weitlaufig an [BWog|. Manche Ansétze sind aber aus |Kiiog|
und |[AHSgo|, sowie aus [MMo7].

DEFINITION 1 (Kategorie): Eine Kategorie C besteht aus zwei Klassen[} Den Objekten
06(C) und den Pfeilen ar(C). Jedem Pfeil f ist ein Paar Objekte (A, B) zugeordnet und
man schreibt f: A — B. Haben wir zwei Pfeile f: A — B und g: B — C, fordern
wir die Existenz eines dritten Pfeils go f: A — C, die Verkettung von g nach f (oft
einfach nur gf). Des Weiteren fordern wir

1. fiir jedes Objekt A die Existenz eines Identitdtspfeils idga: A — A mit
foida=idpof=f

fiir beliebige Pfeile f: A — B, sowie
2. die Assoziativitdt der Pfeile, also dass fiir f: A — B,g: B— Cund h: C — D

ho(gof)=(hog)of

gilt. Wir fordern nicht, dass die Gesamtheit aller Pfeile eine Menge bildet; ist dies der
Fall so sprechen wir von kleinen Kategorien. In dem Fall ist auch die Gesamtheit aller
Objekte eine Menge, da jedes Objekt einen Identitatspfeil besitzt. Wir fordern allerdings,
dass fiir zwei feste Objekte A, B die Gesamtheit der Pfeile von A nach B eine Menge
bildet und nennen diese Hom(A, B) (manchmal fordert man das nicht und nennt solche
Kategorien lokal klein).

Sei f: A — B ein Pfeil. Gibt es einen Pfeil g: B — A, so dass f o g = idp und
go f =1idg, so nennen wir f und g Isomorphismen. Die Objekte A und B nennen wir in
dem Fall isomorph.

* Auf Klassen wollen wir an dieser Stelle nicht genauer eingehen. Fiir unsere Zwecke geniigt es, sich
Klassen als eine Art Verallgemeinerung von Mengen vorzustellen, die nur Mengen enthalten diirfen.
Dadurch vermeidet man die Probleme, die bei Russels Paradoxon auftauchen und die Gesamtheit aller
Mengen bildet eine Klasse. Wer sichergehen mochte, dass so tatséchlich alle Probleme gelost werden
kénnen und man sich keine weiteren Sorgen machen muss, kann das zum Beispiel in dem Abschnitt
0.2 Foundations in |AHSgo| nachlesen.



BEISPIEL 2 (Kategorien): Beispiele fiir Kategorien sind zum Beispiel Set, die Katego-
rie der Mengen, in der die Objekte Mengen und die Pfeile Abbildungen sind, Grp, die
Kategorie der Gruppen mit Homomorphismen als Pfeilen, und 7Zop, die Kategorie der
topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen als Pfeilen.

Das sind alles grofte Kategorien, denn in jedem Fall bildet die Gesamtheit der Objekte
keine Menge mehr. Man kann aber auch sehr kleine Kategorien definieren, so zum Beispiel
eine mit nur einem einzigen Objekt A und Hom(A4, A) = id.

Ein weiteres interessantes Beispiel ist das Folgende: Sei M eine Menge und > eine Teil-
ordnung auf M. Dann konnen wir daraus eine Kategorie ¢ bauen mit 06(C) = M und
fiir zwei Elemente A, B aus M setzten wir

A— B < A>B

Hom(A, B) - {@ sonst

Wegen der Transitivitdt von > liefert uns das tatséchlich eine Kategorie und zum ersten
Mal eine, in der die Morphismen keine Abbildungen sind.

DEFINITION 3 (Opposite Kategorie): Sei ¢ eine Kategorie. Dann definieren wir eine Ka-
tegorie C°P, die dieselben Objekte hat, in der wir einen Pfeil f: A — B aus C aber als
f: B — A auffassen; wir fordern also fiir alle Objekte A und B aus C, dass

Hom¢(A, B) = Homeop (B, A).
Wir nennen die Kategorie ¢°P die opposite Kategorie zu C.

DEFINITION 4 (Initiales/Terminales Objekt): Sei ¢ eine Kategorie. Ein Objekt 7' mit der
Eigenschaft, dass es fiir jedes Objekt A genau einen Pfeil von A nach T gibt, nennen
wir terminales Objekt. Das Objekt T hat in C°P nun die Eigenschaft, dass es zu jedem
anderen Objekt A genau einen Pfeil von T nach A gibt. Ein Objekt mit dieser Eigenschaft
nennen wir initiales Objekt.

BEISPIEL 5 (Initiales/Terminales Objekt): In Grp ist die triviale Gruppe sowohl initiales
als auch terminales Objekt; in der Kategorie der Ringe ist Z initiales Objekt und der
Nullring terminales Objekt.

Satz 1 (Eindeutigkeit Terminales Objekt): Sei C eine Kategorie. Wenn es in C ein
terminales Objekt gibt, so ist dies bis auf eindeutige Isomorphie bestimmt.

Beweis: Seien T, T' terminale Objekte. Dann gibt es, da T terminales Objekt ist, genau
einen Morphismus f: 7" — T und da 7" auch ein terminales Objekt ist, genau einen
Morphismus f’: T — T". Weiterhin gibt es fiir die terminalen Objekte immer nur genau
einen Morphismus in sich selbst, namlich die jeweilige Identitédt. Das liefert

fof =idr und f'of=idp,

womit f und f’ Isomorphismen sind. Da es insgesamt nur einen Morphismus zwischen
den beiden gab, gibt es insbesondere auch keinen weiteren Isomorphismus. O



DEFINITION 6 (Mono-/Epimorphismen): Sei C eine Kategorie, f: A — B ein Pfeil in
C. Dann nennen wir f einen Monomorphismus, wenn

for=foy — z=y.
Analog nennen wir f einen Epimorphismus, wenn
rof=yof = z=y.

BEISPIEL 7 (Mono-/Epimorphismen): In Set entsprechen die Monomorphismen den in-
jektiven und die Epimorphismen den surjektiven Abbildungen. Das macht man in LA I
als Ubungsaufgabe. In Grp gilt das genauso, das ist aber etwas aufwendiger zu Zeige.

Das stimmt aber nicht immer, denn zum Beispiel ist in der Kategorie der Ringe die Ein-
bettung i: Z — Q (als Ringhomomorphismus) sicherlich nicht surjektiv, aber trotzdem
ein Epimorphismus, denn: Seien f und g zwei Morphismen von Q in irgendeinen Ring R
mit f oi = goi, dann gilt fiir § € Q:

()= fa)- f(§) = fla)- f(0)™F = g(a) - g(0) ™ = g(§),
da f und g auf Z gleich sind, also tatséchlich f = g.

DEFINITION 8 (Funktor): Seien ¢ und D Kategorien. Ein Pfeil #: ¢ — D heift Funktor,
wenn er jedem Objekt C' aus C ein Objekt F(C) (oder FC') in D zuordnet und

1. Pfeilen f: A — B aus C Pfeile F f: FA — F B zuordnet,
2. F(ida) = idg(4) gilt und
3. fiir Pfeile f: A— B und g: B— C gilt: F(go f) = Fgo Ff.

BEISPIEL g (Cat): Da wir jetzt Pfeile zwischen Kategorien definiert haben und die Verket-
tung von zwei Funktoren wieder ein Funktor ist, konnen wir nun versuchen eine Kategorie
aus der Gesamtheit aller Kategorien zu basteln. Da wir in der Definition von Kategorien
gefordert hatten, dass die Gesamtheit aller Objekte eine Klasse bildet und die Gesamt-
heit aller Morphismen zwischen zwei festen Objekten eine Menge bildet, miissen wir uns
hier auf kleine Kategorien beschrénkenB] Die Kategorie Cat hat also kleine Kategorien
als Objekte und Funktoren zwischen solchen als Pfeile. Fiir zwei kleine Kategorien A, B
ist Hom(A, B) also eine Menge, da es sich um eine Teilmenge von Abb(0b(A), 06(B))
handelt. Man kann es sich auch ganz leicht machen und sich iiberlegen, das Cat eine
Unterkategorie von Set ist, denn jede kleine Kategorie C entspricht einfach einer Menge
{06(C), ar(C)} und ein Funktor zwischen zwei Kategorien ist einfach eine Abbildung zwi-
schen den entsprechenden Mengen, die sich zusédtzlich an gewisse Vertraglichkeitsregeln
halt.

? Siehe dafiir zum Beispiel: Beispiel 1.1.8 in |Kiiog].
3 Wer das nicht mochte, benotigt das Konzept der Quasikategorien. Naheres dazu findet man wieder in
[AHSgo| auf Seite 39.



DEFINITION 10 (Kontravariant /Kovariant /voll/treu): Einen Funktor #: ¢°® — D nen-
nen wir einen kontravarianten Funktor von C nach D. Entsprechend geht #°P von C nach
D°P. Manchmal nennen wir Funktoren von € nach D auch kovariant.

Wir nennen einen Funktor #: ¢ — D treu, wenn er auf den Morphismenmengen injektiv
ist. Wir nennen ihn voll, wenn er auf den Morphismenmengen surjektiv ist.

BEISPIEL 11 (Vergiss-Funktor/Hom-Funktor): 1. Ist C eine Kategorie, deren Objekte
Mengen mit einer bestimmten Struktur sind (z.B. Grp oder 7op), so gibt es den
Vergiss-Funktor ¥ : ¢ — Set, der den Objekten ihre Mengen und den Morphismen
die entsprechenden Abbildungen zuweist.

2. Sei C eine Kategorie. Fiir die Gesamtheit aller Morphismenmengen, deren Elemente
A als Ursprung haben, schreiben wir Hom(A, —), entsprechend fiir die Gesamtheit
aller, deren Elemente B als Ziel haben, Hom(—, B) und fiir alle einfach Hom(—, —).
Dies liefert uns einen Funktor in zwei Variablen von ¢ nach Set, indem wir fiir ein

festes Objekt A

06(C) > C —— Hom(A, C) € 0b(Set)

o= {Hom(C, D)3 f — [g+— [ og] € Hom(Hom(A, C), Hom(A, D))

definieren. Das ist nach Konstruktion ein kovarianter Funktor. Analog konstruieren
wir flir festes B den kontravarianten Funktor:
06(C) 2 C — Hom(C, B) € 0b(Set)

tom(= 5 {Hom(C, D)3 f — [g~— go f] € Hom(Hom(D, B), Hom(C, B)).

DEFINITION 12 (Natiirliche Transformation/Aquivalenz): Seien ¢, D Kategorien, ¥, G
Funktoren von C nach ©. Wir nennen A\: ¥ — G eine natiirliche Transformation von
F nach G, wenn X eine Klasse von Pfeilen

Ao: FC — GC, C € 06(C)

ist, so dass fiir jeden Pfeil g: C' — C’ das folgende Diagramm kommutiert:

5o — 2 50
‘ Fg h g9
)\Cl
,TC/ gCl

Wenn jedes A¢ ein Isomorphismus ist, nennen wir A eine natirliche Aquivalenz.

BEISPIEL 13 (Bidualraum): Ein Beispiel fiir eine natiirliche Transformation kennt man
aus der linearen Algebra: Wir betrachten die Kategorie ¢ aller K-Vektorrdume und den



Funktor F: ¢ — C, der ein Objekt V € 06(C) auf den zugehorigen Bidualraum V** =
Hom(Hom(V, K), K) und einen Homomorphismus ® € Hom(V, W) auf

Hom(V**, W*) 2 ®**: > [A — pu(Ao D))

schickt. Wir definieren nun fiir jedes V' eine Abbildung ny: V — V**, die ein Element
auf den Einsetzungshomomorphismus schickt

ny:v— A— A(v)] € V¥

und stellen fest, dass fiir einen beliebigen Vektorraum W und f € Hom(V, W), v € V,
sowohl ny o f(v) = [A — (Ao f)(v)], als auch (da p hier nur auswertet) f** ony(v) =
A — (Ao f)(v)] gilt, also das folgende Diagramm kommutiert:

v — A — A(v)
[ |
W e
f(v) —— A= (Ao f)(v)

Es handelt sich bei der Gesamtheit der ny also um eine natiirliche Transformation 7 :
id — 7.

BEISPIEL 14 (Funktor-Kategorien): Sei D eine Kategorie und C eine kleine Kategorie.
Dann bildet die Gesamtheit aller Funktoren von ¢ nach © die Kategorie Func(C, D) mit
den natiirlichen Transformationen als Pfeilen. Wenn nun ¥ und G zwei Funktoren von
C nach D sind, bildet die Gesamtheit aller natiirlichen Transformationen von ¥ nach
G tatséchlich eine Menge, denn: C ist eine kleine Kategorie, 06(C) ist also eine Menge,
daher ist die Gesamtheit der Moglichkeiten, die es an einem einzelnen Objekt C fiir
eine natiirliche Transformation gibt, auch nur eine Menge (da Hom(¥(C), D(C)) eine
Menge ist). Sei nun # ein dritter Funktor und A\: # — G und p: G — # natiirliche
Transformationen. Dann kénnen wir po A: F — # bilden, in dem wir p und A an jeder
Komponente verketten.

Wir schreiben fiir Func(C, D) oft auch 9¢ und fiir den Hom-Funktor Nat(#, —) fiir einen
Funktor #: ¢ — D.

DEFINITION 15 (Aquivalenz): Zwei Kategorien C, D nennen wir dquivalent, wenn es einen
Funktor F: ¢ — D gibt, der volltreu ist, und es fiir jedes Objekt B aus D ein Objekt
A aus C gibt, so dass F(A) isomorph zu B ist.



Satz 2 (Aquivalenz von Aquivalenz): Seien C, D Kategorien. Dann sind dquivalent:
1. C ist daquivalent zu D.

2. Es gibt Funktoren F: C — D und G: D — C, so dass F o G natirlich dquivalent
zu idg ist und G o F natirlich dquivalent zu id. ist.

Beweis: Zuerst sei C dquivalent zu D, es gebe also einen Funktor #: ¢ — D, der volltreu
ist und zuséatzlich gelte

I

VB € 06(D) 3A € 06(C) : F(A) = B.

Dann wéhlen wir uns fiir jedes B € 06(D) ein solches A und nennen es G(B). Weiterhin
wiahlen wir fiir jedes Objekt B einen zugehorigen Isomorphismus Ag: B — F(A) =
F(GB). Nun sei D ein weiteres Objekt aus 9 und f: B — D ein Morphismus. Dann
sehen wir an folgendem Diagramm,

Bt 76(B)

f BADofo)\gl

. 5G(D)

dass wir so einen Morphismus Ap o f o Az' € Hom(#(GB), #(GD)) erhalten und da F
volltreu ist, liefert uns das genau einen Morphismus G(f) € Hom(G(B), G(D)) mit

Tgf:)\Dofo)\El.

Dadurch wird G zu einem kovarianten Funktor von 2 nach ¢ (dass tatséchlich G(go f) =
Gg o Gf gilt, kann man leicht mit Hilfe der Tatsache, dass ¥ ein Funktor und volltreu
ist, zeigen, es ist nur sehr viel Schreibarbeit). Nun miissen wir nur noch zeigen, dass GF
und G natiirlich dquivalent zu den entsprechenden Identitédten sind.

Nach Konstruktion von G gilt sofort, dass #G natiirlich dquivalent zu idyp ist, denn fiir
jedes A, B und g war FGg ja gerade so konstruiert, dass das folgende Diagramm kom-

mutiert:
Aa

A FG(A)
g ‘fggABogo)\Al
AB
B 7G(B)

Auch G7 ist natiirlich dquivalent zu id., denn: Seien A, B Objekte aus C, f: A — B.
Dann gilt nach Konstruktion von G, dass F(A) = FGF (A), denn es gibt fiir jedes A den
oben konstruierten Isomorphismus

Ara: FA — FG(FA) € Hom(F(A), F(GFA))



und da ¥ volltreu ist, liefert uns das genau einen Isomorphismus ®4 € Hom(A, GFA),
so dass F(®4) = Ay(4). Damit kommutiert jetzt aber — fiir f — das folgende Diagramm,

A— L GrA)
f h GFf
B——" . GF(B)

da — nach Konstruktion von G — 7G(F f) = )‘T(B) oFfo A;(lA) gilt und, da ¥ volltreu
ist, liefert uns das GF f = Ppo fo @Zl, wie gewiinscht.

Nun gelte die 2. Aussage: Wir haben also zwei Funktoren ¥ und G deren Verkettun-
gen natiirlich dquivalent zu den Identititen sind, es gibt also natiirliche Aquivalenzen
Aride — GF und n: idp — #G. Fiir ein Objekt C aus C bzw. D aus D bezeichne
Ac: C — GF(C) bzw. np den entsprechenden Isomorphismus.

Wir zeigen zunéichst, dass F volltreu ist, dass es also fiir Objekte A, B aus C eine Bijektion
Hom(A, B) «+— Hom(¥ A, ¥ B)

gibt. Seien also f,g € Hom(A, B) mit ¥ f = Fg. Dann gilt insbesondere auch GF f = GFg
und unsere natiirliche Aquivalenz \ liefert

A0 Gy (4
hf hgﬁ
B—22 . 67(B)

also f = )\ng o GF f o A4 und analog g = )\731 0 GFgo Ay Da aber GF f = GFg, folgt
daraus schon f = g. Damit ist F auf den Morphismenmengen injektiv.

Es fehlt noch die Surjektivitdt: Dazu stellen wir fest, dass fiir zwei Objekte A, B aus D
durch 7 eine Bijektion der Morphismenmengen durch

Hom(A,B) > f+ #Gf =npo fon," € Hom(#G(A), ¥G(B))
induziert wird. Diese faktorisiert als
Hom(A, B) > f—— Gf € Hom(G(A), G(B)) 2 g — Fg € Hom(7G(4), FG(B)),

also ist g — F g surjektiv fiir alle Objekte im Bildbereich von G. Das geniigt aber, denn
wir konnen ja immer zu den GF A und G¥ B iibergehen, deren Morphismenmenge durch
A bijektiv der von A und B entspricht und die im Bildbereich von G liegen.

Zur letzten Aussage: Sei B ein beliebiges Objekt in D. Dann ist B durch ng isomorph
zu F(GB), also ist G(B) ein solches Objekt. O



BEISPIEL 16 (Yoneda-Einbettung): Sei C eine Kategorie, f: A — B in C. Dann indu-
ziert f durch Verkettung eine natiirliche Transformation von Hom(B, —) nach Hom(A, —):
Sei C ein beliebiges Objekt aus ¢. Dann erhalten wir Ac € Hom(Hom(B, C'), Hom(A, C))
durch

Ac: Hom(B,C) 3 ¢ — o f € Hom(4,C).

Sei nun C’ ein weiteres Objekt aus ¢ und ¢: C — C’. Das Bild von 1 unter dem
Hom-Funktor ist dann zum Beispiel

Hom(A,): Hom(A,C) 3 a — ¢ oa € Hom(A, ("),

und das folgende Diagramm kommutiert

g } gof
Hom(B, C) Hom(A, C)
h Hom(B, ) Hom(A, ) %
Hom(B, C") Hom(A,C")
Yog : Yogof

denn: Sei g € Hom(B, C). Dann gilt

Hom(A, ) o Ac(g) = Hom(A,¢)(go f) =4 ogo f
und genauso
Acr o Hom(B, ¥)(g) = Acr(¢og) =tpogo f,
womit A wie behauptet eine natiirliche Transformation der Hom-Funktoren ist.

So erhalten wir einen kontravarianten Funktor von ¢ nach Func(C, Set), indem wir ein
Objekt C auf Hom(C, —) und einen Pfeil f € Hom(A, B) auf die induzierte natiirliche
Transformation A\: Hom(B, —) — Hom(A, —) schicken. Diesen Funktor nennen wir die
Yoneda-Einbettung. Das verallgemeinern wir jetzt.

Satz 3 (Yoneda-Lemma): Sei C eine Kategorie, F: C — Set ein kovarianter Funktor.
Dann gibt es fiir jedes Objekt C aus C eine Bijektion:

Hom(Hom(C, —), F) +— F(C).

Das heifit jede natirliche Transformation Hom(C, —) — F st eindeutig durch ein Ele-
ment der Menge F(C) festgelegt.

Beweis: Wir konstruieren eine entsprechende Abbildung: Sei

y: Hom(Hom(C, —), F) — F(C),



wobei wir eine natiirliche Transformation n: Hom(C, —) — ¥ auf

y(n) =nc(idc) € F(C)

schicken. Sei nun A ein weiteres Objekt aus €. Dann gilt fiir die Komponente von 7 bei
A, da n eine natiirliche Transformation ist, dass fiir jeden Pfeil f: C — A das folgende
Diagramm kommutiert:

ide [ ne(ide)
Hom(C, C) 1 F(C)
% — ” }
Hom(C, A) " F(A)
f | na(f) = # f(ne(ide))

Insbesondere bedeutet das aber, dass na(f) = Ff(nc(ide)) ist, also die gesamte na-
tiirliche Transformation 1 durch # und nc(ide) festgelegt ist; die Abbildung y ist also
injektiv.

Sei nun x € F(C) und A ein Objekt aus C. Dann definieren wir uns die Abbildung
ea: Hom(C,A) — 7F(A), durch die Vorgabe f —— 7 f(x). Sei nun B ein weiteres
Objekt und g: A — B, dann stellen wir fest, dass das folgende Diagramm kommutiert

f | F f(x)
Hom(C, A) “ F(A)
w Hom(C, g) Fg n
Hom(C, B) - F(B)
gof | F(go f)(x)

(da Fg(Ff(x)) = (FgoF f)(x) = F(gof)(x),da F Funktor) und daher alle £ 4 gemeinsam
eine natiirliche Transformation ¢: Hom(C, —) — # bilden. Auferdem gilt

ec(ide) = #(ide)(z) =z,
also ist y(¢) = z und damit ist y auch surjektiv. O

BEMERKUNG 17 (Yoneda kontravariant): Analog kann man die kontravariante Varian-
te des Yoneda-Lemmas formulieren und beweisen: Fir einen Funktor F: C°P — Set
erhalten wir eine Bijektion Hom(Hom(—,C), F) «+— F(C).



Satz 4 (Yoneda-Einbettung): Die Abbildung aus Beispiel die f: A — B auf die
induzierte natirliche Transformation n: Hom(B, —) — Hom(A, —) schickt, ist ein voll-
treuer kontravarianter Funktor F: ¢ — Func(C, Set).

Beweis: In Beispielhatten wir gesehen: F schickt ein Objekt C' aus ¢ auf Hom(C, —)
und die Morphismen auf die entsprechenden natiirlichen Transformationen, ist also ein
kontravarianter Funktor. Das Yoneda-Lemma liefert nun fiir Objekte A und B eine Bi-
jektion

Hom(Hom(A, —),Hom(B, —)) «+— Hom(A, B),

was gerade bedeutet, dass F volltreu ist. O

DEFINITION 18 (Darstellbare Objekte): Sei F: ¢ — Set ein kovarianter Funktor. Dann
nennen wir ¥ darstellbar, wenn es ein Objekt C' von C gibt, so dass F zu Hom(C, —)
natiirlich dquivalent ist.

DEFINITION 19 (Graph): Im Folgenden sei ein Graph gewissermafen eine kleine Ka-
tegorie, in der wir keine Verkettung von Pfeilen fordern; wir sagen also ein Graph G
besteht aus zwei Mengen, O die Objekte und A die Pfeile, sowie zwei Abbildungen
d®, d': A — O, die einem Pfeil sein Anfangs- bzw. Zielobjekt zuweisen.

Ein Homomorphismus F: G — H zwischen zwei Graphen ist eine Abbildung, die Ob-
jekte auf Objekte und Pfeile auf Pfeile abbildet und mit d° und d! vertriglich ist, also
f: A— Baus G auf F(f): F(A) — F(B) aus # schickt.

Man sieht also, dass jede (kleine) Kategorie ¢ einen zugrundeliegenden Graphen |C| be-
sitzt und jeder Funktor ¥: ¢ — D einen ihm zugrundeliegenden Graphenhomomor-
phismus |F|: |C] — |D| besitzt. Wir erhalten so sogar einen Funktor von Cat in die
Kategorie der Graphen.

DEFINITION 20 (Diagramm): Sei C eine Kategorie, I ein Graph. Ein Diagramm in C ist
dann ein Graphenhomomorphismugf| D: I — |C|; I nennen wir in dem Fall auch den
Indexgraphen des Diagramms und das Diagramm nennen wir ein Diagramm vom Typ I.
Oft schreiben wir einfach D: I — C.

Wir nennen D ein endliches Diagramm, wenn es nur endlich viele Objekte und Pfeile
beinhaltet.

Fiir jedes Objekt A aus C konnen wir den konstanten Graphenhomomorphismus A
wahlen, der alle Objekte aus I auf A schickt und alle Pfeile auf id4. So erhalten wir zu
jedem Objekt ein Diagramm, das nur A beinhaltet.

Fiir zwei Diagramme D und E kénnen wir — ganz analog zu Funktoren — natiirliche
Transformationen definieren: \: D — F ist eine natiirliche Transformation, wenn es zu
jedem Objekt i aus I einen Pfeil \;: D(i) — E(i) gibt, so dass das folgende Diagramm

4 Wenn ( selbst keine kleine Kategorie ist, konnen wir trotzdem immer zu einer kleinen Unterkategorie
U von C iibergehen, damit |U| definiert ist und alles so klappt, wie wir es uns wiinschen. Das machen
wir in Zukunft immer implizit.

10



fiir jedes Objekt j und jeden Pfeil e: i — j aus I kommutiert:

D) — B
hD(e) hE(e)
Aj
D(j) E(j)

BEISPIEL 21 (Diagramm): Sei C eine Kategorie mit mindestens drei Objekten und nicht
leeren Morphismenmengen zwischen diesen. Sei weiterhin I der Graph

1—2+—3.

Dann ist zum Beispiel das folgende Diagramm ein Diagramm vom Typ [ in C:

B

A C

DEFINITION 22 (Kommutatives Diagramm): Fiir ein kommutatives Diagramm fordern
wir einfach, dass I nicht nur ein Graph, sondern selbst schon eine kleine Kategorie ist und
dass der Graphenmorphismus D ein Funktor von I nach ¢ ist. Durch die so vorhandenen
Verkniipfungspfeile kommutiert D (manchmal lassen wir die so erhaltenen Pfeile trotzdem
aus Griinden der Uberschaubarkeit weg).

DEFINITION 23 (Kegel/Kommutativer Kegel): Eine natiirliche Transformation a aus ei-
nem konstanten Diagramm A 4 in ein Diagramm D nennen wir Kegel — anschaulich ist
das ein Diagramm, in dem es fiir jedes D(i) genau einen Pfeil von A dorthin gibt, « ist
dann die Gesamtheit aller dieser Pfeile; das Objekt A nennen wir Spitze.

Wenn alles kommutiert, nennen wir o kommutativer Kegel.

Fiir a schreiben wir manchmal auch Cone(A4, D).

BEMERKUNG 24 (Kegelkategorien): Wir erhalten so zu einem Diagramm D vom Typ
I die Kategorie Cone(—, D) oder C,p der Kegel zu D, in der die Objekte natirliche
Transformationen sind; fiir zwei Objekte n: Ay — D und A\: Ap — D sind die Pfeile
einfach die Pfeile f: A — B aus C, die mit den Transformationen vertriglich sind,
also fir die das folgende Diagramm fiir alle Objekte i und j aus I und alle Morphismen
g: i — j aus I kommutiert:
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DEFINITION 25 (Limes/Kolimes): Sei C eine Kategorie, D ein Diagramm vom Typ I.
Dann nennen wir ein terminales Objekt in C)p einen Limes von D.

Ein Kolimes eines Diagramms D ist der Limes von D in der oppositen Kategorie, genauer:
Ein Kokegel eines Diagramms D: I — ¢ mit Spitze A ist eine natiirliche Transformation
von D nach A 4, man kann diese genauso in einer Kategorie zusammenfassen und in dieser
initiale Objekte suchen.

BEISPIEL 26 (Supremum): Sei M C R eine Teilmeng der reellen Zahlen. Die Reellen
Zahlen konnen wir, wie in Beispiel [2, zu einer Kategorie ¢ machen, die R als Objekte-
menge hat und in der es einen Pfeil von A nach B genau dann gibt, wenn A > B. Sei
nun I eine kleine Kategorie und 9: I — C ein Funktor, der gerade M als Bild hat, so
dass M durch D zu einem kommutativen Diagramm iiber I wird.

Sei nun & € R. Dann gibt es genau dann eine natiirliche Transformation von A, in D,
wenn x eine obere Schranke von M ist, denn wir fordern fiir eine solche Transformation
gerade, dass es einen Pfeil in jedes D(i) gibt, also x > y fiir jedes y € M gilt. Die Kategorie
Co hat hier also als Objekte die oberen Schranken von M und als Morphismen wieder
A — B <= A > B (dass alles kommutiert liegt an der Transitivitdt von >).

In dieser Kategorie existiert immer ein terminales Objekt, ndmlich die kleinste obere
Schranke, das Supremum von M, s — hier gilt fiir jede andere obere Schranke o von M,
dass es genau einen Pfeil von o nach s gibt.

In diesem Fall ist also das Supremum von M der Limes von D.

DEFINITION 27 (Vollstéandig/Endlich vollstédndig): Wir nennen eine Kategorie ¢ vollstin-
dig, wenn jedes Diagramm in C einen Limes besitzt. Wir nennen sie endlich vollstindig,
wenn jedes endliche Diagramm einen Limes besitzt.

BEISPIEL 28 (Produkt): In Set haben wir fiir je zwei Mengen A und B das kartesische
Produkt A x B mit den beiden kanonischen Projektionen 74 und wp. Das wollen wir
jetzt verallgemeinern.

Sei dazu C eine beliebige Kategorie und I = {1,2} ein Graph ohne Pfeile. Dann ist ein
Diagramm vom Typ I in C einfach ein geordnetes Paar (A, B) von Objekten aus C.
Ein kommutativer Kegel iiber (A, B) ist nun einfach ein weiteres Objekt K mit Pfeilen
f: K — A und g: K — B. Dann definieren wir das Produkt von A und B, A X B,
als Limes von (A, B). Wir fordern also, dass es fiir jeden anderen Kegel (K, f,g) genau
einen Pfeil ® gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

A B

5 Wahrscheinlich will man hier noch endliches Lebesguemafs oder so fordern, damit das Supremum
tatsdchlich auch in R existiert.
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In Set ist das gerade das kartesische Produkt, denn wir setzen ®(k) = (f(k), g(k)) fiir
alle k € K und sehen an der kanonischen Projektion, dass es die einzige M&glichkeit ist.

BEMERKUNG 29 (Endliche Produkte): Analog kann man nun einen Graphen ohne Pfeile
I = {1,...,n} nehmen und den Limes eines Diagramms D: I — C als das Produkt
[Licoss P(i) (oder D;) definieren. Man kann nachrechnen, dass es bis auf Isomorphie
assoziativ ist, also das fir je drei Objekte A, B und C aus C gilt:

Ax(BxC)=(AxB)xC.

BEISPIEL 30 (Equaliser): Sei ¢ eine Kategorie, A, B Objekte. Dann nennen wir zwei
Pfeile f,g: A — B parallel. Wir kénnen dann den Equaliser Eq(f, g) als den Limes des
folgenden Diagramms definieren:

f
Der Equaliser ist also ein Kegel iiber (A, B), also ein Objekt Eq(f,g) mit zwei Pfeilen
hi: Eq(f,9) — A und hy: Eq(f,g) — B, so dass
fohr=gohy=hs,

von dem wir zusétzlich fordern, dass es fiir jede andere Kegelspitze (K, j1, j2) genau einen
Morphismus ®: K — Eq(f, g) gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Das liefert uns zum Beispiel in Set die Menge

Eq(f,g9) ={z € A| f(z) = g(x)},

da h; hier einfach die Einbettung nach A ist, denn fiir jede andere Menge K mit einer
Abbildung h: K — A mit f(h(k)) = g(h(k)) fir jedes k € K gilt schon h(K) C Eq(f, g)
und somit ist ® in diesem Fall genau

®: K — Eq(f,9), k+— h(k).
Wir kénnen auch jeden Kern eines Gruppenhomomorphismus als Equaliser auffassen: Sei

dazu f: G — H und t der triviale Homomorphismus, der alles auf idy schickt. Dann
ist der Equaliser von f und t gerade Kern f, ndmlich

{9€ G| flg) =t(g) =idn}.
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Fiir jeden anderen Morphismus h: K — G mit f(h(k)) = idg fiir jedes k, muss notwen-
digerweise das Bild von A schon im Kern von f enthalten sein, wir haben somit wieder
keine andere Wahl fiir unser ®.

BEISPIEL 31 (Faserprodukt): In der Kategorie Set gibt es zu je drei Mengen A, B und C
mit den Abbildungen f: A — C und g: B — C die Teilmenge

Axc B:={(z,y) | f(z) =9g(v)}

des kartesischen Produkts, das Faserprodukt. Es ist die grofte solche mit der Eigenschaft,
dass f und g auf die einzelnen Komponenten angewandt einen gemeinsamen Punkt in C
liefern. Das mochten wir verallgemeinern.

Sei also C eine Kategorie und es gebe in C das folgende Diagramm D:

B

9

A C

Wir suchen nun Objekte K und Pfeile x: K — A und y: K — B, so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

K B
a7t e

Das sind aber gerade die kommutativen Kegel tiber ©. Nun kénnen wir das Pullback oder
Faserprodukt von D einfach als den Limes von D definieren, also ein Objekt A X B mit
Morphismen p;: A xg B — A und p2: A Xg B — B, so dass es fiir jedes (K, z,y)
genau einen Morphismus ®: K — A x ¢ B gibt (der Limes ist ja das terminale Objekt),
so dass das folgende Diagramm kommutiert:
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In Set bedeutet das, dass A x¢ B die oben angegebene Menge ist und wir fiir p; 2 einfach
die entsprechenden Projektionen einsetzen konnen, denn bei jedem (K, z,y) faktorisiert
x bzw. y iber A x¢ B.

Satz 5 (Existenz von Limiten): Sei C eine Kategorie. Wenn in C Terminalobjekt, Produkt
und Equaliser existieren, so existiert in C auch jeder endliche Limes.

Beweis: Seien A, B und C' Objekte aus ¢ mit f: A — C und g: B — C. Wir zeigen
erst die Existenz des Faserprodukts: Nach Voraussetzung existiert das Produkt A x B
mit den beiden Projektionen 74 und 7wg. Nun haben wir aber

foma
AXB:§C

gomB

und nach Vorraussetzung existiert nun der Equaliser £ (mit der zugehorigen Abbildung
7: E— Ax B) von foms und go wp. Dieser ist aber das Faserprodukt A x¢ B, denn
fiir ein Objekt K mit Morphismen = und y, so dass fox = goy, kommutiert das folgende
Diagramm,

K:»

denn, da (K, z,y) einen kommutativen Kegel iiber (A, B) bildet, gibt es genau einen
Morphismus ¢ von K in das Produkt A x B. Dadurch wird aber K zu einem Kegel iiber

fom
AXB:A§C

goTp

wodurch wir einen eindeutigen Morphismus ® in den Equaliser F erhalten. Somit ist
(E,mpoT,mq07) das Faserprodukt A x¢ B.

Nun nehmen wir uns ein beliebiges (endliches) Diagramm 9 und gehen genauso vor, um
den Limes zu konstruieren: Im Folgenden bezeichne, fiir einen Pfeil f: A — B, dom f

das Objekt A und cod f das Objekt B.

Sei I nun ein (nichtleerer) endlicher Graph und D: I — C der zugehdrige Morphismus.
Da in ¢ Produkte existieren, existieren induktiv auch endliche Produkte. Wir finden in
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C also die Objekte
A= H D(i) und B = H D(cod o),

i€obl acarl

mit den zugehorigen Projektionen mgoma: A — D(dom ), Teoda: A — D(cod @)
und 7, : B — D(cod &), wobei die D(i) alle Objekte aus dem Diagramm sind und die
D(cod ) all diejenigen, in die Pfeile hineingehen. Wir kénnen also A mit den zugehorigen
Projektionen als Kegel iiber den Komponenten von B auffassen und erhalten so (aus dem
Produkt) einerseits genau einen Pfeil f: A — B mit 7y, o f = @ © Tgoma, aber auch
genau einen Pfeil g: A — B mit 74 0 ¢ = Teoda, fur alle Pfeile a. Das bedeutet, dass
die folgenden Diagramme fiir alle o kommutieren:

) f ) g
Hieoﬁ[ D(i) Haeﬂrl D(cod a) Hieoﬁ[ D(1) HaEﬂrI D(cod o)
Tdom o T Tcod o =
D(dom «) 2o D(cod o) D(cod av)

Nun betrachten wir den Equaliser £ von f,g: A — B mit dem zugehorigen Morphismus
h: E — A. Das bedeutet aber gerade, dass wir (F,h) als Kegel iiber D auffassen
konnen und wegen f o h = g o h kommutiert auch alles und wir sehen, auf Grund der
Limeseigenschaft des Equalisers, dass E der Limes von D ist.

Den einzigen Fall, den wir so nicht erwischen, ist der des leeren Diagramms. Aber in dem
Fall ist jedes Objekt Kegel iiber D und der Limes ist einfach das terminale Objekt in C,
dessen Existenz wir ja gefordert hatten. O
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