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Aufgabe 1:  [Konstruktion von Splines]
Gegeben sei eine Unterteilung A = {a = 2o < 21 < ... < z,, = b} des Intervalls [a,b]. Der kubische
Spline Sa(x) interpoliere eine Funktion f(z) an den Punkten z;, 0 <1i¢ <mn.

(a) Zeigen sie, dass Sa die stiickweise Darstellung
Sa(z) = f(2i)(1 = 3t2 4+ 2t3) + f(xig1) (3% = 26%) + zihi(t — 262 +t3) + 2 hi (=2 +17)
hat, wobei
2 = Sh(z;) fiir 0 < i <,
sowie
i <x <xip1, ti=(x—x;)/hiund h; = x4 —x; fir 0 <i<n-—1.

(b) In dieser Darstellung sind die Ableitungen z; die einzigen Unbekannten. Leiten sie nun aus der
Forderung, dass S\ () stetig ist, die n — 1 Gleichungen

Zi—1 (1 1 ziv1 _ o [ f@) = fl@ic1) | flzign) — f(@i)
hi_l + 221 (hz_l + hz> + 3 ( h?il + h2 )

)

hi
fir 1 <i¢<n-—1, her.

(c) Jetzt fehlen noch zwei Gleichungen fiir die n+1 Unbekannten z;. Geben sie das zu losende lineare
Gleichungssystem fiir die natiirlichen Randbedingungen

Sala) = SA(b) =0
in Matrixnotation an.

(d) Formulieren sie den Gaui—Algorithmus zur Losung dieses speziellen Gleichungssystems.

Punkte:



Aufgabe 2:  [Berechnung von Splines]
Wir betrachten die Funktion f(x) =2 — |z| im Intervall [—1,1].

(a) Interpolieren sie f an den Stiitzstellen 29 = —1, 1 = 0 und z9 = 1 durch einen kubischen Spline
S1(x) mit den (natiirlichen) Randbedingungen

[ (w0) = S (x2) = 0.
(b) Verwenden sie nun einen kubischen Spline Sa(z), der die vollstdndigen Randbedingungen
Sy(wo) = f'(wo) und Sh(x2) = f'(22)
erfiillt.

(c) Ermitteln sie jetzt das Polynom P(x) vom Grad 4 fiir die Randbedingungen
P'(z0) = f'(zo) und P'(z2) = f'(x2).

(d) Berechnen sie fiir (a) bis (c) jeweils den Interpolationsfehler in der L.,—Norm.

(e) Zeichnen (bzw. plotten) sie die Funktionen f, Si, S und P. Wiedurch unterscheiden sich die
einzelnen Losungen qualitativ?

Punkte:

Gesamtpunktzahl: 30 Punkte



