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Aufgabe 1: [Kondition der Polynominterpolation]

(a) Bestimmen sie die Konditionszahlen %, % und g—;{ fiir die Polynominterpolation. Um welchen

k3

Betrag dndert sich y = P(z), wenn f; sich um ¢ &ndert?

(b) Betrachten sie den Fehler der Polynom-Interpolation einer Funktion f mit | fO+)(2)] < ¢ auf
dem Intervall [—1, 1] fiir n + 1 dquidistante Stiitzstellen x; = —1 4 % Vergleichen sie den Fehler
P(z) — f(z) in den Intervallen [0, 2] und [1 — 2, 1] fiir wachsendes n.

Punkte: | 8]

Anmerkung: diese Diskussion liefert einen Hinweis, dass der Interpolationsfehler am Rand des Inter-
valls wesentlich gréfser werden kann als im Inneren. Durch eine kluge Wahl der Stiitzstellen x; kann
jedoch der Interpolationsfehler tiber das gesamte Intervall minimiert werden. Diese Eigenschaft haben
gerade die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome, wie im folgenden gezeigt wird.

Aufgabe 2:  [Tschebyscheff-Interpolation]

(a) Die normierten Tschebyscheff-Polynome T;, sind definiert als

To(z) = 1

T,(z) := 2" "cos(n-arccosz) fiir n > 1.
Bestimmen sie T;(x) bis T5(x) direkt aus dieser Definition.

(b) Zeigen sie, dass die normierten Tschebyscheff-Polynome fiir n > 2 der Rekursionsformel

Tus(2) = #Tu(a) — {Tu 1 ()

geniigen und berechnen sie daraus T (z) und T5(x).

(c) Zeigen sie: die Nullstellen x, 1 < k < n, des Tschebyscheff-Polynoms 7,, sind fiir n > 1 gegeben

als
( 2k — 1)
TR =cos (7 .
2n

(d) Beweisen sie die Minimaleigenschaft der normierten Tschebyscheff-Polynome:

= <
gt = e [Ta(@)] < max [Qn(@)

fiir alle normierten (d.h. mit fithrenden Koeffizienten 1) Polynome @,, vom Grad n.

(e) Beweisen sie die Bestapproximationseigenschaft der Tschebyscheff-Polynome: P(x) sei das In-
terpolationspolynom fiir die Stiitzstellen xy, welche die Nullstellen von 7T),41 sind. Dann gilt fiir
jedes f € C™H1

1
o < - (n+1) .
L |f(z) — P(z)] < Tt 1) L | [ ()]

Punkte:



Aufgabe 3:  [Hermite-Interpolation]

(a) Bei der Hermite-Interpolation wird versucht, sowohl die Werte als auch die Ableitungen einer
Funktion zu interpolieren. Zeigen sie, dass das Hermite—Interpolationspolynom P(z) fiir die N +1
Stiitzstellen (z;, f;) und Ableitungen (z;, f/), 0 < i < N, die Lagrange’sche Darstellung

N

P(z) = (fiMi(z) + fiNi(z))
=0

hat mit

Mi(x) = (1—2(z—;)Lj(z:))(Li(x))* und
Ni(z) = (z—xi)(Li(z))?

wobei L;(z) die bekannten Lagrange—Interpolationspolynome sind.

(b) Wir definieren nun eine neue Folge von Stiitzstellen z;, 0 < i < 2N — 1, durch z9; = 2941 := ;.
Zeigen sie, dass nun das Hermite—Interpolationspolynom P(z) die Newton’sche Darstellung

P(x) = go + goi(x — 20) + gor2(x — 20)(z — z1) + ... + go.on—1(x — 20) ... (x — 2zan—1)-
besitzt.

(c) Zeigen sie, dass die Koeffizienten ¢ iiber das folgende Differenzenschema

To | 90 = fo L

zo | g1=fo 97 fo go12

1| g2=h 2 gray 9B
1| g3=h 923 = /1

definiert sind, wobei die unbekannten Eintréige {iber die bekannte Differenzenform

ermittelt werden.

Punkte: E
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