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Kapitel 1

Einleitung

Die Finanznumerik (engl. computational finance oder financial engineering) ist ein inter-
disziplindres Feld, das

Finanzmathematik,

stochastische Methoden,

e numerische Algorithmen und

Computersimulationen
einsetzt, um Anwendern in

e Banken,
e Versicherungen und

e anderen Finanzinstituten (z.B. Anlagefirmen, Borsenmakler)
mit

e dem tédglichen Handel,
e Risikoabschitzungen und
e Investitionsentscheidungen
zu unterstiitzen. Thr Ziel ist es moglichst genau das finanzielle Risiko abzuschétzen, das

Finanzinstrumente generieren. Bereiche, in denen die finanznumerischen Techniken einge-
setzt werden, sind:
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e Investment-Banking und -Management,
e strategische Unternehmensplanung,
e Handel mit Wertpapieren und Derivaten und

e Risikomanagement.
Von besonderem Interesse sind dabei Finanzderivate, z.B. verschiedene Typen von Op-
tionen. Der Preis dieser Derivate hdngt von der zukiinftigen Entwicklung von einem oder

mehreren zugrundeliegenden Wertpapieren ab, z.B.

e Aktien (stocks),

Aktienindizes (stock indices),

Verzinsliche Wertpapiere (bonds),

Wechselkurse (exchange rates) oder

Rohstoftfkurse (commodities).

Finanzderivate werden iiblicherweise entweder an speziellen Terminbérsen oder direkt au-
Berborslich (over-the-counter) gehandelt. Thr (mathematisch) fairer Preis ist eine wichtige
Richtgrofle fiir alle Marktteilnehmer.

Der typische Ansatz bei der Bewertung von Finanzderivaten startet mit einem Modell
fiir die zukiinftige Entwicklung der zugrunde liegenden Wertpapiere. Hier werden stocha-
stische Differentialgleichungen verwendet, um die zufélligen Schwankungen der Kurse zu
beriicksichtigen. Unter diesen Marktannahmen kénnen mit Techniken aus der stochasti-
schen Analysis Darstellungen fiir (faire) Preise und Risiken bestimmt werden.

Diese Darstellungen sind meist

o (kontinuierliche) Erwartungswerte oder

e partielle Differential- oder Integralgleichungen.

In den allermeisten Féllen konnen keine geschlossenen oder einfach berechenbare Losungs-
formeln fiir die Darstellungen angegeben werden. Daher werden numerische Verfahren zur
Diskretisierung dieser Erwartungswerte bzw. der Differentialgleichungen, eingesetzt, z.B.

e Pfadsimulationsverfahren,
e Quadraturverfahren,
e Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Verfahren oder

e Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme bzw. Ungleichungssysteme.



Kapitel 2

Finanzderivate

2.1 Verzinsung

Die Zinsrechnung beschéftigt sich mit mathematischen Verfahren zur Berechnung von
Zinsen auf angelegte bzw. gelichene Geldbetriige.

Definition 2.1.1 (Festverzinsliche Anlage) Der Wert B(t) einer festverzinslichen, ri-
sikofreien Anlage vom Betrag B(0) (z.B. in Euro) mit einem jihrlichen Zinssatz von r (in
%) betrdgt nach t Jahren:

e bei einmaliger Verzinsung pro Jahr: By(t) = B(0) - (1 +r)!
e bei m-maliger Verzinsung pro Jahr: By, (t) = B(0) - (1 + L)t

o bei kontinuierlicher Verzinsung:

By (t) = n}iirlmB(O) (14 %)tm (setze a := %)
— lim_B(0)-(1+ %)a*'t
= B(0)- <a1L”§o(1+ i)a> |
= B(0)-e" (2.1)

Bemerkung: Mit genau dieser Herleitung beschéftigte sich schon 1689 Jacob Bernoulli
bei dem Studium zusammengesetzter Zinsen.

Hinweis 1: Im folgenden ist immer der aktuelle Zeitpunkt ¢ = 0 und der Endzeitpunkt
einer Anlage wird mit ¢t = T bezeichnet.

Hinweis 2: In der Praxis wird zur Bestimmung der Zinsperiode oft ein Jahr zu 360 Tagen
und ein Monat zu 30 Tagen (1/12 Jahr) angesetzt.

9
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Beispiel 2.1.2 Sei B(0) =100, »r = 0.1, t = 1, dann ist bei

o cinmaliger Verzinsung: B1(1) =100 - 1.1 = 110.0

o zweimaliger Verzinsung (m = 2): Ba(1) =100 -1.05 - 1.05 = 110.25

e kontinuierlicher Verzinsung: Boo(1) = 100 - %! ~ 110.517

300

250

200

Wert B (z.B. in Euro)

150

100 =

T
einmalige Verzinsung
zweimalige Verzinsung
kontinuierliche Verzinsung --------

.
0 2 4

I
6 8 10

Zeit t (in Jahren)

Abbildung 2.1: Einmalige, zweimalige und kontinuierliche Verzinsung fiir B(0) = 100,

r=0.1,t=10.

Bei mehrfacher Verzinsung spricht man auch vom effektiven Jahreszins r.g, der dem Jah-
reszins bei einmaliger Verszinsung entspricht. Man erhélt den effektiven Jahreszins aus

dem nominellen Jahreszins r durch

B(0) - (1+re)’ =

Teff

Bei kontinuierlicher Verzinsung gilt analog

B(0) - (1 +7ep)’
Teff

B(0)- (1+ )"

1+ %)m —1 (2.2)
= B(0)-e"

= -1 (2.3)

Beispiel 2.1.3 Fiir das Beispiel B(0) = 100, r = 0.1, t = 1 gilt bei

e zweimaliger Verzinsung: rop= (1 + 91)2 —1=10.1025

e kontinuierliche Verzinsung: Teff = eVl —1~0.10517
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Anmerkung 1: Der Wert einer festverzinslichen Anlage B(t) erfiillt bei kontinuierlicher
Verzinsung die gewohnliche Differentialgleichung

dB(t)

== =rB(). (2.4)

Eine Diskretisierung der Differentialgleichung mit dem (expliziten) Euler-Verfahren mit
Maschenweite h = t/n auf dem Gitter ty = k- h,k = 1...n, fithrt zu:

Bltir) = Blt) +h- (- B(t)) = B{t) - (1 +h-r) = B(t) - (1+ ) (25)

mit B(tp) = B(0) und somit

rt

B(t) = B(t,) = B(0) - (1 n n>n (2.6)

Damit ist die m-fache Verzinsung nichts anderes als eine Euler-Diskretisierung der Diffe-
rentialgleichung mit n = t - m Zeitschritten. Die Differenz zwischen der m-fachen und der
kontinuierlichen Verzinsung laft sich damit als Diskretisierungsfehler angeben durch:

n—1

Bl - B0 = 3 (5080 + 00 )
k=0
~ n- <;r2h23(0) + O(h3)) = ;;iB(O) +O0(h*)=0(m™") (2.7)

Beispiel 2.1.4 Fir B(0) =100, r = 0.1, t = 1 und m = 2 betrigt die Differenz laut Ab-
schitzung: (100-0.12)/(2-2) = 0.25 und die exakte Differenz 110.517...—110.25 = 0.267... .

Anmerkung 2: Der kontinuierliche Zins stellt eine logarithmische (Brutto-)rendite dar:

_ . Bo(t)
=1In B(0) /t (2.8)

Anmerkung 3: Die kontinuierliche Verzinsung ist additiv, d.h. bei einem Zinssatz von 7
im Zeitraum [0,¢] und 7o im Zeitraum [t, 2¢] gilt

Boo(2t) = B(0) - e"1e"t = B(0) - e F72)t (2.9)

Beispiel 2.1.5 Der Wert einer Anlage (z.B. Aktie) sinkt im ersten Jahr von B(0) = 100
auf B(1) = 50 und dann steigt sie im folgenden Jahr wieder auf B(2) = 100. Dann ist

e bei einmaliger Verzinsung: im ersten Jahr ri = —0.5, im zweiten Jahr ro = 1.0 und
der mittlere Zins somit (r1 +12)/2 = 0.25.

o bei kontinuierlicher Verzinsung: ist ¢m ersten Jahr ri = ln(f’—(%) ~ —0.06931, im

zweiten Jahr ro = In(2) ~ 0.06931 und der mittlere Zins somit (r1 + r2)/2 = 0%.
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Anmerkung 4: Wihlt man

By (t) = B(0) - ﬁ(l +r)t/m, (2.10)
=1

so ist der effektive Jahreszins der m-fachen Verzinsung gleich dem Zins der einfachen
Verzinsung.

Definition 2.1.6 (Variabel verzinsliche Anlage) Bei einer variabel verzinslichen An-
lage wird ein Betrag B(0) mit einem variablen Zinssatz r = r(t) verzinst und es gilt bei
bei m-maliger Verzinsung pro Jahr:

tm—1
Bu(t) = B0)- T (1+ %) (2.11)
=0

mit t; =i/m und r; = r(t;) bzw. bei kontinuierlicher Verzinsung mit
tm—1

Bwo(t) = lim B(0)- [] (1+ﬁ) = B(0) - eJor(s)ds (2.12)

m—o0 / m
1=0

Beispiel 2.1.7 Sei B(0) = 100,¢ = 1,7(t) = 0.1+ 0.1 - ¢, dann ist

o bei einmaliger Verzinsung: B1(1) = B(0)(1 +r(0)) =100-1.1 =110

o bei zweimaliger Verzinsung: Bo(1) = B(0)(1 4 r(0)/2)(1 4+ r(0.5)/2)
=100-1.05-1.075 = 112.875

o bei kontinuierlicher Verzinsung: Boo(1) = B(O)efo1 0.140.1s ds — 1) . 0-1+0-1/2
=100 - %1 = 116.1834...
Anmerkung 1: Manchmal wird bei der m-maligen Verzinsung statt r(¢;—1) auch r(¢;)
oder ein Mittel wie 7((t; + ti+1)/2) bzw. ﬁ ‘ftil—l r(s) ds gewihlt.

Anmerkung 2: Die variable Verzinsung geniigt der Differentialgleichung

dB(t
J =r(t)B(t), (2.13)
dt
mit zugehoriger Euler-Diskretisierung
B(thrl) = B(tk) +h-rg - B(tk) = B(tk) . (1 + rkt/n). (2.14)

Dies entspricht einer Diskretisierung des Integrals im Exponenten der kontinuierlichen
Verzinsung mit der Rechteckregel.

Definition 2.1.8 (Diskontierung) Unter Diskontierung (Abzinsung) versteht man ge-
nau den umgekehrten Vorgang der Verzinsung, d.h. die Bestimmung des jetzigen Werts
B(0) eines zukiinftigen Betrags B(t) unter dem Zinssatz r. Es gilt:
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bei m-maliger fester Verzinsung pro Jahr: B(0) = (1+ L)~"™. B(t)

bei kontinuierlicher fester Verzinsung: B(0) = e~ - B(t)

bei m-maliger variabler Verzinsung pro Jahr: B(0) = [T (1 + %)_1 - B(t)

bei kontinuierlicher variabler Verzinsung: B(0) = eJor(s) ds.. B(t)

2.2 Forwards und Futures

Definition 2.2.1 (Forward) Fin Forward ist ein Vertrag, einen Vermdgenswert S zu
einem bestimmiten zukiinftigen ZeitpunktT zu einem bestimmten Preis K zu kaufen oder zu
verkaufen. Zum Zeitpunkt T hat ein Forward den Wert V(S,T) = S(T')—K (Kaufposition)
bzw. V(S,T) = K — S(T) (Verkaufsposition,).

Beispiel 2.2.2 Ein Forward auf eine Unze Gold zu K = 340 (Euro) in einem Jahr (T =
1) hat

o Preis der Unze Gold S(T') = 350: Wert des Forwards V(T') = 350 — 340 = 10
e Preis der Unze Gold S(T) = 330: Wert des Forwards V(T) = 330 — 340 = —10

40

T T
Kaufposition
Verkaufsposition

30 [

20 |

Wert des Forwards V (in Euro)
o

20

30 b

40 I I I I I I I
300 310 320 330 340 350 360 370 380
Preis des Vermoegenswerts S (in Euro)

Abbildung 2.2: Wert eines Forwards auf S fiir den Preis K = 340 zum Zeitpunkt T (jeweils
Kauf- und Verkaufsposition).

Die Frage ist nun: was ist der Wert des Forwards nicht zum Zeitpunkt T', sondern zum
jetzigen Zeitpunkt: V(S,0).

Definition 2.2.3 (Arbitrage) Arbitrage bezeichnet die Méglichkeit eines risikofreien Ge-
winns (z.B. die Preisdifferenz fir das gleiche Wertpapier zwischen zwei Mdarkten). Arbitra-

geure im Markt nutzen diese Mdglichkeiten aus und sorgen so langfristig fiir arbitrage-freie
Mdrkte.
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Beispiel 2.2.4 Fir S(0) = 300 Euro, r = 5%, t = 1 Jahr, K = 340 Euro gibt es folgende
Arbitragemdglichkeit:

e Investor leiht sich 300 Euro zu 5%
o er kauft eine Unze Gold

o er dbernimmt die Verkaufsposition in einem 1-jihrigen Forward zu 340 Furo

Resultierender Gewinn: 340 — 300 - €99 = 340 — 315.38 = 24,62 Euro
Fiir andererseits S(0) = 300 Euro, r = 5%, t = 1 Jahr, K = 300 Euro gibt es die

Arbitragemdglichkeit:
o [nvestor verkauft eine Unze Gold
e Erlegt 300 Euro zu 5% an

o er dbernimmit die Kaufsposition in einem 1-jahrigen Forward zu 300 Euro

Resultierender Gewinn: 300 - €29 — 300 = 315.38 — 300 = 15, 38 Euro

Satz 2.2.5 In einem arbitragefreien Markt mit Zinssatz v muss fir einen Forward-Vertrag
auf das Wertpapier S zum Zeitpunkt t gelten:

K = 5(0) - e (2.15)

Beweis: Der resultierende Gewinn fiir einen der beiden obigen Investoren ist genau dann
Null, falls K = S(0) - e, O

Bemerkung: Der Preis eines Forwards V ist dann zum momentanen Zeitpunkt immer 0,
spater kann er ungleich Null sein.

Futures sind an der Borse gehandelte Forward-Vertrége.
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2.3 Einfache Optionen

Definition 2.3.1 (Option) Eine Option ist ein Vertrag, der dem Halter das Recht, aber
nicht die Pflicht gibt, einen Vermdgenswert S(t) innerhalb des Zeitraums T zu einem
bestimmten Preis K zu kaufen (Call Option) bzw. zu verkaufen (Put Option). Dieses
Recht hat einen (zeitlich sich verdndernden) Wert, der mit V (S,t) bezeichnet wird.

Hinweis: Der Wert einer Option zum Ende T des Ausiibungszeitraums 7 ist in der Regel
bekannt und wird Auszahlungsfunktion V' (S,T") genannt.

2.3.1 Europiische Optionen
Definition 2.3.2 (Europiische Option) Bei sogenannten Europdischen Optionen ist
der Ausiibungszeitraum T = {T'} nur ein Zeitpunkt in der Zukunft. Der Wert einer Eu-
ropdischen Option zum Zeitpunkt T ist

V(S,T) = max{S(T) — K,0} = (S(T) — K)™" (2.16)
fiir Call Optionen und

V(S,T) = max{K — S(T),0} = (K — S(T))* (2.17)

fiir Put Optionen.
Gesucht ist nun der Wert der Option zum jetzigen Zeitpunkt: V(.S,0).

Beispiel 2.3.3 fiir eine Call-Option: Kaufe eine Unze Gold zu 340 Euro bis zum 31.
Januar 2012. Am 31. Januar 2012 (T ist die Zeitdifferenz zu heute) ist der Wert dieser
Option z.B.

e falls S(T) = 360 Furo: 360 — 340 = 20 Euro (der Halter ibt die Option aus)

o falls S(T') = 300 Euro: 0 Euro (der Halter ibt die Option nicht aus)

Satz 2.3.4 (Put-Call Paritét) Fir Europdische Optionen gilt die Put-Call Paritit

Veau(S,t) + Ke "D = Vp (S, 1) + S(t). (2.18)

Beweis: Sei B(t,T) der Wert eines festverzinslichen Wertpapiers zum Zeitpunkt ¢, das K
zum Zeitpunkt T zahlt. Man betrachtet die beiden risikofreien Portfolios
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Eurapaische Call-Option (K=340) Eurapiische Put-Option (K=340)

240 4 240

V(B.T)
V(B.T)

120 4 120

0 220 340 480 &00 0 120 220 340 480
ElD) 5

Abbildung 2.3: Auszahlungsfunktion einer Call- bzw. Put-Option auf S.

e Portfolio A: 1 Call-Option + 1 Wertpapier B. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt
T ist

| K falls S(T) < K (Option: 0, Wertpapier: K)
Vean($, T)+B(T,T) = { S(T) falls S(T)> K (Option: S(T) — K, Wertpapier: K)
e Portfolio B: 1 Put-Option + 1 Basiswert S. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt
T ist

K falls S(T)

K (Option: K — S(T), Basisw.: S(T"))
S(T) falls S(T)> K

(Option: 0, Basisw.: S(T"))

<

Beide Portfolios haben zum Zeitpunkt 7" den gleichen Wert max{S(7'), K'}. Das impliziert,
dass sie auch den gleichen Wert zu jedem Zeitpunkt ¢ < T haben miissen, ansonsten gédbe
es Arbitrage-Moglichkeiten (man koénnte das billigere kaufen und das teurere verkaufen,
zum Zeitpunkt 7" hat deren Summe jedoch Wert 0, wodurch ein risikofreier Gewinn zum
Zeitpunkt t ensteht). O

Anmerkung: Fiir einen festen Zinssatz 7 ist B(t,T) = e "I K.
Weiterhin gelten die Ungleichungen
St) > Vea(S,t) >max{S(t) — K -e 7T 0} (2.19)
K> Vpu(S,t) >max{K - -e "7 _5(t),0} (2.20)

2.3.2 Amerikanische Optionen

Definition 2.3.5 (Amerikanische Option) Bei sogenannten Amerikanischen Optionen
ist der Ausiibungszeitraum das ganze Zeitintervall T = [0, T| zwischen heute und dem Zeit-
punkt T'.

Fiir Amerikanische Optionen gilt keine Put-Call Paritét, sondern nur

Ke™ " T < S(8) + Vpue (S, 1) — Voau(S,1) < K (2.21)
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wobei die obere Schranke nur gilt, falls keine Dividende gezahlt werden. Desweiteren gelten
nur die groberen Ungleichungen:

S(t) > Veau(S,t)
K Z VPut(Sa t)

(2.22)
(2.23)

AVARAYS
o o

Es kann auch gezeigt werden, dass der Wert Européischer und Amerikanischer Call Op-
tionen gleich ist, da es niemals optimal ist, eine Amerikanische Kaufoption vor dem End-
zeitpunkt 1" auszuiiben.

Satz 2.3.6 Zahlt das zugrunde liegende Wertpapier keine Dividenten aus, so ist es niemals
optimal, eine Amerikanische Kaufoption vor dem Filligkeitszeitpunkt auszuiiben und es gilt
fir S >0 undt e 0,T):

Ver(S,t) = Vam(S,t) (2.24)

Beweis: Da Amerikanische Optionen mehr Rechte als Européische Optionen beinhalten,
gilt Vo™ (S t) > Ve (S,t). Da aber fiir eine Européische Call-Option V¥ (S,t) > (S —
Ke "(T=)+ > (§ — K)* gilt, lohnt sich vorzeitiges Ausiiben der Option nicht. O

Satz 2.3.7 Fliir eine Amerikanische Verkaufsoption gibt es immer einen Aktienkurs S(t) >
0, so dass vorzeitiges Austiben zum Zeitpunkt t < T optimal ist.

Beweis: Die maximale Auszahlung einer Amerikanischen Verkaufsoption am Falligkeits-
zeitpunkt T ist K. Ein Héndler wird eine Amerikanische Verkaufsoption zum Zeitpunkt
t vorzeitig ausiiben, wenn die Auszahlung groéfer ist, als die maximale diskontierte Aus-
zahlung am Filligkeitszeitpunkt 7', d.h. wenn K — S(t) > e (T~ K. Hinreichend fiir ein
vorzeitiges Ausiiben der Option ist also S(t) < (1 —e 7T, O

2.4 Optionen mit speziellen Ausiibungsrechten

Bei den folgenden Optionen ist die Auszahlung wie bei den einfachen (Vanilla) Optionen,
aber die Ausiibungsrechte sind unterschiedlich.

2.4.1 Bermuda-Optionen

Definition 2.4.1 (Bermuda-Option) Bei sogenannten Bermuda-Optionen ist der Aus-
iibungszeitraum eine vorgegebene Zahl von Zeitpunkten T = {t1,ta,.. .ty } mit t; < t; fir
1<i<j<m,t1>0undt, =1T.

Da bermudsche Optionen bei gleichem Endzeitpunkt 7" mehr Rechte als européische und
weniger Rechte als amerikanische Optionen beinhalten, liegt ihr Preis zwischen diesen
Optionstypen (die Bermuda-Inseln liegen auch zwischen Amerika und Europa).
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2.4.2 Cap-Optionen

Definition 2.4.2 (Cap-Option) Cap-Optionen werden automatisch ausgeiibt, sobald der
Vermdgenswert eine vorgegebene Schranke H iber- (bei Call Optionen) bzw. unterschreitet
(bei Put Optionen).

Cap-Optionen besitzen damit eine obere Schranke H — K bzw. K — H fiir den Gewinn.

—4— Eurapaische Call-Option —+— Europaische Put-Option

Cap Option Floor Option

/l- K“\
HK - KeH L

VEET)
VIBT)

s sm

Abbildung 2.4: Vergleich einer européischen Option mit einer Cap bzw. Floor Option.

2.4.3 Shout-Optionen

Definition 2.4.3 (Shout-Option) Shout-Optionen geben dem Halter praktisch zwei Aus-
tibungszeitpunkte. Zu einem beliebigen Zeitpunkt t < T kann der Halter den aktuellen Preis
S(t) festhalten (shouten) und erhdilt zum Ende des Ausiibungszeitraums T bei einer Call-
Option

V(S,T) = max{(S(F) - K)*, (S(T) — K)*} (2.25)

2.5 Pfadabhingige Optionen

Pfadabhiéingige Optionen sind spezielle (exotische) Optionen, bei denen zur Bestimmung
der Auszahlung nicht nur der Preis des Basiswerts zum aktuellen Zeitpunkt, sondern die
gesamte Preishistorie zugrunde gelegt wird.

2.5.1 Lookback-Optionen

Definition 2.5.1 (Lookback-Option) Bei Lookback-Optionen wird zur Ermittlung der
Auszahlung das Mazximum oder Minimum der Kurse im Ausiibungszeitraum betrachtet.
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Auszahlung

—~
—

Abbildung 2.5: Darstellung der Auszahlung einer Shout-Option anhand der Kursentwick-
lung von S.

Man unterscheidet Lookback-Optionen mit festem und mit variablen Ausiibungspreis:

+
V(S,T) = (Orgtzggf S(t) — K) (fester Ausiibungspreis) (2.26)
+
V(S,T) = <S(T) - 0I<I}€i<nT S(t)) (variabler Ausibungspreis) (2.27)

Sogenannte Russische Optionen sind Lookback-Optionen die ewig, also ohne festen Ausiibungs-
zeitpunkt 7' laufen.

2.5.2 Asiatische Optionen

Definition 2.5.2 (Asiatische Option) Bei Asiatischen Optionen wird nicht der Wert
des Vermdogenswerts am Ende des Austiibungszeitpunkts sondern tber sein zeitliches Mit-
tel iber einen vorgegebenen Zeitraum mit dem Austibungspreis K wverglichen. Man unter-
scheidet zwischen arithmetischen und geometrischen sowie diskreten und kontinuierlichen
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Mitteln.
1 & !
V(s,T) = (m Zl S(t;) — K> (diskret arithmetisch) (2.28)
;_ 1/m *
V(S,T) = ((H S(tﬁ) — K | (diskret geometrisch) (2.29)
i=1
1

vism) = (2

T +

/ S(t) dt — K) (kontinuierlich arithmetisch) (2.30)
0

V(s,T) = (erh

+
InS() dt _ K) (kontinuierlich geometrisch) (2.31)

Daneben gibt es dhnlich wie bei Lookback-Optionen Asiatische Optionen mit variablem
Ausiibungspreis, z.B. im diskreten arithmetischen Mittel

+

V(S,T) = (S(T) -=> S(ti)> (diskret arithmetisch) (2.32)

m
i=0

Asiatische Optionen haben ihren Ursprung in asiatischen Méarkten, um Optionshéndler

davon abzuhalten, den Optionspreis am Ausiibungstag zu manipulieren.

2.5.3 Barrier-Optionen

Definition 2.5.3 (Barrier-Option) Bei Barrier-Optionen hingt das Ausibungsrecht da-
von ab, ob der Vermdgenswert eine vorgegebene Schranke H (Barrier) iiber- oder unter-
schreitet. Knock-Out Optionen werden wertlos, sobald die Schranke tibertreten (Up-Out)
oder unterschritten (Down-Out) wird. Knock-In-Optionen sind solange wertlos, bis die
Schranke dbertreten (Up-In) bzw. unterschritten (Down-In) wird. Als Beispiel hat eine
Down-Out Call Option die Auszahlung:

(S(T)— K)™ falls S(t) > H fir0<¢t<T

V(S,T) = { ; e (2.33)

Fiir Barrier-Optionen gilt die In-Out Paritdt, d.h. wenn man eine Knock-In- und eine
Knock-Out-Option mit gleichem Barrier kombiniert, dann erhélt man die entsprechende
Européische Option

Vin(S,t) + Vour (S, t) = Veur (S, 1) . (2.34)

Neben den kontinuierlichen Barrier Optionen oben gibt es auch diskrete Barrier Optio-
nen, bei denen die Schranke nur zu bestimmten Zeiten iiberpriift wird. Bei sogenannten
Paris-Optionen muss die Schranke mindestens einen vorgegebenen Zeitraum iiber- bzw.
unterschritten werden und die Auszahlung hiangt von der Linge dieses Zeitraums ab.
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2.6 Optionen mit speziellen Auszahlungen

2.6.1 Digitale Optionen

Definition 2.6.1 (Digitale Option) Bei digitalen (bindren) Optionen wird unabhingig
vom Preis des Basiswerts zum Austibungzeitpunkt entweder der Preis des Wertpapiers
S(T) (asset-or-nothing) oder ein fester Betrag B (cash-or-nothing) gezahlt, wenn der Preis
des Basiswerts tiber dem Ausiibungspreis liegt, die Auszahlung ist also

V(S,T) = {g(T) éZZZtS(T>>K (asset-or-nothing) (2.35)
V(S,T) = {OB éiZZtS(T)>K (cash-or-nothing) (2.36)

Auszahlung von
"asset-or-nothing”
Optionen

- S
= =
- \ = /
= Auszahlung von
Sk g W “cash-or-nothing” ]

Optionen

ViET)

i K i K
M ]

Abbildung 2.6: Auszahlungsfunktion von asset-or-nothing Optionen (links) und von cash-
or-nothing Optionen (rechts)

2.6.2 Forward-Start-Optionen

Definition 2.6.2 (Forward-Start-Option) Bei Forward-Start-Optionen wird der Aus-
iibungspreis K erst zu einem bestimmten Zeitpunkt t in der Zukunft durch den dann giilti-
gen Preis S(t) des Basiswerts bestimmt

V(S,T) = (S(T) - S(5))* (2.37)

2.7 Optionen auf mehrere Basiswerte

Bei Multi-Asset Optionen werden die Kursverldufe mehrerer Basiswerte Sy (t), Sa(t), . . . Sk(t)
betrachtet.

Definition 2.7.1 (Spread-Option) Bei Spread-Optionen wird die Differenz zweier Ba-
siswerte S1 und Sy mit dem Ausiibungspreis K verglichen, also bei Call-Optionen

V(S,T) = ((S1(T) — So(T)) — K)* (2.38)
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2.7.1 Basket-Optionen

Definition 2.7.2 (Basket-Option) Bei Basket-Optionen hingt die Auszahlung von dem
Wert eines Portfolios (oder Basket) von Basiswerten ab, z.B. auf einen Aktienindex wie
den DAX

k
V(S,T) = () a:Si(T) - K)* (2.39)
=1

2.7.2 Regenbogen-Optionen

Definition 2.7.3 (Regenbogen-Option) Bei Regenbogen-Optionen hdngt die Auszah-
lung von dem besten oder dem schechtesten Basiswert ab

V(sS,T) = ('Eaxk Si(T) — K)T (bester Wert) (2.40)
V(sS,T) = ('_HllinkS’i(T) — K)™ (schlechtester Wert) (2.41)

2.7.3 Outperformance Optionen

Definition 2.7.4 (Outperformance-Option) Bei Outperformance-Optionen hingt die
Auszahlung von der Performance (dem relativen Wertzuwachs) eines Basiswerts Si im
Vergleich zu den anderen Basiswerten Ss,...,S ab.

(SU(T) — K)*  falls S > 3D g9 < < &

V(S,T) :{ . STORSEAQ (2.42)

sonst

2.8 Noch exotischere Optionen

e zusammengesetzte Optionen, also Optionen auf Optionen

e Re-Optionen, beinhalten fiir den Halter bei Ausiibung eine weitere Option auf den
Basiswert

e verldngerbare (extendible) Optionen, bei denen der Halter fiir einen festen Preis die
Laufzeit der Option verldngern kann

e Chooser-Optionen, die den Halter fiir einen bestimmten Zeitraum entscheiden lassen,
ob die Option eine Call oder Put Option sein soll

e Quanto-Optionen sind Optionen auf einen Basiswert, der in einer ausldndischen
Wiéhrung notiert wird, bei denen die Auszahlung aber in der einheimischen Wahrung
gezahlt wird
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2.9 Greeks

Die sogenannten Greeks (Griechen) sind die Ableitungen (Sensitivitdten) des Optionsprei-
ses V beziiglich der zugrunde liegenden Variablen:

e Delta: A = g—g: misst die Sensitivitit des Optionspreises beziiglich Anderungen im
Wertpapierpreis und wird oft als Hedge-Parameter verwendet

e Theta: © = %—‘;: misst die Sensitivitdt des Optionspreises mit der Zeit und ist wichtig

um den Zeitwert einer Option zu bestimmen (auch: © = —%)
e Gamma: ' = 627‘;: misst die Sensitivitit des Optionspreises beziiglich Anderungen

in Delta und ist wichtig um zu Bestimmen wie ein Portfolio auf groBe Anderungen
im Preis reagiert

e Rho: P = %—‘T/: misst die Sensitivitit des Optionspreises beziiglich Anderungen des
risikofreien Zinssatzes

Daneben gibt es noch viele weitere Greeks zu den einzelnen Ableitungen nach den Para-

metern in den folgenden Martkmodellen, z.B. Vega: V = %—Z.
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Kapitel 3

Marktmodelle

3.1 Marktannahmen
Die folgenden Annahmen an den Markt werden in der Regel getroffen:

1. Es handelt sich um einen reibungsfreien Finanzmarkt, d.h.

e es werden keine Transaktionskosten und Steuern beriicksichtigt,
e der Aktien bzw. Optionshandel ist zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] moglich,

e gewiinschte Transaktionen kénnen in beliebigem Umfang ohne Riickwirkung
auf die Kursentwicklung durchgefiihrt werden,

o Wertpapiere stehen in beliebig teilbaren Einheiten zur Verfiigung.
2. Der Markt ldsst keine Arbitragemoglichkeiten zu.
Desweiteren nimmt man an, dass der Markt (z.B. der Wertpapierkurs) durch ein Modell

beschrieben werden kann. Man unterscheidet zwischen deterministischen und stochasti-
schen und zwischen (zeit-)kontinuierlichen und (zeit-)diskreten Modellen.

3.2 Stochastische Prozesse

Stochastische Modelle werden durch sogenannte stochastische Differentialgleichungen (SDEs)
beschrieben. SDEs sind Differentialgleichungen in denen ein oder mehrere Terme stocha-
stische Prozesse sind (damit ist die Losung einer SDE auch wieder ein stochastischer
Prozess).

Definition 3.2.1 (Stochastischer Prozess) Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,%, P) (mit Ergebnismenge ), Ereignisalgebra ¥ und Wahrscheinlichkeitsmass P auf

25
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Y), ein weiterer mit einer Sigma-Algebra versehener Raum (Z, Z) und eine Indexmenge
T. Ein stochastischer Prozess ist dann eine Sammlung von Zufallszahlen

X(t):Q—Z (3.1)

fir alle t € T wobei die Abbildung X (t) Z-messbar sein muss.

Anmerkungen:

e Wenn T abzihlbar ist (z.B. T = INg), so heisst der Prozess zeitdiskret, ansonsten
zeitstetig.

e Wenn Z endlich oder abzahlbar ist, so heisst der Prozess wertediskret oder Punkt-

prozess.

Definition 3.2.2 (Markov-Prozess) FEin Markov-Prozess ist ein stochastischer Pro-
zess, bei dem die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen zukiinftigen Zustand nur vom
aktuellen Zustand des Prozesses und nicht von vergangenen Zustdnden abhdngt, d.h.

PIX(t+s)=y|X(u) =2z(u) Yu < t] = PIX(t+s) =y|X(t) = x(t)] (3.2)

fiir alle s > 0.

Hinweis: Die verfiigbaren Informationen iiber den Verlauf eines Prozesses werden genauer
durch Filtrationen F'(t) (aufsteigende Familien von Sigma-Algebren) gefasst.

Definition 3.2.3 (Levy-Prozess) FEin Levy-Prozess ist ein (zeitstetiger) Markov-Prozess
mit stationdren und unabhdngigen Zuwdchsen, d.h.

e X(t)— X(s) und X(v) — X (u) sind unabhdingig voneinander fir s <t <wu <w

o X(t+u)—X(t)~X(s+u)— X(s) fir alle s, t,u

3.3 Grundlegende stochastische Prozesse

Definition 3.3.1 (Bernoulli-Prozess) FEin Bernoulli-Prozess B(t) : Ng — IN ist ein
zeit- und wertediskreter Levy-Prozess mit den folgenden Figenschaften:

e B(0)=0

| 1 mit Wahrscheinlichkeit p
* B®) - Blt-1) = { 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p
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Eigenschaften:

e Zum Zeitpunkt ¢ geniigt B(t) der Binomialverteilung
t _
PO = k) = (| ) o1 =) (33)

e B(t) hat Erwartungswert E(B(t)) = tp und Varianz Var(B(t)) = tp(1 — p)

2k Kein Sprung, d.h. B(2}-B(11=0

g \H i
ier findet ein Sprung statt, d.h. B(1)-B(0) =1

=M

Abbildung 3.1: Beispielpfad eines Bernoulli-Prozesses.

Definition 3.3.2 (Poisson-Prozess) Ein Poisson-Prozess Ny(t) : Ry — IN mit Inten-
sitdt X ist ein zeitstetiger und wertediskreter Levy-Prozess mit den folgenden Eigenschaften:

e N(0)=0
e N(t) ist fast sicher rechtsseitig stetig

e N(t) = N(s)~P(A-(t—2s))
wobei P(v) eine Poisson-verteilte Zufallszahl mit Ereignisrate v ist.

Definition 3.3.3 (Poisson-verteilte Zufallszahl) FEine Poisson-verteilte Zufallszahl mit
Ereignisrate A (mittlere Zahl von Ereignissen in einer Zeiteinheit) ist eine Zufallsvariable
X mit der diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung
DL
P(X =k)=—e (3.4)

mit T € INg.
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Eigenschaften:

e N(t) hat Erwartungswert E(N(t)) = At und Varianz Var(N(t)) = A\t

e Der Parameter A stellt gleichzeitig das Mittel und die Varianz der Zahl k der auf-
tretenden Ereignisse dar.

4 T T T T
Sprung bei ~3.4

3 L

2 - -
=
L,
>

1 L -

U Sprung bei ~1.3 7

-1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 8

S(T)

Abbildung 3.2: Beispielpfad eines Poisson-Prozesses

Definition 3.3.4 (Wiener-Prozess) Fin Wiener-Prozess W (t) : Ry — R ist ein zeit-
und wertstetiger Levy-Prozess mit den folgenden Eigenschaften:

e W(0)=0

o W(t) ist fast sicher stetig

o W(t)—W(s)~+t—s-N(0,1)=N(0,t—s)

wobei N(0,1) eine normalverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0 und Varianz 1 ist.

Definition 3.3.5 (Normalverteilte Zufallszahl) Fine normalverteilte Zufallszahl mit
Mittelwert . und Varianz o? ist eine stetige Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeits-
dichte (Verteilungsfunktion)

b(z) = L w2202 (3.5)

o2r

dh. ]
P(X < 7) = &(7) = /_ o(x) da (3.6)

wobei ©(Z) die kumulative Verteilungsfunktion ist.
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_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 p2z 03 04 05 0B 07 08 08 1

t

Abbildung 3.3: Beispielpfad eines Wiener-Prozesses

Eigenschaften:

e Die Pfade eines Wiener-Prozesses sind fast sicher an keiner Stelle differenzierbar

e Wiener-Prozesse sind selbstdhnlich unter Streckung, d.h. éW(at) ist wieder ein
Wiener-Prozess

e Zum Zeitpunkt t ist W (t) normalverteilt mit Erwartungswert E(W(t)) = 0 und
Varianz Var(W(t)) =t.

Zusammenhinge:

e Lisst man im Bernoulli-Prozess B(t) t nach oo laufen und hélt dabei p fest, dann
konvergiert bei geeigneter Skalierung B(t) — tp gegen den Wiener-Prozess.

e Lisst man ¢t nach oo und p nach 0 laufen wihrend ¢p gegen A konvergiert, dann
konvergiert B(t) gegen den Poisson-Prozess N (t).

Satz 3.3.6 (Berry-Esseen) Es sei {X,}nen eine Folge von unabhingigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen tber einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P). Der Er-
wartungswert u = E(X1), die Varianz 0? = Var(X1) und das dritte absolute Moment
Y= E(\Xl — ,u|3) mdgen existieren. Dann gilt fiir

Fo(x) = P(W)

und einer Konstanten C
Cop

Fala) ~ B(a)| < 50
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3.4 Black-Scholes Modell

Definition 3.4.1 (Black-Scholes-Modell) Im Black-Scholes-Modell folgt der Preis des
zugrunde liegenden Wertpapiers der einer geometrischen Brownschen Bewegung mit kon-
stantem Drift u und konstanter Volatilitit o

dS(t) = uS(t)dt + o S(E)dW (t), (3.7)

wobei W (t) ein Wiener-Prozess ist.
Diese Schreibweise ist eine informelle Darstellung der Integralgleichung
t+s t+s
S(t+s) — S(t) = / 1S (u)du + / o) dW (w) (3.9)
t t

(wobei der zweite Term ein sogenanntes Ito-Integral ist).

Wiener-Prozess
mit Dirift

Abbildung 3.4: Beispiel der Preisentwicklung einer Aktie nach dem Black-Scholes-Modell

Anmerkungen:

e fiir 0 = 0 erhilt man die gewohnliche Differentialgleichung dS(t) = wuS(t)dt, die
einer Verzinsung mit Zinsrate p entspricht

o fiir p = 0 ist S(¢) ein Martingal (d.h. der Erwartungswert von S(¢ + s) ist gleich
S())

Das Black-Scholes-Modell ist ein Beispiel fiir einen It6-Prozess.
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Satz 3.4.2 (Ité6-Lemma) Sei S(t) ein Ité-Prozess, d.h.

dS(t) = (S, t)dt + g(S, t)dW () (3.9)

fiir zwei Funktionen f, g und V(S,t) eine Funktion mit stetigen Ableitungen ?‘T‘S/’ g% und

%—‘t/. Dann folgt V(S,t) dem Ité-Prozess

(lV 1 5 02V

v (t) = <6V+f( g + 5 (9(5,0)? aSz)dt+g(St)ggdW(t) (3.10)

Beweis (vereinfacht): Wir entwickeln V'(S,¢) in eine Taylor-Reihe in S und ¢ und haben

ov ov 19%V |,
dV = %ds + Edt +35357 ds? +
setzt man dS = fdt + gdW ein, erhélt man
v 1% 102V
AV = ——(fdt + gdW) + —dt + = ——(f2dt> + 2fgdtdW + g>dW?
as(f +y9 )+8t *2@52“ +2fg +g9 )+

Fiir dt — 0 kann man die Terme dt? und dtdW vernachlissigen und dW? strebt nach dt
(gilt wegen dW? — E(dW?) = dt). Fasst man die iibrigen Terme zusammen, so erhilt
man das Lemma. O

Anmerkung: Im Black-Scholes-Modell ist f(S,t) = wuS(t) und ¢(S,t) = oS(t), also
nahezu die einfachste Wahl fiir f und g.

Satz 3.4.3 Die Lisung der Black-Scholes-SDE ist gegeben durch

S(t) = S(0)eln—30M) W () (3.11)

Beweis: Sei V(S,t) = In(S(t)/S(0)), dann gilt

d(In(S(t)/S(0) <S(t)MS S(t)202 (-Sé)2)> dt + S(t)aszt)dW(t) =

[\

g

< ) dt + odW (t)
2
In(S(t)/S(0)) = (M - "2) t+ oW (1)

S(t) _ S( )e(u—gaQ)t-i-ch(t)

[\

und da lim;_,0 S(t) = S(0) folgt die Behauptung. O
Anmerkungen:
e aus der vorletzten Zeile in obigem Beweis sieht man, dass der logarithmische Wert-

zuwachs In(S(¢)/S(0)) normalverteilt mit Mittelwert (4 — 02/2)t und Varianz o2t
ist. Damit ist S(¢) lognormalverteilt.
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o Wegen E(e”W (1) = ¢7°t/2 gilt fiir den Erwartungswert von S(t)
E(S(t)) = S(0) - et (3.12)
und fiir die Varianz von S(t)

Var(5(1)) = B(S2(1))~(B(S(1)))* = §3(0)e )1 (5(0)-c4)? = §(0)e2 (¢ 1)
(3.13)

07 07
06 1 06t
05 1 o5t
04 ] nal
03 1 03t
0z 1 02t
01 1 IR

En 2 0 2 4 Y

Abbildung 3.5: Dichtefunktion der Normalverteilung (links) und der Lognormalverteilung
(rechts)

3.5 Erweiterungen des Black-Scholes Modells

Das Black-Scholes Modell hat den Nachteil, dass die Abhéngigkeit der Volatilitdt vom
Ausiibungspreis und von der Restlaufzeit, die im Markt beobachtet werden kénnen, nicht
dargestellt werden kann.

3.5.1 Lokale Volatilitat
Definition 3.5.1 (Lokale Volatilitéits-Modell, Dupire (1994)) Im Lokale- Volatilitits-

Modell folgt der Preis des zugrunde liegenden Wertpapiers einer geometrischen Brown-
schen Bewegung mit konstantem Drift p und variabler Volatilitit o(S,t)

dS(t) = pS(t)dt + (S, t)S(£)dW (t). (3.14)

Hierbei wird die spezielle Form von o(S,t) aus den implizierten Volatilititen der Markt-
preise ermittelt.
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3.5.2 Sprung-Diffusions-Modelle

Definition 3.5.2 (Sprung-Diffusions-Modell) Im Sprung-Diffusions-Modell folgt der
Preis des zugrunde liegenden Wertpapiers dem Black-Scholes Modell mit einem zusdtzli-

chen Sprungterm
dS = pSdt + o SdW (t) + nSdN(t) (3.15)

wobei N ein Poisson-Process mit Intensitdt A ist und n eine Impulsfunktion, die einen
Sprung von S nach S(1+n) generiert.

Es wurden viele Formen fiir  empfohlen, man unterscheidet folgende Klassen:

e 7 nicht singulér: endliche Aktivitdt (endliche Zahl von Spriingen in einer endlichen
Periode)

e 7 singulér: unendliche Aktivitét, endliche Variation

e 7 hypersingulédr: unendliche Aktivitit, unbegrenzte Variation
Einige Beispiele:

e normalverteilt (Merton, 1976): n(z) = N(u, o)

e Gamma: n(z) = ce

||

T
—Mzx

e Varianz-Gamma (Dilib, Eugene 1990): n(x) = .
C~— x>0

{CE_GI x <0

Gz
C(_;gipry r <0

e CGMY (Carr, Geman, Madan, Yor 2002): n(x) =
Cilﬁ x>0

3.5.3 Stochastische Volatilitit

Definition 3.5.3 (Stochastische-Volatitilitits-Modell) In Stochastische-Volatilitits-
Modellen folgt der Preis des zugrunde liegenden Wertpapiers einem System von SDFEs:

dS(t) = uS(t) dt +\/o(t)S(t) dW (¢) (3.16)
do(t) = a(o,t) dt+ b(o,t) dW(t) (3.17)

mit Funktionen a(o,t), b(o,t), wobei mit W (t) und W (t) zwei Wiener-Prozesse mit Kor-
relation pdt sind.

Haufig verwendete Stochastische-Volatilitidts-Modelle:
e Heston-Modell (1993): do(t) = 8(w — o(t)) dt + &/a(t) dW (2)

e GARCH-Modell (Generalized Autoregressivg Conditional Heteroskedacity, Bollers-
lev, 1986): do(t) = 0(w — o(t)) dt + o (t) dW (t)
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3.5.4 Binomialmodell

Definition 3.5.4 (Binomialmodell, Cox, Ross und Rubinstein, 1979) Im Binomi-
almodell (CRR-Modell) folgt der Preis des zugrunde liegenden Wertpapiers der Dynamik

S(t+ At) = St)(d + (u— d)(B(t + At) — B(t))), (3.18)

wobei B(t) ein Bernoulli-Prozess mit Parameter p ist, sowie zwei weitere Parameter u
und d, die die Stirke eines Aufwdrts- (u) bzw. Abwdrts (d)-Sprungs (u > d) definieren.

Es gilt also:
(t) - w mit Wahrscheinlichkeit p

(t) - d mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) (3.19)

S(t+At)—{g

S(t)

Sdd

t

Abbildung 3.6: Die ersten beiden Schritte des Binomialbaums.

Im Binomialmodell gilt:
e Erwartungswert: E(S(t 4+ At)) = pS(t)u+ (1 — p)S(t)d

e Varianz: Var(S(t + At)) = p(S(t)u)? + (1 — p)(S(t)d)? — S?(t)(pu + (1 — p)d)? =
S2(t)p(1 - p)(u+d)?

Man kann u, d und p so fixieren, dass die Erwartungswerte und Varianzen des Binomi-
almodells und des Black-Scholes-Modells gleich sind. Als dritte Gleichung kann man z.B.
wéhlen

w-d=1. (3.20)

Nach der Losung des (nichtlinearen) Gleichungssystems ergeben sich die drei Parameter
u, d und p als Funktionen von o, » und At iiber:

uw = BVl (3.21)
d = lu=p8-/3R2 -1 (3.22)

(3.23)
p = 2 —d (3.24)

u—d
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mit 8 = %(e—rAt + e(r+02)At).

Anmerkung 1: Andere Wahlen der dritten Gleichung sind mdoglich, siche z.B. Leisen,
Reimer (1996).

Anmerkung 2: Das Binomialmodell fiir S(¢) néhert sich dem Black-Scholes Modell fiir
At — 0 an, es gilt z.B. fiir den Erwartungswert E(S(t)) und die Varianz Var(S(t))

1 u o
Aliglo E(p In p +Ind) = (p— 7)75 (3.25)
. 1 Uy o
Aly_r)lo Atp(l —p)(In d) = ot (3.26)

Beweis: Zentraler Grenzwertsatz (standardisierte Summe von identisch verteilten ZV ap-
poximiert Standard-Normalverteilung). Als Erinnerung die Log-Inkremente In(S(t)/S(0))
sind im Black-Scholes-Modell normalverteilt.

Anmerkung: Verallgemeinerungen des Binomialmodells auf mehrere Zweige (Binomi-
almodell: 2 Zweige, Trinomialmodell: 3 Zweige, Multinomialmodell 2b + 1 Zweige) sind
moglich.

3.5.5 Mehrdimensionale Modelle

Fiir Optionen auf mehrere Basiswerte wird ein Modell fiir den Kursverlauf aller Basiswerte
Si(t), S2(t), ..., Sk(t) bendtigt

Definition 3.5.5 (Multivariates Black-Scholes Modell) Im multivariaten Black-Scholes
Modell folgen die Preise Si(t),1 < i < k, einem gekoppelten System von m Differential-
gleichungen

dSi(t) = wSi(t)dt + > oiSi(t)dW; (1), (3.27)
j=1
mit dem Driftvektor p € RF und der Volatilititsmatriz o € RF*™.

Beispiel 3.5.6 Fin System von 2 Differentialgleichung sieht dann wie folgt aus

dSl(t) = i S1(t)dt + 0'17151(t)dW1(t) + 0’17251(t)dW2(t),
dSQ(t) = IU/QSQ(t)dt + JzJSg(i)dWl (t) + UzgSz(t)de(t).

Anmerkung: Ublicherweise ist m < k, wenn z.B. k die Zahl der Aktien in einem Ak-
tienindex ist, dann wird oft m als die Zahl der Branchen gewihlt (Beispiel: DAX: k = 30,
m = 5). Dann stellt o;; die Abhéngigkeit der Aktie ¢ von der Branche j dar.
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3 3
2 s2(1) 3 s2(1)
1 1
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o A i g "’
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Abbildung 3.7: Beispielpfade der Basiswerte bei perfekt positiver Korrelation (links) bzw.

bei perfekt negativer Korrelation (rechts).

Ausblick:

e Multivariate Lokale Volatilitdtsmodelle — 0;;(S1,. .., Sk, t)
e Multivariate Sprung-Diffusionsmodelle — gemeinsame Sprungwahrscheinlichkeiten

e Multivariate Binomialmodelle — o;;
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Bewertungsverfahren

4.1 PDE-Ansatz

Satz 4.1.1 In einem arbitrage-freien Markt gilt unter dem Black-Scholes-Modell fiir den
Preis einer Option die Black-Scholes Differentialgleichung (PDE):

ov 1 2 0 02V ov
S S— —rV =0 4.1
ot 277 s T as T (4.1)
Beweis: Aus dem It6-Lemma folgt
8V 1 2 282V ov ov
av(t) = <,uS 59 S 882 5 ) dt + aSﬁdW( ) (4.2)

Durch eine geeignete Kombination von Wertpapieren S und Optionen V eliminiert man
den Zufallsterm. Hierzu betrachtet man ein Portfolio bestehend aus 1 Option und b Wert-
papieren (short)

M=V -bS (4.3)
dann gilt
dll =dV —bdS (4.4)
und
B 1 2 o’V oV ov
dari(t) = <u5 + - 5852 5 ) dt + O'S%dW( ) — bdS (4.5)
1, 82V oV oV oV
= dt —dt —d —bd 4.
(205852+8t> +<,uSaS +S83 W()) S (4.6)
B 1 ,.,0°V oV ov
= < S85'2+8t> dt+<as—b) dsS (4.7)
Setzt man nun b = 85 V. verschwindet der Zufallsterm dWW und es gilt fiir das Portfolio
(1 ,,0*°V OV
dri(t) = < 5852 5 > dt (4.8)

37
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Aufgrund des Arbitrage-Prinzips muss der Wert des Portfolios gleich dem Wert einer
risikofreien Anlage sein, d.h.

dll = rIldt (4.9)
Daraus folgt:
ov
dll = r(V —bS)dt = rV—rsﬁ dt (4.10)
und damit die Behauptung. O

Anmerkungen:

e A ist ein Hedge-Parameter und genau die Zahl der Wertpapiere, die benttigt werden,
um das Portfolie II risikolos zu machen.

e Die Black-Scholes-Gleichung ist eine riickwérts parabolische partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten.

Das Anfangs-Randwertproblem benétigt Anfangsbedingungen bei t = T und Randbedin-
gungen bei S =0 und S = cc.

Fiir eine européische Call Option sind diese beispielsweise

e ¢t =T Auszahlungsfunktion der Option V(S,7T) = max{S(T") — K, 0}
e S=0:V(0,t)=0

o S =o00:V(co,t) =8 — Ke "I (aus Put-Call Paritiit)

. . s 2
alternativ: Neumann-Bedingungen: g—‘g =1, auch gT‘Q/ =0

Srmax

Endbedingung

Randbedingungen

Abbildung 4.1: Beispielgrafik zu einem Anfangs- und Randwertproblem.
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Satz 4.1.2 In einem arbitrage-freien Markt gilt unter dem Black-Scholes-Modell fiir den
Preis einer Amerikanischen Put Option das freie Randwertproblem: finde (V(S,t), S¢(t))
so dass gilt:

oV 1 4, ,0%V ov .
§+§JS@+TS%—W=0 fir S >Spund 0<t<T (4.11)
V(S,t)=V(S,T) fur S<Spund 0<t<T (4.12)
mit Anfangs- und Randbedingungen wie oben und den Bedingungen, dass V, g—g und S =

S¢(t) stetig sind.

Beweis: analog zu oben O

4.2 Martingal-Ansatz

Zur Motivation des Martingal-Ansatzes betrachten wir nun ein einfaches Ein-Perioden-
Modell mit zwei Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢t = At. Als Wertpapiere sind zugelassen: eine
Aktie mit Kurs S(t), eine risikofreie Anleihe mit Kurs B(t) und eine Call-Option auf das
Wertpapier C(t). Als Aktionen sollen auf dem Markt moglich sein:

e Der Ankauf/Verkauf von Anleihen zum Einheitswert B(0) = 1 und Zinssatz r,
o der Ankauf/Verkauf von Aktien zum Wert S(0) und

e der Ankauf/Verkauf einer Call-Option mit Ausiibungspreis K und Verfallszeit At.

Der Kursverlauf der Aktie sei durch einen Schritt eines Bernoulli-Prozesses gegeben als

uS(0) mit Wahrscheinlichkeit p

S(At) = { dS(0) mit Wahrscheinlichkeit 1 — p (4.13)

mit p € [0, 1], sowie u und d reelle Zahlen mit u > d > 0. Die Auszahlung zur Zeit At ist
damit

[ C":=(uS(0) — K)* mit Wahrscheinlichkeit p
Clat) = { C?:= (dS(0) — K)* mit Wahrscheinlichkeit 1 — p (4.14)
Nimmt man an, dass der Markt arbitragefrei ist, muss gelten
d<e <u (4.15)

denn man konnte

e falls e"® > u durch den Kauf von Anleihen, der durch Aktienverkiufe finanziert ist
und

e falls €™t < d durch einen kreditfinanzierten Kauf von Aktien
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wS()

S0

S ()

Abbildung 4.2: Einperiodiger Bernoulli-Prozess.

einen risikofreien Gewinn erzielen. Um den fairen Preis der Call Option unter diesem
Modell zu finden, konstruiert man ein Portfolio aus ¢; Anleihen und ¢y Aktien, das die
gleiche Auszahlung wie die Option besitzt, also

a1 B(t) + c2S(t) = C(t) fir t € {0, At} (4.16)
Die Unbekannten ¢; und co konnen nur fiir ¢ = At bestimmt werden aus
e 4 cuS(0) = C* und c1e™ + ¢2dS(0) = C, (4.17)
daraus folgt
uC?® — dc ct—d
= = uwundey= -——— . 4.18
AT w—d)erdt T T a)S(0) (4.18)

Daraus lasst sich der Optionspreis bestimmen als

C(0) = c1l+c28(0) =
Cd acv  C*—-C?¢ _

— d)erAt u—d
_ At uCe — dCv + e’”At(C’ C’d) _
—d
_ 71”At u —d— (eTAt B d) Cd _
U — d u—d
rAt
_ o TAt _ d R
= (q (1 qC)Imtq— T d

Ausd < ™t <y folgt 0 < ¢ < 1, somit kann g als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden.
Beziiglich dieser Wahrscheinlichkeit hat der Wert der Aktie zum Zeitpunkt ¢ = At den
FErwartungswert

E(S(At)) = quS(0) + (1 — q)dS(0) = e"*tS(0), (4.19)
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er ist also gleich einer risikofreien Anlage zum Zinssatz r. Die Wahrscheinlichkeit ¢ heif3t
daher risikoneutrale Wahrscheinlichkeit. Beziiglich dieser Wahrscheinlichkeit ist der Opti-
onspreis

C(0) = "BV (AL)) = e EY((S(At) — K)7T), (4.20)
somit ist der Optionspreis der diskontierte Erwartungswert der Auszahlung unter der

Wahrscheinlichkeit ¢. Dieses Resultat ldsst sich nun folgendermaflen verallgemeinern.

Definition 4.2.1 (Martingal-Eigenschaft) Ein stochastischer Prozess S(t) heifft Mar-
tingal, falls gilt:
E(S(t+ At)|S(t) = S(t). (4.21)

fiir alle t, At > 0.

Beispiele fiir Martingale sind:

e cin Wiener-Prozess W (t) ohne Drift (1 = 0)
e cin Poisson-Prozess, der um den Drift bereiningt ist: Py(t) — At
e ein Bernoulli-Prozess, der um den Drift bereiningt ist: B(t) — tp
Definition 4.2.2 (Aquivalentes Martingal-MaB) Das dquivalente Martingalmaf P*

zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung P von S(t) ist dasjenige Wahrscheinlichkeitsmaf
unter dem der diskontierte Prozess e " S(t) ein Martingal ist:

e A E(S(t+ Ab)[S(t)) = S(t) (4.22)
d.h. der Erwartungswert der Zufallsvariable e_”AtS(t + At) unter dem dquivalenten Mar-

tingalmaf$ hat keinen Trend.

Anmerkungen:

e im Black-Scholes Modell wird unter P* der Drift p durch die risikofreie Zinsrate r
ersetzt.

e das dquivalente Martingalmafl muss nicht eindeutig sein (z.B. bei Levy-Prozessen)

Satz 4.2.3 (Martingal-Ansatz fiir Europiische Optionen) Der faire Wert einer Op-
tion ohne vorzeitiges Ausiibungsrecht ist der diskontierte Erwartungswert der Auszahlung
unter der risiko-neutralen Wahrscheinlichkeitsverteilung der zugrundeliegenden okonomi-
schen Faktoren:

V(S,0) = e "TE*(V(S,T)), (4.23)

wobei E* der Erwartungswert unter dem dquivalenten Martingalmafs ist.
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Beweis: Girsanov-Theorem, Selbstfinanzierung (siehe Harrison, Pliska 1981) O

Satz 4.2.4 (Martingal-Ansatz fiir Amerikanische Optionen) Der faire Wert einer
Option mit vorzeitigem Austibungsrecht ist die Losung des optimalen Stopp-Problems

V(S,0) = max e "'E*(V(S(t),1)) (4.24)

0<t<T

Beweis: s.o. O
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Geschlossene Bewertungsformeln

5.1 Black-Scholes Formel

Satz 5.1.1 (Black-Scholes Formel) Der Preis einer Europdischen Call Option unter
dem Black-Scholes Modell ist

V(S,0) = S(0)®(dy) — Ke "T'®(dy) (5.1)
mat
n T l0'2
PGSR AR 5
und
dg = d1 — O’\/T (5.3)

wobei ®(x) die kumulative Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz 1 ist.

Beweis: Mit dem Martingal-Ansatz ld8t sich der Erwartungswert E* aus (4.23) als folgen-
des Integral schreiben

R |
V(S,0) = T / e 3PV(S,T) da. (5.4)

oo V2T

Mit Satz (geschlossene Losung von S(t)) sowie der Submultiplikationseigenschaft der Nor-
malverteilung

B(0,t) = VD (0, 1) (~ W(1)) (5.5)
gilt dann fiir Call Optionen

V(S,0) = =7 /

oo V2T

>~ 1

e 3 max{S(O)e(r_%U2)T+Uﬁx - K,o} dr.  (5.6)

r—30)T+oVTx _ r _ 0, also

Sei nun y die Losung der Gleichung S (O)e(
In % — (r—3ioH)T

X= o/ T
43

(5.7)
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dann gilt

V(S,0) = 7 / \/1276—%932 (5(0)e= 375V kY (5.8)
X

Der erste Summand dieses Integranden 148t sich berechnen als

1 1.2 12 >~ 1 1 2
—rT —sx (r—i6?)T4oVTz _ / —L(ovT-2) _ -
e e 2% 5(0)e\" 2 dr = 5(0 e 2 dz = S(0)®(oVT
s 0f 75 0)2(VT—x)
(5.9)
und fiir den zweiten Summanden gilt entsprechend
e T /OO Le_%l’?Kdac = Ke "T®(—x) (5.10)
x V2w
was genau der Black—Scholes Formel entspricht. 0.

Anmerkung: Ganz analog (bzw. iiber die Put-Call Paritit) ldsst sich der Preis fiir Eu-
ropéische Put Optionen ermitteln als

V(S,0) = Ke " p(—do) — Sp(—dy) (5.11)

Beweis 2: Auch iiber den PDE-Ansatz lasst sich die Black-Scholes Formel herleiten. Zu

Losen ist dabei ,

oV 1 4 4,0V ov

0?8 S~V =0 5.12
o T27 7 s es T (5:12)

iiber 0 < S < 00, 0 <t < T mit Endbedingung V' (S,T) = max{S(T) — K, 0}. Zur Diskon-

tierung nehmen wir die Substitution u(S,t) = e "V (S, T) vor, was mit der Produktregel

zur PDE in u

ou 1 4 0% ou
~ 4z - - = 1
8t+20365’2+r585 0 (5.13)

fithrt. Nun nehmen wir die Substitutionen y = log S, 7 =T — t vor. Nachdem

ou ou Ou au@ _10u

e e A i 14
or ot’9S  oydS SOy (5.14)
und ) )
1
Ou 9 (1l0u :_7@+i@ (5.15)
95%  9S \S oy S29y 5% 0y?
was durch Einsetzen zu )
ou 1 5,0u 1 ,0%u
fiihrt. Mit der letzten Substitution z =y — (r — 302)7 erhilt man dann
ou 1 ,0%
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iiber —0o < z < cound 0 < 7 < T mit Anfangsbedingungen u(0, z) = e~ max{e*—K, 0}.
Die Fundamentallosung der Wérmeleitungsgleichung (kann man z.B. iiber die Fourier-
Transformation herleiten) ist

1 —Zz 0'27'
GT(Z) = \/ﬁe /2 (518)

und die Losung zu den Anfangsbedingungen (0, z) ist gegeben durch die Faltung

u(z,7) = u(0, 2) * G-(2) T max{e’ — K,0}e*="°/27°T @y (5.19)

1 o0
= e
Vomolr /—oo

Die Originallésung V' erhélt man iiber
1
V(S,t) = e"u(log S — (r — 502)(T —t), T —1t) (5.20)

zuriick und damit
—rT

— e > rT v —(log S(0)—(r—L02)T—v)2/202T
V(S,0) \/m/oo e max{e’" — K,0}e 2 dv . (5.21)

Die Losung des Integrals geschieht analog zum Martingal- Ansatz. O

Anmerkung 1: Zur Anwendung der Black-Scholes Formel muss noch die kumulative Nor-
malverteilung ®(d) = f(i ¢(x)dx an verschiedenen Punkten d ausgwertet werden. Hierzu
gibt es verschiedene Verfahren:

e approximiere durch Quadraturverfahren: ®(d) ~ Zf\; 1 wid(z4)
e interpoliere ®(d) durch Polynome: ®(d) ~ Zf\i 1 cib(d).

e Beispiel: Moro-Verfahren verwendet stiickweise Approximation mit gebrochenratio-
nalen Polynomen in den drei Teilgebieten [0,1.87], [1.87,6] und [6,00] (fir d < 0
berechnet man einfach 1 — ®(—d)) und erhélt eine Genauigkeit von 8 Stellen.

Anmerkung 2: Neben dem Optionspreis V' existieren auch geschlossene Loésungsformeln
fiir die Greeks, z.B. fiir Call Optionen:

e A=d(dy)
[ = ¢(ch)/(SoVT)
e O =rKe "T®(dy) + So(d1)a/(2VT)

o P=TKe "®(dy)

V= S¢(di)VT
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Anmerkung 8: Fiir Européaische Optionen gibt es geschlossene Losungsformeln auch mit
anderen Modellen, z.B.

e Black-Scholes Modell mit variabler Verzinsung
e Black-Scholes Modell mit zeitabhéngiger Volatilitét
e Heston-Model fiir stochastische Volatilitat

e Merton Sprung-Diffusion (Spriinge sind normalverteilt)

Anmerkung 4: Fiir das Black-Scholes Modell gibt es geschlossene Losungsformeln auch fiir
andere Typen von Optionen, z.B.

e Optionen mit speziellen Auszahlungen: Digitale Optionen, Cap Optionen

e Asiatische Optionen fiir das diskrete und kontinuierliche geometrische Mittel.
Im kontinuierlichen Fall gilt:

V(S,0) = S(0)r 20412079 (4 4 5\/T/3) — Ke T d(d) (5.22)
mit
log(S(0)/K) + 1/2(r — 1/20*)T

o/T/3

Im diskreten Fall gilt:
V(S,0) = S(0)A®(d + o+/T1) — Ke "T®(d) (5.23)
mit
— A = e r(T-T%)~0*(T2~T1)/2

= 1og(S(0)/K)+(r—1/206%)T
B o/Ti
7= T—M(]\/{'Eg(ZLM—H)

_ M-1)T
I =T- 2M

— M: Anzahl der Auswertungspunkte
e einige pfadabhéngige Optionen, z.B. Lookback Optionen und Barrier Optionen

e Optionen auf mehrere Basiswerte: Basket Optionen mit geometrischem Mittel, Spread,
Outperformance Optionen

e Amerikanische Optionen mit unendlicher Laufzeit
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e Bermudsche Optionen nach Geske, Johnson (1984), z.B. Put Option mit zwei Ausiibungs-
zeitpunkten 7'/2 und T

V(S,T) = Ke*’"T/QtID(—dQ(S, S}/Q,T/2)) — SP(—d;y (S, S;/Q,T/Z)) (5.24)

+ Ke T®C)(dy(S, S5y, T/2), —da(S, K, T), =1/V/2) (5.25)

— 50P)(dy(S, Sy q. T/2), —dr (S, K, T), —1/v2) (5.26)

Dabei bezeichnet ®(2) (z,y, p) die zweidimensionale kumulative Normalverteilung mit
Korrelation p am Punkt (z,y). Der kritischen Aktienkurs S7. /2 16st die nichtlineare

Gleichung
K—V( }/2,T/2) = ”}/2» (5.27)

wobei V (S, /2 T/2) der Wert einer Européischen Put Option zum Zeitpunkt 0 mit
Basiswert S7, /o und Laufzeit T'/2 ist. Weiterhin gilt

In(S/K) + (r + 30°)T
ovT

Analog fiir m Ausiibungszeitpunkte benttigt man m-dimensionale Normverteilungen
sowie die Losung m — 1-dimensionaler Fixpunktgleichungen.

di(S,K,T) = und do(S, K, T) = di(S, K, T) —oVT. (5.28)

e Amerikanische Optionen nach Zhu (2006): explizite Losungsdarstellung des freien
Randes und damit auch des Optionspreises als unendliche Summe von zweidimen-
sionalen Integralen
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Kapitel 6

Baumverfahren

6.1 Binomialverfahren

Die Idee vom Binomialverfahren ist die Verwendung des Binomialmodells (Abschnitt 3.5.4)
als Approximation des Black-Scholes Modells zur Optionspreisbewertung. Als Erinnerung;:
Im Binomialmodell gilt

S(t+ At) = S(t)(d+ (u — d)B(t/At)) (6.1)
wobei u, d und p so bestimmt werden, dass die Erwartungswerte und Varianzen der beiden
Modelle iibereinstimmen.

Die Binomialmethode besteht aus zwei Phasen, der Vorwérts- und der Riickwértsphase.

1. Vorwirtsphase: Initialisierung der zukiinftigen Wertpapierkurse. Man stellt sich die
verschiedenen Ausgénge als zweidimensionales Feld Sj; vor, wobei Spo = S(to) der Start-
wert ist und setzt

Sji = S(to)u/d™J (6.2)
fir 1 <7 < M und 0 < j <i. Damit ist Sj; der j—te mogliche Ausgang zum Zeitpunkt ¢;.
Anmerkungen:

e Fiir Européische Optionen reicht es hierbei aus, S;; nur fiir ¢ = M und j =0,...,%

statt fiir alle ¢ und j zu berechnen.

e Bei Amerikanischen und Bermudschen Optionen mufl aufgrund des vorzeitigen Ausiibungs-
rechts jedoch das ganze Feld berechnet werden.

2. Riickwirtsphase: Berechnung der Optionspreise. Die Optionspreise werden in einem
entsprechenden Feld Vj; abgelegt. Zum Zeitpunkt 7' = t); ist der Wert der Option V/
aufgrund der Payoff-Funktion bekannt und es gilt damit

Viar = (Sjar — K)* (6.3)

49
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Abbildung 6.1: Beispielbaum (M=2)

fiir Call Optionen und entsprechend Vjy; = (K — Sjp)™ fiir Put Optionen. Nun wer-
den riickwérts die Werte Vj; jeweils fiir ¢; aus t;11 im Falle von Européischen Optionen
berechnet als

Vii=e ™ (pVisrin + (1 —p)Viis1) (6.4)

Bei Amerikanischen Optionen mufl noch iiberpriift werden ob vorzeitige Ausiibung erfolgt
und es gilt fiir Call Optionen

Vi = max{(Sj; — K), e ™ - (pVjt101 + (1 = p)Vjir1)} (6.5)

Abbildung 6.2: Der zur Abbildung 6.1 gehorige Baum der Optionspreise.

und fiir Put Optionen die entsprechende Formel mit (K — S;;)™. Damit ist V(S,0) = Voo
der berechnete Optionspreis zum Zeitpunkt tg = 0.

Beispiel 6.1.1 Berechnung der Preise fiir eine europdische, sowie fiir eine amerikanische
Call Option mit den Parameter M = 2,u = 1.1,d = 0.9,p = 0.5,e">t = 0.5,5(0) =
100, K = 95.

Berechnung des Preises der europdischen Call Option:

Voo = 0.5%(0.5% % 26 + 0.5% x 4 x 2)) = 2.125
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121 26 26

100 99 212 4 Bl
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Abbildung 6.3: Baum des Aktienkurses (links), der européischen Call Option (mitte), sowie
der amerikanischen Call Option (rechts)

Berechnung des Preises der amerikanischen Call Option:

o V11 = max{(511 - K)+, 75} = max{15, 75} =15
o Vo1 = max{(So1 — K)*,1} = max{0,1} =1

e Voo = max{(Spo — K)*,0.5% (0.5% 154+ 0.5% 1)} = max{5,4} =5

Der Gesamtalgorithmus lautet dann wie folgt:

Berechne u, d, p aus (3.21)-(3.24)
Soo = 5(0)
for i=1,....M

for 7=0,...,1

Setze Sji = S()oujdi_j

for 7=0,...,1

Berechne Vjys aus (6.3)
for i=M—-1,...,0

for 7=0,...,1
Berechne Vj; aus (6.4) bzw. (6.5)
V= Voo

Algorithmus: Die Binomialmethode.
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Eigenschaften:

e Aufwand: N = O(M?)

o Genauigkeit: ¢ = O(M 1), es gilt fiir V(S,t) ndherungsweise die Black-Scholes PDE,
d.h.
o*V ov

2Q2
+T 7_7"/ AN/ .

ov
ot
(siehe auch Finite Differenzen)

e Ebenfalls zeigbar ist die Konvergenz des Binomialpreises gegen den Black-Scholes
Preis

e Gesamtkomplexitit: e(N) = O(M~1/?)

6.2 Erweiterungen der Binomialmethode

6.2.1 Pfadabhingige Optionen

Bei pfadabhéngigen Optionen wird zur Ermittlung des fairen Preises der Kurs des Un-
derlyings zu mehreren Zeitpunkten benétigt. Im Gegensatz zu européischen Optionen, bei
denen nur der Kurs zum Endzeitpunkt von Bedeutung ist.

Beispiel 6.2.1 (Up-and-Out Call Option)
FEine Up-and-Out Call Option ist durch die Auszahlunsfunktion

(S(t)— K)* firS(t)< HO<t<T

VIS,T) = { 0 sonst (6.7)

definiert. Bei dieser Option muss das Binomialmodell an jedem Knoten auf die zusdtzliche
Bedingung, S(t) < H, tberprift werden.

Beispiel 6.2.2 (Asiatische Optionen)

Bei asiatischen Optionen muss der Aktienkurs zu mehreren Zeitpunkte t;,i = 1,...,n, aus-
gewertet werden. Damit kann im Binomialmodell der Optionswert zum Zeitpunkt T fiir
die einzelnen Pfade berechnet werden. Im diskret arithmetischen Fall ist die Auszahlungs-
funktion gegeben durch

m +
V(S,T) = <;ZS(Q)—K> | (6.8)
=1
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Abbildung 6.4: Up-and-Out Call Option

6.3 Multinomialbdume

Statt zweier potentieller Ausgénge betrachtet man hier drei (Trinomialb&dume) oder meh-
rere Ausginge und erstellt die Wahrscheinlichkeiten durch Momenten-Matching. Bei Tri-
nomialbdumen betrachtet man z.B. als mogliche Kursentwicklungen

S(t)u  mit Wahrscheinlichkeit p,,
S(t+ At) =< S(t)  mit Wahrscheinlichkeit py, (6.9)
S(t)d mit Wahrscheinlichkeit py

wobei die Parameter wie folgt gewéhlt werden:

Pa = —\/1202(7’—0/2)4—6 (6.10)

At 9 1
L = —62/2) 4 = 11
N e R (6.11)
/AL 1 /3AL
Pm = 1—pg—pu=2/3u=e"V32 =" = oV3Al (6.12)
u

Anmerkung: Die Trinomialmethode mit geeigneter Parameterwahl entspricht der Binomi-
almethode, bei der jeder zweite Zeitschritt weggelassen wird.

Allgemein, bei 2b 4+ 1 Ausgéngen spricht man von Multinomialbdumen. Setzt man

S(t)bAW mit Wahrscheinlichkeit p,

S(t)(b—1)AW  mit Wahrscheinlichkeit py_q

S(t+ At) = (6.13)

S(t)(=b)AW mit Wahrscheinlichkeit p_y



54 KAPITEL 6. BAUMVERFAHREN

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten setzt man p_; = pi fir 1 < k < b und 16st fiir
die iibrigen pj, folgendes lineares Gleichungssystem

12 2 2 o 1

0 2AW? 202AW)% ... 2(bAW)? P1 At

0 2AW* 202AW)* ... 2(bAW)* p | = 3AL2 (6.14)

0 2AW2 202AW)% ... 2(bAW)% Db B (At
Anmerkungen:

e fiir héhere b kann auch eine héhere Konvergenzrate O(M~(=1/2) erwartet werden,
sofern die Auszahlungsfunktion 2b-mal differenzierbar ist (was sie in der Praxis aber
nie ist).

e fiir Optionen mit endlich vielen Ausiibungszeitpunkten (Bermuda-Optionen) erhélt
man auch Konvergenz indem man b erhht und M festlésst.

e der Aufwand des Verfahrens betriigt N = O(M?b?)

e der Aufwand liBt sich mit der schnellen Gauf-Transformation auf N = O(M?b)
reduzieren (Broadie, Yamamoto, 2004).



Kapitel 7

Simulationsverfahren

Der grundlegende Ansatz bei Simulationsverfahren ist, den Optionspreis als diskontierten
Erwartungswert darzustellen. Das fithrt bei Européischen Optionen zur Darstellung

V(S,0) = e "TEX(V(S,T)) (7.1)
und bei Amerikanischen Optionen zu

V(S,0) = max e "E*(V(S(t), 1)) (7.2)

0<t<T
bzw. allgemeiner bei Bermuda-Optionen zu

V(S,0) = max e TPEF(V(S(t),1)), (7.3)

wobei 7 = {t1,t2,...1,} die Ausiibungszeitpunkte sind. Hierbei ist E* das dquivalente
Martingalmaf}, d.h. der Erwartungswert wird in der risikoneutralen Welt genommen, in
der S ein Martingal ist.

Simulationsverfahren besitzen zwei Komponenten:
o cin Pfaddiskretisierungsverfahren zur Bestimmung von S(t)

e cin Quadraturverfahren zur Berechnung von E*

7.1 Pfaddiskretisierung

Alle Pfaddiskretisierungsverfahren verwenden eine Zeitdiskretisierung von [0, 7]. Der Ein-
fachheit halber verwenden wir im Folgenden eine dquidistante Diskretisierung in m — 1
Zeitintervalle zwischen den Zeitpunkten t; =i -t/m,i = 1,..m.

95
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7.1.1 Random Walk

Im Black—Scholes Modell ist der Wert der Aktie zum Zeitpunkt ¢; durch
S(t;) = S(0)elr 3o tta W (E) (7.4)

gegeben. Nun ist noch die Diskretisierung des Wiener Prozesses W (t) notig, die im einfach-
sten Fall durch einen Zufallspfad (Random Walk) erzeugt wird, der iiber die Beziehung

Wi(tis1) = W(t; + At) = W(t;) + VAt 2 (7.5)

fir j = 0...M — 1 definiert ist. Hierbei sind z; N(0,1)-normalverteilte Zufallsvariablen
und W (0) = 0. Damit gilt fiir S(¢;):

S(t;) = S(0)elr =30 Mi+oVAIT oz .

7.1.2 Brownsche Briicke

Alternativ 1483t sich der Pfad des Wertpapiers hierarchisch {iber die sogenannte Brownsche
Briicke diskretisieren. Hierbei wird der Wert des Wiener Prozess nicht nur durch den
jeweils vorhergehenden Wert inkrementell erzeugt, sondern durch einen vorhergehenden
und einen zukiinftigen Wert, d.h.

Wi(t; + At) = % (W (L)) + Wt +2A0)) + /A2 2. (7.7)

Auf diese Weise wird erst der Kurs zum Zeitpunkt T auf normale Art und Weise mittels
Formel (7.4) und W(T) = /T z ermittelt. Dann berechnet man W (T/2) aus W(0) und
W(T) und damit S(7T"/2) , darauthin W(7'/4) aus W (0) und W (T'/2) und damit S(7'/4),
dann W (3T'/4) aus W(T/2) und W(T') und damit S(37'/4), und so weiter. Hierbei wollen
wir der Einfachheit annehmen, dafl M eine Potenz von 2 ist.

Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dal nun die Varianz der Zufallsvariablen unterschied-
lich grof ist.

7.1.3 Direkte Diskretisierung der SDE

Fiir komplexere Modelle als das Black-Scholes Modell werden numerische Methoden zur
direkten Diskretisierung der SDE eingesetzt. Das einfachste Verfahren ist dabei das Fuler-
Maruyama Verfahren fiir Gleichungen der Form dS(t) = a(S, t)dt + b(S,t)dW (t):

~

S(tir1) = S(ti) + a(S(t:) At + b(S(8:)) (W (ti+1) — W (t:)) (7.8)

Definition 7.1.1 (Starke und schwache Konvergenz) Ein numerisches Verfahren zur
Losung einer stochastischen Differentialgleichung heifit stark konvergent mit Ordnung a,

falls
E(|S(t;) — S(t)|) <em™ @V t; (7.9)
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Start in 0
Ende in0

Abbildung 7.1: Brownsche Briicke mit Startwert 0 und deterministischen Endwert 0.

und schwach konvergent mit Ordnung o falls fiir f € C?0+2

(IE(f(S(t:))) = E(f(S(t:)] < em™ ¥ t;. (7.10)

Theorem 7.1.2 (Konvergenz des Euler-Maruyama Verfahrens) Das Euler-Maru-
yama Verfahren konvergiert stark mit Ordnung 1/2 falls

1a(S, 1) — a(S, 8)| + [b(S, £) — b(S, s)| < K(1+|S)V/]t — 3| (7.11)

und schwach mit Ordnung 1, wenn a(S),b(S) € C*.

Beweis: siehe Kloeden, Platen oder Glasserman. O

7.1.4 Generierung von normalverteilten Zufallszahlen

Normalverteilte Zufallsvariablen werden in der Regel durch [0, 1]-gleichverteilte im Rech-
ner generierte Pseudo—Zufallszahlen und durch entsprechende Transformation mit der in-
versen kumulativen Normalverteilung ermittelt. Zur Erinnerung: die kumulative Normal-
verteilung zum Mittelwert 0 und Varianz 1 ist definiert als:

@(:E):/I L2 gy (7.12)

oo V2T

Wenn nun z eine [0, 1]-gleichverteilte Zufallszahl ist, dann ist 2 = ®~1(2) eine N(0,1)-
normalverteilte Zufallszahl.

Zur Berechnung von ®~! gibt es viele Methoden:
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e Box-Muller Methode: erzeugt Paare normalverteilter Zufallszahlen z1, z9 aus Paaren
gleichverteilter Zufallszahlen uq, us durch

z1 = rcos¢=+/—2In(1 —uy)cos(2mwus), (7.13)
zg = rsing =+/—2In(1 — uy)sin(27ug). (7.14)

e Polar-Methode: wie Box-Muller ohne Verwendung von trigonometrischen Funktio-
nen, setze
q=(2u; —1)* 4+ (2uy — 1) (7.15)

wobei ¢ < 1 sein muss (ansonsten wihle neue Zufallszahlen uq, u2), dann ist

21 = (2up—1)p (7.16)
zo = (2u; —1)p (7.17)

mit p = /—21ngq/q

e Moro-Methode: verwendet stiickweise Approximation von ¢ durch gebrochenratio-
nale Polynome und direkte Inversion (ca. 8 Stellen Genauigkeit)

o Inversionsmethode: verwendet ein Nullstellenverfahren (z.B. Newton-Verfahrn) zur
Berechnung von ®~ !, allgemein einsetzbar

7.2 Simulationsverfahren

7.2.1 Monte Carlo Simulation

Bei dem Monte Carlo Verfahren wird ein Integrand an (gleichverteilt) zufillig ausgewéhlten
Stiitzstellen ausgewertet und der Integralwert als Mittel der Funktionswerte an diesen
Stiitzstellen berechnet, d.h.

1 1 N
If = /0 f(z) do ~ Qnf =+ > Fw). (7.18)
=1

Theorem 7.2.1 (Konvergenz des Monte Carlo-Verfahrens) Fir den Erwartungs-
wert des Integrationsfehlers gilt

(7.19)

wobei

2
o2(f) = 2 (x)dx — (/ f(x)dx) (7.20)
[0,1] [0,1]
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Setze y =0
fire=1...N
firj=1...M

Ziehe eine [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable z;
Transformiere die Zufallsvariable iiber die inverse Normalverteilung: z; = N1 (z;)
Berechne die Wertpapierkurse S(¢;) aus Formel (28) und (29)
Ermittle aus den simulierten Kursen den Wert der Option V' (S,T")
Setze y =y + V(S,T)
Der Optionspreis ist dann das arithmetische Mittel nach Diskontierung: V(S,0) =
e—rTy/N

Algorithmus: Optionspreisbewertung durch Simulation.

Beweis: Gesetz der groffen Zahlen O

Das bedeutet, dafi 100-mal mehr Funktionsauswertungen benétigt werden um eine Stelle
mehr an Genauigkeit zu erreichen.

Implikation: Ist o(f) konstant oder zumindest beschrénkt, dann ist die Konvergenzrate
1/2:
B(If = Qufl) = eN~'/?

Dies bedeutet, falls der Fehler um den Faktor 2 verringert werden soll, sind 4-mal so viele
Funktionsauswertungen nétig.
Damit 148t sich der Optionspreis durch obigen Algorithmus ndherungsweise bestimmen.

Anmerkungen: Das Monte Carlo Verfahren li8t sich durch Varianzreduktionstechniken
beschleunigen, z.B.:

e Antithetische Variate: Symmetrisiere die Zufallszahlen (und damit den Zufallspfad)
durch z;» = —z; und Mittelung der Ergebnisse

e Importance Sampling: sample die Bereiche stérker, die wichtiger fiir das Ergebnis
sind - eine Schéitzung fiir wichtige Bereiche kénnen geschlossenen Losungsformeln
fiir verwandte Optionen liefern

e Stratified Sampling: Unterteile das Integrationsgebiet in Teilgebiete und stelle sicher,
dass jedes Teilgebiet etwa die gleiche Zahl von Samples erhilt
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7.2.2 Optionsbewertung mit Monte-Carlo Simulation

Das Ziel ist es den Optionspreis V'(5,0) zu ermitteln. Zuerst wird eine européische Call-
Option betrachtet.
V(S,0) = e "TE*V(S,T)] (7.21)

= 7 / \/12?6‘9”2/2max{s<o>e<T—ff?/2>T+ffm—K,O}d:c (7.22)
= 7 / max{§(0)e" =7 /AT _ K 0}dy, (7.23)

wobei im letzten Schritt die Substitution z = ®~!(y) verwendet wurde. Das Integral in
(7.23) kann jetzt mittels Monte Carlo Simulation néherungsweise bestimmt werden. Dazu
setzt man

f(x) — maX{S(O)e(rfUQQ)TJrUﬁ(IVl(z) ~ K, 0}
in (7.18) ein. Daraus folgt:

V(S,0) Zmax{S (r—0?/)T+o VT~ (; ) — K, 0},

mit z; ~ U(0,1).

firi=1...N
ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl x;
transformiere in eine normalverteilte Zufallszahl y; = ®~1(y) (z.B. mit Box-Muller)
berechne S;(T")
berechne V;(S,T)
N

bilde arithmetisches Mittel Z e " TV;(S,T)

Algorithmus: Optionspreisbewertung einer européischen Option durch Simulation.

Als néchstes wird eine pfadabhéngige Option untersucht. Dazu wird eine diskrete asiatische
Call Option mit 2 Zeitpunkten betrachtet. Die Auszahlungsfunktion ist gegeben durch:

V(S,T) = (%(S(T/2) +5(m) - k)"
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Ziel: Berechne

V(5,00 = e TEV(S,T)
_ erT/ /21 —z2/2 *902/2(2( (T/2)+S(T)) —K>+d$1d$2.

S(T'/2) kann direkt aus der Black-Scholes Formel bestimmt werden. Fiir S(T") ist dies nicht
direkt moglich, da S(T") vom Wert S(7'/2) abhéngt. Aber eine kurze Rechnung ergibt:

S(T) = S(T/2)elr=o"/DT/2+0\/T/2e2
— S(O)e(rﬂﬂ/Q)T/QﬂT\/ﬁxl6(7”*02/2)T/2+a\/1%x2
= §(0)er—o /AT +oN/T/2@i+a2)

Somit folgt

_ —rT e /2 —x /2
V(S,0) = e / S ek (2( (T/2) + S(T)) — K) dz1ds
—r I 1 —z2 —a2 1 r—o? g z
= e T / / %e 1/26 2/2 (5(5(0)6( /2)T/2+ \/ﬁ 1
1+5(0)elr—o*DT+o /T 2w e2)) K)+dx1dx2
1 1
_ T / / (r=02/2)T/2+0\/T/207 (1)
0 0
_ +
(0)6 r— 0'2/2 T+O'\/T/ ( (y1)+<I> 1(y2))) — K) dyldy2
N

Q

1 .
TS (G (S(0)elr AT TP )
15(0)elr—/ AT+ /TR2(E™ )+ w2))) K)ﬂ
mit y1 4,2 ~ U(0,1).

Beispiel 7.2.2 Fiir S(0) = 100, S(T/2) = 110, S(T) = 105, K = 90 ergibt sich
V(S,T) = (1/2(110 + 105) — 90)* = 17.54
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firi=1...N
ziehe gleichverteilte Zufallszahlen vy ;;y2;
transformiere in normalverteilte Zufallszahlen x1 ;; 22 ;
berechne S;(T'/2), S;(T)
berechne Auszahlung

bilde arithmetisches Mittel

Algorithmus: Optionspreisbewertung einer asiatischen Option durch Simulation.

Als letztes Beispiel wird noch eine asiatische Option betrachtet, deren Auszahlungsfunk-
tion von M Zeitpunkten ¢1, ..., %5 abhéingt,

Das Ziel ist es nun
o7 PP -
_ —rT . - —xtx2f a)
V(S,0) = e / / PR (M(]Z:S(t])) K) day, .. dey
ndherungsweise zu berechnen. Dabei bezeichnet x einen M-dimensionalen Vektor. Wie im

obigen Fall mit M = 2 ermittelt sich der Aktienkurs S(t;) aus dem Black-Scholes Modell

S(tj) _ S(tj_l)e(rfUQ/Z)At+cr\/Ezj,

mit konstanter Schrittweite At = t;41 — ¢;. Damit ergibt sich der Monte Carlo Schéitzer
fiir den Optionspreis durch

1ML, 1 M ‘ +
V(S,0) e Y ((M 3 S(ty,ah)) — K) ,
i=1 j=1

mit z%,..., 2%, ~ U(0,1) fiir i = 1,...N.

7.2.3 Fehler der Monte Carlo Simulation

In diesem Kapitel wird die Konvergenzordnung der Monte Carlo Simulation bestimmt.
Diese sagt aus wie gut die Approximation des Erwartungswertes ist. In unserem Fall ist
der Erwartungswert, den wir bestimmen wollen, stets der gesuchte Optionspreis. Aber im
allgemeinen kann jeder beliebige Erwartungswert durch Monte-Carlo Simulation gendhert
werden. Im Folgenden soll Y den Optionspreis bezeichnen, S(t) weiterhin den Aktienkurs
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firi=1...N
firj=1...M
ziehe y; ~U(0,1)
transformiere in normalverteilte Zufallszahlen x;

berechne S; ; = S(t ], J)
J,_
berechne V; = <(ﬁ Z Sij) — K)

N
berechne Vy = + Z

Algorithmus: Optionspreisbewertung einer asiatischen Option mit M Zeitpunkten.

zum Zeitpunkt ¢t und f(S(¢)) ist der Wert der diskontierten Auszahlungsfunktion zum
Aktienkurs S(t). Somit gilt
Y = E[f(5(1))]-

Die Niherung ist gegeben durch

2 \

N
Z Uty s tar)).

Y ist der Monte Carlo Schitzer. Der Wert der Option ist von M Zeitpunkten abhingig
und wir fithren insgesamt N Pfadsimulationen durch um den Schétzer zu erhalten.

Als Fehlermafl sind uns mehrere Moglichkeiten gegeben. Eine Moglichkeit wire es den
mittleren absoluten Fehler
E[lY = Y]

zu betrachten. Weitere Moglichkeiten sind der mittlere quadratische Fehler
MSE = E[[Yy - Y,

sowie der root mean square error (RMSE) 1/ E[|Y — Y|2].

A~

Der M SE wird sehr hiufig verwendet, da er sich aus dem quadrierten Bias (E[Y — Y])?
und der Varianz von Y zusammensetzt

MSE = E[Y -Y}?
= (BE[Y =Y])*+E[[Y - Y] - (B[Y —Y])?
(E[Y —Y])? + Var[Y]
1 1
= ClM +62N

wobei « der schwachen Ordnung des Diskretisierungsverfahrens entspricht und ¢y, co Kon-
stanten sind. Um eine gewiinschte Genauigkeit der GroéSenordnung €2 zu erhalten, d.h.
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einen MSE von O(e?), muss N = O(¢72) und M = O(e~"/®) gewihlt werden. Der Re-

chenaufwand C' ergibt sich nun aus der Anzahl der Simulationen N und der Anzahl der
Diskretisierungsschritte M, d.h.

C=NM=O0(e2Y),
Wird C nun nach €? aufgelést erhiilt man den M SE in Abhingigkeit des Rechenaufwandes,
MSE = O(C%1).

Wird als Diskretisierungsverfahren die Euler-Maruyama Methode verwendet, die eine
schwache Ordnung a = 1 besitzt, gilt fiir den Fehler

MSE = O(C™%3) baw. RMSE = O(C~'/3).

Konvergenzraten:

Interessant ist zu wissen, wie sich der Rechenaufwand verhilt, wenn der Fehler verrin-
gert werden soll. Bei einer Konvergenzrate von 1 (d.h. MSE = O(C~1')) muss der Re-
chenaufwand C' verdoppelt werden um eine doppelte Genauigkeit € zu erzielen. Bei einer
Konvergenzrate von 1/2 ist bereits der vierfache Rechenaufwand nétig um den Fehler zu
halbieren. Bei einer Konvergenzrate von 1/3 versechsfacht sich der Rechenaufwand.
Somit wird ein Nachteil der Monte Carlo Methode offensichtlich. Um eine Stelle mehr an
Genauigkeit zu gewinnen, sind sehr viel mehr Pfadauswertungen nétig und somit entsteht
schnell ein hoher Rechenaufwand.

Verbesserungsmaoglichkeiten:

Wie bereits erwihnt ist die Konvergenzrate der Monte Carlo Simulation von der Konver-
genzordnung des verwendeten Diskretisierungsverfahrens abhéngig. Daher kann die Kon-
vergenzrate der Monte Carlo Simulation verbessert werden, indem ein Diskretisierungs-
verfahren hoherer Ordnung verwendet wird (z.B. Milstein- oder Taylor-Verfahren).

FEine weitere Moglichkeit ist es direkt ein Quadraturverfahren hoherer Ordnung zu ver-
wenden.

7.2.4 Quasi-Monte Carlo Simulation

Bei sogenannten Quasi-Monte Carlo Verfahren wird der Integrand nicht an zufilligen
Stiitzstellen ausgewertet, sondern an deterministischen Stellen und die gleiche Mittelung
wie bei Monte Carlo Verfahren angewandt, also wiederum

1 1 N
/0 f(@) do ~ ¥ Z; Flas). (7.24)

Hierbei werden als Stiitzstellen Punktfolgen mit niedriger Diskrepanz, also mit guten
Gleichverteilungs—Eigenschaften verwendet. Eine dieser Punktfolgen ist die Van—der—Corput
Folge.
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Definition 7.2.3 (Van-der-Corput-Folge) Dasi-te Folgenglied z; der Van-der-Corput-
Folge wird dadurch generiert, daf$ die Zahli zur Basis p (wobei p eine Primzahl sein sollte)
geschrieben wird, d.h

J
i=> dpph, (7.25)
k=0

wobei die dy, € {0,...,p—1} die j Ziffern der Zahldarstellung sind. Dann ist die Stiitzstelle
x; definiert als die radikal Inverse (also die Spiegelung am Dezimalpunkt) der Zahl i, also

J
x; = dep_k_l. (7.26)
k=0

Die ersten Van—der—Corput Folgenglieder zur Basis 3 sind zum Beispiel 0, %, %, %, %, %, %, g, %, 2—17

Es gibt einen inkrementellen Algorithmus zur effizienten Generierung von x; aus x;_1:

Setze x =0

firi=1..N

z=1—=x

v=1/p

solange z < v+ ¢
v=uv/p

r=z+(p+1v-1

Algorithmus: Van der Corput-Folge.

Theorem 7.2.4 (Koksma-Hlawka Ungleichung) Fiir den Integrationsfehler einer Qua-
draturformel mit Punkten x1,...,xN gilt

[Lf = Qufl < V(f)D*(z1,...,2zN), (7.27)
wobei V(f) die Variation von f

V= If@lds (7.28)
(0,1]
und D*(x1,...,xN) die Stern-Diskrepanz der Punkte x;
D (... on) = sup [T _ g (7.29)

ist und m(a) der Zahl der Punkte im Intervall [0, a] entspricht.

Beweis: Wir nehmen an dass die Punkte x; sortiert sind, x; < x;41 und setzen zg = 0 und
x1 = 1. Zunéchst zeigen wir:

Al 1 N Tit1 i
Jb; flzi) = /O fx) do = ; /x (= 5 )df (2) (7.30)
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durch partielle Integration

N Tit1 i 1 N .

1 1 N—-1
- W@k [ o)+ 3 Fon) = S0) (732)
1Y 1
:N;ﬂm—éﬂmm (7.33)

Nun gilt fiir festes ¢ mit 0 <7 < N

x—jif‘ﬁmax(

und mit der Dreiecksungleichung gilt die Behauptung. O

7
T — —

N

)

Tiyl — JSD < D*(x1,...,zN) fir ; <z <z (7.34)

Theorem 7.2.5 (Diskrepanz der Van-der-Corput Folge) Fiir die Diskrepanz der Van-
der-Corput Folge gilt

D*(x1,...,xn) = O(=) (7.35)

Beweis: Fiir alle p? Schritte mit j > 1 bildet die Van-der-Corput Folge ein uniformes Gitter
mit Stern-Diskrepanz O(%;). O

Theorem 7.2.6 (Konvergenz des Quasi-Monte Carlo Verfahrens (eindimensional))
Fiir den Fehler des Quasi-Monte Carlo Verfahrens basierend auf der Van-der-Corput Folge
gilt fiir Funktionen mit beschrinkter Variation

V()

1 = Qufl = =

(7.36)

Beweis: einsetzen O

Fiir mehrdimensionale Integrale verwendet man die gleiche Konstruktion

1 N
/[O’l]d fx) dx = z; £(x4). (7.37)

nur benstigt man mehrdimensionale Punktfolgen mit niedriger (mehrdimensionaler) Dis-
krepanz, z.B. die Halton Folge:

Definition 7.2.7 (Halton-Folge) Das n-te Folgenglied der Halton-Folge ist

(X)n = ((@1)n, (#2)n, - - -, (Ta)n), (7.38)

wobei die (x;) Van-der-Corput-Folgen beziiglich verschiedenen Basen sind.
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Ublicherweise werden hierfiir die ersten d Primzahlen verwendet um zu starke Korrelatio-
nen zwischen den Dimensionen zu vermeiden.

Theorem 7.2.8 (Konvergenz des Quasi-Monte Carlo-Verfahrens (mehrdimensional))
Fiir den Fehler des Quasi-Monte Carlo Verfahrens basierend auf der Halton Folge gilt fiir
Funktionen mit beschrinkter Variation (in Sinne von Hardy und Krause)

V(f)log(n)

n

[If - Qufl=c- (7.39)

Beweis: Koksma-Hlawka Ungleichung im multivariaten Fall, die mehrdimensionale Stern-

Diskrepanz der Halton-Folge ist O(M) O

n

Neben der Halton-Folge gibt es einige weitere mehrdimensionale Punktfolgen mit niedriger
Diskrepanz, z.B. Faure, Sobol oder Niederreiter-Folgen und Lattice-Regeln.

Als Vergleich: die Diskrepanz einer zufélligen Punktfolge ist

Theorem 7.2.9 (Diskrepanz einer zufilligen Punktfolge) Die Stern-Diskrepanz D*
einer zufilligen Punktfolge x1,...,xN ist

D*(z1,...,zn) = O(y/loglog N2N) (7.40)

mit Wahrscheinlichkeit 1.

Beweis: Gesetz des iterierten Logarithmus. O

Eigenschaften:

e Monte Carlo: Konvergenzrate 1/2, Quasi-Monte Carlo: Konvergenzrate nahe bei 1

e Die Genauigkeit von Quasi-Monte Carlo-Methoden ist besser als die von Monte
Carlo-Methoden, wenn der Integrand glatt und die Dimension d nicht zu grof} ist
(Grenze ist etwa bei d = 30).

e Um die Vorteile beider Verfahren zu verbinden existieren auch Mischungen aus
Monte-Carlo und Quasi-Monte Carlo Methoden (randomisiertes Quasi-Monte Car-
lo).

7.2.5 Broadie-Glasserman Verfahren

Der Broadie—Glasserman Algorithmus erzeugt zur Berechnung des Preises von Amerika-
nischen Optionen

V(S,0) = §1<11T) e "TE*(V(S,1)) (7.41)
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zwei Erwartungswerte fiir den Optionspreis, einen mit zu hohem Bias und einen mit zu
niedrigem Bias. Beide Erwartungswerte besitzen jedoch asymptotisch, wenn die Zahl der
Simulationen nach co strebt, keinen Bias. Diese beiden Erwartungswerte dienen als Kon-
fidenzintervall fiir den Optionspreis.

Zunéchst wird ein Zufallsbaum mit B Zweigen pro Knoten konstruiert (siehe Abbildung
7.2) wobei die Wertpapierpreise zu den Zeitpunkten ¢; mit S;l’zz""’lj, 7=12...M und
1 <iy...1; < B bezeichnet werden. Diese Wertpapierpreise werden in einem Vorwirts-

11
Sl 52
12

S,

13
SZ

21
s
S s? 2

22
S2

23
S2

31
SS 52
32

5,

33
S2

Abbildung 7.2: Simulationsbaum mit drei Zweigen und zwei Zeitschritten.

schritt wie in Abschnitt 5.1 als Random Walk
. 19 .
S;'illz’mﬂ]+l _ 5;1,12,..‘&] e(r 50 )At+amzzj+l
fiir ;.1 = 1,..., B simuliert. Hierbei ist 2;, , eine N(0, 1)~ verteilte Zufallsvariable.

In einem Riickwértsschritt wird nun (in dhnlicher Weise wie bei der Binomialmethode) zu

jedem Knoten i1,12,...,7; zum Zeitpunkt ¢; der zu hohe Erwartungswert Ghigh’j 7 und

low

Zum Falligkeitszeitpunkt j = M gilt im Fall einer Call Option, dass

der zu niedrige Erwartungswert 0 e 2; " aus den Werten des Zeitpunktes ¢;41 berechnet.

U1y M gl M _ QLM +
Onighat = Crowar = (Shy -K)". (7.42)
Aus diesen Werten bestimmt man nun rekursiv fiir j = M —1,...,0 den zu hohen Erwar-
tungswert durch
Ulgeenndy Uyl + frAt 01 yeeeybg g1
Opion = max { (S K) Z O 1 (7.43)
Z3+1 1

und den zu niedrigen Erwartungswert durch

S+

oy = Z et (7.44)



7.2. SIMULATIONSVERFAHREN 69

Hierbei bestimmt man njl""’ij’k fir k=1,..., B mittels
0105 Tl yeenyls + —rAtnt1---T5,0 41
. (S5 = K)* falls (S5 = K)* > o— D ey
j AR Al — 7_:j+1:1
. . lj+1#k
e At ;;w]zlk sonst.
(7.45)
Der Optionspreis zum Zeitpunkt tg = 0 und Kurs Sy betréigt dann
1
V(50,0) = 5 (Bhigh,o + Oiow,0)- (7.46)

Konvergenzrate: 1/2 bei Aufwand B™. Vorteile des Broadie-Glasserman-Verfahrens ge-
geniiber die Binomialmethode

e leichtere Generalisierbarkeit

e Anwendbarkeit auf Multi-Asset Optionen ohne den Fluch der Dimension
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Kapitel 8

PDE-basierte Verfahren

Ausgangspunkt fiir PDE-basierte Verfahren ist im Falle des Black-Scholes-Modells die
bereits bekannte Black-Scholes-PDE fiir den Optionspreis V' (.5, ):

oV 1 5 ,0%V ov

Zr 4z _ S—— —rV =0 8.1
o 127 a5 TG T (®.1)
im Gebiet [0,T] x [0, 00] zusammen mit Endbedingungen V(S,T) zum Zeitpunkt ¢t = T,
die gleich der Auszahlungsfunktion der Option sind, und Randbedingungen V' (0,t) bzw.
V(o0,t), die ebenfalls von der Option abhingen.

8.1 Transformation auf die Warmeleitungsgleichung

Wie in Kapitel 4 gesehen, ldsst sich die Black-Scholes-Gleichung als sogenannte Fuler-
Gleichung (die Potenz von S als Koeffizient entspricht jeweils dem Grad der Ableitung)
in eine einfachere Gleichung, die Wirmeleitungsgleichung

oy 0%
-7 _ZJ 8.2
or  0x? (82)
im Gebiet [0, 02T /2] x [—00, 0o] mittels der Substitutionen
- T
S=K-e* und t:T—02/2 (8.3)
transformieren. Damit gilt:
V(S,t) = V(K -e", T — ——=) = vz, 7) (8.4)
0?/2
und
y(z,7) = %e(q—l)x/2+(<q—1>2/4+qm<$7T) (8.5)

71
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mit ¢ = 2r/0?. Durch die Umkehrung der Zeitachse werden aus Endbedingungen Anfangs-
bedingungen, beispielsweise fiir eine Call-Option:

V(S,T) = max{S(T) — K,0} = K max{e” — 1,0} (8.6)

und somit
y(xz,0) = e* /2 max{e” — 1,0} (8.7)

und analog fiir eine Put-Option
y(z,0) = e®la=1)/2 max{l —e” 0}. (8.8)
Aus den Randbedingungen wird fiir eine Call-Option

y(lz,7) = 0 fir x — —o0 (8.9)

y(z,7) = (11— e_qT_m)e(q+1)x/2+(q+1)27/4 fiir ¢ — oo (8.10)
und fiir eine Put-Option

y(z,7) = ela=Da/24(@=1)27/4 i 0y o (8.11)

y(xz,7) = 0 fiir x — oo (8.12)

8.2 Diskretisierung

8.2.1 Diskretisierungsgitter

Zur numerischen Losung wird die Warmeleitungsgleichung auf einem Gitter diskretisiert.
Hierzu muss das unendliche Gebiet in z an den Réandern an Punkten zp.x und Zmin
abgeschnitten werden. Hierbei miissen die Abschneidepunkte so gewihlt werden, dass
Stin = KePmin und Spax = KeP™ax den interessanten Bereich weit genug abdecken.

Wir iiberdecken nun das Gebiet [Zmin, Tmax] X [0,0%T/2] mit einem Aquidistanten Gitter
mit Maschenweiten A7 und Az. Die Gitterpunkte seien gegeben als (x;, 7;) mit

Ti = Typin + 1Az mit Az = (Tymae — Tmin) /M (8.13)
sowie
1
7; = JAT mit At = §U2T/N, (8.14)

mit ganzzahligen M, N, 0 < ¢ < M und 0 < j < N. Die diskrete Losung der PDE an
den Gitterpunkten sei entsprechend y; ; = y(x;, 7;). Nachdem die Werte y; 0, y0,; und yar,;
durch die Anfangs- und Randbedingungen vorgegeben sind, sind die Unbekannten hier nur
diejenigen y; j mit 1 <i <M —-1und 1 <j < N.
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8.2.2 Ortsdiskretisierung

Bei sogenannten Finite Differenzen—Verfahren wird die partielle Differentialgleichung durch
eine Differenzengleichung ersetzt. Hierbei werden die kontinuierlichen Ableitungen durch
diskrete Ableitungen auf dem Diskretisierungsgitter ersetzt. Fiir die zweite Ableitung im
Ort wird tiblicherweise folgende Approximation zweiter Ordnung verwendet:

2
i) T it — 2Yij tVi-1
0 yg;2 75) _ Yit1 Ayx; +Yi-1,5 +0(A?) (8.15)

Es existieren auch Approximationen hoherer Ordnung (vorrausgesetzt die Losung ist ent-
sprechend glatt), welche auf weiter entfernte Punkte zugreifen. Insbesondere in der Nihe
des Randes stoft man hier jedoch auf Schwierigkeiten und es sind aufwendige Randkor-
rekturen, welche die Approximationsordnung erhalten, einzusetzen.

8.2.3 Zeitdiskretisierung

Nun wollen wir drei Zeitdiskretisierungsverfahren genauer betrachten, die explizite Me-
thode, die implizite Methode und das Crank—Nicolson Verfahren.

Explizit

Bei dem einfachsten Verfahren wird die erste Ableitung in der Zeit durch eine Vorwérts-
differenz ersetzt, d.h.

OY(xi, 7j)  Yijr1 — Vi
= - AT). 1
o Ar + O(AT) (8.16)

Durch Weglassen der Terme hoherer Ordnung ergibt sich mit der Ortsdiskretisierung zu-
sammen:

AT
Yig1 = Yig + 7oz Wirts = 29i +Yie1g). (8.17)
Nachdem zur Berechnung der Losung des Zeitschrittes j + 1 nur auf Losungen des Zeit-
schritts j zugegriffen werden muf}, kénnen die einzelnen Zeitschritte nacheinander be-

ginnend mit 7 = A7 berechnet werden, ohne das Gleichungssystem welches durch die
Differenzengleichungen in Ort und Zeit definiert ist, explizit l6sen zu miissen.

Initialisiere y(®) nach Formel (22)
fir j=1,2...N
Berechne yU) aus Formel (29)

Algorithmus: Das explizite Verfahren.

Das explizite Verfahren hat jedoch einen grofien Nachteil, nadmlich daf3 es nur stabil ist,
wenn

2
Ar < ATx (8.18)
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gilt. Dies bedeutet, dal die Zeit- und Ortschrittweiten aneinander gekoppelt sind. Wenn
die Ortsschrittweite halbiert werden soll (um eine genauere Losung zu erhalten) muf die
Zeitschrittweite gleichzeitig geviertelt werden, wodurch sich der Aufwand insgesamt ver-
achtfacht.

Implizit

Diese Problematik wird durch das implizite Zeitdiskretisierungverfahren umgangen, indem
statt der Vorwiérts die Riickwartsdifferenz verwendet wird, d.h.

ay(wi,Tj) Yijg — Yij—1
= = : A 1
o A +0(Ar), (8.19)

was zusammen mit der Ortsdiskretisierung zum Gleichungssystem

AT
Yig—1+ 1oz Wity = 2Wig + Yi-14) = Yij (8.20)
fithrt. Sei die Matrix G definiert als
2 -1 0
-1 2 -1
G= (8.21)
-1 2 -1
0 -1 2

dann 148t sich das implizite Verfahren schreiben als
Oy = yU=1) 4 -1 (8.22)

mit C' = I+ \G und \ = A7/Az?. Hierbei ist y9) = (y15,...,ynm—1,;)" der Losungsvektor
zum Zeitpunkt j und e?) ein Vektor, der die Randbedingungen zum Zeitpunkt j reflektiert,
also

eV = A\ 40,0, ..,0,yn;) T (8.23)

Nachdem wir ein #dquidistantes Gitter in Raum und Zeit verwendet haben, ist das zu
losende Gleichungssystem (bis auf die rechte Seite) in jedem Zeitschritt gleich. Durch
eine LR—Zerlegung des Tridiagonalsystems in einem Vorverarbeitungsschritt muf in jedem
Zeitschritt nur die Vorwirts- und die Riickwértssubstitution durchgefiithrt werden (was in
O(N) Operationen ausgefiihrt werden kann).

Das implizite Verfahren ist im Gegensatz zum expliziten Verfahren fiir alle Werte von At
stabil.

Crank—Nicolson

Das implizite Verfahren hat noch den Nachteil, daf§ es nur von erster Ordnung genau ist
(wahrend die Ortdiskretisierung von zweiter Ordnung ist). Das Crank-Nicolson Verfahren
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Berechne die LR—Zerlegung von C'
Initialisiere y(®) nach Formel (22)
fir j =0,1...N — 1

Lose Lz = yl@) 4 U

Lose RyUth = z

Algorithmus: Das implizite Verfahren.

D T ans

i-1 i i+l i-1 i i+l i-1 i i+1

Abbildung 8.1: Das explizite (links), das implizite (mitte) und das Crank-Nicolson—
Verfahren (rechts) im Vergleich.

ist auch in der Zeit von zweiter Ordnung genau (wenn die Losung entsprechend glatt ist).
Die Idee hierbei ist, das explizite und implizite Verfahren einfach zu mitteln, also

Yij+1 — Yij 1
- Ar oL — SAL2 (Yit1j — 2Yij + Yi-15 + Yit1+1 — 2Yig+1 + Yi-15+1).  (8.24)

Dieses Gleichungssystem kann zusammengefafit in folgender Form geschrieben werden

A

A A A
—5¥i-Li+1 (1 4+ Nyij+1 — QYitlgl = GYi-15 + (1= Nyij + S Yitlie (8.25)

mit A wie beim impliziten Verfahren. In Matrixschreibweise 148t sich das Crank-Nicolson
Verfahren folgendermafien darstellen

Ayt = pyU) 4 g (8.26)

mit A=1+ %G und B=1 — %G und der zusétzlichen rechten Seite
G _ A T
dv) = §(yo,j+1 +90,3,0,...,0,ynj+1 + yn,j) (8.27)

welche wiederum die Randbedingungen beriicksichtigt.

Wie das implizite Verfahren ist auch das Crank—Nicolson Verfahren fiir alle Werte von At
stabil.
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Berechne die LR—Zerlegung von A
Initialisiere (®) nach Formel (22)
fir j =0,1...N — 1

Berechne ¢=By¥) 4 d()

Lose Lz = ¢

Lose RyUtY = 2

Algorithmus: Das Crank—Nicolson Verfahren.
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