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Kapitel 1

GewoOhnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, die mindestens eine Ableitung einer unbe-
kannten Funktion enthélt.

Beispiel 1
dx

9T _ o
ar

mit = x(t), wobei ¢ die unabhéngige Variable und x die abhéngige Variable ist.

Beispiel 2
ou  0%u

5= 922 (Wirmegleichung)
x

mit u = u(t, x), wobei t und x die unabhéngigen Variablen sind und v die abhéingige Variable ist.

Eine DGL, die nur gewohnliche Ableitungen enthélt (d.h. mit nur einer unabhéngigen Varia-
blen), heifit gewohnliche Differentialgleichung (gDGL), siehe Beispiel 1.

Sonst ist die DGL eine partielle Differentialgleichung (pDGL), siehe Beispiel 2.

In dieser Vorlesung werden wir nur gewohnliche Differentialgleichungen betrachten.

1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Die allgemeine Form einer d-dimensionalen gewthnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
lautet:

dx
wobei
f:(7,6) xU CR* x RY — R

eine gegebene Abbildung ist.

Der Grad der hochsten Ableitung bestimmt die Ordnung der gDG. Wir kénnen immer gDGen
hoherer Ordnung in die Form (1.1) umschreiben.
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Beispiel:  gDGLen zweiter Ordnung sind iiblich in der Mechanik wegen der Newtonschen Ge-

setze )

dx

— = Geschwindigkeit, —
eschwindigkei o7

= Abstand
T stand, 7

= Beschleunigung

d?x dx
—_ — =0
72 +adt + Bz

Hier ist der az—j Term die Reibungskraft und der Sz Term die Riickzugkraft des Hookeschen

Gesetzes.

Mit den neuen Zustandsvariablen

r1 =, T _di
1 — 4, Q—dt
erhalten wir
dv _ do
a a7
d’z _d (dr\ _dzy 75:670[@_7595 .
a2~ dt \dt )  dt dt ! 2

d.h. die 2-dimensionale gDGL erster Ordnung
dfx\_| 0 1 x1
d\z) | -8 —a T2

1.2 Loésungen

Eine Losung der gDGL erster Ordnung (1.1)

dz

mit t € (v,6) C R und 2 € U C R? ist eine stetig differenzierbare Funktion

z:(a,8) C (,6) — U C RY,

die der Gleichung

fiir jedes t € («, ) geniigt.

Beispiel: Gegeben sei die gDGL

dx
&9
ar Ul

also f(t,z) = 2z mit (y,d) = R!, daher mit & = R'.

Dann ist z(t) = €2 eine Losung fiir alle ¢ € (—oo, 00) = RY. Hier ist x(t)

e offensichtlich stetig differenzierbar



1.3. UBERBLICK DER VORLESUNG

e und erfiillt der gDGL

dx_d 2 _ o 2t 1
E—@e =2e*' =2z vVt e R

Es gibt auch andere Losungen:

fiir jede Konstante A € R*.

Anfangswertaufgabe

Oft wollen wir eine bestimmte Losung, die einen gegebenen Anfangswert
x(to) =z (to,zo gegeben)

geniigt.z.B.:
z(t) = Ae®! & z(tg) = Ae®® = g & A = gge 20

Dann sagen wir:

z(t) = moe?(tt)

ist eine Losung der Anfangswertaufgabe (AWA)

dx

— = f(t DGL

g f(t,x) gDG

z(to) = xo AW

Fragen
1) Besitzt jede AWA
dx
i — f(t
L
x(to) = X0
eine Losung ? (Existenz)

2) Besitzt eine AWA nur eine Losung? (Eindeutigkeit)

3) Wie konnen wir Losungen explizit finden? Sonst?

1.3 Uberblick der Vorlesung

Wir werden die obigen und anderen Fragen in der Vorlesung betrachten.

1.3.1 Teil 1: Losungsmethoden

Wir kénnen verschiedene skalare (d = 1) gDGLen mit einer Sonderstruktur explizit 16sen.
z.B.:

1) gDGLen mit getrennten Variablen

= g(1) - hx)
—
Produkt
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2) lineare gDGLen

dzr

bt = a(t

Aber im Allgemeinen gibt es keine expliziten Losungen.
Was ist zu tun ?

Numerik oder einer Untersuchung qualitativer Eigenschaften

Teil 2: Existenz- und Eindeutigkeitsssitze

dh. fiir AWAen sowie Untersuchen der Eigenschaften der Losungen

zB. stetige Abhéngigkeit von Anfangswerten und Parametern: (¢,tg,xo) — x(t;to, To)-

Teil 3: Lineare vektorwertige gDGen

d
d—f = Az, z€R? wobei A eine d x d— Matrix ist

At

— Losung x(t) = ettc, wobei e/ eine d x d Matrix ist und ¢ € R%

Teil 4 : Dynamik (¢t = Zeit)

e Ruhelage = konstante Losung

z(t) =T < f(t,7) =0 Vt

e periodische Losung (Zyklus) : z(t +T) = x(t) V¢

—> dynamisches Verhalten insbesondere langfristiges Verhalten fiir ¢ — co.
zB Stabiltitét, Instabilitdt, Grenzzyklen, Attraktoren.

1.4 Literatur
Lehrbiicher
1) B. Aulbach, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Spektrum

2) W. Walter, Gewdéhnliche Differentialgleichungen, Springer (1.-6. Auflage !)

Skripten
1) Prof. Dr. J. Baumeister, Vorlesung iiber gDGen SS 99 (Bibliothek/www)

2) Prof. Dr. P. Kloeden, Vorlesung iiber ¢DG SS 00 , Bibliothek und Sekretariat (Zimmer
102)



Kapitel 2

Explizit l1osbare gewohnliche
Differentialgleichungen

Es gibt Losungsrezepte und -methoden fiir verschiedene Klassen skalarer gewthnliche Differen-
tialgleichungen mit einer Sonderstruktur.

2.1 Gewohnliche DGLen mit getrennten Variablen

Literatur Baumeister, S. 4-7; Walter, S. 13-15 (6. Auflage); auch Aulbach; S. 147 - 148.

Eine skalare gDGL mit getrennten Variablen hat die Form

dx

i g(t) - h(x) Produkt!

d.h. mit f(t,z) = g(t) - h(x)

Leibniz hat das folgende Losungsrezept erfunden

1) Schreibe die gewohnliche Differentialgleichung um

1

——dx = t)dt
") gt)dt
— nurtan dieser Seite

nurzan dieser Seite
2) Integriere die beiden Seiten

/x h(la;)dx = /tg(t)dt

—_—
Funktion vonz Funktion von ¢

d.h. eine Gleichung fiir die Losung in impliziter Form.

3) versuche die Losung in expliziter Form = = z(¢) zu finden.
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Beispiel ‘é—f = 2tx — also mit g(t) =2t und h(z) =z

Rezept a la Leibniz

1
1) Schreibe —dx = 2tdt
x

1 t
2) Integriere [* —dx :/ 2tdt
x

— Inz+ K =t>+ K, K1, K5 beliebige Integrationskonstanten
= nzx=t*+K
mit K = K7 — K5 beliebige Konstante

2 2 2 .
3) z=e K =" el = Aet wobei A = X

— Losung |z = z(t) = Aet’ A beliebige Konstante

Wunderbar ! gut genug fiir Leibniz, Physiker, Ingenieure (und auch uns, wenn wir die Losung
finden wollen!)

aber: mathematisch schlampig!  Note 3.0!

Warum?

a) Wir diirfen dz und dt in Cfl—f nicht trennen !

1
b) [ ;d:z ist uneigentlich fiir x = 0!

¢) Inx ist nicht definiert fiir x < 0 (d.h. A < 0 oben)

Aber: wir konnen die Schritte des obigen Rezepts mathematisch rechtfertigen und ein bifichen
genauer aufschreiben.

1
a) Wir benutzen die Kettenregel: Sei H(z) eine Stammfunktion von ——, d.h.

h(z)’

d 1
%H(UC) = ma

und sei z = x(t)eine Losung der Gewdhnlichen Differentialgleichung

X — 9(0) h(e),

d.h.
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Die Kettenregel ergibt:

d d
Ha) = L@ Lo
1 4
= ey @
1
= s a0
= g(t)

Integriere die beiden Seiten von tg bis ¢ (bzg. s)

/t g(s)ds = d H(z(s))-ds

0 0 dS

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung!

1
Die Funktion 2 — —— muss stetig sein, d.h. h(z) = 0 streng verboten !

h(z)
I,

ist uneigentlich, falls h(z) = 0 fiir T € [z, x2)

b) Das Integral

Aber

(i)
hMZ) =0 <= z(t) =7
ist eine Losung der Gewohnlichen Differentialgleichung (Ruhelage!)

0

Sl

T =g(t)h(z) = 0!

(ii) Wegen des Existenz-Eindeutigkeitssatzes (spéter) diirfen zwei Losungen der Gewohnlichen
Differentialgleichung sich nie iiberschneiden.

= nur eine der folgenden Moglichkeiten kann passieren:
z(t) =7 oder xz(t) <T oder z(t)>=
fir alle t.

=—> entweder ist die Losung eine Ruhelage oder bleibt sie immer in einem Gebiet, wo
das obige Integral eigentlich ist !
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(iii) Die geeignete Stammfunktion fiir 2, falls z < 0, ist In [x].

sehr miithsam !

Beispiel

d
d—f =ax(l—x)

Verhulst-Gleichung (Bevolkerungsdynamik) also g(t) = a, h(z) = 2(1 — z).

1) Ruhelagen 0=h(z)=Z(1—-Z) — ZT=0oderz=1

= ist immer > 1 oder immer < 0 oder immer zwischen 0 und 1, falls z:(¢) # 0

oder 1.

1 —x(t)

2) Leibniz verbessert Sei x # 0 oder 1. Integriere die unbestimmten Integrale

t t 1 dz
= — = Tt
/adt / z(1—x) dtd
r 1
B / x(l—:z:)dx

11 1
= / { + ]d:z: Bruchzerlegung

r 1—=x

d.h.
at+ Ky =In|z| —In |l — x| + K3

wobei K7, Ko beliebige Konstanten sind;

— In|—|=at+ K
1—=2x
mit K = K7 — K5 beliebig, d.h.
SL‘(t) _ at+k _ eat . 6K
1—z(t) '
: _ K z(t)
Definiere A = e™* - sgn(l_m(t))
t
— $( ) — Aeat

1—x(t)

= z(t) = Ae®(1 — z(t)) =  z(t) - {1+ Ae™} = Ae™
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. Aeat
—>  Losung x(t) = 15 Acdl
Anfangsbedingungen
) Aeato
x(tg) =xo mit x9#0,1 = 1y = T Aceto
ato
Lose fir A = A=10°
1-— i)
Deshalb lautet die Losung der AWA
zoe o
e _
pty = —L=wo el
L4 zpe oo et (1 — zg) + zoet—to)
1-— )
ZI,'O@a(t_tO)
— €T t = X 07 1
O = g fetm —1y| 7

Bemerkung: Von dieser Formel erhalten wir

xo=0 = z(t)=0 and zp=1 = z(t)=1

d.h. die Losungsformel ergibt auch die Ruhelagen in diesem Fall, obwohl die Lésungsmethode
dann nicht giiltig ist.

Pass auf: geht nicht immer fiir jede gDGL — es ist besser die Ruhelagen direkt zu finden.
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Kapitel 3

Andere explizit losbare gewohnliche
DGLen

3.1 Gewohnliche DGLen mit getrennten Variablen nach einer
Substitution

Betrachte die gewohnliche Differentialgleichungen

d
ch = F(at + bz + ¢) a,b,c € R (Konstanten!)

und die Substitution

’yzat%—bm%—c‘

d.h. y(t) = at + bx(t) + ¢ ist Losung der gDGL

d d
— %:a+bd—§:a+bF(at+bx+c)
=y
dy . . .
dh ik +bF(y)| eine gDGL mit getrennten Variablen
o dx . . y

Beispiel n t+ x| Summe statt Produkt ! (dh: keine getrennten Variablen fiir ¢ und z)
Substituiere: y =t + x == %:14—%:14—(15—1—:5):14—3/

dy

- -1

a Y

Dann erhalten wir die neue gDGL mit getrennte Variablen !
Diese hat die Ruhelage : 5 = —1

Mit dem Losungsrezept von Leibniz erhalten wir fiir y #£ —1
1

— dy=1-dt
1+y"

15
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Integrieren ergibt In |1 + y| =t + K, wobei K beliebige Integrationskonstante ist.

t+K K t

= |[1+y(t)=e =et e = 1—|—y(t):Aet

wobei A = eX - sgn(1 + y)

Aber y(t) =t+z(t) = 1+t+a(t)= A

Losung |z(t) = Ael —t — 1

3.2 Homogene gewohnliche Differentialgleichungen

Homogene gewthnliche Differentialgleichungen sind von der Form

dr  g(t,x)

dt — h(t, )

wobei g, h homogene Funktionen mit gleichem Grad p sind.

Eine Funktion g = g(¢, ) heifit homogen mit Grad p, falls

g(At, \x) = Ng(t, x)
fiir alle ¢,z und A (vielleicht X\ # 0)
Mit A = % erhalten wir
g(l,%) =t?.g(t,x) = g(t,x) Et’”g(l,%)

Dann lautet die gDGL

Substituiere Yy = % , d.h.
a(t) dr _ g(1,y)
t —_  —
YO==" = @ T )
Aber
der  d dy dy _ g(1,y)
ot =1y+t 1Y =
g alt Y Tyt = v = )

Durch Umstellen erhalten wir die neue gewthnliche Differentialgleichung mit getrennten Varia-
blen ¢ und y.

ccllz; 1 [9(1,1/) _y}

dat Ly
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dr x+t
Beispiel — =
beispiel dt m

Hier haben wir ¢g(t,z) =t + x und h(t) =t

Betrachten wir die Homogenitét von g und h.

gAt, Az) = (Az)+ (\x) = At +x) = Ag(t, )
h(At, A\z) = (M) = X-t = Ah(t,x)

d.h. g, h sind homogen mit Grad p = 1. Nun kénnen wir die Reduktion ausfiithren

X
dj_mﬂ_t'[frl} _T
a  t t ot

und substituieren y = — (oder x =t - y) und erhalten

-8

dx d dy
1= _Can—1.y4t. Y
= ytl=g =gl vt

d
— d—?:t_l{y—i-l—y}:t_l

d.h. eine gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen ¢,y (ohne y — trivialer Fall!)

Durch Integration erhalten wir  y(¢t) =In|t|+ K fiir ¢t # 0, wobei K eine beliebige Konstante
ist.

Aber z(t) =t-y(t) =  Losung ’:U(t) =tin|t| + Kt‘ fiir ¢t < 0 oder fiir ¢ > 0.

3.3 Lineare gewohnliche Differentialgleichungen
Eine skalare gDGL erster Ordnung

dzx

E:f(tvx)

heisst linear, falls die Funktion
x — f(t,x) (t fest)

linear in x ist.

Die Standardform einer linearen skalaren gDGL erster Ordnung lautet

dx

S pt) w =)

d.h. mit f(t,z) = —p(t)x + ¢(t)
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d
Beispiel 2d—j = 4z + €' | ist linear mit Standardform
dz 1 o
) P
a T 2f

d.h. mit p(t) = —2 und ¢(t) = Le*

Bemerkung Die Koeffizientenfunktionen ¢t — p(¢) und ¢ — ¢(¢) diirfen nichtlinear (bzg. t) sein.

Voraussetzungen Die Koeffizientenfunktion ¢ — p(t), t — ¢(t) sind stetig (vielleicht unter einer
Beschriinkung: ¢t € (v,0)).

Definiere u(t) =el "p(s)ds p = p(t) heiBt integrierender Faktor

(ein unbestimmtes Integral reicht hier — aber einfacher mit Integrationskonstante = 0).
Warum? Wir kénnen die gDGL in eine integrierbare Form mit der Hilfe von p umschreiben.

Kettenregel —

d d
el _ 2 ["p(s)ds
i) €
d d [ [t
= - o = </ p(S)ds>

=t 5 ([ pioras)

Wegen der Stetigkeit von p ergibt der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung dann

[ asas=p) = | Lu)= vy ot

Multipliziere die beiden Seiten der gewohnlichen Differentialgleichung mit pu(t) :

p(t)g(t) = u(t)%w(t)Jru(t)p(t)w(t)

= () () () )

= iutna)

Produktregel!
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Durch Integration erhalten wir u(t) - z(t) = [ " u(t)q(t)dt + K, wobei K eine beliebige Integrati-
onskonstante ist.

Beispiel — — 2z = —e“"| Standardform !

Integrierender Faktor

,LL(t) _ eftp(s)ds _ 6ft —2ds _ =2t

mit d g
Sty = e = —2e7 = —2u(t))

Zur Veranschauung multipliziere die gDGL mit ju(t) = e~ 2

o2t %6215 _ e—Qt% — 972 .,
u(t) N
q(t)
dzx d d
__—2t0x L@ o D op
= e 7 +x dte dt{e x}

Integration nach t liefert dann die Losung der urspriinglichen gDGL

z(t) = (3t + K) 2

Anfangswert 2(0) =1 = 1= (3-0+K) ¢ = K=1

= AWA-Losung z(t) = (3t +1)*
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Kapitel 4

Lineare gewohnliche
Differentialgleichungen (nochmal)

Oft kénnen wir eine nichtlineare gDGL in eine lineare gDGL umschreiben oder transformieren.

4.1 Rollentausch der Variablen

Eine gDGL

dx

- = t

i~ o),
die nichtlinear bzg. x ist, ist manchmal linear bzg. ¢, wenn wir ¢ als die abhéngige Variable und
x als die unabhéngige Variable betrachten.

dx ze”

Deispiel dt  x+ te®

Diese gDGL ist offensichtlich nichtlinear bzg. x.

Aber wenn wir alles umkehren, dann erhalten wir

dt 1

I — — T _ ¢
de dz xet te x
dt
dt 1
d.h. —+—t=—e" linear bzg. t
dr =«

1
Standardform = p(z) = o q(z) = —e”

Bemerkung

1
Die Koeffizientenfunktion x = pu(x) = — ist stetig genau dann, wenn = # 0.
PPl -

Im Fall z = 0 beobachten wir, dass x(t) = 0 eine Losung der urspriinglichen gDGL ist.

21
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Der integrierbare Faktor fiir « # 0 lautet hier

€T Il
u(aﬁ):e/ p(:c)dm:e/ gdm:elnxzx

Dann gilt
—x-e‘”—xﬂ—i—x-lt—xﬂ—&—t—i{x-t}
- dx r  dx dx
Integriere:
€T
z-t(zr) = —/ xe “dr+ K

= (z+1)-e"+K

1 K
— t(z) = rrl e B
X X

Besser, weil wir 2z = x(t) wollen, die implizite Form, wobei K eine beliebige Konstante ist.

tr — (z+1)e ™ =K.

mit | z(t) = 0| als eine besondere Losung.

4.2 Bernoullische Differentialgleichungen

Die Standardform einer Bernoullischen gDGL lautet

dz
- P —
7 +a(t)r+b(t)z? =0

wobei a,b: (7,d) — R stetige Funktionen sind und p € R.

Sonderfille

Hp=0 = Cfl—f+a(t)x+b(t):0 (0 =1)

d
dh. linear mit Standardform - -+ a(t)r = —b(t)

dt
dx
2)p=1 = E—i—a(t)x—l—b(t)xzo
. . dx
d.h. linear mit Standardform 7 +{a(t) +b(t)} -2=0

d
3) b(t) =0 = d%: tat)r =0 dhlinear

d
4) a(t) =0 = d—? +b(t)2? =0 = i —b(t)zP getrennte Variablen
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d
5) a(t) = Kb(t) mit Konstante K —> d—j = —b(t) - (Kz + 2P) getrennte Variablen

In dem allgemeinen Fall (p # 0,1 hier)

e multipliziere die Bernoullische gDGL mit «”

= z P Cc%—i—a() 2P 4 b(t) =0 (x #0)

e substituiere y =P

dy_ d 1—p
Pl e A Gt O

1 d
Einsetzen in die Ausgangs gDGL ergibt 77y + a(t)y + b(t) = 0 eine lineare gDGL mit

p dt
Standardform 4
L+ =palt) -y =1 —p)-b()
= p(t) = (1 —pa(t), q(t) = —(1 —p) - b(t)
L der 1 1 1 1
Beispiel I + tx + 3tx =0 Also a(t) = 5t, b(t) =3t, p=4

Wir haben die Ruhelage z(t) = 0!

Fiir alle anderen Losungen gilt « # 0. Wir benutzen obigen Ansatz und multiplizieren die gDGL

mit x4

L lt SR,
dt 3
Die Substitution y = x 73| ergibt
dy d _3 _4dz _ydx ldy
= =— = -3z "— d — =,
at ~ dt” Coa % T w T 3w
Dann erhalten wir die lineare gDGL
ldy 1
s T3l L
3dt + + 3 0
oder in Standardform
dy
ity = —t
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= integrierender Faktor pu(t) = ol —tdt _ o~ 5t

_%tzdﬁ

— te_%]52 = —te 2
dt Y

— %{6_%t2 Yt =e

Integriere
t
ia Sy = —/ te~2dt = e 2t + K

wobei K eine beliebige Konstante ist. Die Losung der linearen DGL lautet dann

yt) =1+ Kez"

Durch Riicksubstitution mit x =y 5 erhalten wir die Losung der Bernoullische DGL

x(t) = (1+ Ke%tg)_% oder z(t)=0

4.3 Riccatische Differentialgleichungen

Die Standardform einer Riccatischen gDGL lautet

& T a(h)z +b()z® = c(t)

wobei a, b, c: (,0) — R stetige Funktionen sind.

Sonderfall (u.a.)

dx

7 +a(t)z 4+ b(t)z* =0 Bernoullische gDGL mit p = z.

c(t) =0 =

Es gibt kein allgemeines Losungsrezept fiir Riccatische gDGLen! Aber:

Satz Seien x1(t) und xo(t) Losungen der Riccatischen gDGL

dx
- tatr+ b(t)z? = c(t)

in einem Intervall (v, 9).

Dann ist z = xo — x1 Lisung der Bernoullischen ¢DGL

% F{a(t) + 2b(H)21(8)} - = + b(£) 22 = 0

Beweis 2z = x9 — x1, wobei

d.%'i
dt

+ a(t)z; + b(t)z? = c(t), i=1,2
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dz _ dry _dn
dt dt  dt
= [e(t) — a(t)zs — b(t)23] — [c(t) — a(t)z1 — b(t)af]
= —a(t)(wz —z1) = b(t)(a] - 27)
= —a(t)z —b(t) - (x2 — 1) - (w2 — 1 + 227)
= —a(t)z —bt) - 2(z + 221).

dz

o {alt) + 2b(t)m (D)= + b(1)2* = 0.

—

Wenn wir eine Losung x;(t) irgendwie raten kénnen, dann kénnen wir andere Losungen
(t) = 2(t) +a1(t)
finden, wobei z(t) eine Losung der obigen (explizit l6sbaren!) Bernoullischen gDGL ist!

Losungsansatz fiir x(t):  Probiere eine Funktion der selben Form der Koeffizientenfunktionen
a,b,c , zB Polynome, trigonometrische Funktionen, usw.

d
Beispiel: d—?+(2+t—1)x—x2:1—t+t2

alsoa(t) =2t — 1 b(t)=—1, c(t)=1—t+12 (V) d.h. Polynome héchsten Grades = 2..
Weil 1(t)? vorkommt, machen wir den Ansatz :

z1(t) = a+ B, a,f eR!,

— 1-t+t! = B+ 2t —1)(a+Bt)— (a+ bt)?
= (B—a—a?) -1+ (2a—3—2a8)t+ (28 — §°)t?

Vergleich der Koeffizienten ergibt

B—a—a? =1 20
20— —2af = -1 2t
28-p% = 1 2

Eine Losung (u.a.) lautet a =0, =1

Sei x = z + x1 eine andere Losung der Riccatischen gDGL. Von dem obigen Satz geniigt z
einer Bernoullischen gDGL. Es ist besser, diese Bernoullische gDGL direkt herzuleiten (statt
der Formel in dem Satz zu benutzen).
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dz dr dr

dt dt — dt
= [1—-t+t)) -2t -z +2} -1

= Q—t+t) -2 -D)+t)+(z+t)2—1=2+22

d
—> Bernoullische gDGL mit p = 2 £ —z—22=0
N 1 dy T _t -
Substitution y = 27! = o +y = —1 mit Losung y(t) = Ae™* —1 (A beliebige Konstante)

1 1
2t) = y(t) T Ae -1

Daher lautet die Losung der Riccatischen gDGL

—

z(t) =z(t) + z1(t) = 2(t) + z1(t) = 2(t) + t = Tt 1 +1

t

Beachte die Definitionsbereiche
1) A0 = Vte (—o0,0)

2) A>0 = te(—oo,InA) oder te(lnA, o).



Kapitel 5

Exakte gewdhnliche
Differentialgleichungen

Die dahinter liegende Idee ist ganz einfach.
Sei ¢ = 9(t,z) eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Gebiet D C R2.

Sei x = z(t) auch eine stetig differenzierbare Funktion mit (¢,z(t)) € D, die der impliziten
Gleichung

’1/1(15, z(t)) = K‘ (d.h. eine Konstante)
genigt.
Kett 1l = 0= iK = id)(t (1))
ettenrege == = vt
oy oY dx
d.h. z = z(t) ist eine Losung der gDGL
M(t,x) —i—N(t,x)% =0,
wobei o0 o0
M(t,x) = E(t,x), N(t,z) = %(t,x)
sind.

Umgekehrt Jetzt kommen wir aus der anderen Richtung: Sei D C R? offen und seien M, N :
D — R gegebene Funktionen. Eine gDGL der Bauart

M(t,x)—i—N(t,x)Z—ij (%)

heisst exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion
Yv=D — R

27
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jetzt mit

N _ o _
E(tﬁr) - M(ta l‘), %(ta 1") - N(ta l‘)
fir (t,z) € D.
Dann sind die hohen Linien der Funktion v, d.h.
¥ (t,z) = Konstante,

die Losungskurven dieser exakten gDGL.

Aber

1) wie kénnen wir leicht priifen (ohne 1 zu finden), ob eine gDGL der obigen Bauart exakt
ist ?

2) Wenn Ja, wie kénnen wir ¢ finden?

Satz Sei D = (a,b,)x(c,d) C R? und seien M, N : D — R stetig partiell differenzierbar. Dann
sind dquivalent:

a) Es gibt ¢ : D — R mit stetigen partiellen Ableitungen

oY _ o _
=M =N

b) es gilt das so genannte Integrabilititskriterium:

oM _ ON
dxz — Ot~
Beweis
o 0% 0% .
a) = b) Aus der Analysis wissen wir: 90r = Daot” Also gilt

Or ~ OxO0t Ozxdt Ot

b) = a) sei (tog, o) € D beliebig und definiere eine ,,Stammfunktion“ von M, N durch

t T
Y(t,x) = M(s,xg)ds—f—/ N (to,y)dy

to

Man rechnet nach: 5
(0
— = N.
" Ox

o _

8t_M
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d
Beispiel: | (3z + €') + (3t 4 cosz) - d—f =0

Hier lauten M (t,z) = 3z + ¢! und N(¢,7) = 3t + cosx

—  stetig partiell differenzierbar fiir alle (t,z) € R?. mit

oM _, _oN
oxr ot
=  die gDGL ist exakt.

Statt der formel fiir ) in dem Beweis zu benutzen:

0
1) Integriere a—qf(t,m) = M(t,r) =3z +e" bzg. t mit x fest

¢
P(t,x) = / (32 4 eh)dt = 3wt + €' + g(x)
Integrationskonstante (bzg t) ist eine beliebige Funktion von x !
L .
2) Integriere %(t,x) = M(t,x) =3t +cosz bzg. x mit ¢ fest
X
W(t,x) = / (3t + cosx)dx = 3tx + sinz + h(t)

Integrationskonstante (bzg. x) ist eine beliebige Funktion von ¢.

3) Vergleiche die obigen Ausdriicke fiir .

P(t,x) = 3tr +e' +g(x) =3tz +sinz + h(t) = g(x)=+sinz, h(t)=-c"

= Y(t,z) = 3tr + €' +sinx (vielleicht auch plus eine Konstante)

Die Losungskurven der gDGL sind
Y(t, ) = 3tz + €' + sinz = Konstante K
z.B. fiir den Anfangswert z(0) = 7 gilt:
K=9(0,1)=3-0-1+¢" +sint =1
und die gesuchte Losungskurve lautet
3tz + el +sinz =1

d.h. eine Losung der Anfangswertaufgaben in impliziter Form.

OF
Definiere: F(t,z) = 3tx + €' + sinzx —1 = 6—(0,7?) =—-1+#0.
T

Es folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass die Gleichung F'(¢,z) = 0 eine Losung
x = z(t) in einer Umgebung von (ty, z¢) = (0, 7) besitzt.
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d
Beispiel |z + 2™ — ¢ mit M (t,x) =z und N(t,z) = 2t

dt
oM ON
oo =1# =2
daher ist diese gDGL nicht exakt!
Aber multipliziere die gDGL mit x
_— 2%+ 2xtd—x =0

dt

Dann gilt 88{3,2} =2z = ;{th} = die neue (Version der ) gDGL ist exakt und besitzt
x

die Losungskurven
Y(t,x)=2> t=K (Konstante).

Der Multiplikator x hier hat die Wirkung eines integrierenden Faktors!

Eine Funktion p : D — R heif}t integrierender Faktor der gDGL

d
M(t,z) + N(t,a:)CTf ~0

auf einem Gebiet D C R?, wenn gilt:
p(t,x) #0 fiir alle (¢t,x) € D

und die gDGL
dx

wu(t,x) - M(t,x) + p(t,x)N(t, x)ﬁ =0

exakt ist, d.h. falls

) M)} = St ) Nt}

— der integrierende Faktor p geniigt der partiellen Differentialgleichung

au_Nau+{aM aN}M:O

Ox ot or Ot

Im allgemeinen ist diese PDGL nicht einfacher als die gegebene gDGL zu l6sen !

Aber es gibt niitzliche Sonderfille, z.B. wenn

1 (oM ON
M, 2) {ax(t’m) - 8t<t’x)}

nur von x abhéngt (und nicht von #!), dann existiert ein integrierender Faktor der Form p = p(x).
Dieser IF ist Losung der linearen gDGL

an L foM oNY
de M | Ox ot p==5
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Beispiel Betrachte nochmal die gDGL

dx
2t— =
T+ 7 0

von oben mit M (t,z) = x und N (t,x) = 2t. Hier gilt

M

1 OM ON 1
ox ot

:;.{1_2}:_§

Ein IF p = p(z) 1ost die gDGL

dp 1
—_— = — = 0 — = .
i p(z) =
Andere niitzliche Sonderfille sind p = p(t) oder p = p(s) mit s = zP - t4, aber meistens miiflen

wir irgendwie einen geeigneten Integrierenden Faktor raten !

d
Beispiel 2?4 tr — th—i =0 homogene gDGL !

Hier lauten M (t,z) = 2% 4 tz und N(¢,z) = —t? mit

oM ON
— =2 t# — = —2t.
o T
o : . 1
Multipliziere die gDGL mit u(t,z) = o)
x
t 2 dt
it ' oM* 1 ON*
Mln=3+p Nbd=-n = ==~ %
—>  dh die neue Version der gDGL ist exakt
Lése
N 1 1 A 1 ¢
B mwr=-g, oy toa)=lInt+ .
ot t+x’ oz x? — Yt o) =In +x

mit Losungskurven

Y(t,x)=Int+ - =K (Konstante)

8|

Diese sind auch Losungskurven der urspriinglichen gDGL in einem Gebiet wo p = nett“ ist,

d.h., fiir t £ 0, x # 0.

th b

Vorsicht: z(t) = 0 ist eine Losung der urspriinglichen gDGL, die nicht durch eine solche
Losungskurve zu finden ist!
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Kapitel 6

Lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten
Koeflizienten

Die Standardform einer linearen gew’ohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten lautet:

dz—x—HL d—$+b x = c(t)
dt? dt N

konstante Koeffizienten

wobei die Treibkraftfunktion ¢(¢) von t abhéngen darf!

2

wichtig  Der Koeffizient von ﬁ ist 1 in der Standardform.

Als Abkiirzung schreiben wir L[z] = ¢(t) mit dem Differentialoperator zweiter Ordnung

d? d
L[m]zﬁ—i—ad—f—%bx.

Die gDGLL heifit homogen, falls ¢(t) = 0, sonst inhomogen, d.h.

Llz] = 0 homogene gDGL

Llz] = ¢(¢t) inhomogene gDGL

Hilfssatz 6.1
L ist linearer Operator, d.h.

L[A(I?l + B(L‘Q] = AL[[El] + BL[I'Q]

fiir alle 2-mal differenzierbaren Funktionen x1 = x1(t), x2 = x2(t) und alle Konstanten A, B €
R (oder C).

33
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2
Beweis: Die Ableitungen T und e sind lineare Operatoren. Deshalb gilt
2

d d
L[Axz1 + Bxs] = p7e] (Az1 + Bza) +a p (Azy + Bxza) + b(Azy + Bxa)

d2171 d2$2 d:Ul dl‘g

d?xq dx d?xo dxzo
= Al —5 — B —= —=
(dt2 +adt +bx1>—|— (dt2 +adt + bxa

= AL[z1] + B L[zs)]

Korollar 6.2
Jede lineare Kombination homogener Losungen ist auch homogene Ldsung.

Beweis:

L[Ax1 + B$Q] = AL[xl] + BL[xg] =A-0 +B-0=0
falls x1, xo homogene Losungen sind.

Definition 6.3
Zwei Funktionen z1, 2 : R — R heiflen unabhingig, wenn gilt

Azi(t)+ Bxo(t) =0 V teR = A=B=0

Satz 1 Seien x1 und zo zwei unabhingige Losungen der homognen ¢gDGL L[x] = 0. Dann ist
jede andere homogene Lésung in der Form

’xn(t) = Az (t) + Baa(t) ‘ allgemeine homogene Lisung

mit geeigneten Konstanten A, B € R.

Beweis: Spéter bei dem vektorwertigen Fall. (Warum?)

Hinweis
O*x : .
2= 0 = «z(t)=At+B allgemeine Losung!

wobei Aund B beliebige Integrationskonstanten sind — zwei mal integrieren ! Hier sind

unabhéngige Losungen. |

Frage wie kénnen wir 2 unabhingige homogene Lisungen finden ?  (Antwort — spéter)

Hilfssatz 6.4
Seien x1 und x9 Lésungen der inhomogenen gDGL L{z] = ¢(t). Dann ist x = x1 — 9 eine Lisung
der homogenen gDGL L[z] = 0.
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Beweis: Wegen der Linearitéit des Operators L gilt

Liz] = L[z1 — z2] = L[x1] — L{z2] = c(t) — ¢(t) = 0.

Satz 2 Seien x1 und xo zwei unabhingige Losungen der homogenen gDGL Lix] = 0 und sei xo
eine gegebene, sonst beliebige Losung der inhomogenen gDGL L{z] = c(t).

Dann lautet die allgemeine homogene Lésung

() = Ad(t) + Baa(t) + s (%)

mit A, B € R, d.h. jede inhomogene Lisung ist der Form (**)
Beweis:Jedes z(t) der Form (**) ist inhomogene Losung , weil
Llz] = L[A -7+ B- 22+ ]
= A.L[%1]+ B - L[#2] + L[zs] linear!

= A-04+B-0 + c(t)
— ~~

homogene Losungen inhomogene Losung!

= ¢(t)

Sei jetzt x5(t) eine beliebige inhomogene Losung. Von dem Hilfssatz 2 ist x(t) —zs(t) dann einen
homogene Losung der (allgemeinen) Form A - 71 (t) + B - @2(t) fiir geeignete Konstanten A und
B, d.h. z(t) — zs(t) = Az1(t) + Baa(t).

= x(t) ist der Form (xx)

|
d? d
Losungsansiitze: homogener Fall 0= Lx] = Wf + ad—f + bx
Probiere eine Losung der Form
z(t) = e
wobei A eine Konstante ist, die wir finden miissen.
Warum? Lineare gDGLen erster Ordnung haben Losungen dieser Form |  Warum? Warum
nicht! — dies ist nicht so bléd, siehe spéiter!
dx d’x
At At 2 At
T=e = —=X-e — = A"-e™.
dt dt?

Dies ist eine Losung, wenn 0 = L[e] fiir alle ¢ € R, d.h. wenn

0=MeM+areM +beM =M N2 +ar+b]  VieR
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= ’ N4al+b=0 charakteristische Gleichung

mit Nullstellen

—a+vVa?—4b

Es gibt 3 Moglichkeiten

I a2 —4b>0 — )\1, Ao reell A\ 7& Ao
M a2—4b=0 =— A=Xy=\= g reell, doppelt

III a?>-4b<0 = komplex konjugiertes Paar

M=a+18, a=a— mt a=——, f=-———%0.

Satz 3 Die allgemeine homogene Lésung lautet

AeMt 4 Bt A # o reell
z(t) =< AeNt+ Bt A=Ay reell
Ae® cos Bt + Be™ sint, Ao =a+13
mit beliebigen Konstanten A, B € R.

Beweis:

1) A # X, reell |2(t) = eM| | 42(t) = e’ | sind unabhingige homogene Lésungen

2) At =X =\ reell |#1(t) =eM"|ist eine homogene Losung

Eine andere homogene Losung,die unabhéngig ist, lautet |2 (t) = te™t |, weil

A%t d2 A%t d la*t A%t
Lite*''] = W[t@ ]+a£[te ] + bte
d At g At la*t * g A*t A%t
= %[e + \tet ']+ ale’ t + Nte™ '] + bte

= teM A2+ a0 40+ [20 +
= 0

d.h., charakteristische Gleichung, sowie A\* = —

[\CRRS]

3) M=a+18, Aa=a—13
21(t) = eMt = elatB)t — iBl — o0t o5 Bt + 1€t sin Bt

Zy(t) = et = elaB)t = ot Bt — pot o5 Bt — 1 sin St
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sind 2 komplexwertige unabhéingige homogene Losungen, dh mit L[Z;] = 0 fir i = 1, 2.

Die Linearitét von L ergibt (oder mit direktem Beweis)

0 = L[Z1] = L[e™ cos Bt + 1™ sin Bt] = L[e™ cos t] +1 L[e™ - sin ft] = 0 + 20

>y

reellwertig reellwertig

= Lle* cosft] =0 und L[e* sinBt] =0

= 71(t) = e cos St und To(t) = e sin Bt sind zwei reellwertige unabhiingige homogene
Losungen.

Losungsansétze: inhomogener Fall

Wir brauchen auch eine Losung z4(t) der inhomogenen gDGL L[z] = ¢(t)

Die Losungsansétze héngen von der Form von ¢(t) ab.

1) ’ c(t) ist keine homogene Lésung‘ = probiere eine Losung x, derselben Form der Funk-
tion c(t).

(i) ¢(t) Polynom == z4(t) Polynom des selben Grades
(ii) c(t) = ce® (d#)\) = x,4(t) = Be®

(iii) ¢(t) = CcosPt+ Dsinfft =  x4(t) = Ecos St + F'sin Gt
(Vorsicht die beiden Terme sind notwendig — auch falls C oder D = 0)

2) ’c(t) ist eine homogene Losung, aber ¢ - ¢(t) ist keine homogene Lt')sung‘

d.h. L[e(t)] = 0 aber L[tc(t)] # 0 Nimm z,(t) = t mal die obigen Vorschldge !

3) ’c(t) und ¢ - ¢(t) sind homogene Lésungen‘

d.h. Lie(t)] = L[t -¢(t)) =0  Nimm z4(t) = t*> mal Vorschlag in Teil 1).

Alles hier ist sehr ad hoc! Spéter werden wir eine vollstéindige Losungsmethode entwickekln.

d? d
Beispiel 6.5 | L[z] = ﬁf + Qd—f — 3z
homogener Fall L[x] =0  probiere x = e

— M 4+22-3=0 = A\ =+1,A=-3  reell, ungleich



38 KAPITEL 6. LINEARE DGL ZWEITER ORDNUNG

= allg. homogene Losung |z, (t) = Ae! + Be %

inhomogener Fall (1) c(t) =t| keine homogene Losung !

— probiere z5(t) = ¢t + D (Polynom ersten Grades)

t = Llas(t)] = 0+ 2C — 3(Ct + D) = —3Ct + (2C — 3D)

Koeffizientenvergleich
th: 1 = -3C
t: 0 = 20-3D
1 2 o " 1, 2
= (= —g,D =3 —> eine inhomogene Losung lautet | z4(t) = —gt -3

— allgemeine inhomogene Losung

1
z(t) = Ae’ + Be 3t — §t - =

inhomogener Fall (2) c(t) = e homogene Losung !

= probiere x4(t) = Ete! mit E unbekannt
e! = L{zs(t)] = L[Ete']
= d—Z(Etet) + QE(Etet) — 3Ete!
o di? dt

= (Ete' +2Ee") + (2Ete' + 2Ee') —3Fte! = E-¢! VtcR

1
= 4E =1 bekannte inhomogene Losung | zs(t) = Ztet

1
= allgemeine inhomogene Losung z(t) = Ael + Be 3 + Ztet
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Variationen der Konstanten

Eine inhomogene lineare gDGL L{x| = ¢(t) besitzt eine allgemeine Losung der Form
x(t) = A.fl(t) + Bﬁg(t) + xs(t)

mit Konstanten A, B € R, wobei Z; und Z2 zwei unabhngige homogene Lésungen sind, d.h.
L[z;] = 0, und x5 eine bekannte inhomogene Losung ist.

Durch den Ansatz z(t) = e* konnen wir immer die zwei unabhngigen Lésungen 1 und Zo fin-
den. Wir haben auch verschiedene Losungsrezepte fiir die inhomogene Losung x,, aber im All-
gemeinen sind sie etwa ad hoc. Die Methode Variationen der Konstanten ist eine systematische
Methode, die in jedem Fall eine inhomogene Losung liefert.

Die allgemeine homogene Losung lautet

x(t) = Ai‘l(t) + B(i‘g (t)

mit beliebigen Konstanten A, B € R.

Eine solche lineare Kombination kann nie eine inhomogene Losung sein, dh wenn A und B
Konstanten sind. D’Alemberts Vorschlag war, Funktionen A(t) und B(t) statt Konstanten zu
benutzen, dh suche eine inhomogene Lésung der Form

z(t) = A(t) #1(t) + B(t)ia(t) |

mit geeigneten Funktionen A(t) und B(t), die man finden muss.

Wir haben 2 Unbekannte A(t¢) und B(t), die der Bedingung
LIA(t) #1(t) + B(t) Z2(t)] = c(t)

geniigen, dh eine inhomogene Loésung aufbauen.

Wir brauchen eine zweite Bedingung, um A(¢) und B(t) festzulegen. Diese Bedingung kénnen
wir zu unserem Vorteil auswéhlen.

d
Die Abkiirzung ' bedeutet T Die Produktregel ergibt (nach Umschreibung!)

%[A(t) Z1(t) + B(t) Z2(t)] = {A@®)T (1) + B(t)Z5(t) }
= +{A'®)7(t)+ B'(t)z2(t)} .
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Wir miissen diesen Ausdruck nochmal differenzieren - echt miihsam !

Aber wir konnen alles vereinfachen, wenn wir voraussetzen, dass

|A'()31 (1) + B'(H)32(t) = 0| (1)
ist. Dann gilt
LA (1) + BO(1)] = AN (1) + B(0))
Differenziere nochmal
d? . . d - ~
LTADR) + Bl)E ()] = AN () + BO)T (1)

Die Produktregel ergibt hier

2
%[wie oben] = A(t)zY(t) + A'()z} (¢t) + B(t)z5(t) + B'(t)7} (t)

Die lineare Kombination A(t)z1(t) + B(t)Z2(t) ist eine homogene Losung
co(t) = LIA@®)Z(E) + B(t)Ta(1)]

d2 B ~
= ZalAWE(0) + B(1)aa(1)

+%[A(t)5:1(t) + B(t)Z2(t)]

unter der Voraussetzung, dass (1) gilt.

= c(t) = AW®)[T]@) + aF|(t) + bT1(1)]
+B(1)[75(t) + a - T5(t) + ba2(t)]
+A' ()71 (t) + B'(t)75(t)

= A(t)-0+0(t) -0+ A'()21(t) + B'()Z5(t)

weil L[Z1] = 0 und L[Z2] = 0 homogene Lisungen sind

= |c(t) = A0 (1) + B'(H)5(t) (2)
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= z5(t) = A(t)Z1(t) + B'(t)@4(¢t) ist inhomogene Losung, wenn A(t) und B(t) den Bedin-
gungen (1) und (2) geniigen

oder in Vektor-Matrix-Form

Fi(t) Fa(t) A(t) 0

#) #H | | B c(t)
- —_———
Wronski-Matrix Unbekannten  bekannt

Die Wronski-Matrix ist bekannt und ist invertierbar, weil #; und Z unabhéngig sind. (Beweis:
Werte die Determinanten aus !)

—  eindeutig losbar fiir A’(¢) und B'(t)

Wir miissen dann integrieren, um A(¢) und B(t) zu finden — hier kénnen wir die Integrationskonstanten
gleich 0 setzen, weil die sonst erhaltenen Terme homogene Lésungen sind.

d? d
Beispiel d—; + Qd—f —3z=¢

Die homogene DGL besitzt die allgemeine Losung
x(t) = Ae' + Be™ beliebige A, B € R,

3t

weil Z1(t) = ! und Z2(t) = e3¢ zwei unabhingige homogene Losungen sind.

Wir suchen eine inhomogene Losung der Form
zs(t) = A(t)Z1(t) + B(t)Z2(t) = A(t)e! + B(t)e ™
Von der Methode Variationen der Konstanten miissen wir das folgende Gleichungssystem losen
Az (t) + B'(H)z2(t) = 0
A (t)E1(t) + B'(t)3a2(t) = €
In diesem Fall lautet das Gleichungssystem
Al +B'(t)e™ = 0

A'(t)e! =3B/ (t)e ™™ = ¢
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3x (1) plus (2) = A'(t)e! =€t = |At)

FSQ,

dann von (1) B'(t) = —A'(t)e* — B'(t) = —ie‘lt

1 1
Integriere =  A(t) = Zt + Ky und B(t) = —EeM + Ko

wobei K1, Ko beliebige Integrationskonstanten sind. Daher gilt

z5(t) = A(t)e + B(t)e
= l154—K1 el + —ie4t—|—K2 e 3t
4 16

1, 1
_ = . t —3t
4t6 + (K1 16) e’ + Kse

homogene Losungen

Wir kénnen nehmen: xs(t) = 11& e

entweder K1 = 1—16 und K9 = 0 setzen oder die homogenen Losungen hier mit der allgemeinen
homogenen Lésung zusammenschreiben

=  die allgemeine inhomogene Losungen lautet

1
z(t) = Ael + Be 3 + Zt el

7.0.1 Euler-DGL zweiter Ordnung

Die Standardform einer Euler-Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet
d’x dx
2 _
t 72 +at o +bx =e(t)

wobei a und b Konstanten sind — diese Euler-DGL ist offensichtlich linear.

Wir konnen eine Euler-DGL in eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten umschreiben.

Betrachte die Substitution ’ 5 = lnt‘ mit ’t =e’ ‘

und definiere

wobei z(t) die Losung der Euler-DGList.
Von der Kettenregel erhalten wir
_dx d dx dx

@*ix(e_s) —e’ = —e*=t— eill t=¢€°
ds _ ds “dtdst atS " a -



ds  dt
Weiter gilt
d’y _ d[dy
ds?  ds |ds
dt dx d |dz
= — — +t— |— Produkt 1
ds dt 'ds [dt} roCtirese
= ﬁ d—x d27:c @ Kettenregel
T ds dt U ds &
sl pd g A
= ta Tt aezs YN as T
dy = ,d*x . dy dx
as Va5 Tt
Pz d*y dy
e
— aiZ  ds®  ds

Betrachte jetzt die homogene Version der Euler-DGL:

d2z dx
= 2>~ +at— +b
0 pre +a 7t +obx

Py dy dy
= [d?_d] a H by

d?y dy
— Y w-nY
ds2+(a )ds+ 4
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dh y = y(s) geniigt einer linearen DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Losungsansatz y(s) = e = M+ (a—-1DA+b=0

oder direkt mit z(¢) und der Euler-DGL:

y(s) = e = () aber y(s)=z(e®) mit t=¢°
dz 1 &z A1
a:)\t ; W:)\(A—l)x = Euler DGL
d?z dz
27 E—
0 =t 2 —l—adt—l—bx

= XA =DM a4 p?
= AN =1)+a)+ ]

Aber P 20 = AA—1+ar+b=X+(a—1)A+b=0.

= z(t) =t

-
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Die allgemeine homogene Losung der Euler-DGL zweiter Ordnung lautet

Atlar 4 Bih2 A1 # Ay reell
zp(t) ={ AN + Bt" -Int A =Xy = A" reell
At® . cos(BIns) + Bt -sin(Blns) A\ =a+18= N\

d.h. eine Ubersetzung von dem Fall mit konstanten Koeffzienten mit ¢ = e® oder s = Int



Kapitel 8

Existenz— und Eindeutigkeitstheorie

Im Allgemeinen sind gewohnliche Differentialgleichungen nicht explizit 16sbar!

Dann miisen wir versuchen, Approximationen solcher Losungen zu finden.

Aber wie wissen wir, dass eine Anfangswertaufgabe

dx
(AWA) E:f(tvx)
.%'(to) = X0

zwar eine Losung besitzt oder wie viele Losungen 7
Existenz— und Eindeutigkeitsséitze geben uns diese Information. Ein typischer EE-Satz lautet

Satz 4 Sei U C R? offen und sei f : (v,0) x U — R? stetig differenziebar. Dann besitzt die
AWA eine eindeutige Lisung

v (to — e(to, ®o), to + £(to, o)) C (v,6) = U

fiir jeden Anfangswert (to, o) € (7,0)xU. d.h. das Existenzintervall hangt von dem Anfangswert
ab.

Die stetige Differenzierbarkeit der Vektorfeldfunktion f ist eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz und die Eindeutigkeit einer Losung der AWA. Schwichere Bedingungen sind auch
moglich (spéter!)

Aber ohne die Stetigkeit der Vektorfeldfunktion f gibt’s nicht immer eine Losung

d
Beispiel d—f = % mit  x(0) =1

d.h. eine DGL mit getrennten Variablen — Losungen |z(t)=K-t| VK eR
— keine Losung mit z(0) = 1! (Der Fall K = oo gibt keine Losung !)

z

t

Warum? Hier ist f(t,x) = = nicht stetig definiert fiir t = 0!

45



46 KAPITEL 8. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSTHEORIE

Auch ohne ein bichen mehr als die Stetigkeit der Vektorfeldfunktion f gibt’s nicht immer eine
endgiiltige Losung

d
Beispiel d—:: = 3x§ mit  z(0) =0 eine GDL mit getrennten Variablen
t T1 2 1
= t+K :/ dt :/ ga:_§dm =x3 —  Losungen |z(t)=(t+K)3| VK eR.

Insbesondere: mit dem Anfangswert 2(0) = 0 =  Losung |z(t) = 3

Aber die Ruhelage |z(t) =0| ist auch eine Losung dieser AWA.

Diese AWA besitzt tatséchlich unendlich viele Losungen mit dem Anfangswert z(0) = 0.
(t+B)% t<-8
Za,p(t) = 0, —6<t<d fur alle «,5>0
(t—a) t>a

2. . of 1, : :
Warum? f(t,x) = 3x3 ist stetig fiir z = 0, aber a—(t, x) = —2x~ 3 ist nicht stetig / definiert
steug - nieht stetig
dort !

Der obige Existenz-Eindeutigkeitssatz sagt nichts dariiber aus wie grofl das Existenzintervall
(to + d(to, o), to + d(to, x0))

ist oder sein kann. Dies ist auch nicht klar von der Form der Vektorfeldfunktion f zu sehen.

d
Beispiel d—f =22 mit 2(0)=1x0>0 eine DGL mit getrennten Variablen.

Die Vektorfeldfunktion f(¢,z) = x? ist stetig differenzierbar (iiberall!)

—>  eindeutige Losung |z(t) =

Das maximale Existenzintervall hier ist —oo <t < —
o

Aber warum i hier? Man sieht nichts davon in der Vektorfeldfunktion.
xo

Der Beweis des Existenz-Eindeutigkeitssatzes ist nicht konstruktiv, d.h. er sagt nichts dariiber
aus wie wir die Losungen finden kénnen. Dennoch sind Existenz-Eindeutigkeitssétze sehr niitzlich,
z.B.

1) ein mathematisches Modell ist dann realistisch.
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Jacques Hadamard sprach iiber sachgerecht gestellte Probleme, d.h. mit Existenz, Eindeu-
tigkeit sowie stetiger Abhéngigkeit von ,Daten“ wie Parametern und Anfangswerten.

2) es ist dann bedeutungsvoll und wertvoll, eine numerische Approximation der Losung zu
suchen

3) viele niitzliche qualitative Aussagen iiber die Losungen sind dann méglich

a) Losungskurven diirfen sich nicht iiberschneiden!

b) Losungskurven einer autonomen DGLen sind zeittranslationsinvariant d.h.

l'(t - th 07'%'0) = x(ta tova)

d.h. die Losungen héngen nur von der verlaufenen Zeit t — o ab.

Eine DGL heifit autonom, wenn f(t,z) = f(x) fir alle t € R, d.h. die Vektorfeldfuntion f hingt
nicht explizit von t ab.
Beweis Sei z(t; to, xo) die eindeutige Losung der AWA

dx
dt

und definiere z(t) = z(t — to; 0, zp). Dann lautet

= f(t,x) mit x(ty) = o

d d
%z(t) = ax(t — t0; 0, 20)
ds
— $;p(s,0,x0)~& wo s=t—t

= f(z(s;0,20)) -1
= f(@(t —t0;0,20)) = f(2(t))

d.h. z(t) ist auch Loésung der DGL und z(tg) = x(to — t0;0,20) = x(0;0,z9) = xo.

= z(t) ist auch eine Losung der obigen AWA, fiir welche die Losung eindeutig ist.

8.0.2 Richtungsfelder

Richtungsfelder sind eine graphische Methode zur Approximation der Losungen einer skalaren

DGL
dzx

dt
Sei f stetig differenzierbar. = es existiert eine eindeutige Losung x(t,to, xo) fiir jeden An-
fangswert x(t) = xo.

= f(t,x), z e RL

Die Tangentengerade zu der entsprechenden Losungskurve im Punkt (g, zo) hat die Steigung

’taﬂ $o = f(to, o) ‘
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= je groBer || f(to,zo)|| desto steiler die Tangentengerade.

Wir kénnen eine Schar von Linienelementen durch gewihlte Punkte skizzieren, mit Neigungs-
winkel ¢ = tan~! f(tg, ) zu jedem Punkt, und dann versuchen, einige Losungskurven appro-
ximativ zu skizzieren. Dieses Bild heifit Richtungsfeld

siche MAPLE

Wir sollen dies natiirlich systematisch durchfiihren, z.B. mit den Fakten
1) EE-Sétze = Losungskurven diirfen sich nie iberschneiden

2) konstante Losungskurven sind die Grenzen verschiedener invarianten Losungsgebiete, dh.
man bleibt immer in einem bestimmten Gebiet.

3) fiir autonome DGLen hingt ¢ = tan~!(xq) nicht von tg ab == die selbe Neigung auf
horizontalen Geraden x = Konstante !

Beispiel — =4x(1 —2)| d.h. mit Vectorfeldfunktion f(¢,z) = 4z(1 — z)

e stetig differenzierbar = Existenz-Eindeutigkeit

e autonom = konstante Neigung auf horizontalen Geraden

Ruhelagen  f(t,z) =4z(l—-2)=0 = 2 =0,1 = z(¢) =0 und z(¢) = 1 sind Losungen

—>  invariante Losungsgebiete
r<0, O<x<l, =x>1.

Neigungswinkel

$o = tan? f(to, zo) = tan~! 4xo(1 — x0) Vto

autonom = zeittranslationsinvariante Losungskuven

Wie sind die Asymptoten? fiir ¢t — —oo oder +oo? gibt’s Explosionen?



Kapitel 9

Kontrahierende Abbildungen auf
Funktionenriume

Betrachte die AWA p
dit” = f(t,z), x(to) =z0,  winRY, (9.1)
wobei f mindestens stetig ist.

Eine stetig differenzierbare Funktion x : [tg, 7] — R? heifit Losung der AWA, wenn z(ty) = g
und

ax(t) = f(t,z(t)), Vte [to, T].
Integriere bzg. s € [to,t] C [to,T]. Dann gilt
t
x(t)=x0+ [ f(s,x(s))ds, te€ [ty,T]. (9.2)
to

d.h. eine Losung der AWA (9.1) geniigt der Integralgleichung (9.2).

Umgekehrt: eine stetige Funktion z : [tg,T] — R, die der Integralgleichung (9.2) geniigt, ist
eine Losung der AWA (9.1).

Bemerkung Wir haben nur vorausgesetzt , dass x stetig ist, obwohl eine Losung der AWA stetig
differenzierbar sein muss!

Beweis:: Die Abbildung ¢t — f(t,z(t)) ist stetig, weil die Abbildungen ¢ — z(t) und (¢t,z) —
f(t,x) stetig sind. Deshalb gilt der Hauptsatz der Integral/Differentialrechnung in diesem Fall
und ergibt

d

i), f(s,x(s))ds = f(t,z(t))

t
= 9 —I—/ f(s,z(s))ds ist stetig differenzierbar mit
to

% {-TO + ) f(s,2(s)) ds} = f(t,z(t))

Aber z(t) geniigt der Integralgleichung (9.2), d.h.

x(t) = o + t f(s,z(s))ds

49
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= x(t) ist stetig differenzeirbar und

und auch (mit t =tg) x(tp) = xo d.h. x ist eine Lsdung der AWA. [ |

Die AWA und die Integralgleichung sind dquivalent, aber die Integralgleichung ist theoretisch
glinstiger, weil sie nur Stetigkeit fordert, aber nicht Stetigdifferenzierbarkeit !

Sei Cg = C([to, T],R?) der Funktionenraum stetiger Funktionen z :[tg,T] — R? und definiere
einen Abbildung T : Cy — Cp durch y = T'x, wobei

y(t) = (Tz)(t) = xo + t f(s,z(s)) ds, Vit € [to, T).

— eine Losung z der Integralgelchung (9.2) geniigt der (selben’)Gleichung
z=Tzx

d.h. z ist ein Fixpunkt der Abbildung 7" auf Cy.

Die Existenz eines Fixpunktes ergibt die Existenz einer Losung der AWA (9.1).

Frage:  Wann existiert ein solcher Fizpunkt ?

Dafiir brauchen wir biichen Funktionalanalysis

Der Funktionenraum Co = C([tg, T],RY) ist ein reeller Vektorraum mit punktweise definierter
Addition und Skalarmultiplikation, d.h.

(@+y)t) =2@) +y(t), (o -2)(t)=a-x(t) Ve lt,T],
fur alle z, y € Cp und a € R = z+y, ax € Cy.
Eine Norm ist ein Mafistab der Grofie der Elemente eines Vektorraumes.
Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || - || : X — R heifit Norm auf X', wenn
a) Definitheit [[©||=0und ||z|| >0 Vz#oS (& = Nullvektor in X).
b) Homogenitit |az| = |af-|z| Ve X,aeR.

c) Dreiecksungleichung ||z +y|| < [|zf| + [|y|| V=,y,€ X.

Beispiele | X =R? r = (21, ,2q) € R?

Euklidische Norm ||z o, = 4 22

=11

Maximum-Norm  |z|||max = ‘HllaXd|$i|
=1

) )
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Manhattan-Norm  ||z|lman = Zle | ;]
Bemerkung Alle Norme auf R? sind dquivalent, d.h. seien || - (1) und [| - [|j2 zwei Norme auf R,
dann existieren Konstanten a;, 5 > 0 mit

allzlp < lzllg < Blelly Ve e R

Insbesonders: Konvergiert eine Folge bzg. einer Norm, dann konvergiert die Folge bzg. der an-
deren Norm. Daher fiir eine beliebige Norm auf R? haben wir

(20 =T = ||z — 7] = 0]

Beispiele |X =Cy=C ([tO,T],Rd)

sei || - || eine beliebige Norm auf R? und z € Co.

Maximum-Norm |||z]||max = max ||z(t)]|

te(to, T
Exponential-Norm (d.h. mit exponentialer Gewichtsfunktion) |||z|||exp = rr[1a>§ﬂ : {eM2(t)|}
te(to,

Quadratmittelnorm |[|z[||gn = \/ftf ||z (t)]|2dt

Die Max- und Exp-Norm auf Cy sind dquivalent, weil

e -llzfllmax < ||zflexp < lllzlllmax Yz € Co

Aber die Max- und QM-Norm sind nicht dquivalent, weil nur gilt

elllqm < VT —to- |2lllmax Yz € Co

— Konvergenz bzg. der Max-Norm ist stéirker

Banach-Réume: Ein normierter Vektorraum (X, |||-|||) heiBt Banach-Raum, wenn er vollstindig
ist, dh wenn jede Cauchy-Folge in X’ gegen ein x € X konvergiert (alles bzg. der Norm ||| - |||)

Eine Folge {zp}n>1 in X heifit Cauchy-Folge in (X, | - ||), wenn fiir jedes ¢ > 0 existiert eine
Ganzzahl N, so dass
llzn — zml|| <e vV n,m > N

Beispiele

A) (RZ|| - ||) mit beliebiger Norm ist ein Banach-Raum

B) (C([to,T],RY), ||| - llmax) und (C([to,T],R), ||| - |[lexp) sind Banach-Réume

= die Limesfunktion einer gleichméfligen konvergierenden Folge stetiger Funktionen ist
eine stetige Funktion!

Q) (C([tO,T],Rd, Il- HIQM) ist nicht vollstandig.
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Betrachte die Folge {¢,} in C([0,2],R) definiert durch

mo0<t<l1
on(t) =
1, 1<t<2
— Cauchyfolge
len—enllon = \ 3~ T o
P emllQM T Vo 1 T ntmal 2mol

_ ¢ 1 N 1
m+1 2m+1

1
< ¢ fir alle n,m > —
€
—> Konvergenz!
_ 1 .
||‘Pn_90H|QM: 2n—|—1—>0 fir n— o0
wobei
0, 0<t«1
P(t) =
1, 1<t<2

Aber @ ist nicht stetig ! = @ ¢ C([0,2],R) nicht vollsténdig!

Satz 5 (Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen) SeiD eine nichtleere, abgeschlos-
sene Teilmenge eines Banachraumes (X, ||-||) und seiT : D — X eine Kontraktion, dh es existiert
eine Konstante 6 € [0,1) mit

ITe — Tzl|]| < 0l}x — z[]|,  Va,&eD.

die D in sich abbildet, dh
T(D) C D.

Dann besitzt T einen eindeutigen Fixpunkt T = TT in D und jede Folge sukzessiver Approrimationen,

Tpp1 =Tz, n=0,1,2,--- mit x9 €D beliebig
konvergiert gegen T.
Skizze-Beweis

1) Jede Folge sukzessiver Approximationen ist eine Cauchyfolge, weil

n

6
1-6

[0 = @nik]l < [z1 = ol

fir allen, &k > 1

Warum:
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a) |epgp1 — znll < O™ |lzr —xoll, V=0 weil
n=1 |z -2 = |Tr1 - Txo| < 021 — 20l
n=2 |x3—as| = [Ty — Ta1]| < 0||xe — 21| < 62|21 — 20

u.s.f. = mit mehrfacher Benutzung der Dreiecksungleichung
[Znik = 2ol < NZngk — Tngr—all + -+ lznt2 — 2ol + lzn — ]

von a) = < "Rz —aol| + - 4+ 07T |y — @o| 4+ 07 |21 — o]
= " (9’“*1+---+0+1> |21 — o]

gn

<
- 1-6

|1 — o] weil 0<6<1

2) Jede Folge sukzessiver Approximationen konvergiert gegen einen Fixpunkt von T, weil

Cauchy-Folge in einem Banach-Raum =— Konvergenz.

Sei xp+1 = Tz, und z, — T. Dann gilt auch z,11 — T !

lz—Tz| < ||T—zpual +||T2n —T7| Dreiecksungleichung mit  zp41 =T,

= |z-T17|=0 <<= =77 Fixpunkt!

3) T besitzt nur einen Fixpunkt in D
Sei T =T7 und § = Ty zwei Fixpunkte von T in D mit T # 3. Dann gilt
[z =yl = [|Tz - Ty|| < 0|z — 7| <[z -7
Widerspruch = 7=7 |

Beispiel Betrachte den Banach-Raum (R, | - |), d.h. mit dem Betrag | - | als die Norm, und die
Abbildung T': R — R,

1

— T ist Kontraktion mit Konstante 6 = %

1
T, = T3| = 5 |o — &

und T bildet R in sich ab — oder besser, T' bildet R™ = {z € R : z > 0} in sich ab.
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—  es existiert ein eindeutiger Fixpunkt in R™

1
x*sz*zix*—i—él = z*=8

und

1
xn+1:§xn+4—>x*:8 fir n— oo fiiralle zy€ R™.
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Der EE-Satz von Picard und Lidelof

Wir werden jetzt eine einfache Version des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes mit Hilfe des
Fixpunktsatzes fiir kontrahierende Abbildungen beweisen.

Satz 6 (Picard-Lindelsf) Sei f : [to, T]xR? — RY stetig und geniige f einer Lipschitz-Bedingung
in x auf R? gleichmifig in t € [to,T], dh es existiert eine Konstante L > 0 mit

1f(t2) = f(t, 2] < Lilz—

fiir alle z, & € R? und alle t € [tg, T]. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

dx
W f(t,l’), I‘(to) = 20, (101)
dt
eine eindeutige Losung x* : [to, T] — R? und die Folge sukzessiver Approzimationen, definiert
durch

t

Tne1(t) =20+ | f(s,2,(8))ds, to<t<T,
to

firm =0,1,2, -+ mit zo(t) = xo konvergiert gegen x* gleichmdfig auf [to,T].
Beweis:: Betrachte die Exponential-Norm || - [lexp auf Co = C([to, T], RY) mit A = 2L, d.h.
_ —2Lt
Jolexp = muas {lla(e)le 2}
und definiere eine Abbildung T" : Cy — Cy durch
t
(Tx)(t) =x0+ | f(s,2(s))ds, to<t<T,
to
fiir jedes z € Cp. Dann gilt

\(T2)(t) — (T @) = \

t {f(s,2(s)) — f(s,2(s)) } ds

IN
w
8
IS
@

. 1f(s,2(s)) = f(s,2(s))

IN

t
[ L) —aw) ds
t \—/_/

’ Lipschitz Bedingung

= L [ {lla(s) = @(s)[le7*"} e ds

95
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fiir jedes t € [to, 7] und alle z, & € Co.

Aber ||lz(s) — &(s)||e 2L < ||z — Z|lexp fiir alle s € [to, T] C [to,T] =

t
~ - 1 -
I(T)(t) = (T2)D)|| < Lz = Zllexp / et ds < Sz = Zllexp et

to

fiir jedes t € [to, t].
. _ 1 .
=  ||(Tx)(t) — (Tz)(t)| e 2Lt < §Hx — Tlexp Vit € [to, T).

Diese Ungleichung ist auch giiltig fiir das Maximum der linken Seite auf [t, T]

- 1 .
- Tz — TZ|lexp < §Hx—$Hexp-

= T ist eine Kontraktion auf Cy bzgl. der Exponential-Norm mit A\ = 2L, d.h. auf dem
Banach-Raum (Co, || - [lexp)-

Die Teilmenge D = {x € Cy : x(to) = xo} ist nicht leer und abgeschlossen in (Co, || - |[exp-
Offensichtlich bildet T" die Menge D in sich ab !
Wir koénnen jetzt den Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen verwenden:

1) Die Abbildung T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt 2* = T'z* in D

2) die Folge sukzessiver Approximationen z,+1 = Tz, mit z¢(t) = x¢ konvergiert gegen x*
bezgl. der Norm || - [lexp

= die Integralgleichung
t
w(t) =xzo+ | f(s,x(s))ds,  to<t<T,
to

besitzt eine eindeutige Losung x* € Cy, die auch die eindeutige Losung der AWA ist.

Die Konvergenz der sukzessiven Approximationen

t
Tni1t) = (Txp)(t) = xo + f(s,xn(s)) ds, to <t <T, n=0,1,2,---
to

mit zo(t) = xo gegen die Losung z*(t) gleichméBig auf [to, T ist, weil die Exponential-Norm und
die Maximum-Norm &quivalent sind und die Konvergenz bzgl. der Maximum-Norm gleichméfige
Konvergenz ist. n
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Bemerkungen 1. Die Abbildung T ist nur eine Kontraktion bzgl der Maximum-Norm auf [to, T,
wenn T’ — g klein genug ist. Von dem obigen Beweis haben wir:

[tT)(t) = (T2)O) < L[ [lx(s)—z(s)llds t € [to, T}

A
&~
B
|
=

=
o
=
&
»

= L(T —to) - |z — Z[lmax

Fiir eine Kontraktion brauchen wir L(T — tg) < 1 oder

1
T <ty+ Z
Wenn diese Bedingung nicht giiltig ist, dann miissen wir den Beweis sukzessiv auf den Teil-
intervallen [tg,to + Al [to + A, to + 24A], -+ (mit A = i) wiederholen und die Teillosungen
zusammenkleben.
dx %
neue AWA i flt,x), x(to+ A)==xi(to + A),
wobei z] die Losung auf dem ersten Intervall = nicht besonders elegant !

Bemerkungen 2. Die sukzessiven Approximationen sind nur praktisch als Losungsmethode in
ganz einfachen Féllen

d t
Beispiel d—? =zmit z(0)=1| = zp1(t) =1 +/ xn(s)ds
0

S
Il
o

t
ro(t) =1 = xl(t):1+/1ds:1+t
0

S
I
—_

t
1
) =1+t = xl(t):1+/0(1+s)ds:1+t+2t2

wiederhole mit mathematischer Induktion —

n

1 1 1 1. 1. X ..
zp(t)=14+t+ 5t2 + gtg + - ,—l—mt” = Z -t — Z —t! = €' = 2*(t) Losung der AWA
=0

Konvergenz hier ist gleichméBig auf [0, 7] fir jedes T > 0, aber nicht gleichméBig auf [0, co).

10.0.3 Lipschitz-Funktionen

Eine Funktion ¢ : R? — R? geniigt einer Lipschitz-Bedingung auf R% mit Lipschitz-Konstante
L > 0, wenn gilt

llg(x) — g(Z|| < L||z — z| fiir alle z,% € R%.
Ene solche Funktion heifit Lipschitz-Funktion

1) Eine Lipschitz-Funktion mit Lipschitz-Konstanten L < 1 ist eine Kontraktion
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2)

3)

KAPITEL 10. SATZ VON PICARD UND LIDELOF

Eine Lipschitz-Funktion auf R? ist gleichmiiflig stetig auf R%:

lg(x) —g(2)|| <€ fir alle ||z —2Z| < d(e) =

o

Eine stetig differenzierbare Funktion g : R¢ — R mit gleichmiifig beschriinkten partiellen
Ableitungen auf R? ist eine Lipschitz-Funktion auf RY.

Sei ‘g%(a:)‘ < L < oo fiir alle z € R und i,j = 1,--- ,d. Der Mittelwertsatz fiir Ablei-
J

tungen behauptet, dass

0
o) - @) = | 20| (2~ 2),
wobei z* ein Punkt auf der Geraden zwischen xz und Z ist und [g—g] die Matrix partieller
Ha:
Ableitungen von g ist, d.h. mit (7, j)tem Komponent 8792
Zj

= |lg(z) —g(@|| < Ll|lz — &|| fiir alle z, € RY
Es gibt Lipschitz-Funktionen, die nicht stetig differenzierbar sind
Beispiel f: R — R mit f(z) = |z|, der Betrag von € R
= |f(x) = f(y)|=]|=z| —|y|| < 1|z — y| von den Dreiecksungleichungen
d.h. Lipschitz-Funktion mit Lipschitz-Konstante L = 1.

Aber f(z) = |x < | ist nicht differenzierbar fiir z = 0.

10.0.4 Der Picard-Lindel6f-Satz gilt fiir lineare DGLen

Betrachte lineare vektorwertige DGL

= Aty + 90

d.h. mit der Vectorfeldfunktion f(t,z) = A(t)x + g(t), wobei t — A(t) eine stetige d X d-
matrixwertige Funktion ist und ¢t — ¢(t) eine stetige d-dimensionale Funktion ist.

Die Ableitungen [%(t, z)] = A(t) fiir alle z € R? und ¢ im Definitionsbereich von A(t).

< (D <L
< max lai;(t)] < L < oo

fir alled,7 =1, --- ,d.

d.h. eine AWA fiir die obige lineare, vektorwertige DGL besitzt eine eindeutige Losung auf jedem
Intervall, wo die Koeffizientenfunktionen ¢ — A(t) und t — g(¢) stetig sind.
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Leider sind nicht alle DGLen dieser linearen Form. Im Allgemeinen sind die Ableitungen der
Vektorfeldfunktion einer nichtlinearen DGL nicht gleichmiilig beschriinkt auf RY.

Beispiel f(x) = (1 — ) mit Ableitung f/(z) =1 — 2z

Was ist zu tun ?
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Kapitel 11

Der allgemeine EE-Satz

In dem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz-Satz setzen wir voraus, dass die Vektor-
feldfunktion f stetig differenzierbar ist. Eine solche Funktion geniigt einer lokalen Lipschitz-
Bedingung (siehe unten), aber nicht immer einer globalen Lipschitz-Bedingung wie in dem
Picard-Lindelof-Satz. Deshalb miissen wir den Beweis des Picard-Lindeltf-Satzes verdndern.
Besonders miissen wir das Existenzintervall der Losung eventuell verkleinern.

Wir werden alles hier fiir den skalaren Fall beschreiben — der vektorwertige Fall ist dhnlich,
braucht aber komponentenweise Abschitzungen u.s.w.und ist nicht so sauber!

Betrachte jetzt die skalare AWA
dr _
dt
mit (to, o) € (7,9) X (a, ), wobei

flt,x), x(ty) = xo

—00 <y < < +o0, —o0o<a<f < +oo

und f : (7,9) X (o, 8) — R stetig differenzierbar ist.

= [f(t,x) = f(t,2)] < Lo|z — 7

fir alle z, & € [xo—k, xo+k] und t € [to—h, to+h]. d.h. f geniigt einer lokalen Lipschitz-Bedingung
bzgl. x gleichméfig in ¢ auf dem Rechteck

Ry = [to — h,to + h] X [x0 — k, z¢ + K]

mit lokaler Lipschitz-Konstanten L.

Frage: Konnen wir jetzt den Beweis des Picard-Lindeldf-Satzes durchfiihren ¢

d.h. mit dem Funktionenraum Cy = C([to — h,to + k], [xo — k, 2o + k]) und der Teilmenge D =
{z €Cy : z(ty) =20}

NEIN ! noch nicht: die Abbildung T" definiert durch
t
(Tz)(t) =zo+ | f(s,2(s))ds
to
erzeugt eine stetige Funktion ¢ — (T'z)(t) mit (Tx)(t9) = xo aber es ist nicht ganz sicher, dass

(T'z)(t) in dem Intervall [xg — k, xo + k] bleibt fiir alle ¢ € [to — h,to + h]!
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d
Beispiel d—i = 22 mit 2(tg) = 29 > 0

Wihle Konstanten A und &k mit
0 < h <min{tg — 7,0 —to}, 0 <k <min{zg—a,f—x0}
Dann ist das Rechteck
Ro={(t,z) eR?: |t —to| < h, |& — xo| < k}

eine beschriankte. abgeschlossene ( = kompakte !) Teilmenge des Definitionsbereiches (y,d) x

(@, ).

BILD

Die Funktionen f(¢,z) und 8—f(t, x) sind stetig auf der kompakten Menge Ry.

ox
— |f(t,z)] = My < d af(t )| = Lo <
max ,x)| = 00 un max |=—(t,x)| = 00
(t,z)€Ry 0 (t,x)ERy | Ox 0
Von dem Mittelwertsatz fiir Ableitungen:
0
0.0~ £, = |5 00 1o - 3
wo 6 auf der Gerade zwischen x und Z liegt.
Die explizite Losung lautet
1 . 1
x(t) = T — 400 fiir t— ——
- ¢ Lo
Zo

Es ist klar, dass eine Losungskurve einen positiven Zeitverlauf braucht, um den Rand des Recht-
ecks Ry von (to,xo) zu erreichen.Daher sollen wir ein kleineres h benutzen. Wie klein ¢

Hilfssatz \Tx)(t) — I‘o‘ < My - ‘t — t0|

Beweis:: Es gilt

(Tz(t) —xg = / f(s,z(s))ds

to



und daher folgt

t t
[(Tz)(t) — xo| = t f(s,z(s))ds| < t [f(s,2(s))| ds
t
Myd My - |t — hi
< /to ods| < My - |t —to ier

weil x € Cp := C ([to — h,h+ L], [xz0 — k,z0 + k]) = |f(s,2(s))] < My!
d.h. (t,(Tx)(t)) liegt in dem Kegel

ly — xo| < My |t — hl.
Es gibt 2 Moglichkeiten

1) Der Kegel bleibt in dem Rechteck Ry fiir alle ¢ mit [t — o] < h

BILD

In diesem Fall definieren wir d(to,x0) = h

63

2) Der Kegel schneidet die oberen und unteren Rénder des Rechtecks fiir t = t* mit [t* — 1| <

h

BILD

k
Hier gilt My - [t* —to| =k = |[t" —to| = A und wir definieren | (to, xo) = A
0

= fiir die beiden Félle: |d(to, zp) = min {h, k}

Betrachte jetzt den Funktionenraum
Co =C ([t() - 5(t0,x0),t -0+ (5(t0,$0)], [330 — k, Ty + k])

mit der Exponential-Norm

x = max z(t)] - e~ 2Lorlt=tol
lellesp =, max {a(t) }
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wobei Ly die lokale Lipschitz-Konstante ist. — (Co, Il - Hexp) ist ein Banach-Raum.
Betrachte auch die Teilmenge Dy = {z € Cpy : z(tp) = x0}, die nichtleer und abgeschlossen ist.

= T bildet Dy in sich ab — eine Folge der Konstruktion — und 7' ist eine Kontraktion
wegen der Wahl von d(to, xo).

Jetz geht alles wie im Beweis der Picard-Lindel6f-Satzes.

d.h. T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt z* = T'z* € Dy

— die Funktion z* : [ty — do(to, x0), to + d(to,x0)] — R ist die eindeutige Losung der AWA.




Kapitel 12

Fortsetzung von Losungen

Sei f: (7,6) xU — R? stetig differenzierbar, wobei —0o < v < § < 400 und U C R? offen
ist.

—>  die Anfangswertaufgabe

{ & = f(t)

Ji(to) = Xy

besitzt eine eine eindeutige Losung, die (mindestens, eventuell nur) lokal definiert ist:
dh xp [to — 0(to, z0),to + 6(to, o)) — U
wobei

[to — 6(to, w0), to + 6(to, 0)] C (7,9).

In dem Beweis haben wir 6(tg,z9) > 0 klein genug gewihlt, so dass die Losungskurve (¢, (%))
in dem Durchschnitt eines Kegels Ky und abgeschlossenen Rechtecks Ry bleibt.

BILD

Definiere
tl = t() + 5(t0,x0), xIr] = l’g(tl) = Jig(to + (S(to, x()))

Offensichtlich gilt: (¢1,z1) € (7,6) xUU = die neue AWA

%:f(t,x), x(tl):xlv

besitzt lokal eine eindeutige Losung

:ET : [tl — 6(t1,l‘1),t1 + 5(t1,$0)] — U
fiir ein geeignetes 0(t1,z1) > 0, d.h. so, dass die Losungskurve (¢,2*(¢)) in dem Durchschnitt
eines Kegels K7 und Rechtecks Ry bleibt.
BILD
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Wegen der Eindeutigkeit der AWA-Losungen haben wir

.Té(t) = x“{(t) Vt € [to,to + (5(t0,x0)} U [tl — (5(t1,l’1),t15(t1, xl)] .
Definiere

z§(t), te€ |to— d(to,z0),to + d(to, zo)
—— ——

t1
zi(t), t€ [ti,t1 4 0(t1, z1)]

Offensichtlich gentigt T der Integralgleichung
t t
Z(t)=z0+ [ f(s,Z(s))ds=x1+ [ f(s,Z(s))ds
to t1

fir alle t € [to — d(to, x0),t1 + 0(t1, z1)] und ist stetig == T ist Losung der urspriinglichen
AWA sowie der neuen AWA auf dem Intervall [t — 0 (o, x0), t1 + 6(t1, z1)].

Die Funktion x7 heift Fortsetzung der Losung x{:
Wir konnen alles wiederholen, d.h. mit to = ¢1 4+ 6(¢1, z1) und 2 = xj(t2), usw

= wir erhalten eine Losung x*(t) fir

o0
to<t<to+ Y Ot ;)
=0

(und dhnlicherweise fiir ¢ < tp).

Frage: Ist to + ) 72, 0(tj,x;) endlich oder unendlich ¢

Satz 7 Sei f : (v,6) xU — R? stetig differenzierbar, wobei U C R? offen ist. Fiir (to, zo) €
(v,0) x U betrachte die AWA

— = f(t,x), x(tg) = mo.
1) Sind x1 und xo Losungen dieser AWA im Intervall I C (vy,0) mit to € I, so gilt
l‘l(t) ECCQ(t), tel.

2) Es gibt ein offenes Intervall I* C (v,0) und eine Losung x* der AWA in I*; so dass fir
jede Losung x : I — U (mitto € I C (v,0)) der AWA gilt

Icr, x‘ ;=
Beweis:: Sei I = [a,b] (andere Fille behandelt man analog) und definiere

t* :=sup{t € [to,b] : x1(s) =za(s), to<s<t}

Annahme: t* <b
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Da x; und x9 stetig sind, gilt

Betrachte die neue AWA 4
d%f = f(t,z), (%) ="

Diese AWA ist eindeutig l6sbar auf einem Intervall [¢t*,¢1] mit ¢; > t*.
Also muss z1(t) = z2(t), t € [to, t1] gelten.

Dies ist im Widerspruch zur Definition von t*

Definiere

r=\Jr

IeF

wobei
F:={I : I ist Intervall, to € I,ILosung der urspriinglichen AWA z;: I — U}.
Dann
i) I* ist offensichtlich wieder ein Intervall mit ¢ty € I*.

ii) Wegen des EE-Satzes muss I* offen sein, denn in einem Randpunkt von I*, der zu I*
gehort, kann man Losungen fortsetzen.

(iii) Definiere: 7 : I* — U durch
x*(t) == x1(t), falls tel mit IeF.

Diese Definition ist sinnvoll wegen der Eindeutigkeit von Losungen. Offensichtlich fiir jedes
t € I geniigt z* der IG

x*(t) = xo + t f(s,z*(s))ds

=  z* ist Losung der AWA und nach Konstruktion ist das Intervall I* maximal.

Das Intervall I* hei3t maximales Existenzintervall. Es kann die Form

(—o0b), (a,b), (a,+o0), (—00,00)

haben.
Beispiele
dx N . . . .
1) i 1+ z(0) =0 = Losungz(t) = tant mit maximales Existenzintervall
I* = (t_z ).
272
dx 9 . 1
2) i z(0) =1 == Losung z(t) = 13 mit maximales Existenzintervall
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d
3) d—gtv =221, 2(0)=0 =  Losung z(t) = tanht mit maximales Existenzin-

tervall I* = (—o0,00).

Nicht alle Losungen explodieren in der Néhe eines endlichen Randpunktes von I*.

1
Beispiel le—f =—, x(0) =1, d.h. mit Definitionsbereiche (—o0,00) x U, wobei U := {z €

R; x # 0}. :
— Loésung z(t) = V2t + 1 mit I* = (—;,oo>
Die Losung hort auf zu existieren fiir t — —%—F. Es gibt keine Explosion hier!
Diese Beispiele sind typisch: es gibt nur die folgenden Moglichkeiten.
1)  Die Losung existiert fiir alle t > tg.
2)  Es gibt b > tp mit ltig;l |lz(t)]| = oo d.h. eine Explosion

3) Es gibt b > top mit lti%l dist((t,x(t))),0D) = 0. Hier ist 0D der Rand des Definitionsbe-
reiches D = (v,6) x U und dist ist die Abstandsfunktion, d.h.

dist(z,0D) := inf {|jw — z|| w € OD}.
Der néchste Satz zeigt, dass diese die einzigen Mo6glichkeiten sind.

Satz 8 Sei f: D — R stetig differenzierbar, wobei D C R® offen ist, und sei x Liosung der
AWA

dzx

= — f(t’ x), a}(to) = Zg, (tOwTO) €D

im mazimalen Existenzintervall I'*.

Dann gilt: Keine kompakte Teilmenge von D enthdlt den Graphen {(t,z(t)) : t € I*} von x.
Beweis:: Sei I* = (a,b).
Annahme: K C D ist kompakt mit

{(t,z(t)):teI"} C K.

Da K beschrankt ist, gilt —oco < a < b < +00.

Da f stetig ist, existiert

M = ma t, <
(tfrgg)gKlf( T)| < o0

und fiir beliebige t, T € [to, b) gilt:

j2(t) — a(7)| = / £(s,(s)) ds

<M|t—r|.

— Es existiert x, = lti%l x(t), denn:



Ist {ty }nen eine Folge in [tg, b) mit

lim ¢, =0,
n — oo

so ist {x(t) }nen eine Cauchyfolge:

|x(tn) — x(tm)| < M|t, —tm| <e Vn,m > M..

= lim x(t,) existiert.
n — oo
Sei xp := lim  x(ty).
n — oo

Ist {sn}nen ebenfalls eine Folge mit lim s, = b, dann gilt auch ,, _, o« 1im  a(sn)=a>
n — o0 n — oo

d.h. mit dem selben Limes, weil
|x(tn) — z(sp)| < M|t, — sp] — 0 fir n — oc.

Setze die Losung 2 in folgender Weise fort :

Dann gilt
t
) = m +/ f(s,@(s)ds V€ [to,b.
b
Da K abgeschlossen ist, ist (b,z) € K , also (b, ) € D. Dann besitzt die AWA

dx

E:f(tax)a $(b):xb

eine Losung in einem Intervall [b,b + «] mit o > 0.

Ein Widerspruch zur Definition von b !
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Kapitel 13

Lineare vektorwertige
Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System von d linearen DGen erster Ordnung

dx

CTtl = a11(t) - w1 +a1a(t) w2+ +ayq(t) - za + hi(t)
d:L‘2

E = CL271(7§) - X+ CL272(7§) “ Lo+ e+ azyd(t) - Tq + hg(t)
dxg

ar = ad,l(t) -1+ ad72(t) SN R add(t) ~xq + hq(t)

oder, dquivalent, die lineare d-dimensionale DGL

dx
— = A(t h(t
4 A+ b
I hl(t)
wobei z = | , h(t) =1 : , A(t) = [a; ;(t)] (d x d— Matrix)
Ty ha(t)
Voraussetzung: die skalaren Koeffizientenfunktionen ¢ — h;(t), t — a;;t), i,j =1,---,d,

(oder dquivalent, die vektor/matrixwertigen Koeffizientenfunktionen ¢ — h(t), t — A(t)) sind
stetig in einem Intervall (v, d) mit —oo <y < d < +00.

Der Picard-Lindelof-Satz = Existenz und Eindeutigkeit der Losung jeder AWA

d
d—j = A(t)x + h(t), x(to) = o, (to €(y,8), wzoeR? beliebig)
in jedem Intervall [a,b] C (v,8) mit to € (a,b) =  dann durch Fortsetzung zu dem ganzen

Intervall (v, ).

Warum? f(t,x) = A(t)z + h(t) und %(t,x) = A(t) sind stetig in (¢,z) € (7,6) x R?
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— f geniigt einer Lipschitz -Bedeutung in x € R¢ gleichméfig in ¢ € [a, b] mit der Lipschitz
Konstanten

0
L= sup —f(t, z)|| = max [|A(t)]| < oo.
(t,2)€[a,b| xR || OF tefa,b]
Die obige DGL heifit homogen, wenn h(t) = 0, d.h.
dx
— = A(t

sonst inhomogen.

Wir kénnen die allgemeine inhomogene Losung finden mit Hilfe von Sonderlésungen der homo-
genen DGL. Wir haben dies schon in dem skalaren Fall (d = 1) gesehen.

Der folgende Beweis 148t sich ohne Schwierigkeiten in den allgemeinen Fall mit d > 1 umschrei-
ben. Betrachte die AWA

W aye, alto) =

dt =a Z, I\lp) = X9

fiir die 1-dimensionale homogene DGL. Die eindeutige Losung lautet

t
x(t) = elio a(s) s xo = E(t, to) zo

mit

t
E(t,tg) = el () ds Inverse des integrierenden Faktors!

E(t,to) besitzt die folgenden Eigenschaften

1) E(t,to)_l = E(to,t)

t -1 t
Beweis  E(t,tg) ' = (efto a(s) ds) — ¢ @) ds _ 0 als)ds _ E(t, to)

2) |E(to,to) =1
3) E(t,to) ist Losung der AWA

dz
dt

\
S
—~
~
~—
K
8
—~
~
(=)
~
|
=

und heifit fundamentale Losung

Die allgemeine homogene Lésung lautet

’x(t) = E(t, 1) c‘ mit beliebiger Konstante ¢ € R.
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z.B. die Losung mit Anfangswert x(tp) = xo geniigt
xo :{L'(TQ) :E(To,to)c - C:E(To,tg)fll'o :E(to,ﬂ))xo
—  Losung x(t) = E(t, to)E(to, 70) xo = E(t,70)T0.

ZE(t,To)

Betrachte jetzt die AWA

% = a(t)x + h(t), x(to) = o,

fir die inhomogene DG.

Wie in der Methode Variation der Konstanten versuchen wir eine Lésung der Form

2(t) = Bt t0)2(1)

zu finden, wobei z(t) eine unbekannte Funktion ist (d.h. statt der Konstanten ¢ der homogenen
Losung).

=  Durch die Produktregel erhalten wir

% = %{E(t,to)z(t)} = E(t, t) % n dE(dt;fo)z(t)_

Aber z soll Losung der inhomogenen DG sein, d.h.

a(t) E(t, to)z(t) +h(t) = E(t, to)% dEt, 1o)
— dt dt
=x(t)

z(t).

d
Von 3) oben gilt %E(t,to) = a(t) E(t,t0), d.h homogene Losung.

dE(t,t
—  a()E(t.t) 2(t) = (dt’“) 2(1)
Nach Subtraktion dieser Terme erhalten wir
dz dz 1
dt dt NI
bekannte Funktion !
Integriere:
t
2(t) = z(to) -l—/ E(to, s)h(s)ds
to
Aber

Tro = .CC(to) = E(to,to) : Z(t()) =1- Z(to) = Z(t()) - Z(to) = 20
Die inhomogene AWA besitzt die explizite Losung

2(t) = B(t, to) {azo + /t E(to, s)h(s) ds}

to

Wir miisen nur die fundamentale Losung E(t, t) finden.
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13.1 Vektorwertiger Fall

Betrachte jetzt die d-dimensionale homogene DGL

dx
—=A .
7 (t)x

Sei e;(t,tp) die eindeutige Losung dieser DGL mit dem Anfangswert

0

—_

z(to) = ej = j-ter Komponent j-ter Einheitsvektor in RY.

@ Ej(to,to)ZEj fﬁrj:1,--' ,d.

Definiere die d x d- Matrix

|E(tto) = [e1(t,10)] ea(t,to)| -] ealt,to)]|  dh. mit e;(t, %) als die j-te Spalte

E(t,t0) heifit fundamentale Matrix der homogenen DGL (zu der Anfangszeit ¢¢) undbesitzt die
folgenden Eigenschaften

1) | E(to,to) =1 d x d—Einheitsmatrix

Beweis — E(to,to) = [el(to,to)’ 62(t0,t0)‘ B ‘ ed(to,t())] = [61’ 62‘ . ‘ ed] =1

2) E(t,tg) ist eindeutigeLosung der matrixwertigen AWA

%{ = A(DX,  X(to) =1,

d.h. wobei X(t) = [z;(t)] eine d x d— Matrix ist — wir verstehen diese matrixwertige
DGL spaltenweise als d verktorwertige DG

xl’j
dx 2,5 .
E:A(t)azj, xj = : (j=12,...,d
xdhj

3) Die Losung der homogenen AWA

dzx
— =A =
o (t)x, x(to) = xo
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lautet ’:L’(t) = E(t,to)xo ‘

Beweis: x(tg) = E(to,to)zro = [zo = ¢ und (spaltenweise)

% _ % (B(t, to)zg] = [iﬂ 20 = [A()E(t, to)] w0 = A(t) [E(t,t0)z0] = A(t)z(?)

(Vorsicht mit der Reihenfolge dieser Matrixoperationen hier!)

4) Satz 9 Fir alle t, ty, t1€ (v,0) gilt:

1) B(t,t1) = E(t,to)E(to, t1)

2) E(t,to) ist _invertierbar mit E(t,to) ™! = E(to,t)
Beweis: 1) die d x d— Matrixfunktion
X(t) = E(ta tO)E(th tl)

ist die eindeutige Losung der matrixwertigen AWA

L AmX, X() = Blio,h)

Aber Z(t) = E(t,t1) ist auch einen Losung dieser AWA. Wegen der Eindeutigkeit der Losung
muss gelten:

E(t,t1) = E(t,t0)E(to, t1)

2) Setze t; =tin 1), d.h.

E(t, to) E(to,t) = E(t,t) =1 - E(t, to) E(to,t) =1.

= E(t,to) ist invertierbar mit Inverse E(to,t). [ |

Jetzt betrachte die inhomogene AWA

d
dit” = Atz +h(t),  a(ty) =z
und versuche eine Losung der Form

x(t) = E(t, to)z(t) Varation der Konstanten!

zu finden. Hier ist z = z(t) eine unbekannte d—dimensionale verktorwertige Funktion. Wie in
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dem skalaren Fall:

dx d

W ()00
- E(t,to)% + Z—fz(t)
= B4 [AWE( L)
#ist homogene Losung =(1)
= B(t,10) % + A (B 1o)2(1)] (1)

=z(t)

= h(t) + A(t)z(t)(z ist inhomogene Losung)

= E(t,to)% =h(t) = % = E(t, t)) " 'h(t) = E(to, t)h(t)
Integriere:
t
2(t) = 2(to) + /to E(to, s)h(s)ds
mit

o = x(to) = E(to,t())z(t(]) = IZ(to) = Z(t(]) =4 Z(to) =)
—_——
Anfangswert

Die inhomogene AWA besitzt die explizite Losung

x(t) = E(t, o) <x0 + tE(to,s)h(s) ds) t, to € (7,9).

to

— .r(t) = E(t, to)ﬂ?g —I—E(t,to) ttE(to,S)h(S) ds

= E(t, to)l‘o + tE(t,to)E(to,S)h(S) ds

to

weil E(t, tg) konstant bzgl. der Integration hier ist. —

x(t) = E(t,to)xo + t E(t,s)h(s)ds

to
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weil E(t,t9)E(to,s) = E(t,s) — siche den obigen Satz!

Die obige Herleitung war genau wie in dem skalaren Fall. Aber fiir Matrizen und Vektoren ist
die Reihenfolge der Operationen sehr kritisch. Vorsicht!

Frage: Wie finden wir die Fundamentalmatriz E(t,to)?.
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Kapitel 14

Fundamentale Matrizen

Die eindeutige Losung der d-dimensionalen AWA

% = A(t)x + h(t), x(to) = o,

lautet

x(t) = E(t, to)x + t E(t,s)h(s)ds

to

wobei E(t,ty) uns E(t,s) fundamentale Matrizen sind, d.h.

E(t, to) = le1(t,to)| ---| ea(t,to)], (Spaltenvektoren)
mit e;(t,tp) Losung der homogenen AWA

d
dit: = A(t)z, x(tg) = e; j-ter Einheitsvektor ~ (j =1,--- ,d)

Leider kénnen wir diese ,,Einheitslosungen“ nicht immer finden, aber oft kénnen wir Lésungen
anderer homogener AWAen finden.

Seien uq(t), - - -, uq(t) d beliebige Losungen der homogenen DGL
dx
— = A(t
dt ( )x7
fiir welche die ,,Anfangswerte“ wuq(tp), ..., ugq(to) linear unabhéngige Vektoren sind.

Definiere die d x d-Matrix

U(t) = [ur(®)] ---[ ua(t)] -
Dann ist U(tg) = [u1(to)| -+ | ua(to)] invertierbar!.
Von der obigen Losungsformel (mit A(t) = 0) sehen wir, dass

wi(t) = Bt to)ui(te),  j=1,....d.

= U(t) = [e(t,to)ur(to)| -~ | E(t,to)ua(to)] = E(t,to) ur(to)| - | ua(to)] = E(t,t0)U (to)-

Aber U(tg) ist invertierbar — E(t,to) =U(t) U(tg) ™|

79
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Bemerkung U (t) ist invertierbar fiir alle ¢, weil E(t,t9) und U(to) invertierbar sind
—>  die d Vektoren wui(t), - - -, ugq(t) sind linear unabhéngig fiir jedes t.
(Wir sagen, dass die d Losungen wu;(t),-- - ,u4(t) ,linear unabhéngig* sind.)

Wir haben auch
B(t,s) = UDU(s) ™",

d.h., alles was wir brauchen fiir die obige Lésungsformel.

Beispiel:  Zwei Losungen der homogenen DGL
de. |2 1
a4 1|7

ww= (G ) wo-(5).

Der Beweis fiir u1) (dhnlich fiir ug)) lautet

2 1 2 1 e3t
3w = [T 4 ()
3t d 3t d 3t du

a3t € _ a3 (e _afe _ du

=% <e3t>_dt€ <e3t> dt<e3t> dt

Die Losungen u(t) und ug(t) sind linear unabhéngig, weil fiir jedes t € R gilt

sind

3t =2

det [u1 ()] ug(t)] = det { ggt e ] = 5el #£0.

Definiere o o
U0 = a0l w0 = | G |-

Die fundamentale Matrix

) eSt _e—2t %6_3t0 %6—3150
E(t,to) =U)U(tg) " = o L L
e 4e—3t —ze to se t=0

4.3(t—to) 4 1 ,—2(t—to) L1.3(t—to) _ 1,—2(t—to)
5€ +5€ 5€ 5¢

463(t7t0) _ %672(157150)

[S3

Bemerkungen:

1)

_l’_

Tl ol

E(to,to) =

[S2{I' S (IS
(S
+
(I
|
| —
S =
_ O
[
Il
~
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2)  E(t,to) = E(t —to,0) in einem autonomen System!

3)  E(t,to)~! = E(to,t) hier — einfach ersetze t — to mit —(t — to) = to — t!

Die allgemeine Losung der homogenen DGL

dx
&
ar "

lautet 2(t) = E(t,tg)c mit beliebigem ¢ € R%.

Eine dquivalente Darstellung dieser allgemeinen homogenen Losung lautet

d
2(t) = Ut)e =Y cjuy(t)
j=1

d.h., eine lineare Kombination der d Losungen uy(t), . ..,ug(t) ein fiir beliebiges ¢ = (c1,...,cq)"
€ R4
Warum?
C1
1) Ult)e = [wa(@)] -+ Tua@®)] | | =crua(t) + - + cqua(t)
Cd
2)

d d
d
Z cjui(t) | = Z Cj% i(t Z cj Au;(t) Z cjui(t) | = Ax(t)
j=1 j=1

weil die u;(t) homogene Losungen und die ¢; Skalaren sind.

d.h. z(t) = Z?:l ¢;j uj(t) ist homogene Losung !

3) Wir konnen die Gleichung ’ x(to) = U(to)c = g ‘ fiir einen beliebigen Anfangswert z(tg) =
o stets 16sen

= c= U(to)ill‘o = :c(t) = U(t)U(to)flxo dh = E(t, t())xo

wegen der Voraussetzung, dass die d Losungen uq(t), ..., ug(t) linear unabhéngig sind.

Jetzt betrachte die inhomogene DG

dx
— = At h(t).

W Al +h()
Sei ¢(t) eine bekannte Losung (sonst beliebig) und sei z(t) eine andere Losung. Dann ist x(t) —
¢(t) eine homogene Losung,

S =)= o~ 0 = [A + b))~ AW+ h(H) = Az — A)6 = AW)(z — 6)
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und es existieren Konstanten cq, ..., ¢g € R, so dass
d
z(t) — o(t) = Z cju;(t) allgemeine homogene Losung.
j=1

Daher lautet die allgemeine inhomogene Losung

d
() =) cju(t) + 6(t) = U(t)e + o(t)
j=1

d.h. die Summe der allgemeinen homogenen Lésung und einer bekannten inhomogenen Losung
fiir einen belibigen Anfangswert.

Fiir den Anfangswert x(tg) = o erhalten wir
z(to) = mo = U(to)e + ¢(to)) = Ulto)e==z0— ¢(to) = c=U(to)"" (x0 — ¢(t0))

d.h.
z(t) = U(t)U(to) " (zo — ¢(t0)) + ¢(t) = E(t, to)zo + {(t) — E(t, to)p(to)}

= fjo E(t,s)h(s)ds

und daher die Losungsformel

x(t) = E(t, to)xo + /t E(t,s)h(s)ds

to

sowie

o(t) = E(t, to)(to) + / E(t, s)h(s) ds

to
Bemerkung Der Anfangswert ¢(tg) muss nicht gleich null sein, wie fiir die inhomogene Losung
Ji E(t,s)h(s) ds!

Die beiden Darstellungen der inhomogenen Losung sind tatséichlich (und offensichtlich) dquivalent.
Wir benutzen die Version, die fiir einen gegebnen Aufgabe giinstiger ist.

Beispiel  Betrachte die inhomogene DG

v [2 1 Lt
a |4 -1 |7 —

wir haben oben gesehen, dass

w0 (%) wo- (3

zwei unabhéngige homogene Losungen sind . Man bestétigt direkt, dass

w0=(.)



eine inhomogene Losung ist:

—> die allgmeinene inhomogene Losung ist

z(t) =

_ c1<

cruy(t) + coua(t) + o(t)

o3t e _e2t N é
et 2 4e—2t t— %

clegt — cze_2t + %

cre3t + dege 2+t — %

Betrachte den Anfangswert z(0) =

= +1 !
cg—cat ==~
1 2 6 67

und die gesuchte Losung lautet

x(t) =

oder durch die Losungsformel

x(t) =

erhalten wir

z(t) =

+
o\
&
SIS TFN

= ... echt miithsam ! —

1
6
4
3
+4 4 — L
C1 C) — — = — Cl = Cy = —
3 3 3
1.3 1 -2t 1
3€ 3¢ Tt
1.3t 4,2t 1
¢ tge T +Hl—3

E(t,0)xzo + /Ot E(t,s)h(s)ds

3t 1 -2t 1
5¢€ 6
3t 4 4,-2t 4
T 5¢ 3
e3(1‘/75) + %672(7&75) %63(7&73) _ %672@73) —g
ds
e3(t—s) _ %G—Z(t—s) %63(75—5) + %6—2(15—5) s

benutze MAPLE

83
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Kapitel 15

Fundamentale Matrizen nochmal

Wie konnen wir die fundamentale Matrix E(t,to) einer homogenen DGL

dx
— = A(t
o = Alt)z
in R? herleiten?
Aquivalent: wie kénnen wir d linear unabhiingige Losungen ui(t), - - -, ug(t) dieser homogenen
DGL finden ?
=  E(tt) =U®U(to)" mit  Ut)=[w(t)] | ua(t)]

Es gibt verschiedene Tricks, die in Sonderfillen ntzlich verwendbar sind.

15.1 1. Methode: Direkte Integration der DGL

Wenn die Koeffizientenmatrix A(¢) eine diagonale oder obere/untere dreieckige Struktur besitzt,
dann kénnen wir die DGL systematisch komponentweise integrieren.

Beispiel: Betrachte die DGL

dzx

i

S O W

SN =

N DN
8

Das entsprechende System skalarer DGLen lautet:

d
% = 2x1+x1 + 223
d
% = 2wy +u3
d$3
ks S
dt s

Die drittete Gleichung hier enth&lt nur die Variable x3, d.h.

2 9
ar "

und kann gel6st sein mit Hilfe eines integriereden Faktors:

85
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=S x3(t) = 1’3062(257150)

Die zweite Gleichung enthélt die unbekannte Variable zs und die bekannte Variable x3.

d
a = 2x9 + x3 = 229 + X30 62(t7t0),
dt
d.h. sie eine inhomogene lineare DGL
d

R —_——
hneare DGL bekannte ”Treibkraf «“

und der integrierende Faktor hier lautet

,LLQ(t) _ eft(f2)ds — o2t

204y
dt
Integration von (tp, z20) bis (¢, z2(t)) ergibt

26_2t 2(t—t0) e—Qt 2to

_ Aoy ooy -
— T9 = T30 € — i {6 CCQ} =x30¢€

6_2t ZL'Q(t) — 6_2t0.%‘20 = X30 e—Qto (t — t())

oder

zo(t) = Tope2(t710) 4 g3 (t— to)e2(t*to)

Die erste Gleichung ist dann

dx
dTl — 2aq1 = zo(t) + 223(t)
unbekannt bekannt

d.h. die inhomogene lineare DGL

i 211 = 90 €210 4 g0 (t — t0)62(t7t0) + 2x39e2(t—t0)

Der integrierender Faktor hier ist auch p1(t) = e/ (—2ds _ -2

d
- 72t% — 2672tx1 = 1‘206721‘/0 + 1’30(t - t[))eiZtO + 2x30 e 2o
d —2t
— € X
pl 1}

Integrieration von (tg,x19) bis (¢, x1(t)) ergibt

1
6_2t $1(t) — 6_2t0 10 = X220 6_2t0 (t — to) + 5 T30 (t — t0)2 62(t_t0)

+2x30 (t - t()) 62(t7t0)

1
21(t) = 210 €270 4 300 (¢ — t0)e2(710) 4 349 {2(75 —to) + Q(t - t0)2} 2(t=to)
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mit (von oben)

To(t) = @9 - e210) 4 g3 - (t — tg) - e2(tt0)

und

2(t—to)

x1(t) =30 - €

oder in der Vektor-Matrix-Form

B e?(t—to) (t _ tO) eQ(t—to) 2(t _ tO) 62(t_t0) + %(t _ t0)2 eQ(t—to) 7
z1(1) 2(t—to) _ 2(t—to) Z10
z2(t) | = 0 o (= to) 77 20 | 5
w3(t) 30
0 0 e2(t—to)

wobei die Matrix hier gleich E(t,tg) ist, weil die Losung eindeutig ist mit x(t) = E(¢,to)xo, d.h.

_ eQ(t—to) (t o tO) eQ(t—to) Q(t _ tO) e2(t—t0) + %(t _ t0)2 62(t_t0) B
2(t—to) _ 2(t—to)
Bt 1) = 0 e=\t=to (t —tg) e=\t710
0 0 e2(t—to) |

15.2 2. Methode: Reduktion auf eine skalare DGL
héherer Ordung

Wir eliminieren d — 1 Variablen und erhalten eine skalare DGL d-ter Ordnung bezglich der
iiberlebenden Variablen.

Beispiel:  Betrachte die vektorwertige DGL
1
o | 7
R
t

x t#0

R N

Das ensprechende System skalarer DGLen lautet

d
7;;1 = 21+ 2x9
d
t% = —x1+4x2

Wir werden die Variable z; eliminieren und eine skalare DGL zweiter Ordnung bzg. xs herleiten

Differenziere die zweite Gleichung

d dl’l dxg
P I N B 1 P 4 _ e
i tdt t + = [—z1 + 4o o + —

d [ dzo d%xy @
dt? dt dt
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d.h.
dry gdey _ dmy
dt? dt  dt’
Ersetze % hier durch die erste Gleichung
d2x2 dxg 1 2 d2x2 dxg
= t— —3——=—- 2 = " — —3t—— + 229 = —
R T L ) 12 a T Tn
und dann ersetze x1 durch die zweite Gleichung, d.h. durch
dx
T, =4r —2 — td—;.
d’z dx dx
22 72 9,072 - _ o2
== t 72 3t 7 + 2x9 4o+t I
Wir erhalten eine skalare DGL zweiter Ordnung in x5
ploe gy de
dt? dt °
die eine Euler-DGL heif3t.
Wir benutzen den Losungsansatz | xo(t) = ¢
= AA=1)—4r+6]t2 =0 = AA=1)—4X+6=0

= 0=X-5A+6=(A—-2)(\—-3) = A =42, Ay=+3
und wir erhalten zwei unabhéngige Losungen fiir xo(t), ndmlich

Toa(t) =12,  ap(t) =t

Wir koénnen die entsprechenden Losungen fiir z;(¢) durch die zweite Gleichung finden.

dr
21 (t) = dzo(t) — t - d—tl(t)

1) mit x94(t) =12 =  @14(t) = 42 —t - 2t = 2t?
2) mit zop(t) =3 =  wp(t) =43 -t 32 =3

Wir erhalten zwei unabhéngige Losungen fiir die urspriingliche vektorwertige DGL:

ww=(% ) wo-(l) €0 b

Definiere o2 g3
U=l | el = | 5 |

Die fundamentale Matrix ist dann

E(t,to) = Ut)U(tg) fir  t,to >0 oder fir t,typ <0
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15.3 3. Methode —nur fiir konstante Koeffizientenmatrizen

Wir betrachten die homogene vektorwertige DGL
dz
A
it~

in R? d.h. mit einer konstanten Koeffizientenmatrix A(t) = A fiir alle t € R —

1) die Losungen existieren fiir alle t € R

2) die DGL ist autonom =  die Losungen hingen nur von der verlaufenen Zeit t —ty ab.

Wir werden den folgenden Losungsansatz verwenden: die Losungen sind der Form

z(t) = veM

wobei A € R und v € R4\ {0}

d d

et _ e _ i Aty Aty At
dt:v(t)— pal )\t}—vdt{e }=ov{Ae™} = dve

—

und
Ax(t) = Af{veM) = {Av}eM

Daher brauchen wir

{Av — xv}eM =0 VteR =

d.h. A und v sind entsprechende Eigenwerte und Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix A.

Bemerkung: (Lineare Algebra) A; # X2 =  wvj,vy linear unabhéngig

Beispiel Betrachte die DGL

dz [2 1 42
a4 -1 |7 a4 -1

1

2—-A
det[A — \I] —det[ 4 —1-1

] =X - A-6=\+2)(A-3)=0
fir A1 = —2 und A9 = 3, die Eigenwerte von A.

Die entsprechenden FEigenvektoren sind

-1
)\1:—2 [A—)\I]Ul = {4 1:|1)1:0 — ’1)1:<4>

1
Ay = +3 [A—)\QI]UQ = |: 4 _4:|’U2:0 - ’U2=<>
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Wir haben zwei unabhingige Losungen

-1 _ 2t
i) = met = < 1 > = (45”)
1 e3t
up(t) = wpe' = <1>e3t = (63t>

00 =) @l = | 1o |

und die Matrix

ist invertierbar. Daher lautet die fundamentale Matrix E(t,to) = U(t)U(tp)~! (siehe das vorhe-
rige Kapitel).

Aber wir kénnen nicht immer d unabhéngige Eigenvektoren finden, z.B.

A=

O O N

1 2
2 1
0 2
= A =X =A3=2und

V1 =

ist der einzige Eigenvektor!

Was machen wir in diesem Fall?



Kapitel 16

Die Matrixexponentialfunktion

Wir betrachten die autonome lineare DGL

dz
— = Az
dt ’
in R? und nehmen an, dass wir d linear unabhingige Eigenvektoren vy, - - -, v4 kennen.

Dann ist aus der linearen Algebra bekannt, dass die Abbildung

d
y—)x:Py:Zijj mit P =[v1| - | vg]
j=1

eine Koordinatentransformaton ist.

Was passiert mit A unter dieser Transformation ?

A ... 0
AP = [Avy| -] Avgl = [Mva| -+ | Aqug] =P | ¢ .. 1 | =AN = P 'AP=A
0 ... M\
—A
Fiir die obige DGL bedeutet dies
dx dy _ d(P'z) _pdx -1 —1
A —~=———t =P — =P "Ax =P APy =A
a” T dt dt v y==
und daher
J Mt .0
deZ:Ay = y®=| i |
0 ... el

In den urspriinglichen Koordinaten lautet die Losung

eMt 0

z(t)y=Pyt)=P| : .. 1 | Pz

91
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Aus der skalaren Reihendarstellung

A\2t2 Mtk
_1+/\t+7t t7+
folgt:
Mt 0
Pl oo P‘l=P<I+At+21,A2t2+---+];A’“t’“-..>P—1
0 ... et ' ’

Wenn wir P und P! in diese unendliche Summe hineinziehen (wir sehen spiter, warum das
erlaubt ist), folgt

[+PAP Y%4 PA2P Y2 4. — [4PAP Y42 (PA) (P'P) (APH) £ +
2 ——

=1

— T4 PAP 4L 5 (PAPTY) (PAPT) 2 +

1 1
= I+At+§A2t2+---+HAktk+

Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition: Fiir eine d x d Matrix A definieren wir die Matrixexponential

IR 1 2, kL

oo
1
Lemma:  Fiir alle d x d Matrizen A konvergiert die Reihe Z EAK' Dariiber hinaus gilt die

k=0
Ableitungsregel

d Al At
=A
dt© €

o0
1
fiir t € R und die Matrixexponentialfunktion et := Z HAktk.

Beweis:: Fiir eine d x d Matrix B bezeichnen wir die Eintrédge mit (B);;,4,j=1,---,d

Zum Beweis des Lemmas zeigen wir, dass jeder Eintrag der Reihe absolut konvergiert, d.h.

o0

1

H(Ak)i’j < 00. (**)

k=0

Daraus folgt die behauptete Konvergenz in jeder Komponente, also auch fiir die gesamte Reihe.

Zum Beweis von (**) definiere o := max {|(A) ;| : ¢,7,---,d}. Dann lasst sich leicht nachrech-
nen, dass
‘(Ak)m_ < d1ob
gilt. Also folgt
001 Oolk—lk_lool oo
Z H i < Z Ed o = g Z E < 00,
k=0 k=0 k=0
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und damit (**).

Zum Beweis der Ableitungsregel beachte, dass aus der absoluten Konvergenz der Reihe folgt,

dass die Reihe
— 1 kik
t —s ka!A ¢
0

unendlichen Konvergenzradius besitzt. Somit diirfen wir termweise ableiten, und es folgt

o0

d A 1 wd e =k o1 e 1 k—1,-1 _ 4 At
i’ _kzok!A dtt_;k:!At _Akzl(k—l)!A b =Ae

Satz 10 Die Matrizexponentialfunktion et ist die Fundamentalmatriz E(t,0) der Differential-
gleichung

dx
A
at ~ "
Beweis:: e49 = T folgt direkt aus der Definition, des Weiteren folgt aus dem vorhergehenden
Lemma, dass
d
7€At —A. eAt

dt

gilt, d.h. e 16st die matrixwertige AWA

X

— = AX X(0)=1.

SLoAX, X()
Da E(t,0) die eindeutige Losung dieser AWA ist, folgt E(t,0) = e4* und damit die Behauptung.

[ |

16.0.1 Wie berechnet man e4* ? : diagonalisierbarer Fall
Falls A diagonalisierbar ist (d.h. d linear unabhéngige Eigenvektoren vy, ..., vg besitzt), wissen

wir bereits aus der Einleitung, wie et aussieht. Sei A = P~'AP eine Diagonalmatrix mit
Komponenenten g, ..., Ay. Dann gilt

eMt 0
eM=p Lo P
0 eat
Beispiel: Sei
2 1
=[5 4]

Das charakteristische Polynom ist det(A — A\I) = (A —3)(A+2) = 0, also sind \; = 3 und Ay =
—2 Eigenwerte. Die zugehorigen Eigenvektoren berechnen sich zu

aamm=o = [ L] =) = w=()
(A+20vy =0 <= [ j 1 } <zz;> = <8) = V2= <_14>
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Offenbar sind v; und vs linear unabhéngig, also definiert

P:[vlw]:“ _H

eine Koordinatentransformation und es gilt

4 1 50
5 5
Pl = d A= .
11 w {0 —2]
5 5
Also
4 1
1 1 et 0 5 5
At At p—1
et = Pe™"P [1_4}{0 6_2t:| L
5 5
%63t+%6—2t %63t—%6_2t
%6325_%67% %637&_’_%67%

Das gleiche Verfahren funktioniert auch bei komplexen Eigenwerten und Vektoren.

Beispiel:

A:((l) _(1)>, det(A—X)=X4+1=0 = A\ =1,)d=—1,

wobei 1 = /—1, mit zugehorigen Eigenvektoren

amm=o = [ 56 = =)

-1 0
(A4+)vy =0 <~— [ i ] (U2’1> (0> = U= <_21>
und daher mit

(3 V2,2
P=fulv]=|] | pri=lf ! A]r 0
B Bl I T B T2 = =1 | 10—

Also

1t
At _ p Atp-1 _ | ¢+ ? 5€ 0 - 1
uttal FIRY | RAFE |

Erinnerung: FEuler-Formel ’ et = cost +1sint ‘

2cost = e +e 2sint = —et 4+ 174,
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16.0.2 Wie berechnet man e4* ? : nichtdiagonalisierbarer Fall

Leider sind Matrizen im Allgemeinen nichtdiagonalisierbar, d.h. es gibt keine d linear un-
abhéngigen Eigenvektoren.

In diesem Fall miissen wir auf die Jordan-Normalform zuriickgreifen.

Erinnerung aus der linearen Algebra: Sei A eine d x d Matrix mit genau m < d linear un-
abhéngigen Eigenvektoren v;,7 =1,--- ,m zu Eigenwerten \;, ¢ = 1, ---, m;. Dann gibt es eine
Koordinatentransformation P, so dass

J 0 ... 0
) Jo ... 0
PAP=J = . :
0 0 0 Jy
Die Matrix J heifit Jordan-Normalform und besteht aus m Jordan-Blécken Jy,¢ =1,--- ;m, die
d; x d; Matrizen sind mit ) d; = d, und die folgende Form haben:
i=1
A 1 0 ... 0]
N1 .00
Ji =[N, di=1, oder =1+ ., di>1
0 0 ... N 1
| 0 0 0 A |

Die Spalten von P sind dabei die verallgemeinerten Eigenvektoren. Fiir einen Jordanblock J;
der Dimension d; gilt:

(1 ¢t & . ottt
it _ 0 1 t - glgyuth? it
000 . 1 |
Allgemein gilt analog zum diagonalisierbaren Fall
et 0 ... 0
At _ poitp-1 _p| 0 et 0 p-1
0 0 e‘fmt
Beispiel: Betrachte die Matrix
5 4 3
A=| -1 0 =3
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Diese Matrix hat zwar 3 Eigenwerte Ay = —2 und A2 = A3 = 4, aber nur m = 2 linear unabhéngige
Eigenvektoren
-1 1
= 1 fir M =-2 und Vg = -1 fir \g =4
1 1

und ist damit nichtdiagonalisierbar.

Die zugehorige Jordan-Normalform ist demnach

-2

0
J = 4
0

= = O

0
0
Zur Bestimmung von P, beachte, dass der fehlende Vektor vs (ein verallgemeinterter Eigenvektor)
erfiillen muss

Avg = vg + 4us.
1
Dies erfiillt z.B. v3 = | 0 |, also ergibt sich
0
o L 1L
-1 1 1 : 2
_ -1 _ 11
P= 1 -1 01, P7=10 —5 3
1 1 0
1 1 0
e 0 0
— =P 0 e* tet | Pl =
0 0 e

siche MAPLE Ausgabe!

16.1 Langzeitverhalten linearer DGL

Die allgemeine Losung e kann nicht nur zur Berechnung von Lésungen linearer Differentialglei-
chungen verwendet werden, sondern auch zur ,abstrakten“Analyse des Verhaltens der Losungen.

Wir werden jetzt exemplarisch das Langzeitverhalten der Losungen von

dx
&
ar "

untersuchen und dabei insbesondere nach Kriterien suchen, die sich dirket aus Eigenschaften
von A ablesen lassen.

Fragen:  Gegeben die obige Differentialgleichung
a) Gibt es Anfangswerte xo € R?, so dass ||x(t,x0)|| — 0 firt — co?

b) Wann giltt lim ||z(t,20)|| — O fiir alle xo € R?
— o0



16.1. LANGZEITVERHALTEN LINEARER DGL
¢) Gibt es Anfangswerte o € R%, so dass ||z(t,z0)|| — oo firt — co?

d) Wann gilt c) fir alle o € R4\ {0} #

Wir beantworten zunéchst a) und c).

Satz 11 Sei v ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A = a +1b. Dann gilt
lim ||z(t,v)|| =0, falls Re(\) =a <0
t—o0

tli>m |z(t,v)|| = o0, falls Re(\) =a >0

und weder tli)m |x(t,v)|| = 0 noch tl_i)m |lz(t,v)]| = oo, falls Re(A) =0
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Beweis:: Waihle eine Koordinatentransformation P, die A in Jordan-Normalform transfor-
miert, d.h. P~"'AP = J. O.B.d.A kénnen wir P so wihlen, dass der Eigenwert A aus der An-

nahme zu J; gehort.
Daraus folgt v = Pej mit e; = (10---0)7.

Aus der Darstellung von et = Pe/tP~1 folgt

Y
At Jt p—1 Jt 0 At
z(t,v) =e**v=Pe''P v =Pe''eg =P ) = e,
0
Nun gilt
0, falls Re(\) <0
lim eAt‘ =
fre0 oo, falls Re(\) >0
mit
M =1 fir alle t > 0, falls Re(A\) =0
sowie
c1]e] < [|eMv]| < esle]
fiir passende Konstanten ¢; < ¢y (falls A und v reellwertig sind ist ¢; = c2 = [|v]|).

Daraus folgt sofort die Behauptung.

Satz 12 Sei A eine d X d Matrix mit m Figenwerten dy, -+ -, dm. Dann gilt

a) falls max{Re(\;)|i =1,---m} <0, so gilt tli)m llz(t, z0)|| = 0 fiir alle zg € R?

b) falls min{Re(\;)|i = 1,---m} >0, so gilt tlim llz(t, zo)|| = oo fiir alle zo € R4\ {0}
—00
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Beweis:: Fiir a) withle P, so dass J = P7!AP in Jordan-Normalform ist. Sei zuniichst g
= Pe;, sei Ji, der zu e; gehorige Jordan-Block und entsprechende verallgemeinte Eigenvektoren

Ui,lv Yy Ui,di'
Dann gilt
-1
x(t,xp) = Pe‘]tP_lmo = Pe‘]tei = Z ,—'tje’\ktvi,j — 0 fiir t — .
=07’
—0 fiir t—oo
d
Fiir allgemeines xg = Y d; Pe; ist
i=1

d d d
x(t,xo) = Aty = et Z d;Pe; = Z d;e Pe; = Z d; x(t, Pe;)
i=1 i=1 i=1 ~5

Da jeder Summand gegen 0 geht, gilt dies auch fiir die Summe nach obiger Rechnung.
Der Beweis von b) ist analog. |
Frage:  Was pasiert im Fall max /min Re(\;) =0 ¢

Dies ist nicht allgemein zu beantworten, wie die folgenden Beispiele belegen:

(5
)

Offenbar ist \; = Ay = 0 und eM* =1, d.h. x(t,x9) = x fiir alle z¢ € R? und alle ¢t > 0.

Beispiel 1:  Sei

N———

— weder Konvergenz noch Divergenz hier

=(33)

Wie gibt es im Gegensatz zu Beispiel 1 nur einen Eigenvektor vy = ((1)) zu EWA; =0.

Es gilt
At_ 1 t
‘ _<o 1)

x(t,v1):<(1) f)@ N @

Der enstrpechende verallgemente Eigenvektor lautet vy = ((1)) (lose Avy = Ovy + v1) mit

(3 1))

Beispiel 2:  Sei

also folgt
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t
’<1> =Vt2+1 — oo fir t — .

Fiir Eigenwerte mit Realteil gleich Null muss man also die Struktur der Matrix genauer analy-

sieren.

und damit

[l (t, va) || =
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Kapitel 17

Skalare lineare DGLen hoherer
Ordnung

Die Standardform einer skalaren linearen DGLenn-ter Ordnung lautet

d"x d" g dx
W + anfl(t)W + -+ al(t)a + Clo(t)l' = b(t)
wobei die Koeffizientenfunktionen ag(t), - - , a,—1(t) und die Treibkraftfunktion b(¢) stetig sind,

(z.B. fur t € (y,0) C R).

Wir haben schon (in Fall n = 2) gesehen, dass die allgemeine Losung lautet

2(t) = cjuy(t) + 2(1),
j=1

wobei z(t) eine bekannte inhomogene Losung ist und ui(t),--- ,u,(t) n unabhingige homogene
Losungen sind.

Warum ? Wir kénnen die obige skalare DGL als eine n-dimensionale vektorwertige DGL

dx

— = At h(t
L _ A +h)
umschreiben, wobei
x 0
dx 0
dt . . n
T = : , h(t) = : (Vektoren in  R"™),
_ 0
"z
dtn—l b(t)
und
i 0 1 0 i
0 0 1 0
Alt) = : : : : (n x n Matrix).
0 0 0 e 1
| —ao(t) —ai(t) —az(t) -+ —an—1(t) |
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Seien uy(t), ---, un(t), n Losungen der skalaren homogenen DGL, d.h. mit b(t) = 0.
Dann sind
dUl(t) ;n(t)
Uy ni
E(t) W(w
ﬂ(t) = : ) ) M(t) = :
dnflul dnflun
—F (7 —F (7
din—1 ( ) din—1 ( )
n Losungen der vektorwertigen homogenen DGL
dx
— = A(t)z.
a Az
Die n x n Matrix
uy(t) un(t)
duq duy,
ﬁ(t) ﬁ(t)
Ut)=[w@®)| | un(t)] = : :
dn—lul dn—lun
B

heilt Wronski-Matrix und die Determinante dieser Matrix heifst Wronski-Determinante,

w(t) :=det U(t) = det [ug (¢)] - | un(t)] .

Satz 13 Die Wronski-Determinante w(t) geniigt der skalaren linearen DGL

+ an_l(t)w =0.

Der Beweis, fiir allgemeines n > 2 ist algebraisch unangenehm, aber fiir n = 2 einfach.

dw

dt
d d
d

{

dt

2'LL
()2 (1)

ui(t)  uz(t)
du1 (t) d’LL2
dt ﬁ( )

d’LL2

Ul(t)ﬂ(t) - Uz(t)ﬁ(t)

du1

|

2U
—us(t) k)

(wegen der Produktregel und Ausléschung und weil u1, ug homogene Losungen sind)

d’LL2

— ) {ul(tfl;f(t) ~ualt) ot
(t) det lctll(t()) ZQ(”

= —al € ult u2
it

Die Losung der obigen DGL lautet

() = ao(t) ua ()}
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'll}(t) — w(to)ef ftto an—1(s)ds

Dann gilt entweder
w(ty) =0 =  w(t)=0 firallet

oder

w(t)) #0 = w(t)#0 fiir allet
d.h die Losungen uy, - - -, un(t) sind entweder linear unabhéngig fiir alle ¢ oder linear unabhéngig
fur alle t.

Setze voraus, dass w(tg) # 0 ist. Dann ist die Wronski-Matrix invertierbar fiir alle ¢, und
E(t,to) = U(H)U (to) ™

ist die fundamentale Matrix der vektorwertigen linearen DGL.

Die Losung der Anfangswertaufgabe

dz .
d—; = A(t)z, mit z(tg) = z,

lautet

x(t) = B(t,to)z = U(U(to)™'z0

d.h die allgemeine homogene Losung lautet

2(t) = Y- cuyt)

Wir kénen z(tyg) = xo = U(tp)c fiir ¢ immer 16sen, genau dann, wenn U (t() invertierbar ist, d.h.

w(to) 75 0.

Der erste Komponente dieser Losung lautet

n

2(t) = Y cjus(t)

J=1

d.h die allgemeine homogene Losung der entsprechenden skalaren DGL.

Wir haben vorher gesehen, dass die allgemeine inhomogene Losung der vektorwertigen DGL
lautet

n

z(t) =) cjuy(t) + z(t),

j=1



104 KAPITEL 17. SKALARE LINEARE DGLEN HOHERER ORDNUNG

wobei z(t) eine bekannte (sonst beliebige) inhomogene Losung ist. Der erste Komponent dieser
vektorwertigen Losung lautet

z(t) = Z cjuj(t) + z(t)

d.h. die allgemeine inhomogene Losung der skalaren DGL !

Betrachte den Sonderfall mit konstanten Koeffizienten.

ap(t) =ap, a1(t)=ay, - ,ap_1(t) = an—_1.

Dann haben wir eine konstante Koeffizienten-Matrix A(t) = A, mit

0 1 o - 0
0 0 r .- 0
A= :
0 0 0 1
| —a0 —ai1 —az -+ —ap-1 |

Das charakteristische Polynom von A lautet

A -1 0 0 0
0 x -1 0 0
det[A\] — A] = det :
0 0 0 A -1
L a0 a1 a2 ... Qp-2 At an—1 ]

= N4 a, " e+ ag

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen dieses Polynoms (reell- oder komplexwertig), d.h.
AN+ an g N+ e A+ ag
Diese Gleichung ist genau die Gleichung, die wir erhalten, wenn wir den Lésungsansatz
x(t) = eM

fiir die Losungen der skalaren homogenen DGL benutzen.

17.1 Variationen der Konstanten

Wir konnen diese Methode zu dem allgemeinen Fall mit n > 2 verallgemeinern.

Seien u(t), ..., u,(t) nunabhidngige homogene Losungen. Wir suchen eine inhomogene Losung
der Form

2(t) =) ci(t)u; (1),

J=1
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d.h wir miissen geeignete Koeffizientenfunktionen ¢ (t), ..., ¢,(t) finden. Fiir diese n Unbekann-
ten brauchen wir n Gleichungen herzuleiten.

Eine dieser Gleichungen ist die inhomogene DGL fiir z(¢), d.h.

. dz
o T ;aj(t)dt = b(t)

und die anderen n — 1 Gleichungen werden wir wihlen, um ein einfaches Gleichungensystem zu
erhalten.

Die Produktregel ergibt

- du; dc;
Zlcjuj ZCJ J + Zl ]7;
J= J=

Fiir unsere erste Gleichung wihlen wir

Dann haben wir

Wir wiederholen die Prozedur fiir die ersten n — 1 Ableitungen von z(¢) und erhalten
dz = d'u;
j=1

1=0,1,--- ,;n— 1 mit den n — 1 Bedingungen (d.h. diese sind unsere Wahl)

n _
dl 1u]‘ de

2 gt

(t) =0, l=1,--- ,n—1, Wobel%zx

Dann lautet die nte Ableitung

e A IS d"uj s dej Al
e~_° ()T (¢ J - J Produktregel.
dtn dt J:Zl C]( ) dtn_l ; C]( ) dtn + J:1 dt dtn_l 9 roau rege

Aber z(t) ist inhomogene Losung.

dl
oY) = G +Z W

" d™u; " de; dv du;
— (¢ J -] J &ty
;Cﬂ() der +; dtdin~! +Z‘” ch dt

7j=1

n

d
= (Z dCt] g1 + Z 0=0 homogene Losungen!
j=1
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d.h.

i

j=1
Wir haben n Bedingungen fiir die unbekannte Ableitung PTRREYTY némlich

[ (1) e un(t) ] L? 0
duq du,
E(t) e W(t) %
. . t =
dn—l'uj dn—l'un dC 0
L O e O q b(t)
mit der Wronski Matrix U(t) = [ui(t)| ---| un(t)] hier.
Die Losung lautet
@:b(t)wj(t), =1 .n,
dt w(t)

wegen Cramers Regel, wobei w(t) = det U(t) = detui(t)| - -- | un(t)]] (die Wronski-Determinante)
und

0 -

w;j(t) = det Uj(t) « mit e, = : in U(t) statt w;(t), (j=1,---,n)
0
1

Daher lautet die gesuchte inhomogene Losung

w(s)

n t b ]
z(t) = Z u;(t) / M ds unbestimmtes Integral.
j=1

Hinweis: Es ist sehr aufwindig, Determinanten auszuwerten — besser ist es, das lineare System
direkt zu l6sen.
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Phasenportrait

Literatur: Aulbach: S. 113 - 115, Walter: S. 154-158

Betrachte eine DGL
— = f(t,x), x € R%

Eine stetig differenzierbare Funktion z : (v,8) — R? die der Gleichung

d
32 = £(t.2(0)
fiir alle ¢ € (,0), heiit Losung.

Der Graph dieser Losung, d.h. die Menge
{(t2(6) : te (v,6)} C R

heifit Losungskurve.

Die Projektion der Losungskurve auf den Zustandsraum R¢ | d.h. die Bildmenge
{z(t) : t € (v,0)} CRY,
heilt Trajektorie der Losung.

d
Ry in R! hat Losung: z(t) = zpet, Vt € (—00,00) und

Beispiel 1 — =
eispie 7

Losungskurve:
{(t,xoe™): t e R} C R?

Die Pfeile zeigen die Richtungen zunehmender Zeit in dem Bild der Trajektorieen.

Die Trajektorie lautet
(0, 00), falls g > 0

{moe™": teR}. =< {0}, falls 29 = 0

(—00,0), falls zp <0

107
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d d
d—f =y, d—g; = —z| oder als vektorwetrige DGL in R?

dx 0 1
dt—Ax—{l O]x,

Beispiel 2

Die Eigenwerte der Matrix A sind =z.

—> Losung ’x(t) =xgcost +ypsint, y(t) = —zpsint +ypcost| fir allet € R.

= o)’ +yt)l =22 +y} firaletecR

Die Trajektorie ist der Kreis in R? (Variablen (x,y)) mit Zentrum x = y = 0 und Radius

Vs + 3.

Die Losungskurve liegt auf dem Zylinder in R? (Variablen (¢, z, y)) mit diesem Kreis als ¢-Schnitte

BILD

Ein Bild typischer Trajektorien heifit Phasenportrait

Die Phasenvariablen in der (Physik/Mechanik sind z = z(t) und y = %(¢).

WIr kénnen die Trajektorien im Beispiel 2 direkt finden. Schreibe

dy _dyde -

= —=—=— ,0, 0
G ad -y STV 7
dy T . . .
= 7t d.h. eine DGL mit getrennten Variablen !
€z Yy
=  2ydy = —2zdr = d(y?) =—-d(?) = y?> = —2? + Konstante
—  Losungskurve z2 + 1% = K2, weil die Konstante > 0 ist.

Aber wir erhalten keine Informationen iiber die Richtung mit zunehmender Zeit.

18.1 Phasenportrait fiir 2-dimensionale lineare Systeme

Betrachte das System

d +b d cr +d
— =ax — =

di Y, dt Y,
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18.1. PHASENPORTRAIT FUR 2-DIMENSIONALE LINEARE SYSTEME

oder die "aquivalente vektorwerzige DGL
2 ]-0)

ix_a
dt\y /) |cb Y

A
wobei die Koeffizienten a, b, ¢, d Konstanten sind.

Wir konnen die ¢ Variablen eliminieren
dy dy do  cx+dy

de ~ dt’ dt ax+uy

und erhalten eine homogene DGL
dy c+ u?
dz  a+wy '

Definiere w = w(x) = y(z)/x

= y(z) = zw(z),
Dann erhalten wir eine DGL mit getrennten Variablen
dw c+dw

.’L'i_
dzx a + uw

)

die im Prinzip explizit losbar ist.
Aber es gibt viele verschiedene Fille, die von der Form der Eigenwerte der Matrix A abhéngen.

a— A b
det[ . d—

|

det[A — \I] =
= M- (a+d) + (ad — be)
——" ——
=D Determinante A

=s Spur von A

A2 —s\+D

Die Eigenwerte lauten
1
A= §(si Vs —4D?

Wir werden nur den nichtdegenerierten Fall mit D = det A # 0 betrachten,d.h.mit

A ist invertierbar < x =0 ist die einzige Ruhelage <«  kein Eigenwert X\ = 0.

Es gibt 3 kanonische Félle (eventuell nach einer Koordinatentransformation)

(I) A diagonalisierbar A1, A2 sind reellwertig und
At 0

-1 A 1

P AP =A= [ 0 A

E
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mit
(’L) AM< <0
(ZZ) 0< X< N\ ()\1 =X erlaubt!)

(191) A1 <0< A2

(IT) A diagonalisierbar A} = Ao = a +18 A1, A2 sind (komplexwertig), d.h. mit A\; = Ay =
a + 183, wobei 8 # 0, und

_ o _ a B
PlAP_A_[_ﬁ a]

(III) A nicht diagonalisierbar ~ A; = A2 = A sind reelwertig und gleich, und

s . A1
par— = 1]
mit
(7)) A<O
(i) A>0

Wir werden die Losungen der transformierten DGLen

dzx

— =Azx

dt -
systematisch untersuchen. Man soll dann zuriick in die urspriinglichen Koordinaten transformie-
ren.

Fall (I): A1, Ag reellwertig

dx dy

% - )\lwv E - )‘Qy
mit Losung

(t) = zoe, y(t) = yoe

= (&) == ()

—X2/M1 xAz//\l

t

= Y = Yoxy
oder direkt durch
dy _ Ny
dr Mz

Es gibt drei Moglichkeiten
(1) AM<A<O0 — )\2/)\1 € (0, 1)
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(2) 0< X< N - )\2/)\1 S (0, 1)
In beiden Teilfdllen gilt

d A
7y — lyo x—/\2/>\1 :L,/\z/)q—l — +00 fur r 0
dx )\1

dx

— = 0 firz—0
dy

oder

Die Trajektorien sind dann der Form

BILD

i) M <A<O0 Dann gilt z(t), y(t) — 0 fiir ¢t — oo und die Phasenportrait sind

BILD

(i) 0<X<N\ x(t),y(t) = 0 fir t - —oo

BILD

Der Ursprung 0 hier — eine Ruhelage — heiffit Knotenpunkt.

Bemerkung: Die Trajektorien schneiden sich in der Ruhelage. Dies ist kein Widerspruch der
Eindeutigkeit der Losungen. Die Losungeskurven schneiden sich nicht — sie streben gegen
die Ruhelage als t — +00 oder —oo hier, aber nie die Ruhelagen in endlicher Zeit erreichen!

(i) M <0< Dann gilt

z(t) - 0 fiir t — 400, y(t) - 0 firt — —oo.

BILD

Fall (IT): komplexwertige \; = Ao = A+ 15 mit 8> 0

dx dy
a—aaH-ﬂy, a——ﬁﬂc%—ay
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mit Losung
z(t) = zoe® cos Bt + yoe™ sin Bt, y(t) = —we® cos Bt + yoe™ sin ft fiir alle t € R

und Losungeskurve
() +y(t)” = e** (af + u5)

d.h. konstanter Rotation in die Uhrzeigerrichtung (falls 8 > 0) mit Radius r(t) = e** rg

BILD

Die Ruhelage 0 heifit Strudelpunkt 0 heit Zentrum oder Wirbelpunkt. 77777
Fall (ITI):  nichtdiagonalisierbar mit A} = Ay = A

dx dy
E—/\aﬂ—y, E_)\y

mit Losung

z(t) = zoe + yote, y(t) = yoe

1 1
== g:e)‘t, t—ln<y> == x—my—i—yoyln(‘y)
Yo A Yo Yo Yo A Yo

d.h. mit Lésungeskurve

1
mzxoy+yln<y)
Yoo oA Yo

d 1 1
— $:%+1n<y> +oyl S d0 fiiry — 0
dy v A \% ATy
oder
dy "
T =0 firy — 0 x — Achse = Tangente
x
BILD

Die Ruhelage 0 heifit auch Knotenpunkt hier.



Kapitel 19

Abhingigkeit von Anfangswerten
und Parametern

Literatur: Aulbach: 7.1 - 7.3, Walter: 12 - 13

Betrachte eine AWA
dzx

dt

wobei die Vektorfeldfunktion f auch von einem (vektorwertigen) Parameter o € R¥ abhingt.

= f(t,x,a), x(ty) = =0, r € R?

Fiir festes a = o erhalten wir von dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine eindeutige Losung
J"(t) = l’(t, tOu Zo, O[U).

Von der Definition einer Losung ist x(t) stetig differenzierbar in t.

Frage:  Wie hingt x(t, to, xo, o) von to,xg und g ab?

Beispiel: Betrachte die AWA

dx
i 2atx, x(ty) = wo, o,z € RY,

mit der expliziten Losung
z() = w10,

Offensichtlich ist die Funktion (¢, tg,zo,®) — o et =) auch stetig differenzierbar in to, 7o
und «ap.

Wir wollen dieses Ergebnis in dem allgemeinen Fall beweisen, erstens Stetigkeit, dann Differen-
zierbarkeit. Dafiir brauchen wir den folgenden Hilfssatz:

Satz 14 (Ungleichung von Gronwall) Seix : [0,T] — R stetig, und es gelte

t
z(t) < c—i—/ b(s)x(s)ds, t 0,77,
0
wobei c € R und b: [0,T] — R stetig und nichtnegativ ist. Dann ist

x(t) < ceh bs)ds, t e [0,T].

113
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Beweis: Sei e >0 und sei ¢ : [0,7] — R definiert durch
e S N S

d.h o 16st die AWA
dy.
dt

Es gilt (0) < ¢ < c+¢e = 92(0), d.h. 2(0) < ¥-(0).

= b(t)v. mit 1.(0) = c+e.

Annahme: es existiere 7 € (0, 7] mit
(1) = (1) und x(t) < (t) fiir alle ¢t € [0, 7].
Dann ist

z(1) <c+ /OT b(s)ds < c+e+ /OT b(s)ve(s)ds = (1),

was ein Widerspruch ist.
Also gilt z(t) < ¢-(t) fiir alle t € [0,T]. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [ |
Jezt werden wir die stetige Abhéngigkeit von Anfangswerten beweisen (DG ohne Parameter)

Satz 15 Sei f : [0,T] x R — R? stetig und geniige f einer Lipschitz-Bedingung bzg. x mit
Lipschitz-Konstante L gleichmdflig in t € [0,T]. Dann gilt

’l’(t, to, 3:70 - l’(t, to, :EO)| < |37~0 — l'0| eL(t_tO)

fiir alle t € [ty,T), d.h. vt9 — x(t;to,x0) ist Lipschitz-stetig.

Beweis:: Die Losungen 2o(t) = x(t;to, o) und z(t) = x(t,t9,zo) geniigen den Integralglei-
chungen

Z(t) = 2o + t f(s,z(s)) ds, x(t) = zo + t f(s,z(s))ds

fur alle t € [to, T]. Es folgt

t

|Z(t) — x(t)] go—xo+ [ {f(s,2(s)) — f(s,2(s))} ds

t
< |0 — x| + / LI(#(s)) — (s))] ds
—— to -

=c Lipschitz

und dann wegen der Gronwall-Ungleichung gilt

t
E(t) — 2(t)] < |50 — wo| elto X% = | — o) X0,
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Der Beweis der stetigen Abhéngigkeit von (g, o) ist ein biichen kompliziereter. Wir haben jetzt

t

x(t, to, %) — x(t, to,x0) = o — o+ {f(s,x(s;t}),fg) — f(s, a:(s,to,:ro)} ds
t
to ’ B
+ [ f(s,2(s,t0,70)) ds
to

Wir kénnen das zweite Integral folgenderweise abschéitzen

to to to
f(s,2(s))ds| < / |f(s,Z(s))] ds| < / M ds| < M |to — to
to to to
wobei M := [OI;IﬁXKR |f(t,x)|] mit R > 0, so dass alle Losungen in dem Balle || < R bleiben.
t€[0,T],]z|< —_—

Dann erhalten wir
t
|Z(t) — x(t)| < |20 — x| + M ‘to — to‘ -l—/ L|z(s) — x(s)] ds.
to

und die Gronwall-Ungleichung ergibt

|(t, to, %0) — @(t, to, x0)| < {|F0 — xo| + M |fo — to|} X710 fiir ¢ € [to, T7.

19.1 Stetige Abhingigkeit von Parametern
Sei A eine kompakte Teilemenge von R¥. In der AWA in R?

dﬁ
dt
bleibt der Parameter o € A konstant.

:f(taxaa)v .Cli‘(t(]) = Xy,

EE-Séitze = es gibt eine eindeutige Losung x(t) = x(t, to, xo, ).

Satz 16 Die Lisung x(t,to, o, ) hingt stetig von a ab, wenn f stetig bzgl. « ist.

Wir werden zwei Beweise unter genaueren Voraussetzungen betrachten.

1. Beweis Setze voraus, dass
a) f:[0,T] xR x A — RZist stetig
b) f geniigt einer Lipschitz-Bedingung bzg. x gleichmifig in (¢,a) € [0,7T] x A. (Lipschitz-
Konstante = L)

Wir miisen den Beweis des Picard-Lindelof- Satzes ein bifichen verandern.

Sei C := C([0,T] x A, R?) der Banach-Raum stetiger Funktionen 2 : [0,7] x A — R? mit der
Norm

_ —LLjt—t \}
T = max x(t,a)le 2 0
lllexp tE[O,T],aEA{’ (¢ o)l

wobein L der Lipschitz-Konstante von f ist.



116 KAPITEL 19. ABHANGIGKEIT VON ANFANGSWERTEN UND PARAMETERN

Fiir jedes x € C definiere y = Tz durch

y(t,a) = (Tz)(t,a) = xo + t f(s,z(s,a), ) ds

= y(t, ) ist stetig bzgl. tund ¢ dh yeCundT:C — C

Dann wie vorher (d.h. im Beweis des EE-Satzes) zeige, dass T' eine Kontraktionsabbildung auf
C mit Kontraktionskonstante % ist.

= T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt

Z(t, ) = (TT)(t, ) = xg —I—/ f(s,Z(s,a), ) ds,

to
der die Losung der obigen AWA ist.
= xz(t, to,x0,) =T(t,) stetig bzgl t und « ist.
2. Beweis: Setze voraus, dass
a) f:[0,T] xR x A — R? ist stetig

b) f geniigt einer Lipsschitz-Bedingung bzgl.  und o mit Lispschitz-Konstante L gleichmifig
inte|0,T]

Betrachte die neue AWA in R4tk

dx dy
— = t — =
o = (t2y), 2 =0
mit
z(to) = o, y(to) = ao = y(t) = ap!

Definiere z = (z,y) € R4 und F(t,z) = (f(t,z,y),0).
Die obige AWA ist dquivalent der AWA in R4+F

dz
E = F(t¢ Z)a Z(tO) = 20,

Die Funktion F' ist stetig und geniigt einer Lipschitz-Bedingung bzg. z mit Lipschitz-Konstante
L gleichmiBig in t € [0,T] =
die Funktion (t,tg,2z0) — =z(t,to,20) ist stetig (tatsdchlich Lipschitz-stetig!) bzg. (to, z0)
Aber

z(t,to, 20) = (z(t; to, xo, p), )  weil y(t) = Ao hier
— die Abbildung (t,to, zo,0) —> x(t;t0, zo, ) ist stetig (tatsdchlich, Lipschitz-stetig !)



Kapitel 20

Differenzierbare Abhingigkeit

Literatur: Aulbach 7.3

Die Losungsabbildung (¢, tg, xo, ag) — x(t, to, xo, o) einer parameterisierten AWA

dx

T = f(t,x, a), x(to) = xo, zeRY ae AcR?

ist tatséchlich stetig differenzierbar bzg. aller Variablen, wenn die Vektorfeldfunktion f 1-mal
stetig differenzierbar ist.

Hier werden wir nur den skalaren Fall (z,a € R!) betrachten und die Ergebnisse nur formal
herleiten - siehe Aulbach 7.3. fiir die echten Beweise.

Wir fangen an mit der Integralgleichungsdarstellung der AWA, d.h.

t

x(t, to, xo, ) = o +/f(3»33(5,t07$0,a0),040) ds.
to

ox

1. Fall  Ableitung nach zq Do
T

(t7 th Zo, aO)

Die rechte Seite der IG enthélt xg in zwei Stellen,d.h.
t

xo + [ f(s,z(s,to, :L‘(),Oé()) ap) ds
v
to

Differenziere nach z¢ mit der Kettenregel:

ox

— s, tg, o, g) ds
D (s,t0, 70, o)

0 15)
(t, to, zo, ap) = 1+/8£(87$(8,t0,$0a0[0)7a0) 7850
to

0
Dann geniigt u(t) := —x(t,to,xo, ap) der AWA

8%0
du  Of
—_— = =1.
il —(t, x(t, to, xo, ), o) U, u(to)

117
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0
2. Fall  Ableitung nach g 8—;;(16, to, o, Q)

Die rechte Seite der IG hingt auch 2 mal von tg ab — durch die Integrandfunktion wie oben und

durch den Randpunkt des Integrationsintervalls,

t
xg + s,x(s, tg ,xo, ), aq)ds
0 /f( (s, to_, 0, 0), )

to )
~—
1
Differenziation nach t ergibt
0 0 /
x
—(t, tg, o, = — s, xz(s, tg, xg, ), ag) ds
8t0(000) Bt /f( (s,t0, w0, ), o)
to

Minus: unterer Randpunkt!

= —f(S,ﬂf(S,t[),SCQ,QQ),OéO)
s=to

t
+ /g‘;(sax(svthanQO);ao)&L.(S,x(s,to,xoja(ﬂ ds

Oty
to
/ of 0
T
- _f(t()?x()a Oé()) + / %(8, I’(S,to,.ﬁUO’ Oé()) %(Svt(]axm Oé(]) ds
to
_ ox ..
weil x(to, to, zo,0) = x(tg) = x9 !  d.h. o(t) := aT(t,to,xo,ao),ao) geniigt der AWA
0
dv 0
P ?i(t,x(tath'IUaaO)aaO)v, v(to) = —f(to, zo, o).
. ox
3. Fall  Ableitung nach «q : a—(t;to, xo, Q)
o)

Die rechte Seite der IG enthélt g 2 mal innerhalb der Integrandfunktion

t
xo—i—/f(s,:c(s,to,xg, ag ), ap )ds.

~—
to ) 0
Differenziere nach «ay :
or
%(ta th Zo, O[[)), O[Q) =

ox

t
9 0
/<8£(s,m(s,t0,xo,ao),ao)M(S,to,xo,ao)+ai}(57$(8,t0,$0,00)a00)> ds
to
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mit der Kettenregel nochmal. Daher geniigt w(t) := (%Co(t, x(t,to, o, ), ) der AWA

dw 0f of _
= = B (t, (¢, to, xo, ), p) w + Bag (t,z(t,to, 0, ), ), w(ty) = 0.

Bemerkungen: Die drei DGLen in den obigen AWA fiir die Partiellen Ableitungen der Lésung
x(t,to, xo, ap) heiBen Variationsgleichungen. Sie haben den selben Hauptteil,

d
A(tv tO? Zo, 0(0) = aifm(ta .iU(t, t07 Zo, aO)a aO)a

der von der Losung z(t, to, o, ) abhidngt. In dem vektorwertigen Fall ist A die d x d Jacobi

Matrix:
A= [af ] .
aJ}j
L dx T a(t?—12)
Beispiel i 2ctx |  mit Losung x(t, to, xo, 0) = T € 0
0 0
=  f(t,z,a) = 2atx, a—i(t,x, a) = 2at, a—i(t,x, a) = 2tx.
Die Variationsgleichungen hier lauten
1)
d 0
ﬁ - 20(02': u, u(to) =1 g U(t) = ai;i)(t’t())xmao} = ea0(t2_t(2))
2)
dU a!L‘ ao(t27t2)
E = 2apt v, u(to) = —2agptoxg, — U(t) = aixo(t,to,l‘o, Oé()) = —2aptpxpe 0

3)  benutze die obigen expliziten Losung statt x(t; o, xo, ap) in

dw ox

dt Oxo

20.1 Stabilitatsbegriffe
Literatur: Aulbach 7.4, Baumeister Kapitel 5

Die Variationsgleichungenbeschreiben die Beziehung zwischen einer Losung x(t,to, o) einer
AWA

d
d;: = f(t,x), x(ty) = xo, r e RY

und den Losungen z(t, o, ) mit benachbarten Anfangswerten x(ty) = 2o, d.h. mit (¢g,79) ~
(to, .%'0).

Die Koeffizientenmatrix dieser Variationsgleichung enthilt die Losung x(¢, to, x¢), die leider mei-
stens nicht explizit bekannt ist.

Aber es gibt wichtige Sonderfélle, z.B. wenn die Losung z(t, to, zp) eine Ruhelage der DGL ist,
d.h.

x(t,to, To) = Zo — f(t, (i‘o) =0 fiir alle ¢.

— = 2apt w42t x(t; to, o, p), w(to) =1 _— w(t) — 7(t,t0,$0,040) — 42 xoea(tQ_t%)
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Dann ist die Koeffizientenmatrix

A(t) := A(t, to, o) = [gf' (t,xo)]

explizit bekannt und wir kénnen (im Prinzip !) die linearen Variationsgleichungen 16sen

% = A(t)y (y = u oder v).

In diesem Fall konnen wir viele Informationen iiber das Verhalten der Lésungen in der Néhe der
Ruhelage direkt von der urspriinglichen DGL auch erhalten. Betrachte die AWA

d
d;tt = [(t,x), a(to) =20, = Losung x(t) = z({,to, 20).

Wir haben schon bewiesen: die Abbildung (¢, tg, o) — x(¢, %o, xo) ist stetig

= die Abbildung xy — x(t,t0, ) ist stetig fiir festes tg gleichméBig in ¢t € [to, to + T,
wobei T > 0 endlich (sonst beliebig) ist, d.h. fiir jedes £ > 0 existiert 6 = d(e, to, Zo,T") > 0 mit

‘ﬂjo—f(ﬂ <6 — |5L‘(t,t0,$0)—ﬂj(t,to,i‘o)| <e fur te [to,to‘l-t].
Betrachte jetzt eine Ruhelage g der DGL
l‘(t,to,io) = Xy, vVt > to

Dann gilt
|zo — Tp| <0 = |x(t, to, x0) — To| < e fiir t € [to,to + T).

d.h. wir bleiben in der Néhe der Ruhelage(fiir endliche Zeit), wenn wir nah genug angangen !

d
Beispiel a% =2, 2(0) =x9| autonom (nimm to =0) Losung x(t,79) = zoe’, Ruhelage
To = 0.

|x(t, zo) — ZTo| = ‘xoet — 0‘ = |zg| € (t>0)

‘1‘0’ eT te [OvT]

<
< € firt € [0, T

wenn |zo| < § = ee L.

d.h. § = §(e,Z9,T) = e~ T hier

BILD

Aber §(g,70,T) = el — 0 fir T — co =  keine Losung mit xg # 0 bleibt in einer
gegebenen Umgebung der Ruhelage fiir alle Zeit ¢ > 0!

Dieses Beispiel ist der ,,worst case“ Das Verhalten kann viel besser sein.
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d
Beispiel d—? =0, z(tp) =xo| Losung z(t,z9) = xo — (alle Punkte sind Ruhelagen !)

Betrachte die bestimmte Ruhelage 2y = 0. Dann gilt
|z(t, z0) — ZTo| = |xo — To| = |xo| fur alle ¢ > 0.
Definiere §(¢) = € > 0. Dann haben wir
|zo — Zo)| <0 = |z(t,x0) — To| <& fiir alle t > 0.

d.h. wir bleiben immer in der Néhe der Ruhelage.

Diese Eigenschaft heifit Stabilitéit der Ruhelage.

Das Verhalten kann auch besser sein.

d
Beispiel d—j = -z, z(0) =x9| Losung z(t,z —0) = zge~!, Ruhelage Zo = 0 (eindeutig!)

Hier gilt
|z(t, z0) — Zo| = |$0€_t - O‘ = |zo| e < |20 vt >0

= Stabiltidt mit d(¢) = £ wie oben. Aber es gilt auch

b5 0 firt — oo

|(t,z0) — Zo| = |zo| €™
und alle ¢ € R.
Diese Eigenschaft heifit Attraktivitdt der Ruhelage.

Zusammen haben wir de folgende Definition

Stabilitdt + Attraktivitdit = asymptotische Stabilitét
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Kapitel 21

Stabilitit von Ruhelagen

Literatur: Aulbach 7.4, Baumeister 5.1 und 5.2

Wir betrachten eine AWA

d
dii‘ :f(t,l'), 1’(t0) = Zo, xeRd
und setzen voraus:

1) eine eindeutige Losung x(t, to, xo) existiert fiir alle t > ¢y und jedes ¢ty € R und zg € R?

2) Z ist eine Ruhelage, d.h.

f(t,z) =0, x(t,to,x) =z fiir alle t >ty € R.

Definition : Stabilitédt einer Ruhelage Eine Ruhelage Z heifit stabil, wenn gilt

Ve > 0 und tp € R, 36 = d(e, tp) > 0 mit

lzog — 2| <d = |x(t,to,m0) —Z| <e fiir alle t > tp.

Andernfalls heifit die Ruhelage Z instabil!

Definition : Attraktivitit einer Ruhelage FEine Ruhelage z heifit attraktiv, wenn gilt

Vip € R, dv = I/(to) > 0 mit

lzo —Z| <v = lim xz(t,to,x0) = Z.
t—o00

Die Menge U(tp) = {xo cRY: tlim x(t,to, xo) = ic} heifit Einzugsbereich der Ruhelage Z (zu
—00 -
der Anfangszeit ty).

dx

i z(l —x) autonom — nimm ty =0 !

Beispiel:

Die Ruhelage x = 0 ist instabil, aber die Ruhelage £ = 1 ist attraktiv mit Einzugsbereich U =
(0, 00).
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Definition: Die Ruhelage Z heifit asymptotisch stabil, wenn sie stabil und attraktiv ist.

Die Begriffe Stabilitidt und Attraktivitét sind im Allgemeinen unabhéngig (Sonderfiille spéter!).

Beispiel:  Stabilitéit ohne Attraktivitét

(Z—[_gg}x z € R2.

Die Ruhelage z = 0 ist ein Zentrum =  stabil mit §(e) = &, aber nicht attraktiv, weil
22 () + 2 (t) = a2 + 42 Vi>0.

Beispiel: Attraktivitidt ohne Stabilitét (siche Aulbach Seiten 303-4) Ein in Polarkoordinaten
gegebenes ebenes autonomes System besteht aus zwei voneinander unabhéngigen DGLen.

%:r(l—r), Z—fzsian

Die Explizite Losung lautet (tg = 0, autonom!)

To
ro+ (1 —rp)e t’

0(t,00) = 2 arctan < 2sin 0 ) .

t p—
r(t,ro) 2 cos g — tsinfy + 2

Sehr nett! Aber wir kénnen auch viele niitzliche Informationen direkt von den DGLen ablesen

dr do 50
2 (1= 7 ain2 2
o r(l—r) il
Ruhelagen: r =0, 1 und § = 0, 2x, 47, ---, 2k, ---  periodisch : alle gleich!

do 0
Auch gilt i sin? 3 > 0 fir 0 < 8 <2r = Rotation in die Gegenuhrzeigerrichtung mit

Maximumrotationsgeschwindigkeit.

meale firf=mn
In (z,y) - Koordinaten besitzt das System zwei Ruhelagen
1 z2=(0,0) <= 7=0 Ursprung !
2) 2=(1,0) <= 7=1,0=0

Auch sind die folgenden Kurven invariant, d.h. Losungen, die auf der Kurve anfangen, bleiben
immer auf der Kurve.

3) Einheitskreis r =1 oder 2? +y?> =1

4) positive z-Achse: x > 0 oder r > 0 mit 6 = 0.
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Das Phasenbild sieht folgendermaflen aus:

BILD

Die Ruhelage (0,0) ist instabil und nicht attraktiv.

Die Ruhelage (1,0) ist instabil, z.B. alle Losungen auf dem Einheitskreis mit 2% + y3 = 1 und
yo > 0 verlassen eine Umgebung der Ruhelage (aber kommen spéter zuriick iber z = —1,y = 0!).
Aber diese Ruhelage ist attraktiv mit dem Einzugsbereich

U=R>\{(0,0)}

d.h. ganz R? ausserhalb der anderer Ruhelage (0,0).

21.1 Lineare Autonome System

Wir betrachten jetzt die AWA

d
d—j = Az, x(0) = xo, z e R,

wobei A eine d x d konstante Matrix ist, d.h. ein autonomes System — ty = 0 reicht !

Die Losung lautet

A

z(t,20) = ey

und T = 0 ist eine Ruhelage — eindeutig, falls A invertierbar ist.

In diesem Fall ist die Stabilitéit der Ruhelage eine Folge der Attraktivitit der Ruhelage. —
(Beweis spiter.

d
Beispiel: d =1 d—j =ax| = x(t,z0) =g
instabil, falls a >0
T st stabil, falls a=0

attraktiv, falls a <0

d.h. das Vorzeichen des Eigenwerts Ay = a der 1x1 Matrix A = [a] betimmt die Art stabilen/instabilen
Verhaltens.

Diese Bemerkung gilt auch in dem allgemeinen Fall, aber mit dem Vorzeichen der Reellteile der Eigenwerte
R(Aa) <0 von A .

’Satz: Die Ruhelage z = 0 ist attraktiv genau dann, wenn R(A4) < 0 fiir alle Eigenwerte von A.
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Beweis::

(1) (= Richtung — hinreichende Bedingung)

Voraussetzung  R(A4) < 0 fiir alle Eigenwerte A4 von A.

Ao genigt

Die Losung z(t,zp) = e
(¢, z0)| < [|e]] ol
fiir vertrégliche Matrix/Vektoren Norme!

Die Komponenten von e sind lineare Kombinationen von Terme der Form et oder /et

0<j<n; <d-—1, wobei \; ein Eigenwert von A ist.

i | oAt
7tj ‘e i

} < K4 max {ew‘it, tje%()‘i)t} — 0 fiir t = oo,

— ||| < K4 Hi?zx{‘ex\it na

weil alle \; < 0 sind. Daher gilt

|z(t, )| < Ka |xo] I%ax{em’\it,tjemkj“} — 0 fiirt - o0 und alle z!

d.h. die Ruhelage Z = 0 ist attraktiv mit Einzugsbereich R? — global attraktiv !

(2) (= Richtung — notwendige Bedingung)

Wir benutzen ein kontrapositives Argument

Sei \; ein Eigenwert von A mit RA; > 0 und sei v; einer der entsprechenden Eigenvektoren.

At( QRAZt

Sei p > 0. Dann gilt z(t, pv;) = e (pv;) = priet = |x(t, pvs| = p|vi| e

Es gibt 2 Fille

i) R\ >0 = |z(t,pv;)| = oo fiir t — oo
i) R\i=0 = |z(t,pv)|=plvi| VE>0

In den beiden Fallen: mit p > 0 beliebig klein haben wir einen Anfangsvektor xg = pv; beliebig
nah zu & = 0 fiir welche die Losung x(t, pv;) nicht gegen 0 strebt !

d.h. Z = 0 ist nicht attraktiv.

Ein kontrapositives Argument, d.h.

(nicht @ == nicht P) &quivalent (P = Q)

bedeutet in diesem Fall, dass

T attraktiv. == R(A4) <0 fiir alle Eigenwerte der Matrix A.
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Stabilitit nochmal

Wir betrachten nochmal ein lineares autonomes System

dz = Az, z e RY,
dt

wobei A eine Konstante d x d Matrix ist. Die Losung mit Anfangswert z(0) = z( lautet

A

z(t,20) = ey

und der Ursprung Z = 0 ist eine Ruhelage — die eindeutig ist, falls A invertierbar ist!

Die Ruhelage Z = 0 ist stabil genau dann, wenn es fiir jeden Eigenwert A4 von A gilt:
entweder R(A4) < 0 oder R(A4) = 0 mit A4 halbeinfach,

wobei $(A4) der Reellteil von A4 ist.

Bemerkung: A4 ist halbeinfach bedeutet, dass die algebraischen und geometrischen Vielfach-

heiten identisch sind, d.h. die Anzahl unabhéingiger Eigenvektoren und die algebraische Viel-
fachheit sind gleich = keine Jordan-Blocke mit diesem Eigenwert der Form

A 10 0 0
0 A 1 0 0
0 0 0 ... Ax 1

L0 0 0 ... 0 A

—  keine Terme der Form #Je*4?

mit j > 0 in e* mit diesem Eigenwert.
Beweis:

(1) (<= Richtung — hinreichende Bedingung)

Sei entweder R(A4g) < 0 oder R(A4) = 0 mit A4 halbeinfach fiir jeden Eigenwert A4 von A.

A

Die Komponenten von e“! sind lineare Kombinationen von Termen der Form

127
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1) e falls \; = A4 halbeinfach ist,

2)  tieMt mit 0 < j <n; — 1, falls \; = A4 nicht halbeinfach ist

max; ) Ai halbeinfach R(A) <0
- HeAtH < K4 max '
£20 max; t/ef*)t X\, nicht halbeinfach R(N) <0
— HeAt‘gK:A<oo fir allet > 0
Dann geniigt die Losung x(t, z9) = exy der Abschiitzung
|z(t, )| = !eAt:UO‘ < HeAtH 20| < K4 |0l fiir alle t > 0

(vertrégliche Matrix/Vektorennormen hier !)
Definiere § = §(¢) := ¢/K 4. Dann gilt

lzo| <6 = |z(t,z0)| <e.

d.h. die Ruhelage T = 0 ist stabil !

(2) (= Richtung — notwendige Bedingungen)

Sei $(A;) > 0 und sei v; der entsprechende Eigenvektor (oder einer davon). Dann gilt x(t, pv;)
= et (pvs) = pvz@)‘i’t, wobei p > 0.

= 2 (t, pvi)| = plvi] O — oo +fiir t — oo.

Aber wir kénnen p > 0 beliebig klein wéhlen, d.h. der Anfangswert x(0) = pv; ist beliebig nah
zZux =0

—>  die Ruhelage = 0 ist instabil.

Sei R(\;) = 0 mit A; nicht halbeinfach und sei v; ein entsprechender Eigenvektor mit verallg-
meinerten Eigenvektoren w; 1, d.h.

Av; = N\, Awi71 = \wi, 1+ v;

Betrachte die Losung (ja !)

z(t) = x(t, pwi 1) = peitw; 1 + pterity;

mit dem Anfangswert x(0) = pw; 1, wobei p > 0 beliebig ist

= |2(0)| = plwi

— 0 fir p — 0!

Annahme:  R(\) =0 = |eM|=1

Deshalb gilt

2 2
PP uil® = ‘Ptekitvi‘ = ‘x(t) —pMtwi| <20e@)+ 207 fwinl?
—_———

eine Konstante
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Aber p?t2|v;|? — oo fiir t — oo

—  |z(t)]? — oo fiirt — 00

Wir kénnen |z(0)| = p|w; 1| beliebig klein wihlen == die Ruhelage & = 0 ist instabil.
In beiden Fillen folgt die Behauptung ,,stabil“von einem kontrapositiven Argument. |

Korollar 1:  Attraktivitit — Stabilitat

Korollar 2:  Die Ruhelage & = 0 ist asymptotisch stabil genau dann, wenn es gilt R(A4q) < 0
fiir alle Figenwerte Aa von A.

Die Attraktivitit der RL hier ist exponentiell schnell, d.h.
lz(t, 0)| < Ka|zo| e,

wobei
maxR(A4) < —a < 0.
Aa

Man sagt oft, dass die Ruhelage exponentiell stabil ist. Aber im Allgemeinen ist die Attrakti-
vitat einer RL nicht exponentiell schnell.

d
Beispiel d—f = o3 Ruhelage z = 0 mit Losung
(t,z0) 0 ! fir t >> 0
z(t,xg) = —— ~ — fir
‘ 1+ 23t V2t

— 0 flirt — o

aber dieKonvergenz hier ist nicht exponentiell schnell.

Merke: die DGL hier ist nichtlinear !!

22.1 Linearisierte Systeme

Literatur: Aulbach 7.6, Baumeister 5.5

Betrachte eine nichtlineare autonome DGL
dic
dt

mit einer Ruhelage Z, d.h. mit f(z) = 0.

:f(l'), T eRda

Wir werden annehmen, dass £ = 0, d.h. f(0) = 0, ist — dies ist immer moglich nach einer
Koordinatentranslation:
d d dz
y=xr—1 —> —y——x——x—f(ac)—OZf(y—l—:Z‘) —>  mit Ruhelage § = 0!

dt  dt dt
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Voraussetzung f ist mindestens 2 mal stetig differenzierbar
Taylorentwicklung um z = 0 ergibt

f@ =g+ [0 e N@ o [fa)=Aet NE)
—~~ z; N
=0 — nichtlinear

Jacobi-Matrix

Die nichtlineare DGL lautet

dx
E—A:U—I—N(a:)

und besitzt (mindestens) eine Ruhelage = = 0.
Was koénnen wir iiber die Stabilitét, asymptotische Stabilitédt usw dieser Ruhelage £ = 0 sagen?

Satz 17 Sei die Ruhelage Z = 0 des linearen Systems

dz = Az, z € RY,
dt

asymptotisch stabil und sei N : R¢ — R stetig differenzierbar mit

ON;
ij

N(0) =0 e R? und [ (0)] =0 c R4,

Dann ist die Ruhelage & = 0 des nichtlinearen Systems

%:AJ:—FN(m)

asymptotisch stabil.

Wir werden den Satz in der néchsten Vorlesung Nr. 23 beweisen.

d
Beispiel d—f =z(1—x) f(z) = (1 — 2) mit 2 Ruhelagen £ =0 und z =1

1) Ruhelage 2 =0

d d
d—f =z—2®> mit A=[1], N@z)=-2>° = d—j =z == RLZ=0 istinstabil
Der Satz sagt nichts hier iiber die RL £ = 0 der nichtlinearen DGL.

2) Ruhelage © =1 Erstens: eine Koordinatentranslation y =x —z =x — 1 oder z =y + 1

dy_dx_ 2 _ 2 _ 2
%@ " r=y+1)-(y+1)"=-y—y
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mit A = [~1] und N(y) = —y?

Das entsprechende lineare System ist

dz
=z

= =

und die Ruhelage z = 0 ist asymptotisch stabil

Satz 18 Die Ruhelage §y =0 (oder T =1 in den alten Koordinaten) der nichtlinearen DGL ist
auch asymptotisch stabil.

spezifisch lokal asymptotisch stabil, d.h. mindestens in einer gewissen Umgebung der Ruhelage
— aber wir wissen schon von der expliziten Losung, dass der Einzugsbereich = (0,00) in den
urspriinglichen z- Koordinaten.)
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Kapitel 23

Linearisierte Systeme

Um den letzten Satz (in der letzten Vorlesung) zu beweisen, brauchen wir ein bifichen Vorberei-
tung.

Vorbereitung (1) Die Loésung z(¢; xo) der nichtlinearen AWA

d
£:A$+N(x)’ x(0) = xo

geniigt der Integralgleichung

t
z(t, z) = ez +/ AN (2(s,20)) ds
0

d.h. eine Art der ” Variation-der-Konstanten-Formel“.

Der Bewelis ist direkt:

t
11‘(25, xg) = 4 e |z +/ e~ AN (x(s, 20)) ds Produktregel !
dt dt 0

= At [xo + /0 t e~ AN (z(s, z0)) ds}

d t
+€Atdt/ e AN (z(s,20)) ds
0

= Ax(t,z0) + eMe N (x(s, 20))

= Ax(t,xo) + N(z(t, z0))

mit dem Anfangswert

(0, z9) = e {xo + /00 e AN ((s, z0)) ds} = I [xo + 0] = 0.

ON;
695]-

Vorbereitung (2) Schreibe VN (x) = [ (ac)], d.h. die d x d Jacobi-Matrix
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Von dem vektorwertigen Mittelwertsatz fiir Ableitungen gilt
N(z) — N(0) = VN(&) 2

fiir ein &, = Ox mit 6 € [0,1] (0 héngt von x ab)

N(0) =0 = |N(2) = VN(&) 7]

Sei M > 0 gegeben. Wegen der Stetigkeit der Funktion x — VN (z) existiert ein p = ppr > 0
mit

x| <p = [[VN(@)| <M.

Aber
lz[<p = |&I=10]<|z|<p = |IVN(&)| < M.

Dann von oben haben wir

[z[<p = [N@)] < [[VN(&)| x| <M |z

IN@)[ < Mla| _fiir [2] < p|

Beweis:: (des Satzes) Wegen der asymptotischen Stabilitdt der Ruhelage Z = 0 des lineari-

sierten Systems
dz

i Az
geniigen alle Eigenwerte A4 von A der Bedingung
R(Aa) <O.
Daher gibt es 2 Konstanten K > 1 und a > 0 mit
R(Aa) < —a <0 fiir alle Ay,

so dass
[e|| < Ke ™  fiir alle t > 0.

Sei M > 0 beliebig mit M < % = (gebraucht spater!).
Fiir dieses M wihle p = ppr < 0 (siehe Vorbereitung (2)), so dass

[z <p = [M(z)] <Mzl
Schlieflich fiir jeden Annfangswert xg mit |xo| < p definiere die , Endzeit*.

T*(xo) =sup{T >0: |z(t,z0)| < p, Yt € [0,T]}

zu der die Losung x(t,xo) der nichtlinearen DGL die p- Umgebung der Ruhelage z = 0 verliafit
(T*(xp) = oo ist moglich hier! ).

Schritt 1 Wir werden zeigen, dass

|z (t, z0)| < K || eEM—a)t
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fir alle ¢ € [0, T*(x)).
Von der Integralgleichung (siehe Vorbereitung (1))
t
z(t, z0) = ety —I—/ eI N (2(s,20)) ds
0

erhalten wir die Abschiatzung

IA

t
attan)] <[] ol + [ e NGt o)l ds

t
< Ke a4 [ Ke N a(s,20)] ds
0

fiir jedes t > 0 (so lang, dass die Losung existiert = mindestens ¢t < T™*(xg)!). Insbesonders
fir 0 <t <T*(z) gilt
|z (s, )| < p.

Daher haben wir
[N (z(s,20))| < Mlz(s,z0)|

fiir 0 < s <t < T*(xp). Die obige Abschitzung lautet jetzt
t
l2(t, 20)| < Klzole @ + / K Me09a(s, 20)| ds
0

oder

t
eat]:v(t,xoﬂ < K|zo| +/ KM e*®|x(s,z0)| ds
0

fiir alle 0 < ¢t < T™*(xp). Wir verwenden jetzt die Gronwall-Ungleichung

@(t)<04+/0t590(3)d3 (B>0) = @(t)ﬁaefotﬁds:aeﬁt

o(t) = e®|x(t,z0)|, a=Klzg], B=KM>0

d.h
e x(t, o) < Kzl eBM! —  |z(t,z0)| < Klao| e EM o)t

fir alle 0 <t < T™(zo) und |zg| < p.

Schritt 2 Durch die obige Wahl von M gilt KM —a < 0. Daher fillt e(AM = streng monoton
ab fiir t — oo.

BILD

Dabher fiir |zg| <

< % < p (weil hier K > 1 ist ) haben wir

2t m0)| < K £ M) <
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fiir alle 0 <t < T™*(xp).
Dies zeigt zunéchst, dass

T*(z9) = oo fiir alle zp mit |zg| < %
Schritt 3  Definiere v = % Dann fiir |zo| < v haben wir

lz(t,z0)| < peEM=t figralle t > 0
— 0 fir t — oo.

d.h. Die Ruhelage Z = 0 der nichtlinearen DGL ist attraktiv — mindestens fiir Anfangswerte xg
mit |zg| < v =p/K.

Schritt 4 Sei € > 0 beliebig, und definiere
_ —min{ & ﬁ}
go_go(a)—mm{K,K >0
Dann fiir |zg| < ¢ haben wir
p

lzo| < ¢ < 174 = T (xzg) =40

und die Losung z(t, zo) geniigt der Abschitzung
|z (t, z0) << K|z e KM=t
fiir alle ¢ > 0.
Aber |zo| < ¢ < e/K auch:
|z(t, )| < K % M=)t < ¢ o(KM=a)t ¢ fir alle t > 0 weil KM —a <0
d.h. |zl < = |z(t,z0)| <efiirallet >0 —>  die Ruhelage & = 0 ist auch stabil.

Schluss  Attraktivitdt und Stabilitit = asymptotische Stabilitét

—>  die Ruhelage Z = 0 der nichtlinearen DGL ist asymptotisch stabil. |

Bemerkung Die Stabilitdt ohne Attraktivitidt der Ruhelage des linearistischen Systems ist nicht
stark genug, um die Stabilitdt der RL des nichtlinearen Systems zu versichern.

d d
Beispiel d—j =423 inR! d.h. —;f =0-z+2% mit A=[0] und N(z) = +a°.
Das linearisierte System lautet
dz dz
— = d.h — =
aUF a ="
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und die Ruhelage z = 0 ist stabil, aber nichtattraktiv

1) Cfi—f = 23
2) fl—‘f = +z3

die Ruhelage = = 0 ist asymptotisch stabil, weil die Losung

x(t):L — 0 fiirt — oo fiir alle

V1425t

die Ruhelage £ = 0 ist instabil mit Losungen

1
\av(t)]:L — oo fiirtt —— fiir alle 2o # 0.

1= 2x3t 21’0
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Kapitel 24

Ljapunov-Funktionen

Literatur Aulbach 7.8, Baumeister 5.6

Der letzte Satz iiber den Zusammenhang zwischen der asymptotischen Stabilitit der Ruhelage
des linearsierten Systems und der asymptotischen Stabilitdt der Ruhelage des nichtlinearen Sy-
stems ist oft sehr niitzlich, aber ist auch begrenzt..

Z.B. er sagt nichts dariiber, wie grofl der Einzugsbereich der nichtlinearen Ruhelage ist — dieser
konnte sehr klein sein ! Oder sehr grofi!

d
Beispiel d—j = —x (52 — x2) mit € > 0 und Ruhelagen z = 0, +e¢.

f(x)=—x (52 - xz) —  fl(z) = —&*+ 322

Das linearisierte System fiir die Ruhelage z lautet

dz )
a f(@) 2.
dz

Ruhelagen 7 = +¢  f/(+e) = 422 > 0 i 2¢22 =  Ruhelage Z = 0 ist instabil.

Unser Satz ergibt keine Information {iber die nichtlinearen Ruhelagen z = +e.

d
Ruhelage 2 =0 f/(0) = -2 < 0 ¥, o Ruhelage z = 0 ist asymptotitsch

dt
stabil.

Unser Satz sagt, dass die nichtlineare RL z = 0 auch asymptotisch stabil ist. Wir kénnen direkt
sehen, dass der Einzugsbereich = (—¢, ¢) ist.

BILD

Dies ist OK, falls € nicht zu klein ist. Aber, wenn z.B. ¢ = 10719 ist, sieht das Bild folgender-
maflen aus
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BILD

In diesem Fall ist die Ruhelage ¥ = 0 praktisch instabil , obwohl sie theoretisch asymptotisch
stabil ist.

Beispiel % = —z — 23| Z =0 ist die einzige Ruhelage.
fz)=—z—2% = fl(z)=—-1-322%
Das linearisierte System mit f’(0) = —1 hier lautet
dz
P
d.h. Z = 0 ist asymptotisch stabil.

Satz  Die Ruhelage * = 0 ist asymptotisch stabil fir die nichtlineare DGL.

Frage Wie grofs ist der Einzugsbereich der Ruhelage & =07

Wir kénnen die explizite Losung finden und direkt zeigen, dass
x(t,xg) — 0 firt — oo
fur alle xg € R.

d.h. Einzugsbereich = R und die Ruhelage ist global asymptotisch stabil

Frage Was konenn wir ohne Kenntnis der expliziten Losung tun ?

Richtungsfelder - JA, aber zu grob und nur fiir DGLen in in R!.

Betrachte die Funktion V(x) = 2% und merke, dass
V(z) =0, V(z)>0 firz#z2=0
d.h. eine positiv definierte Funktion ( bzgl. der Ruhelage z = 0).

Sei z(t) = x(t,z¢) die Losung der nichtlinearen DGL mit Anfangswert z(0) = z¢ # 0 und
betrachte jetzt die Funktion
t — V(z(t) ==(t)%

Dann gilt
d av d
gV(x(t)) = %(x(t)) gac(t) Kettenregel
= 2x(t) [~x(t) — x(t)?] Losung der DGL
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weil x(t)* > 0 fiir alle t > 0 ist, d.h.

d
%V(x(t)) < =2V (x(t)) eine Differentialungleichung!

mit Losung”
V(z(t)) < V(2(0))elo ~295 < V(zg)e 2.

Daher gilt
V(x(t)) < V(zg)e ™ — 0 fiir t — oo.

Aber V(z(t)) = z(t)? > 0 fiir alle t > 0, falls 2o # 0.
= O0<z({t)?<a23e® — 0 fiirt— oo und alle 9 € R
=—> der Einzugsbereich = R.

Bemerkung: Die Funktion V hier heifit Ljapunov-Funktion. Wir haben diese Ljapunov-Funktion
benutzt, ohne die explizite Losung zu kennen !

Wichtig oben war die algebraische Bedingung

) Z—Z(w)f(x) <-2V(z)|  w A0

Wenn wir eine positiv definite Funktion V' finden, die dieser (oder einer) dhnlichen algebraischen
Bedingung geniigt, dann kénnen wir die Attraktivitit (tatsdchlich auch die Stabilitét) der Ru-
helage T = 0 zeigen.

Die algebraische Bedingung (*) ist stirker als was wir brauchen, z.B. es reicht, dass

av

@ (@) <0

in einer Umgebung der Ruhelage z = 0.

dx
Beispiel | — = —2°
eispie 7 T

f(z)=—2% f'(r)=-32> Ruhelagez=0 = f(0)=0

Betrachte nochmal die Funktion V (x) = 22. Hier gilt
av
dz

(tatsdchlich stiarker, mit < 0 fiir alle = # 0).

(x) f(x) =2z [—x?’] =—-2:4<0 fiir alle x € R

Sei x(t) = x(t, zp) die Losung der DGL mit Anfangswert x(0) = xg # 0

= x(t,xg) # 0 fiir alle t > 0.
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Dann gilt
d _av

SVia() =

7 (2(t)) f(z(t)) = —22(t)* <0 fir alle ¢ >0

= V(z(t)) < V(xg) firallet>0

Tatséchlich gilt V(x(t + s)) < V(x(s)) fur alle t > s > 0 — nimm z(s) als den Anfangswert
statt x(0) — ein autonomes System hier

d.h. Die Funktion ¢ — V' (z(t)) ist streng monoton abfallend mit V(z(t)) > 0 fiir alle t > 0

= der Limes lim V' (z(t)) > 0 existiert.
t—ro0

Es gibt 2 Moglichkeiten

1) lim V(z(t)) =0 = lim z(t) =0, oder

t — oo t — oo
2) Jim V(x(t)) =V >0
Sei {t,} eine zunehmende Folge mit ¢,, — oo. Dann gilt
V(z(ty)) — W fir n— o0
mit V(z(tg)) > Vo fir alle n.
Wihle Zg # 0 mit V(Zo) = 22 = Vo und 9 - 79 >0 =  x(t,)? — @3 fiir n — oo
= z(t,) — T fiir n — oo (d.h. mit dem gleichen Vorzeichen)

Aber fiir jedes 7 > 0 gilt auch

V(z(t +1tn)) — Vo fiirn — oo =  x(rt+t,) — @ fiirn— oo

(die Losung hier bleibt an der selben Seite der Ruhelage)

Wegen der Eindeutigkeit der Losungen einer AWA gilt

(T +ty) = x(7+ty, o) urspriinglicher Anfangswert

= z(1;2(ty, o))
= x(1,z(tn))

Dann wegen der stetigen Abhéngigkeit von Anfangswerten haben wir auch

x(r,z(tn)) — (7, Z0) fiir n — oo,
weil x(t,) — T fiir n — oo.
dh |z(r,20) = 3| firaller >0 = I ist eine Ruhelage !

Aber die einzige RL ist Z = 0! Widerspruch  Vj # 0 ist unmoglich
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= tlim z(t,z9) =0 fur alle zo. [ |

Bemerkung (Siehe Aulbach, Seite 341) Sei D eine offene Teilmenge von R? mit 0 € D. Be-

trachte die DGL g
x
L@, 10=o,

in D und eine Lyapunov Funktion V : D — R, fiir welche
VV(z) f(z)) <0 fir x € D.

Dann gilt auch
z(t,xg) — 0 fir xg € D

Der Beweis ist dhnlich, aber komplizierter.



