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1 Was ist ein Wurzelsystem ?

Ein Wurzelsystem ist eine endliche Menge von Vektoren in einem euklidischen Vek-
torraum, die einer Reihe von geometrischen Axiomen geniigt. Wurzelsysteme spielen
in der Theorie der Liegruppen und Liealgebren und in der Theorie der algebraischen
Gruppen eine entscheidende Rolle. Sie haben auch Anwendungen in der Singularitéten-
theorie, in der diskreten Mathematik und vielen anderen Bereichen.

Ihren historischen Ursprung hat die Theorie der Wurzelsysteme in der Betrachtung
von Symmetriegruppen, die bis in die Antike zuriickgeht. Hierbei untersucht man bei
Korpern in der Ebene und im Raum, unter welchen geometrischen Operationen (meist
Spiegelungen oder Drehungen) diese invariant bleiben. Wie wir spéter sehen werden,
sind Wurzelsysteme invariant unter einer endlichen Gruppe linearer Abbildungen, die
von Spiegelungen erzeugt wird.

Sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt (', )
versehen ist (also ein Euklidischer Vektorraum).

Wir setzen n = dim(V'). Eine Hyperebene in V' ist ein linearer Unterraum H von
V' der Dimension n — 1.

Definition 1.1 Set H eine Hyperebene in V. Wir definieren eine Spiegelung an H
wie folgt: Es sei a € V\{0} ein Vektor, der orthogonal zu H ist. Dann setzen wir

(2, a)
(a,a)

So(z) =2 —2 a fir alle x € V.

Wir nennen s, die Spiegelung an H.

Lemma 1.2 i) Die Abbildung s, hingt nicht von der Wahl von a € H* ab.

it) sq ist ein orthogonaler Endomorphismus von'V', d.h. s, ist eine lineare Abbildung
von V nach V', die das Skalarprodukt respektiert.

iii) Es ist sq(h) = h fir alle h € H und s,(a) = —a.

Beweis: i) Es sei H* das orthogonale Komplement von H in V, das heifit
HY={z €V :(x,h) =0 fiiralle h € H}.

Wegen H @ H+ =V ist dim H+ = 1. Ist @’ also ein anderer Vektor ungleich 0 in H=,
so ist @’ = va fiir ein 7 € R. Damit kénnen wir berechnen

/
) e ()

(a/,a) (va,va) (a,a)



ii) Wir rechnen zunéchst nach, dass s, linear ist. Fiir alle u € R gilt s,(ux) =
pur — Q(é‘ax;‘;)a = usq(z). Fur z,y € V gilt

(+y,a)

(a,a)

), o9

) (a,0)

(2,
a

(a,

a
so(r+y) = (v +y)—2 a=a+y-—2-— a = 5q4(z) + 84(y)-

Nun zeigen wir, dass s, mit dem Skalarprodukt vertréglich ist. Seien z,y € V. Wir
miissen zeigen (S4(7), sq(y)) = (x,y). Dazu setzen wir die Definition ein:

(sa(m)a Sa(y))
), ),
=™ e

- o= () () (it

= (z,y) — y,a T,a) — (z,0) a
- ( 7y) 2(&,@)( ’ ) 2(@)@)
= (©,y).

(a7a
(a,a

(

iii) Fiir jedes h € H ist s,(h) = h, da (h,a) = 0 ist. Ferner gilt s,(a) = a—2
a—2a = —a.

a

~

Wir betrachten als Beispiel zunéchst den (trivialen) Fall dimV = 1, also V' ~ R,
versehen mit dem Standard-Skalarprodukt. Die einzige Hyperebene ist hier H = {0}.
Sei a # 0 ein Vektor in V. Dann ist jedes z € V ein Vielfaches x = pa von a, also gilt
So(7) = sqa(pa) = usq(a) = —pa = —z nach Lemma 1.2. Somit ist hier also s, einfach
die Punktspiegelung am Nullpunkt.

Nun nehmen wir an, dass dimV = 2, es gibt also eine Isometrie V ~ R?, wobei
R? mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen ist. Jede Gerade H in V ist dann
eine Hyperebene. Die Wirkung der zugehorigen Spiegelung s, auf x lasst sich dann so
beschreiben: Wir féllen von x aus ein Lot auf H und tragen auf der anderen Seite von H
noch einmal den Abstand von z zu H ab. Mit Hilfe der Zerlegung V' = H @ (a) kénnen
wir némlich z schreiben als © = h+ pa fiir ein p € R, woraus s,(x) = s.(h) + psq(a) =
h — pa folgt.

Definition 1.3 FEin Wurzelsystem in dem euklidischen Vektorraum V ist eine endliche
Teilmenge ® von V', die folgende Bedingungen erfiillt:

i) ® enthdlt nicht den Nullvektor und ist ein Erzeugendensystem von V.
ii) Fir jedes a € ® lisst die Spiegelung

(z,a)

(a,0)"

die Menge ® invariant, das heifst fir jedes b € ® ist auch s,(b) € ®.

So(r) =2 —2



ii1) Fir je zwei Elemente a,b in ® ist 2((22% € 2.

Gilt zusdtzlich
iv) (a) N ® = {a,~a},
so nennen wir das Wurzelsystem ® reduziert.

Die Elemente eines Wurzelsystems nennen wir auch Wurzeln. Die Dimension des
Vektorraums V' heifit auch der Rang des Wurzelsystems. Nach Lemma 1.2 iii) ist fiir
jede Wurzel a auch —a eine Wurzel.

Ist V eindimensional, so ist fiir jedes a € V' die Menge ® = {a, —a} ein Wurzelsy-
stem. Dieses heifit vom Typ A;. Weitere reduzierte Wurzelsysteme vom Rang 1 gibt
es nicht.

Nun betrachten wir den Fall dim V' = 2, das heifit, es gibt eine Isometrie zwischen
dem euklidischen Vektorraum V und der Ebene R? mit dem kanonischen Skalarpro-
dukt. Das erste Beispiel, das uns einfallt, ist das folgende: Seien a und b zwei ortho-
gonale Vektoren in V. Dann ist ® = {a,—a,b,—b} ein Wurzelsystem in V. Dieses
Wurzelsystem ist das (orthogonale) Produkt des Wurzelsystems vom Typ A; mit sich
selbst. Daher nennt man es vom Typ A; x A;. Wir werden spéter noch sehen, dass
man allgemein immer durch othogonale Produktbildung Wurzelsysteme konstruieren
kann.

Interessanter ist das folgende Wurzelsystem: Wir betrachten zwei Vektoren a, b in
der Ebene, die dieselbe Lénge haben und einen Winkel von 27/3 bilden.

Dann ist ® = {a,b,a + b, —a, —b, —a — b} ein Wurzelsystem in V.

Es heifit vom Typ Ay. Um nachzupriifen, dass ® ein Wurzelsystem ist, brauchen
wir folgende grundlegende Tatsache aus der Linearen Algebra:

3



— 0= a

—a—b —b

Lemma 1.4 Fiir Vektoren x,y im euklidischen Vektorraum R? sei /(x,y) < m der
von x und y aufgespannte Winkel. Dann gilt

(@, y) = [lz[l |yl cos £(z, y),

wobei ||z|| = v/ (z,y) die Norm von x bezeichnet.

Proposition 1.5 Die oben definierte Teilmenge ® = {a,b,a + b, —a, —b, —a — b} ist
ein Wurzelsystem in V.

Beweis: Zunéchst stellen wir fest, dass ¢ ein Erzeugendensystem von V' ist, das
nicht die Null enthélt. Aus Z(a,b) = 27/3 folgt (b,a) = (a,b) = ||a|| ||b||(-1/2) =
(—1/2)(a,a), da ||a]| = ||b|| ist. Ferner ist (a + b,a) = (a,a) + (b,a) = 3(a,a). Somit
gilt
(b, a)
(a,a)
Da s,(—b) = —sp(b) und s,(—a —b) = —s,(a+b) ist, konnen wir schlieBen, dass s, die

Menge @ invariant ldsst. Genauso zeigt man, dass s, die Menge ® invariant ldsst. Wir
berechnen jetzt noch (a + b,a + b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,0) = (a,a) und

(a+b,a)

= b—a=0>=.
(a,a) a=a-+ a

Sq(b) =b—2 a=b+a,s.(a+b)=a+b—2

B (a,a+b) B B
Sa+b(a) = a— 2m(a+ b) =a — (CL + b) = —b und
B (b,a+b) " L
San(d) = b= (a+b,a+b)( +h)=-b

Daraus folgt, dass auch s, die Menge ® invariant ldsst. Genauso argumentiert man
fiir die Spiegelungen s_,, s_, und s_, .

Aus den obigen Rechnungen ergibt sich auch sofort die dritte Bedingung in 1.3. O

Wir werden jetzt noch drei weitere Beispiele von Wurzelsystemen vom Rang 2
kennenlernen.



Proposition 1.6 Es seien a und b zwei Vektoren derselben Linge im Vektorraum
V = R?, versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt.

i) Dann ist
¢ ={a,b,—a,—b,a+b,—a—b,a—bb—a}

ein Wurzelsystem in V. Es heifit vom Typ Bs.

ii) Auch
® = {2a,2b, —2a,—2b,a +b,—a — b,a — b,b—a}
ist ein Wurzelsystem in V. Es heifst vom Typ Cs.

Beweis: In den Ubungen.

Das Wurzelsystem vom Typ B, sieht also folgendermafien aus:

a+b

Das Wurzelsystem vom Typ Cs sieht so aus:

2b
b—a a+t+b
—2a 2a
—a=—b a—>
—2b




Definition 1.7 Zwei Wurzelsysteme & C Vi und ® C V5 in den euklidischen Vek-
torrdumen Vi und Vs heifien isomorph, falls es einen Isomorphismus

fVi=V,

von R—Vektorrdumen und eine Konstante C' > 0 gibt, so dass gilt

i) f(®1) =Py

i) (f(v),f(w))v2 = C(v,w)y, fir alle v,w € Vi, wobei (, )y, und (, )y, die
Skalarprodukte auf Vi bzw. Vi bezeichnen.

Fiir jedes Wurzelsystem ® und jedes ¢ > 0 ist also C® = {ca : a € ®} ein zu @
isomorphes Wurzelsystem.

Lemma 1.8 Das Wurzelsystem vom Typ By ist isomorph zum Wurzelystem Cj.

Die Bilder der beiden Wurzelysteme legen nahe, dass man eine Drehung um 45° und
eine Stauchung vornehmen sollte. Algebraisch gesprochen, definieren wir eine lineare
Abbildung f : R*> — R? durch die Bilder f(a) = a + b und f(b) = b — a auf der
Orthogonalbasis {a,b} von R?. Dann ist (a + b,a +b) = 2(a,a) und (b —a,b —a) =
2(a,a) = 2(b,b). Daraus folgt

(fv, fw) = 2(v, w)

fiir alle v,w € R% Man rechnet aulerdem leicht nach, dass f das Wurzelsystem vom
Typ By bijektiv auf das Wurzelsystem vom Typ Cy abbildet.

Wir wollen noch ein weiteres Beispiel vom Rang 2 kennenlernen, das weniger of-
fensichtlich ist.

Proposition 1.9 Es sei V C R? der zweidimensionale Unterraum

T3

V:{<£§)ER3IJI1+I2+JJ3:0}

versehen mit der Finschrankung des kanonischen Skalarprodukts. Mit ey, es, e3 bezeich-
nen wir die kanonischen Finheitsvektoren im R. Dann st

® = {er—ez,e1 —€3,e0—€3,e0 —€1,63 —€1,€3 — €3,
261 — €9 — €3, 262 — €1 — 63,263 — €1 — €9,
—261 + €2 + €3, —262 + e+ €3, —263 + e+ 62}

ein Wurzelsystem in V.

Es heifst vom Typ G-.



Beweis : Es sei a eine der Wurzeln e; — e; fiir i # j. Da (a,a) = 2 ist, ist 2((32)) €Z
fiir alle b € ®.

Nun sei b eine der Wurzeln £(2e; — e; — ey,) fiir {7, j, k} = {1,2,3}.

Dann ist (b,b) = 6. Nun rechnen wir nach, dass fiir jede Wurzel a der Form a =
e; —e;(i # j) gilt (b,a) € {—3,0,3}, und dass fiir jede Wurzel a ¢ {£b} der Form
+(2¢; —e; —ey) gilt (b,a) € {—3,3}. Also folgt auch hier

2M € Z fir alle a € ®.
(b, b)
Es bleibt noch zu zeigen, dass ® invariant unter den Spiegelungen s, fiir a € & ist.
Die Spiegelungen an a = e; —e; (i # j) vertauschen einfach e; und e;, daher ist ¢
invariant unter ihnen. Die Spiegelung s, an a = 2e; — e; — ¢, bildet, wie wir oben
gesehen haben, eine Wurzel b entweder auf sich selbst ab oder auf die Summe a + b.
Man kann leicht nachpriifen, dass diese Elemente alle in ¢ liegen. U

Das Wurzelsystem vom Typ G sieht etwa folgendermafien aus:

Definition 1.10 Sei ® ein Wurzelystem in V. Die Untergruppr der orthogonalen En-
domorphismen von V', die von den Spiegelungen s, fiir alle a € ® erzeugt wird, heifit
Weylgruppe von ®. Wir bezeichnen sie mit W(®).

Beispiel: Die Weylgruppe des Wurzelsystems ® vom Typ As wird erzeugt von den
Spiegelungen s, und s;,, wobei a und b zwei Vektoren gleicher Linge im R? sind, die
einen Winkel von 2?” bilden. Es gilt s2 = 1,s? = 1, wobei wir 1 = idgz schreiben. Was
ist s, 05,7 Aus der Theorie der euklidischen Bewegungen ist (vielleicht) bekannt, dass
das Produkt von zwei Spiegelungen eine Drehung ist. Wir konnen dies aber auch direkt
einsehen. Wir betrachten die lineare Abbildung s, o s, auf den Basisvektoren a und b.



Es gilt

Sq 0 sp(a) =sq(a+b) = —a+ s,(b)
= —a+b+a
=0

und Sq 0 Sp(b) = Su(—b) = —s4(b) = —a—b.

Also ist s, o s, die (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung, die a auf b und b auf
—a — b abbildet, und somit eine Drehung um %” gegen der Uhrzeigersinn. Daraus folgt

(5408p)° = 5,05,08,08,08,08,=1

AuBlerdem ist (s, 0s,)? eine Drehung um den Winkel 4 gegen den Uhrzeigersinn (und
somit gleich s, 0 s,).

Ferner ist s, 0 s, 0 s, die Spiegelung an a + b, denn diese lineare Abbildung bildet
a auf —b und b auf —a ab und ist dadurch eindeutig bestimmt. Da Spiegelungen die
Ordnung 2 haben, erhalten wir insgesamt

W((I)) = {a7 Sas Sby Sa © Sp, (sa o Sb)27 Sp O Sq © Sb}

Die Weylgruppe ist also eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 6. Sie wird erzeugt
von s, und s,. Vermoge der Abbildung

5H<123>
@ 2 13

12 3
3bH(132)

kann man leicht nachrechnen, dass W (®) ~ S; gilt. Hier bezeichnen wir mit S,, die
Gruppe der Permutationen von n Elementen.

Nun wollen wir zu einem Wurzelsystem ® C V' ein duales Wurzelsystem konstru-
ieren.

Dazu betrachten wir den Dualraum V* = Homg_jineqr(V, K). Da V ein euklidischer
Vektorraum ist, verfiigen wir iiber den kanonischen Isomorphismus von R—Vektorraum-
en

f:v — v
r — (x,—) = f;.

Wir statten V* mit dem Skalarprodukt (fs, f,) = (z,y) aus. Somit wird V* zu einem
euklidischen Vektorraum.

Wir definieren nun fiir jede Wurzel a € ® eine ,,duale” Wurzel aV € durch

und setzen @Y = {a" :a € ®} C V*.



Satz 1.11 @Y ist ein Wurzelsystem in V*. Wir nennen es das inverse Wurzelsystem
zu P.

Beweis : Offenbar ist 0 ¢ Y und ®¥ erzeugt den Vektorraum V*. Wir betrachten

zunachst die Werte
(b¥,a")

(@, aY)

fiir a,b € ®. Diese konnen wir einfach ausrechnen:

9 VaY) 2L 2 (a,a) (a,a) (b,a)
(aV,av) EZ’Z)) (a,a) 2 2 (a,a)
20a) e 7,

Damit ist Bedingung iii) in Definition 1.3 erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass ®" invariant
unter allen Spiegelungen s (a € ®) ist. Dazu zeigen wir fiir alle a,b € ®, dass

v
Sav (b)) = (sa(b))
gilt. Es ist ndmlich

sav(bY) = bV —28aey
_ 2 ,(b,a) 2
= ol T 26n nale
- (b27)(fb - Z%fa)
= (I,Q_b)f sa(v) (denn @ — f, ist linear)

= ﬁfsa(b) = (Sa(b)) ’

((sa(b)sat

denn (b,b) = (s4(b), sa(b)), da Spiegelungen nach Lemma 1.2 ii) orthogonal sind. Damit
ist auch Bedingung ii) aus Definition 1.3 erfiillt. O

Lemma 1.12 Fir jedes Wurzelsystem ® ist (®V) = ® unter der Identifikation (V*)*

V.

Beweis : Fiir jedes a € @ ist (a¥)" = @f—av)gav, wobei g : V* — (V*)* die Abbildung
y—(y,-)

ist.

Die Identifikation V' = (V*)* geschieht auf kanonische Weise durch z — (f(z)).
Also wird unter

VA (V) =V
das Element y = f, gerade abgebildet auf x. Somit kénnen wir berechnen
2 2 ) 2 2 \2 2 2 1
= = wa® " @ = (wa) wa = (@a)
in der Tat
@) = wio g
= ((a2a))_l Gav
a
folgt. U



Beispiel: Wir berechnen das inverse Wurzelsystem zu & = {+a, £b, +(a+b), +(a—
b)} vom Typ By. Unter der Abbildung f : R* — (R?)* werden die kanonischen
Einheitsvektoren auf eine Orthonormalbasis geschickt. Identifizieren wir (R?)*mit R?
mit Hilfe dieser Orthonormalbasis, so wird f zur Identitdt. Wir berechnen dann

o fL 2,2 2 . 2 .
cI> _{i(a,a) 7j:(b,b)b’i(a—l—b,a—l—b)< +b)’i(a—b,a—b)< b)}

Da (b,b) = (a,a) und (a+b,a +b) = (a — b,a — b) = 2(a, a) gilt, folgt mit C' =

1.
(a,0)
¢V = {+C2a,+C2b,+C(a +b), £C(a — b)} = C{+2a,£2b, +(a + b), £(a — b)}.

Somit ist das zu ® inverse Wurzelsystem vom Typ Cs.

Lemma 1.13 FEs seien Vi und Vy euklidische Vektorrdume und ®; C Vi und &, C V4
Wurzelsysteme. Wir setzen V.= V; @ V, und identifizieren Vi mit Vi & {0} C V und
Vo mit {0} & Vo C V. Dann ist ® = & U @y ein Wurzelsystem in V. Wir nennen ®
das orthogonale Produkt von ®; und ®,.

Beweis : in den Ubungen U

Definition 1.14 FEin Wurzelsystem ® C V' heif§it irreduzibel, falls sich ® nicht als or-
thogonales Produkt von zwei Wurzelsystemen von echt kleinerem Rang schreiben ldsst.

Proposition 1.15 Sei ® C V ein Wurzelsystem. Dann ist ® die orthogonale Summe
von endlich vielen irrreduziblen Wurzelsystemen

o=, U...UD,.

Die Faktoren ®; sind bis auf die Reigenfolge eindeutig bestimmdt.

Beweis : Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach der Kardinalitéat | ® | von
. Fiir | © |= 2 ist ¢ irreduzibel. Fiir | & |> 2 nehmen wir an, dass die Behauptung
fiir alle Wurzelsysteme kleinerer Kardinalitét gilt.

Ist @ irreduzibel, so gilt die Behauptung. Falls nicht, so lésst sich ® als orthogonale
Summe zweier Wurzelsysteme & = ®; U &, echt kleinerer Kardinalitdt schreiben.
Wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf ®; und ®, an, so folgt die Existenz einer
Zerlegung von @ in endliche viele irreduzible Wurzelsysteme. Um die Eindeutigkeit
zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass fiir jede Zerlegung & = &' U ®” in orthogonale
Faktoren, so dass @' irreduzibel ist, das Wurzelsystem & entweder in ®; oder in ®,
enthalten ist. Wir betrachten ® N ®; und &' N ®,. Da V; und V5 orthogonal sind, sind
auch die Vektorraume (@' N ®4) und ($’' N Py) orthogonal. Also ist &’ das orthogonale
Produkt von ®' N ®; und &' N Ps.

Da @’ irreduzibel ist, muss & = &' N &, oder &' = &' N P, gelten. Also ist ¢’ in
der Tat in ®; oder in ®, enthalten. OJ

10



2 Relationen zwischen zwei Wurzeln

Wir wollen nun (fiir eine spétere Klassifikation der Wurzelsysteme) Eigenschaften von
Wurzelsystemen studieren. Dazu sei & C V' ein Wurzelsystem und V' wie immer ein
euklidischer Vektorraum.

Definition 2.1 Fir a,b € ® setzen wir

n(a,b) =2

Nach Definition eines Wurzelsystems sind alle n(a,b) ganze Zahlen. Ferner istn(a,a) =
2 und n(a, —a) = —2.
Offenbar gilt

n(a,b) =04 (a,b) =0 < n(b,a) =0 < 5,(b) = b= s(a) = a.

Falls (a,b) # 0 ist, so gilt

AuBlerdem ist fiir beliebige a,b € ®

n(a,b)n(b,a) = 9 (ab) o (ba)

o @)
= 4cos? Z(a,b)

nach Lemma 1.4 (angewandt auf eine beliebige Ebene in R?, die a und b enthélt).
Lemma 2.2 Fir alle a,b € ® ist n(a,b)n(b,a) € {0,1,2,3,4}.

Beweis : Wie wir oben gesehen haben, ist n(a,b)n(b,a) = 4 cos* Z(a,b) < 4.
Da gilt
n(a,b) <0< (a,b) <0< n(b,a) <0

folgt, dass n(a, b)n(b, a) immer = 0 ist. Also ist n(a, b)n(b, a) eine ganze Zahl zwischen
0 und 4. 0

Im folgenden Satz bestimmen wir alle Moglichkeiten fiir n(a, b) und den Winkel Z(a, b)
sowie die Ordnung ord(s,s;) der Verkniipfung der beiden Spiegelungen zu a und b in
der Weylgruppe ®.

Satz 2.3 Fir zwei beliebige Wurzeln a,b mit || a ||Z]| b || gibt es genau die folgenden
11 Méglichkeiten fiir n(a,b) und n(b,a) :

11



| Nr. [ n(a,b) | n(b,a) | Z(a,b) | ord(s.ss) | Bem. |
1| 0 z 2
2 1 1 3 3 [a =6l
3 || -1 -1 Z 3 Lall=[lb ]
i1 s 4 [Ib=vala]
s 1 [ 2 | % [ 4 [Ibl=v2lal
6 1 [ 3 [ = | 6 [Ibl=vAlal
T L [ 3 [ % [ 6 [IbI=valal
8 2 2 0 1 a=">
9 -2 -2 s 1 a=—b
10 1 4 0 1 b=2a
11 -1 -4 T 1 b= —2a

Beweis : Nach Lemma 2.2 ist n(a,b)n(b,a) € {0,1,2,3,4}. Wir gehen die einzelnen
Moglichkeiten durch.

i) n(a,b)n(b,a) = 0,= n(a,b) = n(b,a) = 0, also (a,b) = 0. Somit ist Z(a,b) = 7.
Ferner ist s,s;, diejenige lineare Abbildung, die a auf —a und b auf —b abbildet.
Sie hat offenbar die Ordnung 2.

ii) n(a,b)n(b,a) = 1. Dann ist entweder n(a,b) = n(b,a) = 1 oder n(a,b) =
n(b,a) = —1, da n(a,b) und n(b,a) immer dasselbe Vorzeichen haben. Aus
n(a,b) = n(b, a) folgt wegen (a,b) = (b,a) die Gleichung
(a,a) = (b,b),
also || a [|=[| b [|.
Im ersten Fall ist
(a,0) _ (a,b)

= 1n(b, a) = -

Z(a.b — -
08 £(0) = TR T (wa) 2

woraus Z(a,b) = % folgt.

Im zweiten Fall ist

cos Z(a,b) =

woraus Z(a,b) = — % = 2 folgt.

Im ersten Fall ist so(b) = b—2%"%q =b—n(b,a)a

b—a

und sp(a) = a— 2((2536 =a—n(a,b)b
=a—0b,

s0 dass $,85(b) = 8,(—b) = —5,(b) = a—bund s,sp(a) = s,(a—b) = —a—s,(b) =

a—(b—a) = —b gilt. Auf dem (dim V —2)—dimensionalen Unterraum (a)*N{b)*
1st Sq8p die Identitét. Aus (s48p)(8a5p)(b) = Sasp(a —b) = sq(a —b+b) = —a und
(5a5)(Sa5p)(a) = sasp(—b) = s,(b) = b — a folgt ord(s.sy) = 3, da (s,5)? # id,
aber (s,s)3 =id ist.

Genauso zeigt man ord(s,s,) = 3 im zweiten Fall.
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iii) n(a,b)n(b,a) = 2. Dann sind diese beiden Zahlen entweder 1 und 2 oder (—1)
und (—2).

Da wir || a [|£]| b || angenommen haben, gilt

In(a, b)| = 2'%2:2' < 2'8:2' = |n(b, a)|.

Somit konnen nur die beiden Félle n(a,b) = 1,n(b,a) = 2 und n(a,b) = —1,n(b,a) =
—2 vorliegen.

Aus |n(b,a)| = 2|n(a,b)| folgt

2 (2\(a,b)\) = (b, 0)] also 2(a,a) = (b,b),

woraus V2 || a ||=|| b || folgt.

Im ersten Fall ist

cos Z(a,b) = (a,0) = (a,b) — 1 n(b. a) =
A =TT Ve - ave Y

woraus Z(a,b) = 7 folgt. Analog argumentiert man im zweiten Fall. Die Ordnung
von s,S, kann man wieder durch Auswerten auf ¢ und b bestimmen.

Y

[

iv) n(a,b)n(b,a) = 3. Dann ist entweder n(a,b) = 1 und n(b,a) = 3 oder n(a,b) =
—1 und n(b,a) = —3, denn wie in iii) zeigt man |n(a,b)| < |n(b, a)|.

Aus |n(a,b)| = £|n(b, a)| folgt

lol=v3lal-

Im ersten Fall ist

(a,b) _ (a,b) _ 1
fal 116l V3(a,a) 2V3

?

cos Z(a,b) =

%

woraus Z(a,b) = § folgt.

Der zweite Teil ergibt sich analog.

Die Ordnung von s,s; kann man wieder durch Auswerten auf ¢ und b berechnen.
v) n(a,b)n(b,a) = 4, Unter Beriicksichtigung der Tatsache |n(a,b)| < |n(b, a)| blei-

ben hier die Fille (2,2),(—2,—-2),(1,4) und (—1,—4) zu betrachten. Im ersten

Fall folgt (a,a) = (a,b) = (b,b). Der Vektor a — b liegt also im von a und b

erzeugten Unterraum und erfiillt (a,a —b) = 0 und (b,a — b) = 0. Daher muss
a — b =0 sein, also a = b gelten.

Im zweiten Fall gilt (a,—b) = (a,a) = (b,b), woraus mit einem analogen Argu-
ment a = —b folgt.

13



Im dritten und vierten Fall ist 4|n(a, b)| = |n(b,a)|, also || b ||[=2 || a || . Ferner
gilt im dritten Fall

n(a,b) = 1,= 2((22)) = 1,= (2a,b) = (2a,b) = (b,b)
und
n(b,a) =4 =2 (b,a) =4,= (b,2a) = 2(b,a) = 4(a,a) = (2a,2a).

(a,a)

Also ist b — 2a orthogonal zu a und b, woraus b = 2a folgt.

Dasselbe Argument auf b + 2a angewandt zeigt im vierten Fall b = —2a.

Korollar 2.4 i) Wenn die Wurzeln a und b proportional sind, dann ist der Pro-
portionalitdtsfaktor

+1, i% oder =+ 2.

i1) Wenn die Wurzeln a und b nicht proportional sind und wenn || a ||<|| b || gilt, so
181
n(a,b) € {0,—1,1}.

Beweis :
i) Nach Satz 2.3 sind die Wurzeln a und b nur in den Fillen 8 bis 11 proportional.

Daraus folgt die Behauptung.

ii) Nach Satz 2.3 sind @ und b nur in den Féllen 1 bis 7 nicht proportional. In diesen
Féllen ist fur || a ||| b || die Zahl n(a, b) immer 0 oder £1.
Wir nennen eine Wurzel a indivisibel, falls %a ¢ d ist.
Satz 2.5 Seien a,b € .

i) Falls (a,b) > 0 und a # b ist, so ist a — b € ®.
ii) Falls (a,b) < 0 und a # —b ist, so ist a +b € P.
iii) Fallsa—b ¢ ®U{0} und a+b¢ ®U{0}, so folgt (a,b) = 0.
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Beweis :

i) Wir erinnern daran, dass gilt: (a,b) > 0 genau dann, wenn n(a,b) > 0. Nach Satz
2.3 tritt dieser Fall nur in der Situation 2), 4), 6) und 10) auf, wenn a # b ist. In
allen vier Situationen ist n(a,b) =1, also folgt a — b =a — n(a,b)b = sp(a) € P.

ii) und iii) lassen sich analog beweisen (in den Ubungen).

Proposition 2.6 FEs seien a und b zwei nicht-proportionale Wurzeln.

i) Die Menge J ={j € Z : b+ ja € ®} ist ein Intervall der Form

[—a.pINZ
fiir ganze Zahlen p,q = 0.

ii) Die Menge der Wurzeln von der Form b+ ja fir ein j € 7 wird von der Spiegelung
Sq tnvariant gelassen. Insbesondere gilt

So(b+ pa) = b — qa.

iii) Fsistp—q= —n(b,a).
Beweis :

i) Da b eine Wurzel ist, ist 0 € J. Es sei p die groite und —g die kleinste Zahl in
J. Falls [—¢q, p] N Z nicht mit J iibereinstimmt, so existiert irgendwo eine Liicke:
es gibt dann r;s € J mit s > r+1,sodass r+ 1,7+ 2,...,s — 1 alle nicht in
J liegen. Da b+ (r + 1)a keine Wurzel ist, und a und b nicht proportional sind,
folgt nach Satz 2.5 ii) (a,b+ra) = 0. Da b+ (s — 1)a keine Wurzel ist, folgt nach
Satz 2.5 1) (a,b+ sa) =< 0. Andererseits gilt aber

(a,b+ sa) (a,b+ra)+ (a,(s —r)a)

> (a,b+ra),
da (s —r) > 1 ist. Das ist ein Widerspruch.
i) Esist
Sa(b + ]a) = Sa(b) + jsa(a)

= b—n(b,a)a — ja
= b— (n(b,a) + j)a.

Fiir j € J ist also auch —(n(b,a) + j) € J. Also bildet die Abbildung

7Z = Z
kE — —n(ba)—k

15



J in J ab. Sie ist injektiv, und da J eine endliche Menge ist, vermittelt sie also
eine streng monoton fallende Bijektion von J nach J. Also muss p auf —q gehen,
was —q = —n(b, a) — p bedeutet. Daraus folgt p — ¢ = —n(b,a) ( also iii)) und

So(b+pa) =b—qa
(also ii) ).

O

Die Menge {b+ ja : j € J} nennen wir die a—Kette von Wurzeln, die durch b gegeben
ist. Die Zahl p + ¢, also die Anzahl ihrer Elemente minus 1, nennen wir auch ihre
Liange.

Korollar 2.7 Seien a und b nicht proportional. Es sei S die a—Kette von Wurzeln,
die durch b gegeben ist. Sie beginne mit ¢ = b — qa. Die Linge der Kette ist dann
—n(c,a). Diese Linge ist 0,1,2 oder 3.

Beweis : Die a—Kette von Wurzeln, die durch ¢ gegeben ist, stimmt mit der a—Kette
von Wurzeln, die durch b gegeben ist, iiberein. Nun ist nach Prop. 2.6 i) und iii)
{j : ¢+ ja € ®} ein Intervall der Form [p', ¢'| mit n(c,a) =¢ —p'.

Definitionsgemifl kann aber ¢ + ja nur fiir j = 0 eine Wurzel sein. Also ist p’ =0
und n(c,a) = ¢’ die Lange der Kette.

Da a und ¢ nicht proportional sind, kann n(c, a) nach Satz 2.3 nur Werte in [—3, 3]
annehmen. O

Beispiele:

1. Sei ® = {+a,£b,+(a+b)} mit (a,a) = (b,b) und Z(a,b) = 2 ein Wurzelystem
(b,a

vom Typ As. Dann ist n(b,a) = 2 = 2cos & = —1.
Die a—Kette von Wurzeln, die durch b gegeben ist, ist
{b,b+a.}

Also ist hier ¢ = 0 und p = 1.

2. Sei ® = {£a,+b, £(a+0b),£(a—b)} mit L(a,b) = 5 das Wurzelsystem vom Typ
Bs.
Die a—Kette von Wurzeln, die durch b gegeben ist, ist
{b—a,b,b+ a}.
Also ist hier p = 1 und ¢ = —1. Diese Kette beginnt mit ¢ = b — a.
Ihre Léange ist 2, und tatséchlich gilt
(b—a,a)

(a,a) =2

n(c,a) =n(b—a,a) =2
wie in Korollar 2.7 vorausgesagt.
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3. Sei ® das Wurzelsystem vom Typ G5 aus Proposition 1.9.
Wir betrachten
b= —2e; + e+ e3 und a = e; — ey.

Die a—Kette von Wurzeln, die durch b gegeben ist, ist
{—2e; + ey +e3,—€e; +e3,e3 — €2, —2e5+ €1 + €3}

Sie beginnt mit b und hat die Lénge 3. Und tatséchlich gilt n(b,a) = —3, wie wir
in Proposition 1.9 berechnet haben.

Proposition 2.8 FEs scien a,b zwei nicht proportionale Wurzeln, so dass auch b+ a
eine Wurzel ist. Mit p und q bezeichnen wir die ganzen Zahlen aus Proposition 2.6.
Dann gilt

(b+ab+a) q+1

(b,0) p

Beweis : Wir bezeichnen die a—Kette von Wurzeln, die durch b gegeben ist, mit S.
Da b+ a eine Wurzel ist, ist ihre Lénge [ mindestens 1. Wir haben die folgenden Fille
zu betrachten,

i) { =1: Dann beginnt S mit b. Nach Korollar 2.7 ist also n(b,a) = —1, woraus
2(b,a) = —(a,a)
folgt. Daher ist
(@+b,a+0b)=(a,a) +2(a,b) + (b,b) = (b, b).

Da ¢ =0 und p =1 gilt, folgt die Behauptung.
ii) { =2. Dannist S ={b—a,b,b+a} oder S = {b,b+ a,b+ 2a}.

Im ersten Fall ist p = ¢ = 1 und nach Proposition 2.6 iii) also

n(b,a) =0,

woraus (b,a) = 0 folgt. Also ist Z(a,a 4+ b) = 7§, woraus nach Satz 2.3 (a +
b,a +b) = 2(a,a), also (a,a) = (b,b) folgt. Daher ist (b+ a,b+ a) = 2(b,b), wie
behauptet.

Im zweiten Fall ist p = 2 und ¢ = 0, und nach Korollar 2.7
n(b,a) = =2,
woraus 2(b, a) = —2(a, a) folgt.

Da @ und b nicht proportional sind, folgt ferner aus Satz 2.3, dass || b [|= V2 || a |,
also 3(b,b) = (a,a) gilt.

Also folgt

(b+a,b+a) = (b,b) +2(b,0) + (@a) = (b,5) - 4(b,b)
= 1(b,b), wie behauptet.

iii) { = 3: In den Ubungen.
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Satz 2.9 Sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem und a,b € ® mit || a ||=|| b ||. Dann
gibt es ein g € W(P) mit
gla) =b.

Beweis : Da @ irreduzibel ist, ist {ga : g € W(®)} ein Erzeugendensystem von
V(in den Ubungen). Es gibt daher ein g € W(®) mit (g(a),b) # 0. Wir kénnen a
gegebenenfalls durch g(a) ersetzen und (a,b) # 0 annehmen.

Aus || a ||=|| b || folgt n(a,b) = n(b,a). Indem wir eventuell a durch s,(a) = —a
ersetzen, konnen wir also annehmen, dass n(a,b) > 0 ist. Aus Satz 2.3 folgt, dass dann
entweder a = b gilt, woraus unsere Behauptung folgt, oder dass n(a,b) = n(b,a) = 1
gilt.

Im zweiten Fall berechnen wir s,(b) = b — a und s,(a) = a — b, also folgt

SpSasp(a) = spsa(a —b)
= sp(—a—s4(b))
= s(=b)
pu— b7
und damit die Behauptung. U

3 Reduzierte Wurzelsysteme

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts untersuchen wir jetzt den Zusammenhang
zwischen reduzierten und nicht reduzierten Wurzelsystemen.

Ein Wurzelsystem heifit reduziert, falls fiir alle a € ¢
() N® = {a, —a}
gilt (siehe Definition 1.3).

Nach Korollar 2.4 ist ® also genau dann reduziert, wenn alle Wurzeln in ® indivi-
sibel sind.

Proposition 3.1 & sei ein irreduzibles und reduziertes Wurzelsystem.

i) Fir alle a,b € ® ist

(b, b) 1.1
€9L2.5.3. 50

ii) Die Menge aller (a,a) fir a € ® besteht hochstens aus zwei Elementen.
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Beweis : Sei b € . Sei &1 = {g(b) : g € W(®)} C . Sei Py = {a € ¢ : (a,¢) =
OVc € @4}, Falls @y # () ist, so ist & = &; U D, eine Zerlegung von @ in Wurzelsysteme
von kleinerem Rang. Das widerspricht der Irreduzibilitét.

Also existiert fiir jede Wurzel a ein g € W(®) mit

(a,g(b)) # 0.
Gleichzeitig gilt (g(b), g(b)) = (b, ). Nun ist
(b,0) _ (9(b).g(b)) _ n(g(b).a)
@a) ~ (@a)  n(ag®)

und dieser Wert ist nach Satz 2.3 in {1,2, %, 3, %} enthalten, da n(g(b), a) 2 0 ist und

da ® reduziert ist und somit die Fille b = +2a ausgeschlossen sind. Das liefert i).

Es sei a € ® eine Wurzel mit (a,a) minimal. Dann gilt fiir alle b € ® also

(b, b)
(a,a)

Angenommen, es gibt b und ¢ in ® mit % = 2und ((;Z)) = 3. Dann folgt ((%,'zf)) =3 was

nach i) ausgeschlossen ist. Also ist {(s D phe <I>} in {1,2} oder in {1,3} enthalten,

€ {1,2,3}.

(a,0)
woraus ii) folgt. O

Proposition 3.2 Sie ® ein irreduzibles, nicht reduziertes Wurzelsystem vom Rang
> 2.

i) @ sei die Teilmenge aller indivisiblen Wurzeln. Dann ist ®q ein irreduzibles und
reduziertes Wurzelsystem mit W (®q) = W ().

ii) Es sei A die Menge aller Wurzeln, fir die (a,a) seinen minimalen Wert \ an-
nimmt. Dann sind je zwei nicht-proportionale Elemente in A orthogonal.

iii) Sei B={be€ B:(b,b) =2A}. Dann gilt

by = AUB
¢ = AUBUZ2A.

Beweis : i) Fiir a € ®\® ist 1a € P, aber § (1a) ¢ ® nach Korollar 2.4i). Also
ist %a indivisibel und somit in ®y. Daher ist @y ein Erzeugendensystem von V. Wir
betrachten fiir a € &5 und b € &, das Element

aus ®. Es ist indivisibel, denn aus 1s,(b) € ® folgte s,(b) (354(b)) = $5,054(b) = 5b €
®. Also lasst fiir jedes a € ®( die Spiegelung s, die Teilmenge ® invariant.
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Dass fiir a,b € &5 der Wert 2% immer ganz ist, folgt aus der Tatsache, dass

®(Teilmenge eines Wurzelsystems ist.

Da alle Wurzeln in @, indivisibel sind, ist ®( reduziert. Fiir a € ®\® ist (wie oben
gezeigt) %a € ®y. Da
S1, = Sq
2
ist, gilt offenbar W(®) = W (®Pq). Eine Zerlegung von &, als direkte Summe von
Wurzelsystemen &y = @él) U <I>(()2) von kleinerem Rang wiirde schliefflich eine Zerlegung
von ® in die Wurzelsysteme

o) ={aecd:ac @éi) oder %a € <I>(()i)}
nach sich ziehen. Daher ist mit & auch ®, irreduzibel.
ii)+iii) Da ® nicht reduziert ist, existiert ein a € ®y mit 2a € ®.
Wegen dimV = 2 existiert eine Wurzel b € @y, die linear unabhingig von a ist.
Indem wir (wie im Beweis von Proposition 3.1) eventuell b durch ¢(b) fiir ein g € W(P)

ersetzen, konnen wir annehmen, dass aulerdem n(b,a) # 0 ist. Indem wir eventuell
noch b durch —b ersetzen, konnen wir sogar

n(b,a) >0
annehmen. Nun ist
1 (b, a) (b, 2a)
2n( @) (a,a) (2a,2a) n(b,2a)

Also ist n(b,a) € 27Z.

Wir konsultieren die Liste aller Moglichkeiten in Satz 2.3 und schlieflen
n(b,a) =2 und (b,b) = 2(a, a).

Nun kann (¢, ¢) fiir ¢ € ® nach Proposition 3.1 ii) nur héchstens zwei Werte annehmen.
Also ist fur alle ¢ € ®

(¢c,c) = (a,a) oder (¢, c) =2(a,a).

Somit ist A = (a,a) und &y = AU B. Fiir ¢ € ®\ Py ist ¢ € Py und somit

1 1 1 1
—c,=c | = (a,a) oder | =c,=c| =2(a,a).
2 2 2 2

Im zweiten Fall wire
(¢c,c) = 8(a,a),

was nach Proposition 3.1 i) ausgeschlossen ist. Also gilt

1 1
(50, §c> = (a,a) = A,

dcCc AUBUZ2A

woraus
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folgt. Umgekehrt gilt offenbar AU B = &y C ®, und fiir jedes ¢ € A gibt es nach Satz
2.9 ein g € W(®) mit g(c) = a. Daraus folgt 2¢ = g(2a) € @, so dass auch 24 C @
gilt.

Schliefllich betrachten wir zwei nicht-proportionale Wurzeln ¢,¢ in A. Dann ist
2c € ® und 2¢ € P, also

n(2¢, ) = 2n(e, ) = 4n(c, 2¢) € 47.

Nach Satz 2.3 folgt daraus, dass ¢ und ¢’ orthogonal sind. 0

Proposition 3.3 Es sei ® ein irreduzibles und reduziertes Wurzelsystem, so dass
(a,a) die Werte X\ und 2\ annimmt. Wir setzen

A={a€ ®:(a,a) =}

und nehmen an, dass je zwei nicht-proportionale Elemente aus A orthogonal sind.
Dann st

ein 1rreduzibles nicht-reduziertes Wurzelsystem, dessen Menge indivisibler Wurzeln ge-
rade P ist.

Beweis : Offenbar ist ®; ein Erzeugendensystem von V', das nicht die Null enthélt
und invariant unter allen Spiegelungen fiir a € ®; ist. Wir miissen also nur zeigen,
dass fiir alle a,b € &,

(a,b)
(0,0)

ist. Dies ist klar fiir a,b € ® sowie fiir a € 24 und b € P.

n(a,b) =2 €z

(2a,20)  (a,b) .
Da @.20) (b)) ¢

gilt die Behauptung auch fiir a,b € 2A. Es bleibt also der Fall a € ®,b € 24 zu
betrachten. Dann ist b = 2c¢ fiir ein ¢ € A.

Falls ¢ proportional zu a ist, so ist a = £¢, denn ® ist reduziert. Dann ist n(a, b) =
(a,+2a)

2 (£2a,1+2a)

a nach Voraussetzung orthogonal, woraus n(a,b) = 0 folgt. Falls ¢ nicht proportional

zu a ist und a nicht in A liegt, so gilt

€ 7. Falls ¢ nicht proportional zu a ist und a ebenfalls in A liegt, so sind ¢ und

(a,a) =2\ = 2(c, ¢),

woraus nach Satz 2.3 entweder n(a,c) = 0 oder n(a,c) = £2 folgt. Daraus folgt
c

(a,2¢) 1
b) =2 = - €.
n<a7 ) (2C, 20) 2n(a7 C)
Also ist @, ein Wurzelsystem. Die anderen Behauptungen folgen direkt (UA) U
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4 Kammern und Basen

Sei ® ein Wurzelsystem in V. Wir betrachten nun fiir jede Wurzel a € ® die Hyperebene

H,:={a)* = {xeV:(x,a)=0}
= {x eV :s.(x) =1z}

Auf diese Weise erhalten wir eine endliche Familie H = {H, : a € ®} von Hyperebe-
nen in V' (auch Hyperebenen-Arrangement genannt). Fiir jedes H, € H ist V\ H, eine
offene Teilmenge des R—Vektorraums V. Sie zerfillt in zwei Zusammenhangskompo-
nenten (offene Halbriume). Wir ergénzen a zu einer Orthogonalbasis a,by,...,b, 1
von V. Dann ist

V\Ha = {/\oa + /\1b1 + ...+ /\n—lbn—l . )\z c ]R, )\0 7é 0}
Die beiden offenen Halbraume sind
(Vv\]¥a)+ = {)\oa + Mby+ .+ A1 A € R, Ao > 0}

und
(V\Ha)_ = {)\O& + Ab 4+ .o+ Aibp1 A € R, Ao < 0}

Definition 4.1 Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf V. durch

r~y < firjedes H, € H tritt einer der
drei folgenden Fille ein:
i) z,y € H,
it) z,y € (V\H,)*
iii) z,y € (V\H,)".

Mit anderen Worten: x und y sind genau dann dquivalent, wenn sie fiir jede Hyperebene
H, entweder beide in H, oder auf derselben Seite des Komplementes liegen. Sie haben
also relativ zum Hyperebenenarrangement H dieselbe Position.

Definition 4.2 Jede Aquivalenzklasse der oben definierten Aquivalenzrelation nennen
wir eine Seite von H.

Offenbar ist die Menge der Seiten endlich.

Sei F' eine Seite und x € F. Dann gilt
FCH,< x€H,.

Wir nennen den linearen Unterraum

Lp = ﬂ H, = ﬂ H,

T€H, FCH,

den Tréager von F'. Ist F' in keinem H, enthalten, so setzen wir Lr = V. Wir nennen
die Dimension von L auch ,, Dimension von F*.
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Ist = ¢ H,, so bezeichnen wir mit

Dp,(z)

den Halbraum von V\ H,, der x enthélt, also entweder (V\H,)~ oder (V\H,)". Dann
1st

F=LpnN () Du,().
x¢H,

Lemma 4.3 Sei F der Abschluss von F im R— Vektorraum V. Dann ist

F:me ﬂ DHa(x)
¢ Hg

Beweis : Offenbar ist die rechte Seite abgeschlossen und enthélt F. Also gilt ,,C*. Ist

umgekehrt y € Lp N (| Dpg, (), so betrachten wir die Strecke
x¢Hg

[z,y] ={z+tly—=z):t€[0,1]} C V.

Diese ist in Lr enthalten und bis auf den Endpunkt y auch in allen Dy, (z). Daher ist
y e F. U

Proposition 4.4 Es sei F' eine Seite und L der Trdger von F.

i) F ist eine konveze offene Teilmenge von L.

ii) Der Abschluss von F in 'V ist die Vereinigung von F' und von Seiten echt kleinerer
Dimension.

Beweis : Sei z € F.

i) Als Schnitt von konvexen Teilmengen ist auch F' = LN [\ Dpg,(z) konvex. Als
¢ H,
endlicher Schnitt von offenen Teilmengen ist (| Dp,(x) offen. Also ist F' =

¢ Hg
LN () Dpu,(x) offenin L.
x¢Hg

ii) Jeder Punkt in V ist in einer Seite enthalten. Fiir y € F\F sei F’ die Seite, die

y enthilt. Sei L' = () H, der Triger von F'. Aus y € F C L folgt L' C L. Da
yeH,
y ¢ F liegt, muss L' & L sein. Nun ist

F'=1'n () Du.(y)
ygéHa
und B
F=Ln () Du,(x).
¢ H,

Fiir alle @ mit y ¢ H, ist auch x ¢ H,. Somit folgt aus y € Dp,(z) bereits Dy, (r) =
Dy, (y). Also erhalten wir in der Tat F’ C F. Das beweist ii). O
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Proposition 4.5 Es seien F und F' zwei Seiten. Falls F = F ist, so folgt F' = F".

Beweis : Angenommen, es gibt einen Punkt € F’ mit z € F\F. Dann haben wir
im Beweis von Proposition 4.4 ii) gesehen, dass dann der Tréger L’ von F' echt kleiner
als der Trager L von F ist. Aus

F=FclL
folgt aber F' C L'. Fiir jede Hyperebene H, mit F’' C H, ist also auch F' C H,. Somit
ist
L= () HocL'= () H,
FCHa F/CH,
im Widerspruch zu L' & L. O

Proposition 4.6 Sei F' eine Seite, und sei M = () H, fir eine Teilmenge ¥ von ®.
ag¢V
Dann sind dquivalent:

i) es gibt eine Seite F' mit Trager M, so dass F' N F # ().
ii) es gibt eine Seite F' mit Trdager M, so dass F' C F.

iii) es gibt ein x € M NF, so dass gilt: M ¢ H, = v ¢ H,.

Beweis :

i) = i) gilt nach Proposition 4.47).
ii) = ii4) Seiz € ' C MNF. Dann gilt: x € H, = F' ¢ H, = M C H,.

iii) = i) Seiz € MNF, so dass gilt M ¢ H, = x ¢ H,. Ferner sei I’ die Seite, die
x enthilt. Dann ist # € F' N F # (). Wir wollen noch zeigen, dass F' den Triger
M hat. Ist x € H,, so folgt M C H,, also ist M im Trager von F’ enthalten.
Andererseits ist © € M, also gilt x € H, fiir alle a € V. Daher ist der Trager von
F’" auch in (| H, = M enthalten.

acev

Definition 4.7 FEine Kammer im Hyperebenenarrangement H = {H, : a € ®} ist
eine Seite, die in keiner Hyperebene H, enthalten ist.

Sei U = V\ |J H,. U ist eine offene Teilmenge von V. Die Kammern sind genau
acd
diejenigen Seiten, die in U enthalten sind. Jede Kammer ist nach Proposition 4.4 i)

eine konvexe offene Teilmenge von U, also insbesondere zusammenhéngend. Also sind
die Kammern gerade die Zusammenhangskomponenten von U.
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Proposition 4.8 Jeder Punkt in V liegt im Abschluss C fiir mindestens eine Kammer

C.

Beweis : Falls z € V in einer Kammer liegt, ist nichts zu zeigen. Ansonsten liegt = in
einer Seite
F=Ln () Du,(z)
¢ H,
mit Trager L C V.

Wir wéhlen einen Punkt y, der in keinem der H, enthalten ist und betrachten die
Verbindungsstrecke [z, y] sowie eine Folge x,, auf dieser Strecke, die gegen = konvergiert
mit x,, # z. Wir kénnen annehmen, dass fiir alle @ mit ¢ H, die ganze Folge in
Dy, (x) liegt, denn diese Teilmenge von V ist offen.

Fir z € H, liegt x,, ¢ H,, denn sonst wiirde die gesamte Gerade und damit auch
y in H, liegen. Also liegt jedes x,, in einer Kammer. Da es nur endlich viele Kammern
gibt, kénnen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass alle z,, in derselben
Kammer liegen. In ihrem Abschluss liegt dann x. 0

Proposition 4.9 Sei L eine Hyperebene von V und ) € L eine nicht-leere, relativ
offene Teilmenge.

i) Falls L ¢ H, so gibt es eine Kammer C' mit C N # (.
it) Falls L € H, so gibt es ein x € €2, das in keiner Hyperebene H # L aus H liegt.

Beweis : Wir betrachten

H,={LNH:HeMHH+L}

Das ist eine endliche Familie von Hyperebenen im Vektorraum L. Wéhle ein z €
Q. Nach Proposition 4.8 liegt x im Abschluss mindestens einer Kammer I' beziiglich
des Hyperebenenarrangements ;. Dann trifft eine offene Umgebung von z in €2 die
entsprechende Kammer I', d.h. es gibt ein y € QN T.

i) Falls L ¢ H ist, so folgt y ¢ H, fiir alle H, € H, also liegt y in einer Kammer
beziiglich H in V.

ii) Falls L € H, so folgt y ¢ H, fiir alle H, € H mit H, # L.

Definition 4.10 Se: C' eine Kammer in V beziiglich des Hyperebenenarrangements
H={H,:ac€ d}.

Wir nennen eine Seite F' in C' der Dimension n—1 eine Facette von C. Den Trdger
einer Facette nennen wir auch eine Wand von C.
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Eine Facette von C' ist also eine Seite in C, deren Triger eine der Hyperebenen H,, ist.
Diese Hyperebene heifit dann Wand von C. Jede Wand ist Triger genau einer Facette.

Lemma 4.11 Jedes H, € H ist die Wand mindestens einer Kammer.

Beweis : Nach Proposition 4.917) gibt es einen Punkt y € H,, der in keiner Hyperebene
H € ‘H mit H # H, enthalten ist. Nach Proposition 4.8 liegt y im Abschluss einer
Kammer. Daher ist die Seite, die y enthélt, eine Facette von C' mit Wand H,. U

Satz 4.12 Es sei C eine Kammer und 9N sei die Menge threr Winde. Dann ist
C= () DulC).

Fiir jede Teilmenge N von H mit

C= () Du(C)

Hen

gilt M C N.

Eine Seite F von C ist genau dann eine Facette, wenn F eine Facette beziiglich des
Hyperebenenarrangements M ist.

Beweis : Sei 91 C H eine Teilmenge mit C' = () Dg(C). Sei Hy € H\N. Falls Hy
Hem

eine Wand von C' ist, so folgt nach Proposition 4.6, dass es ein z € Hy N C gibt, so
dass aus x € H, bereits Hy C H,, also Hy = H, folgt. Mit anderen Worten, x ist nur
in der Hyperebene Hj enthalten. Dasselbe Argument wie in Lemma 4.3 zeigt aber

C = () Du(0).

Daher gilt fiir jedes H € 9 :
z € Dy(C) oder x € H.

Da z in keinem H € O liegt, folgt

re () DulC)=C,

das ist ein Widerspruch zu = € H,. Somit ist tatséachlich
2N C .

Offenbar ist C' C (] Dy (C). Ist H eine Hyperebene in H, die keine Wand ist, so folgt
Hem

aus Proposition 4.6, angewandt auf M = H : fiir alle z € H N C gibt es ein H, € H,
das x enthélt, aber ungleich H ist. Wir betrachten die Teilmenge

C¢'= () Du.(C)

Ho#H
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von V. Dann ist C” eine offene, konvexe Menge, die C' enthélt. Falls C” nicht in Dy (C)
enthalten ist, so existiert ein x € C'NH. Dann existiert also ein H, # H, das x enthélt.
Das steht im Widerspruch zur Definition von C’. Also ist C' C Dy (C'), woraus

c=Cc

folgt. Falls es eine weitere Hyperebene in ‘H gibt, die keine Wand von C' ist, wiederholen
wir dieses Argument. Nach endlich vielen Schritten kénnen wir schliefen, dass C' =

N Du(C) gilt.
HeMm

Wir zeigen noch die letzte Aussage. Ist F' eine Facette beziiglich H, so auch
beziiglich O, da M alle Wande enthdlt. Ist umgekehrt F' eine Facette von C' beziiglich
I, so gilt F'=C N H fiir ein H € 9, d.h. F ist eine Facette fiir H. O

Korollar 4.13 Sei C' eine Kammer und 9N die Menge ihrer Winde. Dann ist

C= () Du(0).

HeMm

Beweis : Das folgt aus Satz 4.12 mit demselben Argument wie im Beweis von Lemma
4.3. O

Jetzt zeigen wir ein wichtiges Resultat iiber den Zusammenhang zwischen Kammern
und der Weylgruppe W = W (®).

Fiir jedes a € ® ist die Spiegelung s, eine orthogonale Abbildung von V', die das
Wurzelsystem & in sich iiberfiihrt. Ist s,(b) = ¢ € ®, so bildet s, auch H, in H, ab.
Somit permutiert s, die Hyperebenen im Hyperebenenarrangement .

Ist s,(Hp) = H., so bildet s, fiir jedes x € V den Halbraum Dp,(z) auf den
Halbraum Dy, (s.(z)) ab. (UA). Also ist fiir jede Seite £ in V' das Bild s,(F) wieder
eine Seite in V.

Hat F' den Triager L, so hat s,(F') den Triger s,(L). Somit haben F' und s,(F')
dieselbe Dimension. Insbesondere bildet s, Kammern in Kammern ab.

Da jedes w € W sich als Produkt von Spiegelungen s, schreiben lisst, gilt auch:

w bildet Seiten auf Seiten und Kammern auf Kammern ab. Ist C' eine Kammer. so
werden die Wande von C' unter w auf die Wénde der Kammern w(C') abgebildet.

Satz 4.14 Sei C ein Kammer in'V beziglich H = {H, : a € ®}.

i) Fiir jedes v € V ezistiert ein w € W mit w(z) € C.

ii) Fir jede Kammer C' existiert ein w € W mit w(C") = C. (Mit anderen Worten:
W operiert transitiv auf der Menge der Kammern).
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iii) Die Gruppe W wird erzeugt von der Menge {s, : H, Wand von C}, d.h. jedes
w e W liasst sich als Produkt von Spiegelungen an Winden von C' schreiben.

Beweis : Sie 9t die Menge der Wénde von C' und sei Woy C W die Untergruppe, die
von der Menge {s, : H, € M} erzeugt wird.

i) Sei * € V. Wir werden sogar zeigen: Es gibt ein w € Wy mit w(z) € C.
Dazu wahlen wir einen beliebigen Punkt a € C. Die Gruppe W ist endlich,
denn man kann sie mit einer Untergruppe der Permutationsgruppe aller Wurzeln
identifizieren (Ubungen). Also ist auch Wiy und die Bahn von x unter Way, also

J =A{wz :w e Wy},
endlich. Daher existiert ein y = wx € J mit

d,(a,y) = d(a,y)
fiir alle 3/ € J.

Hier schreiben wir d(a,y) = v/(a — y,a — y) fiir den euklidischen Abstand in V.

Sei H eine Wand von C, und sei s € Wyy die zugehorige Spiegelung an H. Dann
ist s(y) € J, also folgt

(a—y,a—y) =d(a,y)* < d(a,s(y))* = (a - s(y),a — s(y)).

Wir schreiben y = h +mn mit h € H und n € H*. Dann ist s(y) = h — n. Also
folgt
(a—h—n,a—h—n)=<(a—h+n,a—h+n),

woraus
—2(a — h,n) < 2(a — h,n),

also (a — h,n) =2 0 folgt. Da a ¢ H ist, folgt sogar (a — h,n) > 0. (x)
Nun liegt a € C C Dg(a). Wir zeigen nun, dass die Strecke

o, y[={a+tly —a):t€[0,1]}
ganz in Dy (a) liegt.

Falls nicht, so schneidet [a,y| die Hyperebene H im Punkt a + t(y — a) fiir ein
0 <t < 1. Wir setzen y = h 4+ n ein und erhalten

a(l—1t)+t(h+n) € H,
also a(l —t) + tn € H, und daher auch (a — h)(1 —t) + tn € H. Daraus folgt

0 ((a—h)(1—t)+tn,n)
= (1—-t)(a—h,n)+t(n,n)
> (1—-t)(a—h,n)

also mit 0 < ¢ < 1 ein Widerspruch zu (x).

Dabher [a, y[ im Halbraum Dp(a) und der Endpunkt y in Dy (a). Insgesamt ergibt

sich:
y=w(x) € ﬂ Dy (a),
Hem

und die rechte Seite stimmt nach Korollar 4.13 mit dem Abschluss C iiberein.
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ii) Sei C" eine Kammer und a’ ein Punkt in . Dann existiert nach i) ein w € W
mit w(a’) € C. Daher ist -
w(C")yNC #0.
Nach Proposition 4.4 ist also die Seite w(C”) ganz in C enthalten. Da w(C") auch
eine Kammer ist, folgt nach Proposition 4.4 w(C") = C.

iii) Es bleibt W = Wyy zu zeigen. Dazu geniigt es zu zeigen, dass alle s, fiir a € ® in
Won enthalten sind. Wir betrachten die zugehérige Hyperebene H,. Nach Lemma
4.11 gibt es eine Kammer C’; so dass H, eine Wand von C" ist. Im Beweis von
i) und ii) haben wir gesehen, dass es ein w € Wyy gibt mit

C' =w(C).

Also ist w™!(H,) eine Wand von w™'(C") = C. Die Spiegelung an w™"(H,) liegt
also in Wyy. Sie ist gleich w™! o s, ow (UA), also folgt s, € Wap.

Satz 4.15 Sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem und C' eine Kammer mit Winden
Hy,....,H,.

i) Fiir jedes i existiert dann genau eine indivisible Wurzel a; € ® mit H; = H,,, so
dass Dy, (a;) = Dg,(C). Mit anderen Worten: a; liegt auf derselben Seite von H;
wie C.

ii) Die Wurzeln ay,...,a, aus i) bilden eine Basis von V. Insbesondere hat C
dim (V') —wviele Wande.

Beweis :

i) Esist H; = Hy; fiir eine Wurzel bi € . Nun ist
Hy; = Hypi
fir alle k& € Q, fiir die kbi eine Wurzel ist. (Dies kann nur fir k£ € {+£1, j:%, +2}

passieren).

Wir finden also eine indivisible Wurzel a; mit Hy; = H,;. Da a; ¢ H;, liegen a;
und —a; = sp,(a;) auf verschiedenen Seiten von H;. Eine der beiden Wurzeln
liegt in Dy, (C).

Nach Vertauschen von a; und —a; kénnen wir a; € Dy, (C), also Dy, (a;) =
Dy, (C) annehmen. Es ist klar, dass a; die einzige indivisible Wurzel mit dieser
Eigenschaft ist.

ii) Wir zeigen zunéchst fiir alle a € @ :

Dy, (a) ={z €V :(z,a) > 0}.
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Dazu ergénzen wir a zu einer Orthogonalbasis a, bs,...,b, von V. Dann liegen
ba,...,b, in H. Es ist

DHa(a) = {$:)\1a+>\gbg++>\nbn ceVid> 0},
und  (z,a) = (Ma+ Xeby+ ...+ A\by,a)
= M(a,a).
Daraus folgt sofort die Behauptung. Somit folgt
¢ = N Du(C)

i=1
= N Du,(ai)
i=1
= {zeV:(r,q;) >0ftrallei=1,...,m}.

Wir betrachten den von {ay,...,an,} erzeugten Untervektorraum U von V.

Fiir jede Spiegelung s,, an H; ist s, (a;) eine Linearkombination von a; und
a;, also in U enthalten. Daher wird U von den Spiegelungen an Wénden von
C' in sich {iberfiithrt. Nach Satz 4.14 iii) wird U also von der Weylgruppe W
invariant gelassen. Aus den Ubungen wissen wir, dass fiir jede Wurzel a € ® die
Menge {wa : w € W} ein Erzeugendensystem von V ist. Es folgt U = V. Damit
erzeugen {ai, ..., a,} den Vektorraum V. Wir zeigen jetzt noch, dass sie linear
unabhéngig sind. Angenommen,

m

Zciaizomit c eR

i=1
ist eine Linearkombination der Null. Wir zeigen zunéchst (a;,a;) < 0 fiir i # j.
Wiire némlich (a;, a;) > 0, fiir i # j, so wére nach Satz 2.5 a; — a; € ®. Nun ist
H; eine Wand von C'. Es sei F; = C' N H; die entsprechende Seite von C. Nach
Proposition 4.9 existiert ein x € F;, das in keiner anderen Hyperebene aus H
liegt. Also gilt

a;(z) = 0 und a;(z) > 0.
Somit ist (a; — a;)(x) < 0.
Mit demselben Argument existiert ein y € C N H j, o dass

a;j(y) = 0 und a;(y) > 0,

woraus (a; —a;j)(y) > 0 folgt.

Nun ist aber die Kammer C' ganz in einem der Halbréume zur Wurzel a; — a;
enthalten, d.h. wir haben

C c{z:(a;— aj)(x) = 0}

oder

C c{x: (a; — a;)(z) <0},
Das liefert einen Widerspruch. Also ist tatséchlich (a;,a;) < 0 fiir i # j. Daraus

folgt fiir unsere Linearkombination » ¢;a; =0 :
i=1

m m m m
0= (Z |ci|as, Z |Ci’ai> < <Z Cil;, Z Ciai) =0,
i1 i1 i—1 =1
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woraus Y |¢;la; = 0 folgt. Fiir x € C' ergibt sich also
=1

0< (Zl \ci\ai,x) = Zl lei| (i, ).

Da alle (a;, x) > 0 sind, folgt

co=...=¢,=0.
Die Wurzeln aq, . .., a,, zu den Wéanden bilden also tatsdchlich eine Basis von V.
O
Definition 4.16 Sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem und C' eine Kammer zu H =
{H, :a€ D}
i) Die Basis {ai,...,a,} von V' zu den Winden von C aus Satz 4.15 bezeichnen

wir mit B(C).

ii) Wir nennen eine Teilmenge B C ® eine Basis des Wurzelsystems ®, falls es
eine Kammer C' mit
B = B(C)

qibt.

Proposition 4.17 Sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem und B eine Basis von ®. Fir
jede irreduzible Wurzel a € ® existiert ein b € B und ein w € W(®) mit

a = w(b).

Beweis : Sei C' die Kammer mit B(C') = B. Die Hyperebene H, = (a)* ist nach
Lemma 4.11 die Wand einer Kammer C’. Nach Satz 4.14 ii) existiert ein w € W(®)
mit w(C") = C. Also ist w(H,) eine Wand von C. Es gibt somit ein b € B(C') mit
w(H,) = Hy. Also folgt w(a) = (b), das heifit, w(a) ist proportional zu b. Da beide
Wurzeln indivisibel sind, folgt w(a) = +b. Falls w(a) = —b ist, so ist

(spow)(a) =0,

und unsere Behauptung folgt. U

Satz 4.18 Sei ® ein irreduzibles Wurzelsystem und B = {by,...,b,} eine Basis von
®. Dann ist jede Wurzel a € ® eine Linearkombination der Basiselemente mit ganzen
Koeffizienten, die dasselbe Vorzeichen haben. Mit anderen Worten: Setzen wir

Pt = {a:Znibi:ni € ZL>,,a € (ID}

i=1
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und
o™ = {a: an‘bi in; € Zi<y,a € <I>} ,
i=1

80 18t
O=pTUD.

Beweis : Wir betrachten zunéchst die von B erzeugte Teilmenge von ¥, das heif3t, die
Menge aller Wurzeln, die sich als ganzzahlige Linearkombinationen von Basiselemene-
ten schreiben lassen. Die Teilmenge U wird durch alle Spiegelungen s;, an Wénden von
C' in sich iiberfithrt (UA), also ist sie nach Satz 4.14 iii) invariant unter der Operation
der Weylgruppe W (®). Nun ist nach Proposition 4.17 jede indivisible Wurzel in ® in
U enthalten. Da jede Wurzel in ¢ entweder indivisibel ist oder von der Form 2a fiir
eine indivisible Wurzel, ist ¥ = ®. Jedes a € ¢ hat also eine Darstellung

n
a = E nlb,
=1

mit n; € Z.

Nun ist C' entweder in
{r eV :(a,z) >0}

oder in

{r eV :(a,z) <0}

enthalten. Indem wir eventuell a durch —a ersetzen, konnen wir annehmen, dass
Ccl{zeV:(az)=0}
ist.
Nach Satz 4.15 ist by, ..., b, eine Basis von V. Also ist fiir jedes i € {1,...,n} der
lineare Unterraum
{: (b, 2) = 0V # i} = [Y(b))*
J#1

von V eindimensional und nicht in (b;)* enthalten. Daher existiert ein z = z(i) € V
mit

(bj,z) = 0 furallej#i

und

Dann ist x € C, so dass (a,7) = 0 gilt. Nun ist
(CL, .T) - nzbz(x)a

also folgt n; = 0. Daher ist a € 7. O
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5 Coxetermatrizen und ihre Klassifikation

Wir werden nun jedem irreduzierten und reduzierten Wurzelsystem ® in V' eine Co-
xetermatrix zuordnen. Mit Hilfe dieser Coxetermatrizen kénnen wir Wurzelsysteme
klassifizieren.

Dazu wihlen wir eine Kammer C' zu ® mit zugehoriger Basis B = B(C) wie in
§ 4. Wir nummerieren die Wurzeln in B als

A1y...,0n.

Nach Satz 4.15 ii) ist ay,...,a, eine Basis des Vektorraums V. Ferner haben wir im
Beweis von Satz 4.15 gesehen, dass fiir i # j

(aia aj) é 0

gilt.

Definition 5.1 Wir setzen firi,j=1,...,n
m(i,j) = ord(sq,saq;)

wobei s,, wie immer die Spiegelung an der Wand H,, = (a;)* bezeichnet und ord die
Ordnung in der Weylgruppe ist. Die Matrix

M = (m(i,j))mzl ..... n

heifit Coxetermatriz des Wurzelsystems P.

Es ist m(i,7) = ord(s,, 0 sq;) = ord(1) = 1, d.h. die Matrix M hat auf der Hauptdia-
gonalen nur Einsen. Wegen
<3ai3aj)71 = Sa;5a;

ist sie symmetrisch. Nach Satz 2.3 ist ferner m(7, j) € {2,3,4,6}, denn @; und a; sind
fiir ¢ # 7 nach Konstruktion niemals proportional. Daher erfiillt M = (m(i, j))ij die
Bedingungen der folgenden Definition.

Definition 5.2 Eine n x n—Matriz M = (m;;) heifit Cozeter-Matriz, falls gilt

i) M ist symmetrisch mit Eintrigen in 7.
ii) my =1 fir allei=1,... n.
iii) mi; 2 2 fir alle i # j.
Fiir die Coxetermatrix M = (m(i, j))ij zum Wurzelsystem @ gilt ferner
m(i,j) =2 < (a;,a;) = 0.

Allgemeiner schlieBen wir aus der Tabelle in Satz 2.3 zusammen mit (a;,a;) < 0 fiir
1 # 7, dass nur folgende Fille fiir ¢ # j moglich sind:
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i) (a;,a;) =0 und m(i,j) =2

i) || ai [=[l a; I, n(ai, a5) = =1, Z(ai, a;) = 5 und m(i, j) =3

4

)
)
i) [ a3 1= V2 Il s [l (05, 05) = —1, Z(as, ) = % und m(i, ) = 4
iv)

H a; ”: \/g H a; H7n(ai7aj) = _174(aiaa’j) = % und m(Z7]> = 6.

Also schlielen wir mit Lemma 1.4:

(ai,a;) = | a; ||l a; || cos £(ai,ay)
= |lai [l aj || cos (7 = 75
woraus
n(ai,a;) = 25 = 24 cos (” - m&j))
= 2”;;“ g — CoS (ﬁ)) (1)
= 2y cos i
folgt.

Satz 5.3 Es seien ®1 und Py irreduzierte und reduzierte Wurzelsysteme in Vi bzw.
Va. Falls es Basen BY = {ay, ..., a,} von ®, und B® = {by,...,b,} von ®y gibt mit
n(ai,a;) = n(b;,b;) fir allei,j € {1,...,n}, dann sind &1 und Oy isomorph.

Beweis : Wir definieren einen linearen Isomorphismus
fVi=V,
durch f(a;) = b;. Nach Voraussetzung ist
n(ai,a;) = n(b;, b;).
Somit gilt

fosala) = f(aj—n(a;,a:)ai)
bj — n(bj, bz)bz

= sp,(b;) = 50, (f(a7))

Also ist fos,, = s, 0 f.

Es sei a € ®; eine beliebige indivisible Wurzel. Nach Proposition 4.17 existiert ein
a; € BY und ein w € W (®;) mit a = w(a;). Nach Satz 4.14 ist w = Sa;, © -+ .0 8q, flr
i1, .., 0 € {1,...,n}. Daher gilt:

fla) = foss o...0s4 (a;)
sz‘l o0...0 sz‘k (f(aﬁ)
= sp, 0...08p (b;)

e O,
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Da ®; reduziert ist, folgt f(®;) C ®,. Analog zeigt man durch Anwenden von Propo-
sition 4.17 auf indivisible Wurzeln in ®,, dass

f(®1) = @,

gilt.

Aus n(a;, a;) = n(b;, b;) fir i # j folgt ferner
(ai,a;) . (bi, ;)

(aj,a;) — (bs,05)
Also ist (a;,a;) = 0 genau dann, wenn (b;,b;) = 0. Falls (a;, a;) # 0 ist, so folgt

(ai, ai)  (bi, bi)

(aj,a5) — (bs,05)
Nach Proposition 3.1 nimmt {(a;,a;) : i = 1,...n} hochstens zwei Werte an. Analog
nimmt {(b;,0;) : ¢ = 1,...,n} hochstens zwei Werte an. Falls {(a;,a;) : i = 1,...,n}
nur einen Wert o annimmt, so nimmt auch {(b;,b;) : i =1,...,n} nur einen Wert 3,
an (UA). Mit ¢ = % gilt dann (b;, b;) = c(a;, a;) fiir alle 3.

Angenommen {(a;,a;) : i = 1...n} = {a1,ae} und {(b;,b;) : i = 1,...,n} =
{1, P} fiir oy < g und 1 < Po. Sei "(ai, a;) = ay. Da @y irreduzibel ist, existiert ein
a; mit (a;,a;) = oy und (a;,a;) # 0 (UA). Also folgt

ap (aiaai) (biabi)

ay  (aj,a;)  (bj,b;)

woraus wegen ¢ < 1 bereits (b;,b;) = B1 und (b;,0;) = (2 und damit 1 = B—; = c
folgt.

»

Also gilt (b;,b;) = ¢(ay, a;) fiir alle i = 1,...,n und damit fiir alle i # j :
(i, b;) = (bj, bj)n(bi, bj)

= c(aj,a;)n(a;, a;)
= c(a;,a;).

Daraus folgt fiir alle x,y € V; :
(f(2), f(y)) = e(z,y).
Nach Definition 1.7 sind also ®; und ®, isomorph. ]

Korollar 5.4 Falls die irreduziblen und reduzierten Wurzelsysteme ®1 und ®o dieselbe
Cozetermatriz haben und falls in dieser nur die Eintrdge 1,2 und 3 auftauchen, dann
sind ®1 und Py isomorph.

Beweis : Es sei M = (m(i, 7)), . die Coxetermatrix eines irreduziblen und reduzierten

2y

Wurzelsystems mit Basis aq, ..., a,. Wir haben oben gesehen, dass gilt:

m(z,]) =3 < n(a'ivaj) =-1= n<aj7ai)
m(i,j) =2 < n(a,a;) =0.
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Somit folgt in diesem Fall in der Notation von Satz 5.3 aus der Gleichheit der Coxe-
termatrizen die Ubereinstimmung der Matrizen

.....

und

,,,,,

und damit folgt die Behauptung aus Satz 5.3. O

Wir werden spéter sehen, dass auch in den anderen Féllen die Coxetermatrix im we-
sentlichen das Wurzelsystem bestimmt.

Definition 5.5 Es sei M = (m(i,j))ijzlmn eine Coxetermatriz zu einem irreduziblen

und reduzierten Wurzelsystem ®. Wir definieren eine Bilinearform B auf R™ durch
s
B(e;,e;) = — cos —,
(o) = e )

wobet ey, ..., e, die kanonische Basis bezeichnet.

Lemma 5.6 In der Situation von Definition 5.5 gilt: B ist ein Skalarprodukt auf R™,
d.h. B ist positiv definit.

Beweis : Laut (1) gilt

o) = —cos—T — Llaill o
B(e;,e;) = —cos i = 3 ”mn(az,aj)
__(aia; ( a9
llaill lla;ll llaill > llajll

Also folgt fir x = > x;e; € R™:
i—1

1=

B(z,z) = z z;x;B(e;, €5)

1]
_ e G aj
%‘xl%(uain’ 1)
— a; a;
= i)
(2 T 2 Tl
> 0

falls > Tifeq 7 0, da (', ) positiv definit ist. Nun ist > i = 0 genau dann, wenn
i=1 ’ i=1 ‘
alle x; = 0 sind. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir setzen in Zukunft -

m(i, j)
Da m(i,i) = 1 und m(i,5) € {2,3,4,6} fur i # j ist, gilt

¢;; = Blei,e;) = —cos

¢Gi =1
und qij € {_%\/37 _%\/57 _%70}
Dabei gilt ¢;; =0 <
= (ai,aj) =0.
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Definition 5.7 Sei M eine Coxetermatriz in Z™*". Wir definieren den Cozxetergra-
phen I'(M) zu M wie folgt: T hat n Ecken vy, ..., v,. Dabei werden v; und v; genau
dann durch eine Kante verbunden, wenn m(i, j) 2 3 ist. Mir markieren in diesem Fall
die Kante mit der Zahl m(i, j).

Der Coxetergraph I'(M) ist also ein markierter Graph.

Lemma 5.8 Der Cozetergraph zu einer Cozetermatric M = (m(z’,j)) _eines irredu-

1,3
ziblen und reduzierten Wurzelsystems ist ein Baum, d.h. er ist zusammenhdngend und
zykelfres.

Beweis : Wir zeigen zunéchst, dass I'(M) keine Zykel enthélt. Wére ndmlich (v;,, ..., v;,)
ein Zykel minimaler Lénge fiir eine Teilmenge {a;,,...,a; } C B, so wiirde

m(ig,irs1) = 3firalek=1,...s—1
und m(is, i1) = 3

gelten. In diesem Fall setzen wir
r=e;+...+e, €R"

und berechnen

B(I‘,l’) = B(eil—l—...—l—eis,e,-l—i—...eis)
= s+2> Ble,,e;)

k<l
s—1
= s5+2 Z B<€ik?eik+1> + 2B(€i176i3)-
k=1
Nunist B(e;,,€;,,,) < —cosi=—3
und B<€i17€is) < _COS% = —%,
also folgt
B(z,r) £ s+2(s—1)(—3) +2(—3)

s—s=0.

Nach Lemma 5.6 ist B positiv definit, also folgt * = 0. Das kann nicht sein, also
existiert kein Zykel.

Jetzt zeigen wir, dass I'(M) zusammenhéngend ist. Falls nicht, so existiert eine
Zerlegung B = By U By mit Byl By beziiglich des Skalarproduktes (, ) auf V. Wir
nehmen B # () an. Dann lassen die Spiegelungen s, fiir b € By den von Bj erzeugten
Unterraum (Bj) invariant. Somit ist (B;) C V ein Unterraum, der invariant unter
der Weylgruppe ist. Da {wb : w € W} fiir b € B; ein Erzeugendensystem von V' ist
(Ubungen), folgt (B,) =V, also By # (. O

Wir betrachten nun eine Coxetermatrix M = (my;);; € Z™*" mit folgenden Eigen-
schaften:

i) Der Coxetergraph I'(M) ist ein Baum
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ii) Die symmetrische Bilinearform auf R”, gegeben durch

™
B<€i76j) = —Cos mijv

ist positiv definit.

Nach Lemma 5.6 und Lemma 5.8 erfiillt etwa die Coxetermatrix zu einem irreduziblen
und reduzierten Wurzelsystem diese Bedingungen.

Wir schreiben auch ¢;; = B(e;, e;). Es gilt ¢;; = B(e;, e;) = 1.

Lemma 5.9 Firallei=1,...,n gilt

quj < 1.

J#1

Beweis : Essei J = {j #i:¢; #0}. Dafiri # jgilt ¢; =0 my; =2 & vy
und v; sind im Coxetergraph nicht durch eine Kante verbunden, enthélt J genau die
Nachbarn von v; im Coxetergraphen. Falls j # j’ in J sind, so kénnen daher v; und
vj» nicht benachbart sein, sonst entstiinde ein Zykel. Also ist

qjr = 0.
Auf dem Unterraum F = ) Re; von R” bilden die kanonischen Enheitsvektoren e;
jE€J
daher eine Orthonormalbasis der positiv definiten Form B. Wir betrachten den Vektor

Zqijej € F.

jed
Es gilt
0 < Ble— X aijej e — 3 Gis€;)
jed jeJ
= Bles,ei) =23 qijBleie;) + 3 q;;B(ej, ;)
jed jeJ
= 1->dq
jed
also folgt in der Tat
S-S <
Jj#1 jedJ

Lemma 5.10 Jede Ecke im Coxetergraphen T'(M) gehort zu hochstens drei Kanten.

Beweis : Sei v; eine Ecke im Coxetergraph, die auf h Kanten liegt, also h Nachbarn
hat. Da m;; = 3 ist fiir jeden Nachbarn v; von v;, folgt

T T 1
¢ij = — COs S —cos— = ——,
mij 2
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also ist

2
qij 2

SN,

Daraus folgt mit Lemma 5.9
1
2
B
JF#i
also h < 3. d

Lemma 5.11 Fulls v; zu drei Kanten gehdrt, so ist jede dieser Kanten mit 3 mar-
kiert. Mit anderen Worten: Hat v; drei Nachbarn im Coxetergraphen, so gilt fiir jeden
Nachbarn v; :

mg; = 3.

Beweis : Falls fiir einen der drei Nachbarn m;; = 4 wére, so folgte

1 1
qizj = (cos 77;)2 > (cos 2)2 = (5\/5)2 =5
also wére L1
2 >_ 4L - 42 =1
qu =117 50
JFi
was im Widerspruch zu Lemma 5.9 steht. 0

Lemma 5.12 Falls esi,j € {1,...,n} mit m;; =6 gibt, so folgt n = 2.

Beweis : Angenommen, es gilt m;; = 6 und n > 2. Da der Coxetergraph I'(M)
zusammenhédngend ist, hat v; oder v; einen weiteren Nachbarn. Nach Vertauschen von
7 und j kénnen wir annehmen, dass v; noch einen Nachbarn v, mit k # j hat. Dann
ist also m;;, = 3. Es folgt

IFi
> (cos %)2 + (Cos %)2
= (3v3) + (3v2)°
= 312 >
4 =D
was im Widerspruch zu Lemma 5.9 steht. O

Lemma 5.13 Fir jedes i € {1,...,n} gibt es hichstens ein j # i mit m;; = 4. Jede
Ecke in I'(M) liegt also hichstens in einer Kante, die mit einer Zahl 2 4 markiert ist.
Beweis : Falls es j # k gibt mit m,;; = 4 und m;;, = 4, so folgte
Y 2 quj + ¢
I#i
> (con) — 233~ 1

was im Widerspruch zu Lemma 5.9 steht. O
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Jetzt konstruieren wir aus einem Coxetergraph I'(M) einen neuen Coxetergraphen
(M) durch ,Streichen einer Kante®. Dazu seien v und v; in I'(M) durch eine Kante
verbunden, d.h. my; = 3.

Sei I' = {1,...,n}\{l}. Wir definieren die Matrix M’ = (mj;)ijer, deren Zeilen
und Spalten durch I’ nummeriert werden, wie folgt:

My, = 2
m;j = My, falls Z,] 7é k.
my; , falls v; benachbart zu v; ist.
my; =my, = my; , falls vy benachbart zu v; ist.
2 , falls weder v; noch v, zu v; benachbart sind.

Die ersten beiden Alternativen kénnen nicht gleichzeitig eintreten, da I'(M) ein Baum
ist.

Proposition 5.14 Fualls my; = 3 ist, so ist M’ eine Cozetermatriz, die unseren Be-
dingungen gentigt, d.h. es gilt

i) (M) ist ein Baum

ii) B'(e;,e;) = —cos =~ ist eine positiv definite Form auf @ Re;.

“ el

Beweis : Der Coxetergraph I'(M’) entsteht aus I'(M), indem man die Kante, die v;
und v; verbindet, durch eine Ecke ersetzt. I'(M") ist daher auch ein Baum.

Aus my = 3 folgt gy = —cos§ = —4. Wir setzen ¢j; = B'(e;, ¢;) = —cos WZT,]
Dann gilt
qgj = Qij7 falls ’L,j 7é k
und
qi , falls v; benachbart zu v;
4 =¢q; =14 qu , fallsv, benachbart zu v;
0 , falls weder v; noch v, zu v; benachbart sind.

Also ist ¢, = qi; = Qi + Qri, denn hochstens eine dieser Zahlen ist ungleich Null.

Fiir einen beliebigen Vektor > c;e; € € Re; gilt also

i#l iel’
B/(Z Ci€i, Z Ciei)
il il
= Z cich’(ei, €j)
P2l
= Y GGG+ Y ikl + Y CrCidy; + Ci
ijE Lk ALk Lk
= > gy +2 Y ccklqu + an) + ¢
1,j7#Lk ik
= B cen > ce)+2 > caaqn  (2)
il il ik
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Setzen wir ¢; = —2 Y ¢;qu, so gilt

i#lk
0 < B(Zc €, Zczel)

=1

= B(Zcez,Zcz i) + 20 ciga + ¢
i#£l 1#£l i#£l

= B(Y e,y i) + 2005 + 200 Y ciqa + ¢}
il il ikl

= B(Y cen > cie) —acp — ¢ + ¢t da g = —3
il il

= B( Z Ci€i, Z Czez) +2 Z CiCkaii
i#l i#l i#lLk

= B/(Y cei, Y cie;) wegen (2).
il i#l

Also ist B’ ebenfalls positiv definit. O

Jetzt konnen wir einen fiir die Klassifikation grundlegenden Satz beweisen.

Satz 5.15 FEine Coxetermatriz M, deren Coxetergraph I'(M) ein Baum ist, so dass
die Form B positiv definit ist, geniigt genau einer der folgenden Bedingungen:

1. T'(M) enthdlt genau eine Ecke mit drei Nachbarn und alle Kantenmarkierungen
sind m;; = 3.

2. I'(M) ist eine Kette, also ein Graph der Form

Y

o——~0  O0—=O0

und es gibt hochstens eine Kante mit der Markierung m;; = 4.

Beweis : (mit Induktion nach n)

Fiir n = 2 ist I'(M) ein Graph der Form

2 3 4 6
O O, O O, O——=0, oder O——O,

fallt also unter Fall 1).

Wir nehmen an, die Behauptung stimmt fiir Coxetergruppen mit < n Ecken und
betrachten n = 3.

1. Fall: I'(M) enthilt eine Ecke v; mit mindestens drei Nachbarn. Nach Lemma 5.9
hat v; dann genau drei Nachbarn vy, , vk, , Vg,.

Falls I'(M) nur diese vier Ecken enthélt, so ist I'(M) von der Form
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und nach Lemma 5.10 ist jede Kantenmarkierung 3. Also tritt Fall 1) ein.

Falls I'(M) noch eine weitere Ecke enthélt, so kénnen wir ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass vy, eine Nachbarecke v; # v; hat. In diesem Fall betrachten wir die
Coxetermatrix M’, die durch Kollabieren der Kante

(% (%

entsteht.

[(M') hat dann (n — 1) Ecken, darunter weiterhin die Ecke v; mit drei Nach-
barn. Nach Induktionsvoraussetzung muss also Fall 1) auf I'(M’) zutreffen, d.h. I'(M")
enthilt keine weiteren Ecken mit drei Nachbarn, und alle Kantenmarkierungen sind
3. Mit Lemma 5.10 folgt, dass auch alle Kantenmarkierungen in I'(M) gleich 3 sind.
Ferner sind hochstens bei v; und v, drei Nachbarn moglich. Hétte vy, drei Nachbarn,
also

so hitte allerdings I'(M’) eine Ecke mit vier Nachbarn, im Widerspruch zu Lemma
5.10. Also fallt auch I'(M) unter Fall 1).

2. Fall: I'(M) enthélt keine Ecke mit mehr als zwei Nachbarn. Da I'(M) ein Baum
ist, ist dieser Graph eine Kette
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Angenommen, eine Kante ist mit m(i,j) = 4 markiert. Da n = 3 ist, hat diese
Kante eine Nachbarkante. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, diese Kante
miindet in v;. Dann existiert ein k # 4, j mit m(i, k) = 3.

Nach Lemma 5.13 folgt m(i, k) = 3. Wir kollabieren die Kante zwischen v; und vy,
und wenden die Induktionsvoraussetzung auf die Coxetermatrix M’ an. Diese enthélt
keine Ecken mit mehr als zwei Nachbarn, also tritt Fall 2) ein. T'(M’) enthélt also
hochstens eine Kante, die mit einer Zahl = 4 markiert ist. Nun ist aber die Kante
zwischen v; und v; in I'(M’) bereits mit m(7, j) = 4 markiert, also féllt I'(M) unter
Fall 2). O

Wegen Lemma 5.12 wissen wir aulerdem, dass im Fall 2) fiir n = 3 die einzige
Kantenmarkierung = 3 gleich 4 sein muss.

Jetzt wollen wir noch bestimmen, wo die einzige mit einer Zahl = 4 markierte
Kante im Fall 2) aus Satz 5.15 liegen kann.

Lemma 5.16 Angenommen iy, ..., i, € {1,...,n} bilden einen Weg in I'(M), so dass
alle Kanten mit 3 markiert sind, d.h. es ist

m(ij,in) = 3f'U,Tj = 1,...,p— 1.

Dann gilt

<Zkezk,2kezk) = -p(p+1).

Beweis : Nach Voraussetzung gilt
Blei;, €i;,,) = —cos — = —

und

B(e;,,e;,) =0falls |l —Fk|> 1.

Also konnen wir berechnen

B(gi:lkeik,g:keik) = Zi: 2§k<k+ D(-3)
YRS RSk

k=1 k=1 k=1

P? — (p— 1)

= p?— 5"+ 3p
= gp(p+1)
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Lemma 5.17 Wir nehmen an, dass n 2 3 ist und dass I'(M) ein Coxetergraph vom
Typ 2) aus Satz 5.15 ist, d.h. (M) ist eine Kette der Form

Y

(%1 V2 U3 Un

so dass hochstens eine Kantenmarkierung gleich 4 ist.

Falls die Kantenmarkierung 4 in der Mitte liegt, falls also
m(i,i+1) =4
fir ein 2 < i <n—2 gilt, dann ist T'(M) der markierte Graph

3 4 3

O O O O

Beweis : Es sei m(i,i + 1) =4 fiir 2 <7 < n — 2. Wir betrachten
T = e +2e+ ...+ 16
y = e, +2e,1+...+(n—1i)ep.
Nach Lemma 5.16 gilt
B(z,x) = %z(z +1)
und |
B(y,y) = §(n —i)(n—i+1).

Wir berechnen . _

B(z,y) = i(n—1i)Blei, ei1)
= i(n—1i)(—cos %)
= —i(n—1i).

Da B eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf R” ist, folgt aus Lemma 1.4:
B(x,y)* < B(z,2)B(y.y),
also )
i2(n — i) <ﬂ@+Um—Um—i+U
Daraus folgt
2in—i) < (i+1)(n—i+1)=in—1d)+i+ (n—1i)+1,

also
(i—Dn—i—-1)=in—1)—i—(n—1)+1<2,

woraus wegen 2 < i, (n—i) Sn—2
i—l=n—i-1=1,

also i = 2 und n = 4 folgt. O
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Jetzt wollen wir noch bestimmen, wo der einzige Verzweigungspunkt fiir Coxetergra-
phen vom Typ 1) aus Satz 5.15 liegen kann.

Lemma 5.18 Fulls I'(M) ein Cozetergraph vom Typ 1) aus Satz 5.15 ist, so dass v;
die Ecke mit drei Nachbarn ist, dann ist der Untergraph

PM)\{vi}

(ohne die Kanten in v;) die Vereinigung von drei Ketten mit jeweils (p — 1), (q — 1)
und (r—1) Kanten, so dass bis auf Permutation (p,q,r) eines der folgenden Tripel ist:

fiir ein m = 1.

Beweis : Da v; die einzige Ecke ist, die drei Nachbarn hat, ist I'(M)\{v;} die Verei-
nigung von drei Ketten. Nach Satz 5.15 sind alle Kantenmarkierungen gleich 3. Wir
bezeichnen mit p,q und r die Anzahl der Ecken in den drei Ketten und bezeichnen
diese folgendermaflen:

Uky Uky <o Uk,

T

Dabei seien v;,, v, und v, die Nachbarn von v;. Wir konnen annehmen, dass p =
g = r gilt. Wir betrachten nun

r o= e, +2e,  +...+pe;
y = e, T2, + ... ae,
z = ek +2e ,+...+1ek.

Aus Lemma 5.16 folgt

1 1 1
B(x,z) = gp(p+1) , Bly,y) = 54(q + 1) und B(z, 2) = 5r(r +1).
Auflerdem gilt
1
Bl(e;, ) = pB(es,ei,) = —ép, denn m(i,7;) = 3.

Analog ist

1 1
Blei,y) = —54 und B(e;, z) = —57
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Die Vektoren x,y, z sind nach Konstruktion paarweise orthogonal.

Wir setzen a = /B(z,z),5 = v/B(y,y) und v = y/B(z, 2). Da e; nicht in dem

von z,y und z erzeugten Unterraum liegt, folgt
0 < B(e;— 5B(ej,x)x — ﬂzB(el,y)y - V%B(ei,z)z,
€; — %B(ehx)x - @B<el7y)y - ,)/1_2B<eia Z)Z)
= 1- %B(ei,x) 2 B(ez, y)? — ,Y2—2B(ei,z)2

+B(ei,:ﬂ)2 B(:E,.’E) + (eivy) B(yvy) + B(eifz)2 B(z’z)

o2 o2 32 32 ~Z 2
1 — B(ei,@)®>  Blei,y)®  Bles,z)?
B(z,x) B(y,y) B(z,2)
= 1_1%)2 _1iq2 _1%"2
sp(p+1)  sa(g+l)  gr(r+l)
— 1—-ip _19¢ 1. 7
- 2 p+1 2 g+1 2 r+1
— 1,11 1,11 1,11
= 1 st 2 "2t 2T 3T 2
_ 1 1 1 1 1
= 2+2(p+1+Q+l+r+l)’
1 1 1
also iy t+ogtag>1

1 1
——t ——+ > 1,
p+1 q¢g+1 2
1 1 1
d.h. — +

[ > -,
p+1 q¢g+1 2
1 1 . .
woraus 25 > 3, also ¢ + 1 < 4 und daher 1 < g £ 2 folgt. Ist ¢ = 2, so ergibt sich

o] N I +1
p+1 q+1 p+1 3

DN | —

also zﬁ > % und daher p < 4.

Daraus folgt die Behauptung. 0

Satz 5.19 Der Cozetergraph I'(M) zu einem irreduziblen und reduzierten Wurzelsy-
stem ist isomorph (als markierter Graph) zu genau einem der folgenden Graphen:
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(1) O—O—0 ... 0—O0 (n =2 1 Ecken)
3 3
(2) oO—O0—=o0. (n = 2 Ecken)
3 3
(3) O—O0—=O. (n = 4 Ecken)
3 3 3 3
(4) O O O O O
31
3 3 3 3 3
(5) O O O O O @)
31
3 3 3 3 3 3
(6) O O O O O O O
31
3 4 3
(7) O O O O
6
(8) O——oO

Beweis : Nach Satz 5.15 enthélt I'(M) entweder genau eine Ecke mit drei Nachbarn
oder ist eine Kette. Im ersten Fall sind alle Kantenmarkierungen gleich drei und I'( M)
ist nach Lemma 5.18 einer der Graphen (4), (5), (6) oder (3). Im zweiten Fall existiert
hochstens eine Kantenmarkierung = 4. Ist diese gleich 6, so liegt nach Lemma 5.12 der
Graph (8) vor. Ist sie gleich 4, so tritt nach Lemma 5.17 einer der Félle (2) oder (7)
ein. Sind alle Kantenmarkierungen gleich drei, so tritt Fall (1) ein. U

6 Klassifikation von Wurzelsystemen

Um Wurzelsysteme abschlielend zu klassifizieren, brauchen wir das sogenannte Dyn-
kindiagramm.

Definition 6.1 Sei ® ein irreduzibles und reduziertes Wurzelsystem in'V und a4, . . ., a,
eine Basis von .

47



Das Dynkindiagramm von ® besteht aus n FEcken vy, ..., v, und verschiedenen Ty-
pen von Verbindungslinien. die folgendermaflen definiert sind:

1. Ist (a;,a;) =0, so sind v; und v; nicht verbunden.

2. Ist n(a;,a;) = —1 = n(a;,a;), so sind v; und v; durch eine einfache Kante
verbunden:
o———=O
V; Uy
3. Ist n(a;,a;) = —2 und n(aj,a;) = —1, so sind v; und v; durch eine gerichtete

doppelte Kante verbunden:

a0

V; Uy

4. Ist n(a;,a;) = —3 und n(a;,a;) = —1, so sind v; und v; durch eine gerichtete

dreifache Kante verbunden:

V; vy

Nach Satz 2.3 sind dies die einzigen Moglichkeiten, da zwei verschiedene Wurzeln aus
einer Basis nicht proportional sein kénnen und fiir ¢ # j immer (a;,a;) < 0 gilt.

Im Fall n(a;,a;) = —2 und n(a;,a;) = —1 folgt olent) — _9 ypd 2l@®) — _q

(a'va') (aivai)
also (a;,a;) = —2(a;,a;) = 2(a;, a;). Der Pfeil im Dynkijnciiagramm geht also von der
léngeren zur kiirzeren Wurzel. Dies gilt analog fiir n(a;, a;) = —3 und n(a;, a;) = —1.

Proposition 6.2 Sind &, und &, irreduzible und reduzierte Wurzelsysteme in Vi und
Vs, so dass es einen Isomorphismus der zugehérigen Dynkindiagramme gibt, dann sind
b, und Py als Wurzelsysteme isomorph.

FEin Isomorphismus von Dynkindiagrammen ist hier eine Bijektion zwischen den
Eckenmengen, die den Verbindungstyp der Ecken nach Definition 6.1 erhdlt.

Beweis : Sind die Dynkindiagramme von ®; und ®, isomorph, so existiert eine Basis
{ai,...,a,} von ®; und eine Basis {by,...,b,} von ®5 mit

n(ai, Clj) = n(b,, bj)
fiir alle 7,5 = 1,...,n. Nach Satz 5.3 sind ®; und ®, also isomorph. [l

48



Nun ist n(a;,a;) = n(a;,a;) = —1 genau dann, wenn m(i, j) = 3 ist (siehe Satz
2.3). Also entspricht eine einfache Kante im Dynkindiagramm einer mit 3 markierten
Kante im Coxetergraphen. Ferner sind zwei Ecken genau dann durch eine markierte
Kante im Coxetergraphen verbunden, wenn sie im Dynkindiagramm verbunden sind.

AuBerdem entsprechen die Félle n(a;, a;) = —2 und n(a;, a;) = —1 sowie n(a;, a;) =
—1 und n(aj,a;) = —2 genau dem Fall m(i,j) = 4. Die Félle n(a;,a;) = —3 und
n(aj,a;) = —1 sowie n(a;,a;) = —1 und n(a;, a;) = —3 entsprechen genau dem Fall,

dass m(i, j) = 6 ist. Also entspricht eine Kante der Form

4
o———=O0

V; Uy

im Coxetergraphen entweder der Verbindung

oder der Verbindung

et

(4 Vj

im Dynkindiagramm. Analog entspricht

OLO entweder Q%*to oder Q%Q )

Ui Uj U; Vj V; Uj

Satz 6.3 Fliir jedes irreduzible und reduzierte Wurzelsystem ® ist das Dynkindia-
gramm. isomorph zu genau einem der folgenden Diagramme:
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A, oO—O0—0...0—0—0 (n 2 1 Ecken)

B, O—O0—0 .. O—O—>0 (n = 2 Ecken)

Cn O—O0—0 ... O——OC=X—0 (n = 3 Ecken)

D, O—O0—=0 ... (n = 4 Ecken)
E6 O Y l ) O
Er O i O

o———0

Go o===¢

Beweis : Aus der obigen Diskussion in Verbindung mit Satz 5.19 folgt, dass die
angegebenen Dynkindiagramme bis auf Isomorphie die einzig moglichen sind.

(Es ist namlich c===0 isomorphzu C==0 und oO—O0—>—0—-0
isomorph zu O——0—<—0——0 sowie O—>—0 isomorphzu =<0 .)

Man sieht ferner leicht, dass zwei verschiedene Dynkindiagramme in der Liste nicht
isomorph zueinander sein konnen. O

Satz 6.4 Bis auf Isomorphie gibt es nur die folgenden irreduziblen und reduzierten
Wurzelsysteme:
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Typ A, firn=>1
Typ B, firn=2
Typ C,, fiirn =3
Typ D, fiirn =4
Typ FEg
Typ E7
Typ Es
Typ Fy
Typ Gs.

Sie haben jeweils das entsprechende Dynkindiagramm.

Beweis : In den Ubungen haben wir fiir fast jeden Typ von Dynkindiagramm schon ein
passendes Wurzelsystem kennengelernt. Daher folgt die Behauptung aus Proposition
6.2. Es fehlt noch der Typ E-, der durch das Wurzelsystem

{te; Le;:1 <z <jJ <6}U{i(e7—eg)}
U {3(er —es+ Z( 1)Y@e; : Z v(i) ungerade)
i V= {(21...75) €R®: 2 — —ag}
reprasentiert wird, und der Typ Ejg, der durch das Wurzelsystem
{:i:eij:ej:léi<j§8}

u {3 Z( 1)"@e; Zu(z) gerade}

=1

in V' = R® repriisentiert wird. 0

o1



