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7 Affine Raume

Betrachten wir die Ebene R? als Vektorraum, so kénnen wir jedes = = (}) € R? als
Punkt eintragen. Die Addition von Vektoren z,y € R? l4sst sich geometrisch dar-
stellen, indem man die Punkte = und y mit 0 verbindet und ein Parallelogramm ein-
zeichnet. Das kann man auch so beschreiben, dass man y mit 0 verbindet und dieses
Geradenstiick parallel an z verschiebt.

Wir bezeichnen jetzt mit A% die Ebene, in der wir den Nullpunkt ,vergessen” (eine
formale Definition folgt spéter). Dann kénnen wir immer noch ein z € A? und ein
y € R? auf diese Weise addieren. Das wollen wir jetzt formalisieren und untersuchen.
Dazu brauchen wir zunéchst folgende Definition.

Definition 7.1 Es sei G eine Gruppe mit Verkniipfung o und neutralem Element. Fer-
ner sei M eine Menge. Eine Abbildung

GxM — M
(g;m) — gxm
heifit Operation von G auf M, falls gilt

i) (g1092)*m =gy % (g2 *m) firalle g;,92o € Gund m € M

ii) exm =m.
Beispiel 1:
i) Die Abbildung
GL,(K)x K" — K"
(A,v) — Av
ist eine Operation von GL,,(K) auf K.

ii) Wir bezeichnen mit GL(V') die Menge der Automorphismen von V, d.h. die
Menge der Isomorphismen f : V' — V. GL(V) bildet eine Gruppe beziiglich
der Komposition o mit neutralem Element id. Dann definiert

GLV)xV — V
(fiv) = fv)

eine Operation von GL(V') auf V.
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iii) Sei G = S,, die Gruppe der Permutationen von {1,...,n}. Dann wird durch
Spx{l,...,n} — {1,...,n}
(0:5) = o))
eine Operation von S, auf {1,...,n} definiert.
iv) Sei V ein Vektorraum. Dann operiert die Gruppe V' auf der Menge V' vermoge
VxV — V
(v,2) — v+a.
Definition 7.2 G operiere auf der Menge M. Sei m € M. Die Teilmenge
Gxm:={gxm:g€ G}
von M heifst Bahn von m unter G.
Beispiel 2:
i) Im Beispiel 1, i) ist die Bahn der 0 gerade GL,,(K) * 0 = {0}.
Fiir jedes v # 0 in K™ ist die Bahn

GL,(K)*v=K".

ii) Im Beispiel 1, iii) ist fiir jedes k = {1, ... ,n} dieBahn S, « k = {1,...,n}.
iif) Im Beispiel 1, iv) ist fiir jedes v € V die Bahnv +V = V.
Definition 7.3 Die Operation G x M — M heifit transitiv, wenn es fiir alle m;, mg €

M ein g € G mit g * m; = my gibt. Falls es fiir alle m;, my € M genau ein g € G mit
g * m1 = my gibt, so heifit die Operation einfach transitiv.

Lemma74 i) G operiert genau dann transitiv auf M, wenn fiir jedes m € M gilt

G*xm= M.

ii) G operiert genau dann einfach transitiv auf M, wenn fiir alle m € M die Abbil-
dung

G — M
g = g*m

bijektiv ist.
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Beweis :

i) G operiert genau dann transitiv auf M, wenn es fiir alle m € M zujedemn € M
ein g mit g * m = n gibt. Das ist dquivalent zu G * m = M fiir alle m.

ii) G operiert genau dann einfach transitiv auf M, wenn es fiir alle m € M zu
jedem n € N ein eindeutig bestimmtes g € G mit g * m = n gibt. Das bedeutet
gerade, dass fiir alle m die Abbildung g — g * m eine Bijektion G — M liefert.

|

Beispiel 3:
i) In Beispiel 1, i) operiert GL,, (K) nicht transitiv auf K", da GL,,(K) «0 = {0} ist.

ii) Analog sieht man, dass in Beispiel 1, ii) die Gruppe GL(V') nicht transitiv auf V'
operiert.

iii) In Beispiel 1, iii) operiert S,, transitiv auf {1,...,n}, da wir schon gesehen ha-
ben, dass alle Bahnen gleich {1, ..., n} sind. Fiir n > 3ist diese Operation jedoch
nicht einfach transitiv, denn |S,,| = n! > n. Daher kann

S, — {l,...,n}

o — o(k)
furkein k € {1, ..., n} eine Bijektion sein.
iv) In Beispiel 1, iv) operiert V' transitiv auf V, denn

Vv — V

v o= Uv+T
ist fiir alle z € V eine Bijektion (mit Umkehrabbildung w — w — ).
Definition 7.5 G operiere auf der Menge M. Fiir alle m € M heifit
Gmn={9€G:g*m=m}
der Stabilisator von m € G.

Offenbar ist e € G, und mit g; und g; liegt auch g; Lund ¢q 0 go in G,,. Also ist G,
eine Untergruppe von G.

Lemma 7.6 Eine transitive Operation der Gruppe G auf der Menge M ist genau dann
einfach transitiv, wenn fiir alle m € M der Stabilisator G,,, = {e} ist.
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Beweis : Sei m € M beliebig. Die Abbildung

G — M

g = gxm

ist surjektiv, da G transitiv auf M operiert. Es gilt g x m = h * m genau dann, wenn
(g7 'h) * m = m ist, also genau dann, wenn g~ 'h € G,, ist.
Also ist die Abbildung g — g * m genau dann injektiv, wenn G,,, = {e} ist. O

Wir wollen nun die Situation aus Beispiel 1, iv) ndher untersuchen. Ab jetzt bezeichne

V immer einen n-dimensionalen K-Vektorraum.

Definition 7.7 Eine Menge M, auf der die Gruppe V (beztiglich +) einfach transitiv
operiert, heifst affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V.

In Beispiel 1, iv) haben wir gesehen, dass V' zusammen mit der Operation

VxV — V

(v,2) — v+
ein affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V ist.
Lemma 7.8 Sind M; und M, affine Rdéume mit zugehdrigem Vektorraum V/, so gibt
es eine Bijektion M; — Mo.

Beweis : Nach Lemma 7.4 gibt es Bijektionen o : V' — M; und 8 : V. — M. Also ist
Boa~t: M; — M, eine Bijektion. O

Da wir ab jetzt nur noch die Gruppe V operieren lassen, schreiben wir + fiir die Ver-
kntipfung o und 0 fiir das neutrale Element e. Wir bezeichnen einen affinen Raum
mit zugehorigem Vektorraum V als A(V'). Die Elemente von A(V') nennen wir Punk-
te. Die einfach transitive Operation

V x A(V) — A(V)

zu einem affinen Raum bezeichnen wir statt mit * von jetzt an mit +, also als (v, ) —
v+
Fixieren wir einen Punkt 2 € A(V), so ist die Abbildung

Vo= A(V)

v — v+x
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bijektiv. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung mit v, : A(V) — V. Anders ausge-
driickt: Fiir alle y € A(V) ist der Vektor v, (y) € V das eindeutig bestimmte Element
in V mit

y=va(y) + 2.

Im Spezialfall V' = K™ schreiben wir
A™M(K)=A(K")
und nennen diesen Raum den n-dimensionalen affinen Raum iiber K.

Lemma 7.9 Es sei A(V) ein affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V, und es
seien x,y, z € A(V).
Dann gilt

vz(2) = va(y) + vy (2).

Beweis : Definitionsgemaf3 gilt

y = vg(y) + x sowie
z = uy(2)+y,
also folgt
(0el) + () + 7 = vy(2) + (valy) + )
= vy(2) +y
= Z,
woraus v, (2) = vz (y) + vy(2) folgt. O

Definition 7.10 Wir definieren die Dimension eines affinen K-Vektorraums A(V)
mit zugehorigem Vektorraum V als

dimA(V) :=dim V.

Mit dieser Definition gilt dim A"(K) = dim K™ = n, so dass die Bezeichnung ,n-
dimensionaler affiner Raum” sinnvoll ist.

Ab jetzt sei immer A(V) ein affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V.

Definition 7.11 Eine nicht-leere Teilmenge M C A(V') heifit affiner Unterraum von
A(V), falls ein Punkt € M und ein Unterraum W C V existieren mit

M=W+z={w+z:weW}
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Lemma 7.12 Ein affiner Unterraum M = W + x von A(V) ist ein affiner Raum mit
zugehorigem Vektorraum W.

Beweis : Wir miissen zeigen, dass W einfach transitiv auf M operiert. Wir schranken
dazu die einfach transitive Operation V x A(V) — A(V) auf W x M ein. Istw’ € W
und w + x € M, so ist

w4 (w+z)=w+w) +zeW +a.
Also erhalten wir so eine Operation
W x M — M.

Diese ist ebenfalls einfach transitiv. Sind m; = w; + z und ms = ws + x Elemente in
M, so ist (wg — w1 ) +my = ma. Daher existiert ein w € W (ndmlich w = wg — wy ) mit
w+my = my. Dieses Element ist eindeutig bestimmt, da V" einfach transitiv auf A(V)
operiert. g

Ist M = W + z ein affiner Unterraum, so ist der lineare Unterraum W C V als
Bild von M unter der Abbildung v, : A(V) — V eindeutig bestimmt. Offenbar ist
M=W+z=W+yfuralley € M.

Man iiberlegt sich leicht, dass eine Teilmenge M C A(V) genau dann ein affiner
Unterraum ist, wenn fiir ein « € M das Bild v, (M) C V ein Unterraum ist. Ist M
ein affiner Unterraum der Dimension 0,1 bzw. 2 von A(V), so nennen wir M einen
affinen Punkt, eine affine Gerade bzw. eine affine Ebene in A(V).

Definition 7.13 Seien z,y zwei Punkte in A(V'). Ist x # y, so definiert der von v, (y)
erzeugte Unterraum (v, (y)) C V einen affinen Unterraum

L(z,y) = (v2(y)) + .

Dieser heifst affine Gerade durch x und y. Definitionsgemaf ist y = x + v, (y). Wegen
vz(y) = —vy(z) (priifen Sie das!) folgt also

(z(y)) +z = (v(y)) +y

Diese Definition hingt also nicht von der Reihenfolge von z und y ab.

Beispiel: Im A" (R) ist L(z,y) = { Az + py : A+ p =1}
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Im Gegensatz zu linearen Unterrdumen von Vektorrdumen, die alle 0 enthalten,
konnen affine Unterrdume auch disjunkt sein: Es sei W ein eindimensionaler Un-
tervektorraum des R?. Betrachten wir zwei Punkte z,y in A?(R) = R? mitx € W und
y &€ W,soistx + W Ny + W = 0. Ansonsten miisste ndmlich x + w; = y + wy mit
wy,wy € W gelten, woraus y € W, folgte.

Allgemein gilt fiir affine Unterrdume M, My von A(V) zu Vektorrdumen Wy, Wa:

Mi N My §£ 0 < fiir alle xr1 € Ml,xg € M, ist ’Uml(ZEQ) e Wy + Ws.

Ist ndmlich € M; N My, so schreiben wir x = z; + v,, (x) € M; fur ¢ = 1,2, woraus
vy, () € W; folgt. Mit Lemma 7.9 folgt

le(x2) = le(x)“‘vx(:@)

= Vg, () — vy, (x) € W1 + Wa.
Ist umgekehrt v, (z2) = w1 + wy € W1 + Wa, so ist

Tog—we = T+ Uy (T2) —wo

= x1+w € M;N M.

Man zeigt leicht, dass fiir affine Unterrdume (M;);c; mit Vektorrdumen (W;);cr der

Schnitt
()M
iel
entweder () oder wieder ein affiner Unterraum von A(V') mit Vektorraum (] W; ist.

iel
(Priifen Sie das!)

Definition 7.14 Fiir eine Teilmenge () # N C A(V) definieren wir die affine Hiille
von N als
(N )att = N M,

MCA(V) aff. UR
NCM

wobei der Schnitt tiber alle affinen Unterrdaume M C A(V) lauft, die N enthalten. Die

affine Hiille (V). ist ) oder ein affiner Unterraum von A(V).

Wir setzen zusitzlich (0) ¢ = 0.

Sind M; und M, affine Unterrdume von A (V) mit zugehorigen Vektorrdaumen W,
und W5, so bezeichnen wir mit (M, Ma).¢ = (M7 U Ma)ag die affine Hiille von M; U
Mo.
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Sei x1 € My und xs € My. Dann ist (M7, Ma)ag = (W1 + Wa + (v, (22))) + 1. Um
dies zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass der affine Unterraum auf der rechten
Seite in jedem affinen Unterraum W + z enthalten ist, der M; und My enthdlt. In der
Tat, aus M1 UMy C W + z folgt Wi, C W und Wy C W.

Satz 7.15 (affine Dimensionsformel)
i) Ist My N M, # 0, so gilt

dimK<M1, M2>aff = dll’l’lK M1 + dlmK M2 — dlmK(M1 n Mg)

ii) Ist My N My = 0, so gilt
dimK<M1, M2>aff = dlmK M1 + dimK M2 +1-— dlmK(M1 N Mg)
Beweis :
Seiz; € M, und Ty € Ms.

i) Ist My N My # 0, soist (v, (z2)) C W1+ Wa, also (My, M) s = (Wi + Wa) + 2.

Da M; N M5 ein affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum W; N W ist, folgt
die Behauptung aus der Dimensionsformel fiir lineare Unterrdume.

ii) Ist My N My = 0, so ist <’Ux1 (LUQ) ¢ Wi+ W, d.h. diHl(<’U9[;1 ($2)> + Wy + WQ) =
1 + dim(W; + W3). Wieder folgt die Behauptung mit der Dimensionsformel fiir
lineare Unterrdume.

O

Definition 7.16

i) Zwei affine Unterrdume My, M> von A(V) mit zugehorigen Vektorrdumen
Wy, Wy heiflen parallel (M, ||Ms), falls W7 = W, gilt.

if) My und My heiflen schwach parallel (M7 <1 Ms), falls W7 C W gilt. Man kann
also die Operation von V" auf A(V') auch als ,Parallelverschiebung” verstehen.

Proposition 7.17 Seien M, M, affine Unterrdume von A(V) mit Vektorraumen
Wy, Wa.

1) Ist MlHMQ, so ist My = My oder My N My = 0.
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11) Ist My < M, soist My C My oder MiN My = 0.

Beweis : Ist My <1 My und My N My # (), so sei x € My N Ms. Dannist My = Wy + x
und My = Wy + 2. Aus Wy C W, folgt also My C M», aus Wy = W folgt My = Mo.
O

Definition 7.18

i) (n 4+ 1) Punkte (zo,...,z,) im affinen Raum A(V) heilen affin unabhingig,
falls die n Verbindungsvektoren

Vg (T1), -+ 3 Vo (@)
in V linear unabhingig sind.
ii) (xo,...,2,) heiit Basis von A(V), falls v, (x1),..., vz (2,) eine Basis von V
bilden.
Offenbar ist mit (o, . . ., ) auch jede Umordnung dieses Systems linear unabhangig

bzw. eine Basis.
Beispiel: Im A?(R) bilden die Punkte

w= (= ()= ()

eine Basis, da v, (z1) = (5') und v, (22) = () eine Basis von R? bilden.

Nun wollen wir den richtigen Abbildungsbegriff fiir affine Rdume einfithren.

Definition 7.19 Es seien A(V) bzw. A(W) affine Rdume mit zugehorigen Vek-
torrdumen V' bzw. W. Eine Abbildung f : A(V) — A(W) heifit affine Abbildung
oder affin linear, falls fiir ein x € A(V') die Abbildung

oV - W
v o= Ve (flo+ )

linear ist. Definitionsgemaf ist f(v + x) = @, (v) + f(x).

Lemma 7.20 Ist fiir ein € A(V) die Abbildung ¢, : V' — W linear, so ist fiir alle
y € A(V) ¢, = ;. Die Definition 7.19 hédngt also nicht vom gewéhlten « € A(V) ab.

Seite 9



Beweis : Es ist f(v 4+ y) = ¢, (v) + f(y). Ferner gilt y = v, (y) + «, also
fo+y) =Ff+v(y) +2) = 0a(v+02(y) + f(2) = 02 (v) + @a(ve(y)) + f(2),

da @, linear ist. Ferner ist

fly) = floa(y) +2)
= @a(va(y)) + f(2).
Also folgt
flo+y) =¢a(v) + f(v),
woraus ¢, (v) = ¢, (v) folgt. O

Wir bezeichnen die lineare Abbildung ¢, zu einer affinen Abbildung f : A(V) —
A(W) in Zukunft mit ¢ ;. Nach Lemma 7.20 ist das gerechtfertigt, da ¢, unabhéingig
von der Wahl von z ist.

Satz7.21 Es sei f : A(V) — A(W) eine affine Abbildung. Es seien M;, M, affine
Unterrdume von A(V) mit zugehdrigen Vektorraumen Wy, Ws. Dann gilt:
i) f(M,) ist ein affiner Unterraum von A(WW) mit Vektorraum ¢ ¢(W7).

ii) f bildet die affine Gerade durch zwei verschiedene Punkte z und y in A(V') auf
die affine Gerade durch f(z) und f(y) in A(W) ab, falls f(x) # f(y) gilt, und

auf f(x), falls f(z) = f(y) gilt.
iii) Ist My|| M2 bzw. My < Ms, so ist auch f(My)||f(Mz) bzw. f(M;) < f(Ms).
Beweis :

i) Ist My = Wi + x4, so gilt fir alle w € W; die Gleichung: f(w + z1) =
wf(w) + f(z1). Daher ist f(M1) = ¢ (W1) + f(z1) ein affiner Unterraum mit
zugehorigem Vektorraum ¢ (7).

ii) Esist L(z,y) = (v4(y)) + z, nach i) gilt also
f(L(z,y) = @p(va(y)) + f(2)
= {er(va()) + f(2)

Nun ist definitionsgemaf ¢ ¢ (v (y)) = vy f (2 +v2(y)) = vy (f(y)), also folgt
F(L(2,9)) = (i@ (f(¥) + f(2). Falls f(z) # f(y), so ist dies L(f(x), f(y))-
Falls f(2) = f(y), so folgt f(L(z,y)) = {/(x)}.

iii) Ubungsaufgabe
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Wir betrachten jetzt noch die Menge
GAA(V)={f:A(V — A(V) Dbijektive affine Abbildung}
der bijektiven affinen Selbstabbildungen von A (V).
Lemma 7.22 GA(A(V)) ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildun-
gen.

Beweis : Offenbar ist id : A(V) — A(V) ein neutrales Element in GA A(V). Es sei
f: A(V) — A(V) eine bijektive affine Abbildung. Dann gilt fiir ¢y : V' — V, dass
Kerny; = 0 ist. Ist namlich ¢ (v) = 0, so folgt fiir beliebiges x € A(V):

flot+a) =¢5(0) + fz) = f(2).

Da f bijektiv ist, folgt v + 2 = . Nun operiert V einfach transitiv auf A(V'), woraus
v = 0 folgt. Somit ist ¢ invertierbar. Die affine Abbildung f=! : A(V) — A(V),
definiert durch f~!(v + f(z)) = gp;l(v) + z ist eine Umkehrabbildung von f. Wir
rechnen namlich leicht nach:

FUTH v+ f(2) = fle7 (v) +2) = 9p(0f " (v) + f(2) = v+ f(2)

und
FHfw+2) = F o) + (@) = 07 (95 (0) + 7 = v+ 2.

Aus dem Beweis von Lemma 7.22 folgt, dass die Abbildung
O :GAA(V)) - GL(V):={f:V — V linear invertierbar}
fo= v
ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wollen jetzt noch seinen Kern bestimmen.
Satz 7.23 Fiir jedes w € V ist die Translations-Abbildung

tw : A(V) — A(V)

r = w+x

affin-linear. Die Menge aller Translationen t¢,, bildet eine Untergruppe T° C
GA(A(V)). Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen

1—T—GAAWV)) 2 GL(V) — 1

ist exakt, d.h. T ist eine Untergruppe von GA(A(V)), Kern & = T und @ ist surjektiv.
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Beweis : Esist tg = id und t_,, o t,, = t, o t_, = to = id, also ist T" wirklich eine
Untergruppe von GA(A(V)). Ferner gilt

tw(V+2) =w+v+x =0+ t,(2),

also ist ¢;, = id € GL(V). T liegt also im Kern der Abbildung ®. Ist umgekehrt
f:A(V) — A(V) eine bijektive affine Abbildung mit ®(f) = id, so gilt fiir beliebiges
x e A(V):

flv+) pr(0) + f(z) = v+ f(z)

(v+ ) +v2(f(2))

fir alle v € V, woraus fiir y = v + « folgt

oy (f(y) = va(f(2)) i=w e V.

Also ist f = t,,. Es gilt also T = Kern®. Ist ¢ € GL(V) beliebig, so wihlen wir ein
z € A(V) und setzen f(v+z) = p(v) 4+ z. Das ist eine affine Abbildung mit ®(f) = .
Somit ist ® auch surjektiv. O

8 Projektive Raume

Wir betrachten zunichst zwei affine Geraden L1 = 1 + Wi und Ly = x5 + Wh in
einem zweidimensionalen affinen Raum A(V), d.h. es ist dim V' = 2 und dim W; =
dim Wy = 1. Gilt W; = Wy, so sind L; und L, parallel, also nach Proposition 7.17
entweder L; = Ly oder Ly N Ly = 0.

Gilt Wy # Wh, soist W3 N Wy = 0 und (W, Wa) = V. Also ist vy, (z2) € (Wi, Wa),
also vy, (x2) = w1 + wo fir w; € W;, woraus ¢ = x1 + w1 = x2 — w2 € Ly N Ly folgt.
Nach der Dimensionsformel Satz 7.15 i) gilt

d1m(M1 N MQ) = d1m<M1, M2>aff —dim M1 — dim M2 S 0,
~—_— ——

<dim A(V)=2

also dim M7 N My = 0, woraus Ly N Ly = {z} folgt.

Insgesamt folgt die intuitiv einleuchtende Tatsache, dass in einer affinen Ebene zwei
verschiedene Geraden entweder parallel sind oder genau einen Schnittpunkt haben.
Wir werden nun die sogenannten projektiven Rdume einfithren. In zweidimensio-
nalen projektiven Rdumen haben zwei verschiedene Geraden immer genau einen
Schnittpunkt.
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Definition 8.1 Sei V ein K-Vektorraum. Der projektive Raum P(V) ist definiert als
die Menge aller Geraden (also eindimensionaler Untervektorraume) von V.

Wir definieren dim P(V') = dim V' — 1 und nennen einen ein- bzw. zweidimensionalen
projektiven Raum eine projektive Gerade bzw. eine projektive Ebene.

Lemma 8.2 Die Abbildung

p:VA{0} — B(V),

v (o),

die einen Vektor v # 0 auf die von v aufgespannte Gerade in V' abbildet, ist surjektiv.
Es gilt p(v) = p(w) genau dann, wenn v = aw fiir ein a € K* ist.

Beweis : Jede Gerade in V' wird von einem v # 0 aufgespannt, also ist p surjektiv.

Offenbar ist p(v) = p(w) < (v) = (w) vy € (w) 2 v = aw fiireina € K. O

Im Fall V = 0 gilt P(V) = 0, und wir haben dimP(V) = —1 gesetzt. Ist dim V' = 1, so
besteht P(V') aus einem Punkt, und es gilt dimP(V') = 0.
Ist V = K™, so schreiben wir auch

P*(K) = P(K"t!)

(Vorsicht: Da dim P"(K) = n ist, ist es sinnvoll, hier in der Notation von (n + 1) zun
iiberzugehen).

Definition 8.3 Ein projektiver Unterraum (oder einfach Unterraum) von P(V) ist das
Bild p(W \ {0}) C P(V) fiir einen Unterraum W von V.

Also ist P C P(V) genau dann ein projektiver Unterraum von P(V'), wenn es einen
Unterraum W von V gibt, so dass P aus der Menge aller Geraden in W besteht. Wir
schreiben auch P = P(W) C P(V).

Lemma 8.4

i) Sind P, = P(W1) und P, = P(W,) die projektiven Unterrdume von P(V') zu
den Untervektorraumen Wi und W5 von V. Dann ist P, N P, = P(W; N Ws) der
projektive Unterraum von P(V) zum Unterraum W, N W, C V.

ii) Fir eine beliebige Teilmenge M C P(V') sei

<M>pr0j = ﬂ P(W)

W CV Unterraum
MCP(W)
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der Schnitt aller projektiven Unterrdume von P(V'), die M enthalten.
(M ) proj heifit projektive Hiille von M. Die projektive Hiille (M) ist der pro-
jektive Unterraum von P(V') zum Untervektorraum (p~*(M)) C V.

Beweis :

i) Esist P(W7) NP(W3) die Menge aller Geraden in V, die in W; und in W, ent-
halten sind. Also ist

P(W) NP(Wy) = P(W, N Wa).

ii) IstP(W) ein projektiver Unterraum von P(V) mit M C P(W), so folgt p~! (M) C
p~t(W) =W\ {0}. Also ist (p~!(M)) C W. Daraus folgt

<M>proj = ﬂ ]P)(W) = ]P)(<p71(M)>).

W CV Unterraum
MCP(W)

O

Satz 8.5 (Dimensionsformel fiir projektive Unterrdume) Sei V  ein  endlich-
dimensionaler K-Vektorraum. Es seien P(W;),P(W2) projektive Unterrdume
von P(V) und (P(W1),P(W2))proj = (P(W1 U P(Ws))proj der kleinste projektive
Unterraum von P(V'), der P(W;) und P(1/3) enthélt. Dann gilt

dlm]P)(Wl) + dim P(Wg) = dim P(Wl N Wg) + d1m<IP’(W1), P(W2)>pr0j-

Beweis : Nach Lemma 8.4 ii) ist (P(WW1),P(W2))prj der projektive Unterraum von
P(V) zum Unterraum (p~(P(W;) UP(W>))) von V.

Nun ist (p~! (P(W71) UP(W3))) = (p~ ' P(W1) Up~ ' P(Wa)) = (Wi \ {0} UW2 \ {0}) =
W1 + Wa. Nach der Dimensionsformel fiir Untervektorrdaume gilt also

dAmP(Wy) + dimP(W,) =  dim W, + dim W — 2
= dim(W1 n WQ) + dim(W1 + Wz) -2
= dimP(W; N Wa) + dim(P(W1), P(Wa))prej-

O

Korollar 8.6 Sind P(W;) und P(W;) projektive Unterrdume von P(V) mit
dim P(W,) + dim P(Ws) > dim P(V'), so ist P(W7) N P(Ws) % 0.
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Beweis : Nach Satz 8.5 ist
dim(P(W1) NP(W3)) = dimP(W; N W)
> dimP(W)) + dim P(Ws) — dim P(V) > 0.
Als projektiver Raum der Dimension > 0 ist P(W;) N P(Ws) # 0. d

Ist also P(V) ein zweidimensionaler projektiver Raum, etwa P!(K), so besitzen je
zwei projektive Geraden in (V') einen Schnittpunkt!
Nun wollen wir projektive Koordinaten einfiihren.

Lo
Istz = | : | € K"\ {0}, so schreiben wir [z : --- : x,,] fiir die Gerade p(z) =
T,
< : >
Ln
Esist[zo: - :xp] =[yo: - : yn] genau dann, wenn es ein @ € K™ gibt mit
To = ayo, ..., Tn = QYn-
Jeder Punkt x € P"(K) lasst sich also schreiben als © = [xqg : - - - : 2] flir g, ..., 2, €
K,nichtallez; =0.Esgilt [xg : - : @] = [azg : - -+ : ax,,] fUrallea € K*.
Das Typel (zo, . .., zy) ist also nur bis auf einen Faktor aus K * bestimmt. Man nennt
(x0,...,zy) projektive Koordinaten von .

Definition 8.7 z,y € K™™'\ {0} heiflen dquivalent (z ~ y), falls z = ay fiir ein
a € K* gilt. Also ist  ~ y genau dann, wenn p(z) = p(y) gilt.

Lemma 8.8 ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K"\ {0}, d.h.
i)  ~ z fiiralle z € K"\ {0} (Reflexivitét)
ii) z ~y =y~ zfirallez,y e K"\ {0} (Symmetrie)
iii) @ ~y,y ~ 2z = 1 ~ 2 (fiiralle 7,5,z € K"\ {0} (Transivitét)
Beweis : leichte Ubungsaufgabe. O
Fiir jedes z € K"1\ {0} heifit
C(z) ={y € K"\ {0} : 2 ~ )}

die Aquivalenzklasse von z.
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Lemma 8.9 Zwei Aquivalenzklassen C(z) und C(y) sind entweder gleich oder dis-
junkt (d.h. C(z) N C(y) = 0). (Das gilt fiir jede Aquivalenzrelation).

Beweis : Ist z € C(x) NC(y),soistz ~ zund y ~ z,also x ~ y, d.h. C(z) = C(y). O

Da fiir alle y € C(z) die Gleichung p(z) = p(y) gilt, ist p auf der Aquivalenzklasse
C(z) konstant. p induziert also eine Abbildung C(x) — p(z) von der Menge der
Aquivalenzklassen nach P"(K). Diese ist surjektiv, da p nach Lemma 8.2 surjektiv ist,
und injektiv, da aus p(z) = p(y) schon z ~ y, d.h. C(z) = C(y) folgt.

Somit kann man P"(K) mit der Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~ iden-
tifzieren. Man sagt auch, P"(K) ist der Quotient von K"*!' \ {0} nach der
Aquivalenzrelation ~.

Ist V ein beliebiger (n + 1)-dimensionaler Vektorraum und B = (by, ..., b,) eine Ba-

n

sis von V, so definieren wir fiir jede Gerade (v) C V mitv = ) x;b; einen Punkt

As((0)) € P(K) durch Ap((v) = [z0 ¢ -+ : 2. =

Lemma 8.10 Das liefert eine wohldefinierte bijektive Abbildung Ag : P(V) — P*(K).
Das Diagramm

v\ {0} K {0}
P(V) * P (K)

kommutiert.

n
Beweis : Ist (v) = (w), soistw = av fiireina € K™. Giltalsov = > x;b;, soistw =

1=0
> ax;b;, woraus wegen [zg : - - : @] = [azo : - - - : axy,] die Wohldefiniertheit von A g
i=0
folgt. Gilt Ag((v)) = Ap((w)) mitv = > z;b; und w = > y;b;, so gilt [zg : -+ 1 z4)]
i=0 i=0
=[yo : -+ : yn). Es existiert also ein a € K* mit zy = ayo,...,z, = ayy,. Daher gilt

v = aw, also (v) = (w). Also ist Ap injektiv. Die Surjektivitit ist offensichtlich.

Zo
Firv = Y a;b; € K"\ {0} ist po kp(v) = p : = [xg : -+ : 2] und
i=0
Tp
A op) = Ag((v) = [xo: -+ : my), also folgt p o kg = Ap o p, d.h. das Diagramm
mutiert O

Was sind die richtigen Abbildungen zwischen projektiven Raumen? Ist ¢ : V. — W
eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen mit
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Kerny = 0, so bildet ¢ Geraden in V auf Geraden in W ab. Also induziert ¢ eine
projektive Abbildung

Satz 8.11 Fiir lineare Abbildungen ¢, : V' — W mit Kerng = Kerny = 0ist P(¢) =
P(¢)) genau dann, wenn ¢ = A fiir ein A € K gilt.

Beweis : Ist ¢ = Ay fiir ein A € K, so gilt offenbar P(p) = P(¢). Wir nehmen umge-
kehrt P(¢) = P(¢) an. Definitionsgemdf gilt fiirjedes v # 0in V, dass (¢(v)) = (¥(v))
ist. Alsoist ¢(v) = A(v)y(v) fiir ein A(v) € K. Wir miissen zeigen, dass v — A(v) kon-
stant ist. Sind v,w € V' \ {0} linear abhingig, also v = aw fiir ein a € K*, so folgt
p(v) = plaw) = ap(w) = al(w)P(w) = A(w)p(v), also A(v) = A(w). Sind v,w € V
linear unabhingig, so sind auch ¢ (v), ¥ (w) linear unabhédngig, da v injektiv ist.

Nun ist

v+ w) = p(v) + p(w)
= A)Y(v) + Mw)y(w)

und

p(v+w) = Av+w)p(v+w) = Av + w)p(v) + Mo + w)p(w).
Da 9 (v), (w) linear unabhéngig sind, folgt A(v) = A(v+w) = A(w) und damit unsere
Behauptung. O

Ist V' = W, so liefert jeder Isomorphismus ¢ : V' — V eine projektive Abbildung
P(p) : P(V) — P(V). Man rechnet leicht nach, dass P(id) = id und P(¢ o0 ) = P(¢) o
P(¢) gilt. Die Menge aller projektiven Abbildungen der Form P(p) : P(V) — P(V)
fiir ¢ € GL(V) bildet also eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung. Wir bezeichnen
diese Gruppe als PGL(V) = {P(¢) : ¢ € GL(V)}.

Nach Konstruktion haben wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

GL(V) — PGL(V)
¢ = Ply).
Der Kern dieses Gruppenhomomorophismus, also diejenigen Elemente ¢ € GL(V)

mit P(y) = id, ist nach Satz 8.11 die Menge Z = {¢ = Aidy : A € K*}. Z ist offenbar
eine Untergruppe von GL(V'), man nennt die Abbildungen XA idy auch Homothetien.
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Lemma 8.12 Z = {¢ € GL(V): fur alle ¢y € GL(V) gilt p 0 ¢) =9 0 }.
Also ist Z gerade die Menge derjenigen Automorphismen von V/, die mit allen Auto-
morphismen von V vertauschen. Man nennt Z das Zentrum von GL(V).

Beweis : Offenbar gilt fiir jede Abbildung ¢ = Aid in Z und fiir beliebiges ¢ € GL(V):

Yoy = Yo(Aid)=A(Yoid) = A
= (Md) oy = po.

Also vertauscht ¢ mit allen Elementen in GL(V'). Sei umgekehrt ein ¢ € GL(V') gege-
ben, das mit allen ¢ € GL(V') vertauscht. Wir wéhlen eine Basis B = (bo, ..., b,) von
V und betrachten A = A, g g € GL(n + 1, K). Dann gilt fiir alle B € GL(n + 1, K),
dass AB = BAist.Seii € {1,...,n} und ¢ € K*. Wir betrachten die Elementarma-
trix B = E,4+1 + (¢ — 1)e;;. Dann entsteht BA aus A durch Multiplikation der i-ten
Zeile von A mit ¢, und AB entsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Spalte von A
mit ¢. Aus AB = BA folgt also a;; = 0 fiir alle j # i und a;; = O fur alle j # 4. Daher

ist
al 0

A:

eine Diagonalmatrix.

Wir betrachten fiir ¢ # j die Elementarmarix B = E, 1 — e;;. Dann entsteht BA aus
A, indem man die i-te Zeile von A von der j-ten Zeile abzieht, und AB entsteht aus A,
indem man die i-te Spalte von A von der j-ten Spalte abzieht. Daraus folgt a; —a; =0,
alsoista; =---=a, = A € K*.Somitist A = AE,, 11, also ¢ = Aid. [l

Wir wollen nun noch untersuchen, wann es projektive Abbildungen gibt, die auf aus-
gewdhlten Punkten vorgeschriebene Bilder annehmen. Dabei brauchen wir folgende
Vorbereitungen.

Definition 8.13 Die Punkte Pi,..., P, € P(V) heiflen projektiv unabhingig, falls
Py = p(v1),...,P. = p(v,) fiir linear unabhédngige vy, ..., v, gilt. Diese Definition ist
unabhidngig von der Wahl der v; mit p(v,) = P;.

Lemma 8.14 Sei P(V') ein n-dimensionaler projektiver Raum. Sind Py, ..., P41

n + 2 Punkte in P(V), so dass jedes (n + 1)-elementige Teilsystem von (P, ..., Pyy1)
projektiv unabhingig ist, so gibt es eine Basis B = (by,...,b,) von V mit Ag(F;) =
[0:---:1:---:0] mit 1 an der i-ten Stelle fiir alle 0 < i < n, sowie

Ap(Ppg1)=[1:1:---:1].
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Beweis : Da (F,...,P,) projektiv unabhingig sind, gilt Py = p(vo),..., P, =
p(vy) fir linear unabhédngige Vektoren (vo,...,v,) aus V. Es sei P11 = p(vn41).
Dann ist v,4+1 = agvg + -+ + apv, mit a¢; € K. Wire a; = 0, so wire
(V41,005 - -+, Vi—1,Vit1,--.,VUy,) linear abhdngig, was der linearen Unabhingigkeit
von (Py,...,P,_1, Piy1,..., P,) widerspricht. Also sind alle a; # 0. Somit ist B =
(aovo, . . ., anvy,) eine Basis von V mit der gewtinschten Eigenschaft. O

Satz 8.15 Es seien P(V) und P(W) zwei n-dimensionale projektive Rdume. Fiir jede
Wahl von (n+2) Punkten (P, ..., P,41) in P(V), fiir die jedes (n+1)-elementige Teil-
system projektiv unabhéngig ist, und jede Wahl von (n + 2) Punkten (Fy,..., Py )
in P(W), fiir die jedes (n + 1)-elementige Teilsystem projektiv unabhéngig ist, gibt
es genau eine projektive Abbildung P(y) : P(V) — P(W) mit P(p)(P;) = P/ fiir alle
i=0,1,...,n+1

Beweis : Nach Lemma 8.14 existiert eine Basis B = (by, . ..,b,) von V mit Ag(P;) =
[0:---:1:...0] mit1 an der i-ten Stelle fir 0 < i < nundAp(Pry1) =[1: -+ : 1]
sowie eine Basis B’ = (b, ...,b),) von W mit Ag/(P{) =[0:---:1:...0] mit 1 an der
n-ten Stelle fiir 0 < i < n sowie Ap/ (Pp1) =1[1:---:1].

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung mit ¢(b;) = by. Dann gilt fir 0 < ¢ < n:

Ap (P(9)(P)) = Ap ((p(03))) = Apr ((bir)) = [0: -+ 2 1:...0] = Ap/ (P)),
mit 1 an i-ter Stelle, also P(¢)(P;) = P/. Fernerist Ap/ (P(¢)(Pr+1)) = Ap (p(bo+- - -+
bn)) = A (b + -+ +b,)=[1:-: 1] = Ap/(P}41), also P(@)(Prt1) = P}y Ist P(yp)

eine weitere Abbildung mit P(¢)(P;) = P/ firi = 0,...,n+1,s0ist (p(v;)) = ¥ ((vs))
furallei =0,...,n+ 1. Also gilt ¢(v;) = ap(v;) fir 0 < ¢ < n + 1. Daher ist ¢(v;) =
a;Y(v;) fur 0 < i < n+ 1. Aus (vp41) = (1 + -+ v,) folgt o = -+ = ay, = Apya.
Also ist P(¢) = P(). O

Korollar 8.16 Ist dimP(V) = 1, so operiert PGL(V') dreifach transitiv auf P(V'), d.h.
fiir beliebige Tripel (FPy, Pi, P») und (P§, P;, P5) von Punkten in P(V') gibt es genau
ein P(p) € PGL(V) mit P(¢)(P;) = P/ furi = 0,1, 2.

Beweis : Das folgt sofort aus Satz 8.15. O
Insbesondere operiert PGL(n, K) dreifach transitiv auf P! (K).
Ein projektiver Unterraum P(1W) heifit projektive Hyperebene von P(V), falls

dimP(W) = dimP(V) — 1 gilt. Wir werden jetzt sehen, dass das Komplement einer
projektiven Hyperebene in P(V') immer ein affiner Raum ist.
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Satz 8.17 Sei n > 2 und P(V) ein n-dimensionaler projektiver Raum. Ferner sei
P(W) C P(V) eine projektive Hyperebene. Wir bezeichnen mit T' folgende Teilmenge
der Gruppe PGL(V)

T = {id} U{P(p) € PGL(V) : P(p)(P) = P genau fiir die Punkte P € P(W)}.

Dann gibt es eine bijektive Abbildung ® : T' — (W, +) auf die additive Gruppe von
W, und T operiert einfach transitiv auf P(V') \ P(W).

Beweis : Wir definieren
ST —-W

durch
d(id) = 0 und (P(p)) = o (v) — v,

falls P(¢) # id, wobei ¢ so gewdhlt ist, dass ¢y = idw gilt.

® ist offenbar injektiv. Ist 0 # w; € W beliebig, so definieren wir eine lineare Ab-
bildung ¢ : V. — V durch ¢, = idw und ¢(v) = w; + v. Dann ldsst P(p) die
Hyperebene P(IW) invariant. Angenommen, P(y) ldsst den Punkt P = p(z) ¢ P(W))
invariant. Dann gilt z = w + v fiir ein w € W und a # 0 sowie ¢(2) = w + ap(v) =
w+aw +av = vz = yw+yaw fir ein vy € K*. Daraus folgt y = 1 und w = w+aw;,
d.h. aw; = 0, was nicht sein kann. Somit ist P(¢) € T', d.h. ® ist auch surjektiv.

Esgilt V. =W & (v) fireinv € V. Es sei ¢ € GL(V) mit P(¢) € T, P(¢) # id. Dann
lasst P() alle P € P(WW) invariant, also gibt es ein A € K* mit ¢, = Aidw (siehe
Satz 8.11). Indem wir ¢ durch %g@ ersetzen, konnen wir ¢, = idy annehmen.
Esist ¢(v) = w1 + @;v mit einem w; € W und einem oy € K. Aus (p(v)) # (v) folgt
wy # 0. Wire a; # 1, so wire z = (a; — 1) "lw; + v ein Element aus V/, fiir das

e(z) = (o1 —1)""wy +wi + aqv

= a1z

gilt. Also wire P = p(z) € P(V) \ P(V)).
Unter der bijektiven Abbildung @ entspricht die Addition in W der Komposition in
T, denn es gilt fiir p(v) = wy + v und Y(v) = ws + v, sowie |, = ¥, = idw, dass

Yoy, =idw

und ¢ o p(v) = Y(w1 +v) = wy + we + v. Also ist &(¢) 0 ) = w1 + wo. Ohne das extra
nachzupriifen, erhalten wir so auch, dass T eine Untergruppe von PGL(V') ist.

Ist P(p) € T, so bildet P(¢) Punkte in P(V) \ P(W) wieder auf Punkte in P(V) \ P(W)
ab. Also operiert T in natiirlicher Weise auf P(V') \ P(W). Sind P, = p(z1) und P» =
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p(z2) € P(V) \ P(W), also z1 = w1 + a1v und 25 = ws + v mit wy, ws € W sowie
aq,00 € K*, so konnen wir z, durch 3—;22 ersetzen, d.h. a; = @ annehmen. Dann
erfiillt ¢ € GL(V) mit g = idw sowie p(v) = -(ws — w1) + v, dass P(p) € T
und P(¢)(P1) = P, gilt. Somit operiert T transitiv auf P(V) \ P(W). Ist aulerdem
P()(P1) = P fir ein P(¢) € T, so dass v, = id gilt, so folgt ©(z1) = Ap(z1)
fir ein A € K*, woraus wy + a1v = Awi + Aa19(v), also A = 1 folgt. Somit ist
p(v) = (z1 —w1) = p(z1) — p(w1) = P(z1) — Y(wy) = ¥ (v). Daher operiert T' auf
P(V) \ P(W) in der Tat einfach transitiv. O

Ist P(W) C P(V) eine projektive Hyperebene, so wéhlen wir eine Basis B =
(bo, ..., bp)(n+1=dimV)von V mit W = (by,...,by).

Die Bijektion
Ap i P(V) — P*(K)
bildet dann P(W) bijektiv auf die Menge {[0: x1 : --- : 2] : z; € K, nichtalle z; = 0}
ab. Also ist
Ap(PV)NPW)) ={[zg: 1 xp]) € PK) : 29 £ 0} = Uy
Istxg #0,s0gilt [xg: a1 :-- @] =11 2—2 T %Z].DieAbbildung
Yo:Ug — K"
o ran] — (8., 2)
ist bijektiv, wie man leicht nachrechnet.
Setzen wir fiir allet = 0,...,n
U, = {[.’E() e .’En] S Pn(K) LT 750},
so ist die analoge Abbildung
YU — K"
[Zo:- 1xp] — (%7.“71;1? ,x;tl,,“;?)
ebenfalls bijektiv.
DaP"(K) = |J U; ist, hat man so fiir jedes x € P"(K) ,affine Koordinaten” ;(x) fiir
=0

allei mitx € (}i.

9 Kegelschnitte

Wir wollen jetzt gewisse Teilmengen des R? untersuchen. Dabei identifzieren wir Teil-
mengen, die durch sogenannte euklidische Bewegungen auseinander hervorgehen.
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Definition 9.1 Eine Abbildung 3 : R” — R" heifst euklidische Bewegung oder Iso-
metrie des R", falls sie abstandstreu ist, d.h. falls fiir alle z, y € R" gilt,

18(x) = BWII = [l= —yll.
Hier ist ||2|| = \/(z, z) die Lange eines Vektors beziiglich des kanonischen Skalarpro-
duktes im R™.
In Definition 10.12 (Basiskurs) haben wir definiert, dass eine lineare Abbildung eine
Isometrie ist, wenn sie das kanonische Skalarprodukt erhélt. Wir wollen diese Abbil-
dung hier lineare Isometrien nennen.

Lemma 9.2 Jede Isometrie § : R” — R"™ mit $(0) = 0 ist eine lineare Isometrie des
euklidischen Vektorraums (V, (,)) im Sinne von Definition 10.12 (Basiskurs). Insbe-
sondere ist fiir jede Basis B von R" die Koordinatenmatrix A g p orthogonal.

Beweis : Ist 5(0) = 0, so gilt ||8(z)|| = ||z|| fur alle z € R™. Fiir beliebige z,y €
R gilt [z + ylI2 = [Jo2 + lyll2 + 2(z,y). Also folgt (3(x), B(y)) = (v,y), § erhalt
also das kanonische Skalarprodukt. Wir miissen zeigen, dass [ linear ist. Es seien
vy = B(e1),...,v, = B(e,) die Bilder der kanonischen Basisvektoren unter . Dann
ist viv; = (v;,v;) = &;; firalle i, j € {1,...,n}. Wir betrachten die Matrix A mit den
Spalten (v1,...,v,). Diese erfiillt A’A = E,,. Somit ist A € O(n, R), insbesondere ist
A invertierbar. Also ist B = (vy,...,v,) eine Basis des R™. Wir betrachten die lineare
Abbildung v : R* — R", die durch ~(v;) = e; fuir alle ¢ = 1,...,n definiert ist. Die
Koordinatenmatrix von v beziiglich der kanonischen Basis auf R" ist gerade A~! €
O(n,R). Also ist v eine lineare Isometrie im Sinne von Definition 10.12 (Basiskurs).
Die Abbildung v o 3 : R® — R" ldsst das kanonische Skalarprodukt invariant und
xq
bildet e; auf e; ab flr allei = 1,...,n. Damit folgt firallex = | : [ € R™
Tn
(yoB(x),e5) = (yo f(x),voBle;)) = (x,¢5) = zj.
Also ist

n

yoB@) =D (1°Blx),ej)e; = > wjej =,

J=1

1

d.h. vy o 8 =idgn, woraus 8 = v+, also {3 linear, folgt. [l

Es gibt aber auch Beispiele fiir Isometrien, die den Nullpunkt nicht festlassen. Fiir
jedes b € R" ist die Translation

tp : R" — R"

T — x+b
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eine affine Abbildung, die offenbar eine Isometrie im Sinne von Definition 9.1 ist.

Satz 9.3 Jede Isometrie § : R" — R™ ist die Komposition einer linearen Isometrie mit
einer Translation. Jede Isometrie ist also eine affine Abbildung.

Beweis : Es sei b = ((0). Die Komposition der Isometrien 8 und ¢_; ist offenbar
wieder eine Isometrie
t_pof:R" - R"

die 0 invariant lasst. Nach Definition 9.1 ist v = ¢{_; o § eine lineare Abbildung. Also
gilt in der Tat 5 = t; o v mit einer linearen Isometrie 7. (]

Wir haben im Beweis von Satz 9.3 schon benutzt, dass die Komposition von Isometri-
en wieder eine Isometrie ist. Wir wollen jetzt zeigen, dass die Menge der Isometrien
eine Gruppe bildet.

Lemma 9.4 Jede Isometrie 3 : R" — R" ist bijektiv, die Umkehrabbildung g~! :
R™ — R™ ist wieder eine Isometrie.

Beweis : Nach Satz 9.3 ist 3 = ¢, o y fiir ein b C R” und eine lineare Isometrie «y. Die
lineare Abbildung v ist invertierbar, und v~ ! ist ebenfalls eine lineare Isometrie. Die
Abbildung ¢, ist ebenfalls bijektiv mit Umkehrabbildung ¢_;. Also ist 3 bijektiv mit
Umkehrabbildung 8~! = v~! o t_;. Diese ist als Komposition von Isometrien wieder
eine Isometrie. O

Die Menge der Isometrien 3 : R* — R™ bildet also eine Gruppe. Wir bezeichnen sie
mit

B, = {38 : R" — R" Isometrie }
und nennen B,, die Bewegungsgruppe oder die Isometriegruppe des R™.
Nach Lemma 9.2 ist B,, eine Untergruppe der Gruppe GA (A" (R)) der affinen bijek-
tiven Selbstabbildungen des affinen Raums A" (R).
Jedes Element 5 € B,, konnen wir nach Satz 9.3 schreiben als

g:R*" — R"
rz — Ax+b

fir ein A € O(n,R) und einen Vektor b € R™.

Wir studieren jetzt die Gruppe B, der euklidischen Bewegungen des R2. Nach
Ubungsaufgabe 36 ist jedes Element A € O(2, R) eine Drehung oder eine Spiegelung.
Dabei ist A genau dann eine Drehung, wenn detA = 1 (und damit A € SO(2,R) gilt,
und genau dann eine Spiegelung, wenn detA = —1 ist.
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Lemma 9.5 Essei Q = {q1,...,¢,} C R? eine endliche Teilmenge mit Schwerpunkt

1
s =@+ +an)
Dann bildet jede Isometrie § € B, den Schwerpunkt sg auf den Schwerpunkt
1
sp@ = - (Bla) + -+ Blan))

der Menge 3(Q) = {8(q1), - ..., 8(gn)} ab.

Beweis : Ist 3 = t,, fiirein b € R?, soist 3(Q) = {q1 +b,...,q, + b}. Also folgt

1
S83(Q) = ﬁ(fh +0b,...,q1+b)

1
= E(Q1+"'+Qn)+b

= B(sQ)-

Ist 3 eine lineare Isometrie, so gilt
1
Blse) = Bla+--+an)
3 linear 1

= g(ﬁ(%)‘f”“‘f—ﬁ(%))

= S(Q)-
Mit Lemma 9.4 folgt die Behauptung. O

Die Tatsache, dass Isometrien Schwerpunkte erhalten, wird uns helfen, den folgenden
Fixpunktsatz zu beweisen.

Satz 9.6 Jede endliche Untergruppe G von Bs hat einen Fixpunkt, d.h. es existiert ein
z € R? mit B(x) = x fiir alle 8 € G.

Beweis : Es sei z € R? ein beliebiger Punkt und Q = G, = {3(z) : B € G} die
sogenannte Bahn von z unter G. Da G endlich ist, ist @) endlich, d.h. von der Form
Q = {z1,...,2} mit z; € R% Dabei ist fiir alle i = 1,...,r die Gleichung z; = g;(z)
fiir ein g; € G, und aulerdem gibt es fiir jedes g € Geini = {1,...,r} mit g(z) = z,.
Daid € Gist, gilt z € Q. Nun betrachten wir fiir beliebiges g € G die Abbildung

9:Q — R®
zi —  g(z).
Da z; = gi(#) gilt, folgt

g(2i) = g(giz) = (g0 9i)(2) € Q.
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Also ist g eine Abbildung von ) nach Q. Da jedes z; von der Form z; = g(z) € Q ist,
ist g : Q@ — @ surjektiv. Also ist g(Q) = Q, woraus s, ) = s¢ folgt. Mit Lemma 9.5
folgt somit fiiralle g € G

9(s) = 89 = s@;
d.h. der Schwerpunkt der Bahn @ ist ein Fixpunkt von G. O

Ist G eine endliche Untergruppe von Bs, so existiert nach Satz 9.6 ein Fixpunkt
x € R2. Wir betrachten die Teilmenge

G =t Gty ={t_sogot,: g€ G} C Bs.

Man rechnet leicht nach, dass G’ eine Untergruppe von B, ist. Mit G ist auch G’
endlich. Jedes ¢’ € G’ ist von der Form ¢’ =t¢_, o g o ¢, fiir ein g € G, woraus ¢'(0) =
t_zogoty(0) =t_,(g9(x)) = t_z(x) = 0 folgt. Also ist 0 ein Fixpunkt von G’. Nach
Lemma 9.2 ist G’ also eine Untergruppe von O(2,R). Jedes Element ¢’ € G’ ist also
eine Drehung oder eine Spiegelung. Kennt man somit alle endlichen Untergruppen
G’ von O(2,R), so kennt man auch alle endlichen Untergruppen G von Bs.

Beispiel: Es sei n € Nund 6§ = 2%, Mit

dy = <cos€ —Sm9> € O2.R)

sinf cosf
bezeichnen wir die Drehung um den Winkel 6 € [0, 2x[. Da dj = id gilt, ist die Menge
Cn ={id,dg,dj, ..., dy~"'}

eine Untergruppe von B,. Eine solche Gruppe, die nur aus Potenzen eines Elementes
besteht, heifit zyklisch. C), besteht also aus allen Drehungen um den Winkel k%’“, ke
{0,...,n—1}.

Eine weitere interessante Gruppe ist die Diedergruppe D,,. Definitionsgemaf ist

D, ={dys’:i=0,....,n—1,j=0,1}

1
fur die Drehung dy und die Spiegelung s = <0 01> an der ,x-Achse”.
Es ist sdps — 1 0 C?SH —sinf\ (1 O _ CO'SQ sin 0 _ Y, da
0 —1/ \sin@ cosd 0 -1 —sinf cosf
cosf =cos(2r —0) = cos((n—1)0) und

sinf = —sin(27w — )

—sin((n — 1)0)
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gilt. Also folgt mit s* = id
sdy = sdys® = (sdgs)'s = (dj™')'s = dgs € Dy,

wobei k € {0,1,...,n — 1} der Rest von i(n — 1) bei Division durch n ist.

Da s? = 1 ist, liegen also beliebige Produkte von Potenzen von s und dy in D,,. Also
ist die Teilmenge D,, von By abgeschlossen unter der Verkniipfung von Isometrien.
Ferner istid = djs° € D,,. Da (djs?)~! = s7dj~" ist, ist D,, auch abgeschlossen unter
Inversenbildung. Somit ist D,, eine Untergruppe von B>. Man sagt, D,, ist von s und
dp erzeugt. In D,, gelten die Relationen djj = id, s* = id, sdp = dgils. Es gilt

i) Dy ={1,s} mits? =1
5 . -1 0
ii) Dy ={1,d,s,ds} mitd =d, = (O 1)

iif) Man kann zeigen, dass D3 ~ Ss ist, wobei S,, die symmetrische Gruppe ist.
Fiir n > 4 kann man eine solche Isomorphie nicht mehr erwarten, da D; 2n
Elemente, S,, aber n! Elemente hat.

Man kann sich D,, vorstellen als Symmetriegruppe eines regelmafliigen n-Ecks mit
Mittelpunkt.

Definition 9.7 Zwei Untergruppen G; und G von B; heifien konjugiert, wenn es
ein g e By mit gilGlg =Gy glbt

Wir haben uns oben tiiberlegt, dass jede endliche Untergruppe von B; konjugiert zu
einer Untergruppe von O(2, R) ist.

Satz 9.8 Jede endliche Untergruppe G von B, ist konjugiert zu C,, oder zu D, fiir
geeignetes n € N.

Beweis : Wir konnen nach der obigen Bemerkung annehmen, dass G eine Un-
tergruppe von O(2,R) ist. Da C; = {id} ist, kénnen wir G # {id} annehmen.
Sind alle Elemente von G Drehungen, so sei ¢ die kleinste positive Zahl mit dy =
(C?SG —sind € G. Ist d, ein weiteres Element aus G mit o € [0, 27|, so schrei-

sinf  cosd
ben wir o« = k6 + fmit k € Nound 0 < § < 0. Da G eine Gruppe ist, liegt
(dg) "dn = dg in G. Aufgrund der Minimalitit von 6 folgt 8 = 0, also d, = d.
Alsoist G C {id,dp,d3,...}. Dad," € Gist, giltd, ' = d; " fiir ein n € Ny, woraus
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dy = id folgt. Wir wihlen n minimal mit dj = id. Dann folgt § = 2% und G = C,.
Sind nicht alle Elemente von GG Deutungen, so enthilt GG eine Spiegelung

o — cosp  singp
sing —cosy
an der Geraden, die im Winkel £ zur Geraden ((;)) steht.
Esist d_,/55'd,/2 € O(2,R) ein Element mit Determinante (—1), also eine Spiege-
1 0

lung. Da d_,,/»s'd,/» den Vektor (;)) festlaBt, folgt also d_,/25'dy,/2 = 0 1) =%

(Das kann man auch durch Matrixmultiplikation nachpriifen.) Also enthilt G’ =

d_,/2Gd, o die Spiegelung s. Sei H C G’ die Teilmenge, die aus allen Drehungen

in G’ besteht, d.h. H = G’ N SO(2,R). Nach dem ersten Schritt des Beweises ist also

H = C, fur ein n € N. Wir zeigen nun G’ = D,,. Da s und d fiir = 27” in G’ liegen,

ist D, C G'.Ist g € G’ eine Drehung, so ist g € H = C,,. Ist g eine Spiegelung, so ist

det (gs) = 1,d.h. gs € H = C,,. Also ist g = gs* = (gs)s € D,,. Daher folgt G’ = D,,.
O

Jetzt wollen wir Kegelschnitte untersuchen.

Definition 9.9 Ein Kegelschnitt K 4 ; ., ist die Menge aller Losungen = € R? einer
Gleichung der Form
oAz + bl 4+~v=0

fiir eine symmetrische Matrix A € R?*?, ein b € R? und einen Skalar v € K.

Ist A= <a11 a12> ,b= <Zl> und v € K, so ist also

a21 a2 2

xr
Kppy= {(é) € R? : ay123 + 20192172 + agews + by + baxg + v = 0}

ein Kegelschnitt.

Wir wollen nun die Teilmengen K4, von R? geometrisch, bis auf Isometrie, be-
schreiben. Zwei Kegelschnitte K 4 3, heiffen kongruent, falls es eine Isometrie f :
R? — R? mit f(KA,b,'y) = KA’JJ',’Y’ glbt Ein Kegelschnitt KAJ)»’Y heifst entartet, falls
K 4, ein Paar von Geraden, eine einzelne Gerade, ein Punkt oder die leere Menge
ist.

Satz 9.10 Jeder nicht entartete Kegelschnitt K 4 5 , ist kongruent zu einer der folgen-
den Typen:
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i) Ellipse: a112% + agez3 —1=0
ii) Hyperbel: a112% — agez3 —1 =10
iii) Parabel: a;;2% — x5 = 0.
Hier sind jeweils a1; > 0 und ags > 0.

Beweis : Da A symmetrisch ist, gibt es nach dem Spektralsatz ein P € O(n,R), so
dass P~1AP = P*AP eine Diagonalmatrix ist. P ist eine Isometrie mit P(K 4 g ) =
Kpap-1,ppq-Istndmlich z € Ky, so gilt

0 = (Pz)!PAP™'(Pz) + b’ (P'Pzx) + 7,

alsoist Px € KPAP*I,Pb,’y'
Ist umgekehrt y € Kpap-1 pp 4, S0 ist P~y € K4~ mit einer analogen Rechnung.
Indem wir zu einem kongruenten Kegelschnitt tibergehen, konnen wir also anneh-

a 0
men, dass A = ( 51 > eine Diagonalmatrix ist. Dann ist
a2

Kapny=A{x: a1123 4 agex3 + iy 4 boxy +v = 0}.

2a11’ 2a22

t
1. Fall: a;; # 0 und ags # 0. Wir betrachten die Translation ¢, fiir ¢ = ( bi__ba ) .
Esistt.(Kapy) = Ka (b—Atc—Ac),ver Wie aus der Identitat

Az + bl +y=(x+ ) Az +c) + (—ctA— A" + b)) (2 + ¢) + 7.

mit v, = ¢! A'c — b'c + + folgt. Nun ist b — A’c — Ac = 0, so dass K 4, kongruent zu
K a5 fury =, € Rist.

Esist Kao, = {(i;) a1z? + aprd +9 = 0}. Isty/ = 0, so ist K 0,0 entweder 0,

der Nullpunkt oder besteht aus zwei Geraden. In jedem Fall ist K 4 ¢, also entartet.

Isty' # 0, so ist
. T\ Qi1 o Q22 o -
KA,O,"/’ = {<x2> : _71'1 - 7./,C2 —1= 0} .

Ist K 4,0, # 0, so ist mindestens einer der Koeffizienten — 1t und —“2* positiv, und

01
K 4,0, ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, nachdem wir eventuell noch mit (1 O)

die Koordinaten vertauschen.
2. Fall: ags = 0,a1; # 0. Dannist K4, = {2 : a112? + b1x1 + baza +v = 0}.
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2a
K 4~ Uberfithren in den kongruenten Kegelschnitt K 4 -/ fiir ein 7" € R und den

Wie im ersten Fall kann man mit der Translation ¢.. fiir ¢ = ( bln ,0) den Kegelschnitt

0
Vektor ' = (). Ist by # 0, so wenden wir die Translation ¢, mit ¢ = ] an.
by /b3t

Das tiberfiihrt K 44/, in den kongruenten Kegelschnitt

T T a
KA,B’,O = {(x;> : auxf + bgl’g = 0} = {(x;> : —%l‘% — X9 = O}

Ist 7‘2—121 > 0, so ist dies eine Parabel. Ist —‘2—121 < 0, so wenden wir die Spiegelung
1 0

1) auf K 4 o an und erhalten so die zu K4 1/ o kongruente Parabel

X a X a
()0} = [ (7) - o),

Ist by = 0soist Ky = {(Z;) cana?+y= 0}. Dieser Kegelschnitt ist entartet.
Ist —aiu < 0, so ist er leer, ist —aiu = 0, so handelt es sich um eine Gerade, und ist
— % > 0, um ein Geradenpaar.

9. Fall: ass # 0,a1; = 0.

Das kann man durch Vertauschen der Variablen z; und z» genau wie den zweiten
Fall behandeln.

4. Fall: a11 = 0,a29 = 0.

Dann ist K4, = {(fi) tbixzy + boxo +y = O}. Hier rechnet man leicht nach, dass
K 4, entartet ist. O
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