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1 Matrizenkalkül

Mit Matrizen lassen sich lineare Phänomene berechnen. Ferner liefern sie wichtige
Beispiele für die Theorie, die wir später behandeln werden. Daher beginnen wir mit
Matrizen und ihren Rechenregeln. Wir verwenden generell folgende Bezeichnungen:
Es sei

N = {1, 2, 3, . . . } die Menge der natürlichen Zahlen,

N0 = {0, 1, 2, 3, . . . } die Menge der natürlichen Zahlen mit 0,

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } die Menge der ganzen Zahlen,

Q =
{

a
b : a, b ∈ Z, b 6= 0

}
die Menge der rationalen Zahlen,

R die Menge der reellen Zahlen.

Definition 1.1 Seien m und n natürliche Zahlen. Eine m × n-Matrix über R besteht
aus mn reellen Zahlen, die in einem rechteckigen Schema angeordnet sind:

a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

 m Zeilen

n Spalten

Die Zahlen aij für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n heißen Matrixeinträge. Der Index i
heißt Zeilenindex, der Index j heißt Spaltenindex. Also ist aij der Eintrag, der in der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte steht.
Wir schreiben eine Matrix auch alsA = (aij)

i=1,...,n
j=1...,m

oder einfach alsA = (aij), wenn

klar ist, welche Größe A hat.

Wir werden in § 1 erst einmal Matrizen über R behandeln. Alle Definitionen und
Ergebnisse gelten aber auch, wenn man statt reeller Zahlen Elemente eines beliebigen
Körpers (in vielen Fällen sogar eines beliebigen Ringes) betrachtet. Was ein Körper ist,
werden wir aber erst in § 4 lernen.

Eine 1 × n-Matrix heißt n-dimensionaler Zeilenvektor, wir schreiben sie auch als
A = (a1 . . . an) oder A = (a1, . . . , an). Analog heißt eine m × 1-Matrix auch m-
dimensionaler Spaltenvektor, und wir schreiben sie auch als
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A =


a1

...
am


Definition 1.2 i) Für eine m × n-Matrix A = (aij) ist −A definiert als die m × n-

Matrix −A = (−aij).

ii) Für zweim×n-MatrizenA = (aij) undB = (bij) ist die SummeA+B definiert
als die m× n-Matrix

A+B = (aij + bij).

Bei der Addition von Matrizen werden also jeweils die Einträge an gleicher Position
addiert. Die Addition ist nur definiert für Matrizen mit derselben Zeilen- und Spal-
tenzahl.
Beispiel: (

1 0 2
3 −1 7

)
+

(
−5 3 1
0 2 −1

)
=

(
−4 3 3
3 1 6

)
Wir schreiben für m × n-Matrizen A und B auch A − B = A + (−B). Offenbar ist
A − A = 0, wobei 0 hier die m × n-Matrix bezeichnet, deren Einträge alle 0 sind.
Diese heißt Nullmatrix. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, müssten wir eigentlich
0m×n schreiben. Das ist uns aber meist zu umständlich. Aus dem Kontext wird klar
werden, welche Nullmatrix wir mit 0 jeweils meinen.

Definition 1.3 Es sei A = (aij) eine m × n-Matrix über R und c ∈ R. Die skalare
Multiplikation vonAmit der Zahl (man sagt auch Skalar) c ist definiert als diem×n-
Matrix

cA = (caij).

Beispiel: Es ist

2

 3 1
−1 0
−2 1

 =

 6 2
−2 0
−4 2


Zusätzlich zu der skalaren Multiplikation kann man auch das Produkt zweier Matri-
zen A und B definieren, wenn ihre Größen zusammenpassen.
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Definition 1.4 i) Es sei n ∈ N und A = (a1 . . . an) ein n-dimensionaler Zeilenvek-

tor (d.h. eine 1 × n-Matrix) und B =


b1
...
bn

 ein n-dimensionaler Spaltenvektor

(d.h. eine n× 1 Matrix). Dann ist das Produkt AB definiert als die 1× 1-Matrix
mit dem (einzigen) Eintrag

a1b1 + a2b2 + . . . anbn.

Diesen Ausdruck können wir unter Verwendung des Summenzeichens
∑

auch

schreiben als
n∑

i=1

aibi.

ii) Es seien l,m und n natürliche Zahlen undA eine l×m sowieB einem×nMatrix.
Dann ist das Produkt AB definiert als die l × n-Matrix AB = (cij)

i=1...l
j=1...n

mit

den Einträgen

cij =
m∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aimbmj .

cij ist also das Produkt im Sinne von i) der i-ten Zeile (ai1 . . . aim) vonAmit der
j-ten Spalte von B.

Beispiel:

i)
(
1 0 3

)−3
1
2

 = −3 + 0 + 6 = 3

ii)

(
1 1 0
0 1 2

)−1
0
−1

 =

(
−1
−2

)

iii)

3 1
0 −1
1 2

(2 1 0
0 1 1

)
=

6 4 1
0 −1 −1
2 3 2



iv)

3 1
0 −1
1 2


−1

0
−1

 ist nicht definiert!

Lemma 1.5 Die Addition und Multiplikation von Matrizen erfüllen folgende Regeln:
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i) Für l×m-Matrizen A und A′ sowie m×n-Matrizen B und B′ gelten die Distri-
butivgesetze

A(B +B′) = AB +AB′ und

(A+A′)B = AB +A′B.

ii) Ist A eine l ×m-, B eine m × n− und C eine n × p-Matrix, so gilt das Assozia-
tivgesetz

(AB)C = A(BC).

Bei der Matrizenmultiplikation kann man also beliebig klammern. Daher schreiben
wir auch einfach ABC für (AB)C.

Beweis : einfach nachrechnen! �

Lemma 1.6 Die skalare Multiplikation ist verträglich mit der Addition und der Mul-
tiplikation von Matrizen. Für reelle Zahlen (Skalare) α, β und m× n-Matrizen A und
B gilt:

i) (αβ)A = α(βA)

ii) (α+ β)A = αA+ βA

iii) α(A+B) = αA+ αB.

Für eine m× n-Matrix A und eine n× p-Matrix B gilt ferner

iv) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Beweis : geduldig nachrechnen! �

IstA eine l×m- undB einem×l-Matrix, so sind beide ProdukteAB undBA definiert.
AB ist eine l× l- und BA eine m×m-Matrix. Ist l = m, so gilt im allgemeinen AB 6=
BA, die Multiplikation von Matrizen ist also im allgemeinen nicht kommutativ.
Beispiel: (

0 1
1 0

)(
1 2
3 4

)
=

(
3 4
1 2

)
,

aber

(
1 2
3 4

)(
0 1
1 0

)
=

(
2 1
4 3

)
.
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Die Einträge aii einer n× n-Matrix A = (aij) heißen Diagonaleinträge. A heißt Dia-
gonalmatrix, falls für alle i 6= j der Eintrag aij = 0 ist. Eine Diagonalmatrix A hat
also die Form

A =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . ann


Wir werden oft mit ∗ einen beliebigen Eintrag einer Matrix bezeichnen und durch
eine einzige Null kennzeichnen, dass ein ganzer Bereich der Matrix nur aus Nullen
besteht. Mit dieser Notation sieht eine Diagonalmatrix also so aus:

A =


∗ 0

. . .

0 ∗

 .

Eine Matrix der Form

A =


∗ . . . ∗

. . .
...

0 ∗


heißt obere Dreiecksmatrix. Die n × n-Matrix A = (aij) ist also genau dann eine
obere Dreiecksmatrix, wenn für alle i > j der Eintrag aij = 0 ist. Analog definiert
man untere Dreiecksmatrizen.
Die n× n-Diagonalmatrix, deren Diagonaleinträge alle 1 sind, heißt n-te Einheitsma-
trix:

En =


1 0

. . .

0 1

 .

Wie man leicht nachrechnet, gilt für jede m× n-Matrix A:

EmA = A und AEn = A.

Wir nennen eine m × n-Matrix A quadratisch, falls m = n ist. Eine quadratische
Matrix A hat also genauso viele Zeilen wie Spalten.

Definition 1.7 Sei A eine n × n-Matrix (d.h. A ist quadratisch). A heißt invertierbar,
falls es eine n× n-Matrix B mit

AB = En und BA = En
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gibt.
Die Matrix B ist durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt, denn aus

AB = En und B′A = En

für zwei n× n-Matrizen B und B′ folgt

B′ = B′En = B′(AB) 1.5= (B′A)B = EnB = B.

Daher schreiben wir auch B = A−1 und nennen diese Matrix die Inverse zu A.
Wir werden später sehen, dass eine MatrixB, die eine der beiden Gleichungen aus 1.7
erfüllt, automatisch auch die andere Gleichung erfüllt. Da die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ ist, ist das nicht offensichtlich.
Beispiel:

i)

(
1 1
0 1

)−1

=

(
1 −1
0 1

)
, wie man leicht nachrechnet.

ii) Die Matrix

(
1 0
0 0

)
ist nicht invertierbar, denn für jede 2 × 2-Matrix B besteht

die letzte Spalte von B

(
1 0
0 0

)
nur aus Nullen.

Lemma 1.8 A und B seien n × n-Matrizen. Sind beide invertierbar, so ist auch ihr
Produkt AB invertierbar, und es gilt

(AB)−1 = B−1A−1.

Sind allgemeiner die (n × n)-Matrizen A1, . . . , Am invertierbar, so auch das Produkt
A1 · · ·Am, und es gilt (A1 · · ·Am)−1 = A−1

m · · ·A−1
1 .

Beweis : Sind A und B invertierbar, so ist

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = (AEn)A−1

= AA−1 = En.

Analog rechnet man (B−1A−1)(AB) = En nach.
Den allgemeinen Fall beweisen wir durch Induktion nach m. Den Anfang m = 2
haben wir gerade gezeigt.
Für den Induktionsschluss nehmen wir an, die Behauptung gelte fürmMatrizen. Wir
müssen sie für m+ 1 Matrizen A1, . . . , Am+1 zeigen. Nach Induktionsvoraussetzung
ist B := A1 · · ·Am invertierbar, und es gilt B−1 = A−1

m · · ·A−1
1 . Nach dem schon

gezeigten Fall für zwei Matrizen ist A1 · · ·Am+1 = BAm+1 invertierbar mit inverser
Matrix A−1

m+1B
−1 = A−1

m+1A
−1
m · · ·A−1

1 . �
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Wir bezeichnen die Menge der invertierbaren n × n-Matrizen über R als GLn(R).
Hier steht GL für ”general linear group“. Sobald wir wissen, was das ist, werden wir
sehen, dass GLn(R) eine Gruppe ist.

2 Elementare Zeilenumformungen

Wir werden jetzt ein Verfahren untersuchen, mit dem man eine Matrix vereinfachen
kann. Auf diese Weise lösen wir lineare Gleichungssysteme.

Es seiA = (aij) einem×n-Matrix und b =


b1
...
bm

 einm-dimensionaler Spaltenvektor.

Das System von Gleichungen

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
... (1)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

heißt lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten x1, . . . , xn mit Koeffizien-

tenmatrix A. Mit x =


x1

...
xn

 können wir es kurz als Matrixprodukt

Ax = b

schreiben.
Ist b = 0, so bezeichnet man (1) als homogenes lineares Gleichungssystem. Ist b 6= 0,
so nennt man (1) auch inhomogenes lineares Gleichungssystem.
Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat stets als triviale Lösung

x1

...
xn

 =


0
...
0

 ,

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem muss keine Lösung besitzen.
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Beispiel

i) SeiA =

(
2 0 1
1 −1 2

)
und b =

(
b1

b2

)
. Das zugehörige lineare Gleichungssystem

ist
2x1 +x3 = b1

x1 −x2 +2x3 = b2.

Ist b = 0, so hat das homogene lineare Gleichungssystem die Lösungsmenge
x1

x2

x3

 : x3 = −2x1, x2 = −3x1

 ,

ii) SeiA =

2 1
0 −1
1 2

 und b =

1
1
1

. Dann hat das zugehörige inhomogene lineare

Gleichungssystem
2x1 +x2 = 1

−x2 = 1
x1 +2x2 = 1

gar keine Lösung.

Wir definieren jetzt die sogenannten Elementarmatrizen, mit deren Hilfe wir die Ko-
effizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems vereinfachen können.
Mit eij bezeichnen wir die n× n-Matrix, deren Eintrag an der Stelle (i, j) gleich 1 ist,
und deren andere Einträge alle Null sind. Dann erfüllt jede n × n-Matrix A = (aij)
die Gleichung

A = a11e11 + a12e12 + · · ·+ annenn

=
n∑

i=1

n∑
j=1

aijeij .

Definition 2.1 Sei n ≥ 1. Eine n× n-Matrix L heißt Elementarmatrix

i) vom Typ I, falls
L = En + ceij

für Indizes i 6= j und einen Skalar c ist,
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ii) vom Typ II, falls

L =



1 . . . 1 0 . . . 1
...

...
1 . . . 0 1 . . . 1


= En + eij + eji − eii − ejj

für Indizes i 6= j ist,

iii) vom Typ III, falls

L =


1 0. . .

1
c 1 . . .

0 1

 = En + (c− 1)eii

für einen Index i und einen Skalar c 6= 0 ist.

Beispiel: Die 2× 2-Elementarmatrizen sind genau folgende

i)

(
1 c

0 1

)
,

(
1 0
c 1

)
, c beliebig

ii)

(
0 1
1 0

)

iii)

(
c 0
0 1

)
,

(
1 0
0 c

)
, c 6= 0.

Lemma 2.2 Es seiA eine n×n-Matrix und L eine Elementarmatrix. Mit ai bezeichnen
wir die i-te Zeile von A, d.h. es ist ai = (ai1 . . . ain).

i) Ist L = En + ceij vom Typ I, so entsteht die Matrix LA aus A, indem die i-te
Zeile ai durch ai + caj ersetzt wird.

ii) Ist L = En + eij + eji − eii − ejj vom Typ II, so entsteht die Matrix LA aus A,
indem die Zeilen ai und aj vertauscht werden.

iii) Ist L = En + (c− 1)eii vom Typ III, so entsteht die Matrix LA aus A, indem die
Zeile ai mit dem Skalar c multipliziert wird.
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Beweis : Nach Definition der Matrixmultiplikation ist die i-te Zeile von LA gerade
das Produkt der i-ten Zeile von L mit der Matrix A. Die Behauptung lässt sich nun
leicht nachrechnen. Sei L = En + ceij eine Elementarmatrix vom Typ I. Da L in allen
Zeilen bis auf die i-te mit der Einheitsmatrix übereinstimmt, sind alle Zeilen von LA
bis auf die i-te gleich den entsprechenden Zeilen von A.
Die i-te Zeile hat die Gestalt

(ai1 + caj1 . . . ain + cajn) = ai + caj ,

wie behauptet. �

Für Elementarmatrizen vom Typ II und III argumentiert man analog. (Rechnen Sie
das nach!) Die in Lemma 2.2 beschriebenen Operationen nennt man auch elementare
Zeilenumformungen vom Typ I, II bzw.III. EntstehtB also ausA durch Muliplikation
mit einer Elementarmatrix vom Typ I, II bzw. III von links, so gehtB ausA durch eine
elementare Zeilenumformung vom Typ I, II bzw. III hervor.

Lemma 2.3 Elementarmatrizen sind invertierbar, und ihre Inversen sind wieder Ele-
mentarmatrizen.

Beweis : Wir rechnen nach, dass das Inverse einer Elementarmatrix jeweils die Ele-
mentarmatrix zur inversen Zeilenumformung ist. Ist L = En + ceij vom Typ I, so
bewirkt L das Ersetzen der i-ten Zeile durch (i-te Zeile) + c(j-te Zeile). Dies kann
man rückgängig machen, indem man die i-te Zeile durch (i-te Zeile) −c(j-te Zeile)
ersetzt. Das entspricht der Linksmultiplikation mit L′ = En − ceij . L′ ist also unser
Kandidat für die Inverse. Wir rechnen leicht nach, dass

LL′ = En − ceij + ceij = En und L′L = En

gilt. Hier geht eij · eij = 0 (i 6= j) ein. Also ist L−1 = E − caij .
Genauso zeigt man, dass für L = En + eij + eji − eii − ejj (i 6= j) gilt LL = En,
d.h. L = L−1, und dass für L = En + (c − 1)eii (c 6= 0) gilt L(En + ( 1

c − 1) · eii) =
(En + ( 1

c − 1)eii)L = En, d.h. L−1 = En + ( 1
c − 1)eii. �

Es sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem in n Unbestimmten und m Gleichungen,

d.h. A = (aij) ist eine m × n-Matrix, x =


x1

...
xn

 ein unbekannter n-dimensionaler

Spaltenvektor und b =


b1
...
bm

 ein gegebener m-dimensionaler Spaltenvektor.
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Satz 2.4 Es seiL einem×m Elementarmatrix. Die Lösungen vonAx = b stimmen mit
den Lösungen von (LA)x = Lb überein. Wendet man also auf die Koeffizientenma-
trix A eines linearen Gleichungssystems und auf den Vektor b dieselben elementaren
Zeilenumformungen an, so ändern sich die Lösungen nicht.

Beweis : Gilt Ax = b, so folgt durch Linksmultiplikation mit L, dass auch

(LA)x = L(Ax) = Lb

gilt. Umgekehrt folgt aus (LA)x = Lb durch Linksmultiplikation mit der Inversen
L−1, die nach Lemma 2.3 existiert,

Ax = (L−1L)Ax = L−1(LA)x = L−1(Lb) = b.

�

Wir können also die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems durch ele-
mentare Zeilenumformungen vereinfachen. Wenn wir diese Umformungen gleich-
zeitig auf den Vektor b anwenden, ändert sich die Lösungsmenge nicht.

Beispiel: Sei

A =

1 0 2 1
1 1 5 2
1 2 8 4

 und b =

 5
7
12

 ,

wir suchen also die Lösungen des (inhomogenen) linearen Gleichungssystems

x1 +2x3 +x4 = 5
x1 +x2 +5x3 +2x4 = 7
x1 +2x2 +8x3 +4x4 = 12.

Wir betrachten die Matrix (Ab) =

1 0 2 1 5
1 1 5 2 7
1 2 8 4 12

, die durch Anhängen der Spal-

te b an die Matrix A entsteht.

Indem wir die 2. Zeile durch (2. Zeile) − (1. Zeile) und die 3. Zeile durch (3. Zeile) −

(1. Zeile) ersetzen (das entspricht der Multiplikation mit

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 ·
 1 0 0
−1 1 0
0 0 1


von links), erhalten wir

1 0 2 1 5
0 1 3 1 2
0 2 6 3 7

.
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Jetzt ersetzen wir die 3. Zeile durch (3. Zeile) − 2 · (2. Zeile), multiplizieren also mit1 0 0
0 1 0
0 −2 1

 von links, und erhalten

1 0 2 1 5
0 1 3 1 2
0 0 0 1 3

 .

Jetzt ersetzen wir die 1. Zeile durch (1. Zeile) − (3. Zeile) und die 2. Zeile durch (2.
Zeile) − (3. Zeile), multiplizieren also mit1 0 0

0 1 −1
0 0 1

 ·
1 0 −1

0 1 0
0 0 1

 von links, und erhalten

1 0 2 0 2
0 1 3 0 −1
0 0 0 1 3

 .

Die Lösungen von Ax = b sind nach Satz 2.4 genau die Lösungen von

x1 +2x3 = 2
x2 +3x3 = −1

x4 = 3.

Dies kann man leicht auflösen, die Lösungsmenge ist

x1

x2

x3

x4

 : x3 beliebig , x4 = 3, x2 = −1− 3x3, x1 = 2− 2x3

 .

Dieses Verfahren zur Lösung von linearen Gleichungssystemen nennt man
Gauß’sches Eliminationsverfahren. Wir wollen es jetzt für ein beliebiges Glei-
chungssystem herleiten.

Definition 2.5 Einem×n-MatrixA hat Zeilenstufenform, wenn folgende Bedingun-
gen gelten:

i) Der erste von Null verschiedene Eintrag in jeder Zeile ist 1. Dieser heißt auch
Pivot.
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ii) Der Pivot in Zeile (i+ 1) steht rechts vom Pivot in Zeile i.

iii) Alle Einträge oberhalb eines Pivots sind Null.

Eine Matrix in Zeilenstufenform sieht also so aus:

0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 . . . 0 ∗ . . . ∗

0 . . . . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 . . . 0
...

...
0 . . . . . . 0 1 0
...

...
...

...
0 . . . . . . 1 ∗ . . . ∗
0 . . . . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

0 . . . . . . 0 0 . . . 0


Sowohl die Nullspalten links als auch die Nullzeilen unten müssen nicht auftreten.

Satz 2.6 Jede Matrix lässt sich mit elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix in
Zeilenstufenform überführen. Mit anderen Worten: IstA einem×n-Matrix, so gibt es
m×m Elementarmatrizen L1, . . . , Ls, so dass die Matrix Ls · · ·L1A Zeilenstufenform
hat.

Beweis : mit Induktion nach der Zeilenzahl m.
Für den Induktionsanfang betrachten wir eine 1 × n-Matrix, also einen n-
dimensionalen Zeilenvektor A = (a1 . . . an). Sind alle ai = 0, so hat A Zeilenstufen-
form. Ansonsten ist mindestens ein ai 6= 0. Ist i minimal mit ai 6= 0, so multiplizieren
wir A mit a−1

i (das ist eine elementare Zeilenumformung vom Typ III) und erhalten
(0 . . . 01 ∗ · · · ∗), also eine Matrix in Zeilenstufenform.
Für den Induktionsschluss nehmen wir an, dass wir jede Matrix mit höchstens (m−1)
Zeilen in Zeilenstufenform überführen können. Ist A = 0, dann hat A Zeilenstufen-
form. Wir können also A 6= 0 annehmen. In diesem Fall suchen wir die erste Spalte,
die einen Eintrag 6= 0 enthält und transportieren diesen durch eine Zeilenvertau-
schung (Typ II) in die erste Zeile. Wir multiplizieren die erste Zeile mit dem Inversen
dieses Eintrags (Typ III) und erhalten eine Matrix der Form

0 . . . 0 1
...

... b2 ∗
...

...
...

0 . . . 0 bm


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Nun ersetzen wir mit Umformungen vom Typ I die 2. Zeile durch (2. Zeile) −b2 (1.
Zeile), die 3. Zeile durch (3. Zeile) −b3 (1. Zeile) usw. Das Ergebnis ist eine Matrix der
Form

A′ =



n−r︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1
... 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0

r︷ ︸︸ ︷
c1 . . . cr

D


mit unbekannten Einträgen c1, . . . , cr und einer (m−1)× r-Matrix D für ein geeigne-
tes r < n. Nach Induktionsvoraussetzung lässt sich D mit elementaren Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. Diese Zeilenumformungen wenden wir auch
auf A′ an. Sie lassen die ersten (n − r) Spalten und die erste Zeile unverändert. Wir
erhalten eine Matrix der Form

A′′ =


0 . . . 0 1 c1 . . . cr
...

... 0
...

...
... D′

0 . . . 0 0

 ,

wobei D′ Zeilenstufenform hat. Der Pivot aus der ersten Zeile von D′ stehe unter
dem Eintrag ci. Dann ersetzen wir mit einer Umformung vom Typ I die erste Zeile
vonA′′ durch (1. Zeile)−ci (2. Zeile) und haben ci eliminiert. Dieses Verfahren führen
wir für alle Pivots von D′ durch. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zeilenstufenform. �

Man kann zeigen, dass die Zeilenstufenform, in die man eine Matrix durch elementa-
re Zeilenumformungen bringen kann, eindeutig bestimmt ist. Sie hängt also nicht von
der gewählten Folge elementarer Umformungen ab. Wie wir in dem obigen Beispiel
schon gesehen haben, lässt sich ein lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizienten-
matrix Zeilenstufenform hat, leicht lösen. Das formulieren wir jetzt ganz allgemein.

Satz 2.7 Es sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem in m Gleichungen und n Va-
riablen, so dass die m × (n + 1)-Matrix (Ab), die durch Anhängen der Spalte b an A
entsteht, Zeilenstufenform hat. Dann besitzt Ax = b genau dann eine Lösung, wenn
in der letzten Spalte b kein Pivot steht. In diesem Fall kann man für jede Unbestimmte
xj , so dass die j-te Spalte keinen Pivot enthält, einen beliebigen Wert vorschreiben.
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Beweis : Es sei A = (aij) und b =


b1
...
bm

. Hat (Ab) Zeilenstufenform, so sei J =

{j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n + 1} die Menge aller Spaltenindizes j, so dass die j-te Spalte
von (Ab) einen Pivot enthält. Falls in der letzten Spalte ein Pivot steht, d.h. falls n+1 ∈
J ist, so lautet eine Gleichung des linearen Gleichungssystems 0 = 1. Das ist natürlich
unerfüllbar.
Falls in der letzten Spalte von (Ab) kein Pivot steht, d.h. falls n + 1 6∈ J ist, so sieht
das Gleichungssystem Ax = b folgendermaßen aus:

xj1 +
∑
j 6∈J

a1jxj = b1

xj2 +
∑
j 6∈J

a2jxj = b2

...

xjr +
∑
j 6∈J

arjxj = br.

Die restlichen Gleichungen sind von der Form 0 = 0. Die Lösungsmenge von Ax = b

ist also folgende:

x1

...
xn

 : xj beliebig für j 6∈ J, xj1 = b1 −
∑
j 6∈J

a1jxj , . . . , xjr
= br −

∑
j 6∈J

arjxj

 .

Insbesondere ist sie nicht leer. �

Korollar 2.8 Jedes lineare Gleichungssystem Ax = 0 in m Gleichungen und n Unbe-

kannten mit m < n hat eine nicht-triviale Lösung, d.h. eine Lösung x =


x1

...
xn

, für

die nicht alle xi Null sind.

Beweis : Mit elementaren Zeilenumformungen lässt sich A in eine Matrix A′ in Zei-
lenstufenform überführen. Nach Satz 2.4 hatAx = 0 dieselben Lösungen wieA′x = 0.
In jeder Matrix in Zeilenstufenform ist die Anzahl des Pivots höchstens gleich der Zei-
lenzahl. Also ist die Anzahl des Pivots in A′ höchstens gleich m, nach Voraussetzung
also < n. Es existieren also Spalten, die keinen Pivot enthalten. Daher besitzt A′x = 0
nach Satz 2.7 eine nichttriviale Lösung. �

Seite 15



Elementare Zeilenumformungen lassen sich auch anwenden, um Matrizen auf Inver-
tierbarkeit zu prüfen.

Satz 2.9 Es sei A eine quadratische Matrix. Dann sind die folgenden Bedingungen
äquivalent:

i) A lässt sich durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
überführen.

ii) A lässt sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

iii) A ist invertierbar.

iv) Das homogene lineare GleichungssystemAx = 0 besitzt nur die triviale Lösung
x = 0.

Beweis : Wir zeigen die Kette von Implikationen i)⇒ ii)⇒ iii)⇒ iv)⇒ i).
i)⇒ ii): Lässt sich A durch elementare Zeilenumformungen auf die Einheitsmatrix E
reduzieren, so gibt es nach Lemma 2.2 Elementarmatrizen L1, . . . , Lr mit

Lr · · ·L1A = E

Nach Lemma 2.3 sind Elementarmatrizen invertierbar, wir können diese Gleichung
also von links mit L−1

1 · · ·L−1
r multiplizieren und erhalten A = L−1

1 · · ·L−1
r E =

L−1
1 · · ·L−1

r . Da nach Lemma 2.3 die Inversen von Elementarmatrizen wieder Ele-
mentarmatrizen sind, folgt ii).
ii) ⇒ iii): Ist A = L1 · · ·Lr das Produkt von Elementarmatrizen, so ist nach Lemma
2.3 A das Produkt invertierbarer Matrizen, also selbst invertierbar nach Lemma 1.8.
iii) ⇒ iv): Es sei x eine beliebige Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = 0.
Ist A invertierbar, so folgt aus dieser Gleichung durch Linksmultiplikation mit A−1,
dass x = Ex = (A−1A)x = A−10 = 0 gilt. Also besitzt Ax = 0 nur die triviale Lösung
x = 0.
iv)⇒ i): Wir nehmen an, dassAx = 0 nur trivial lösbar ist und verwandeln die Matrix
A mit elementaren Zeilenumformungen in eine Matrix A′ in Zeilenstufenform. Nach
Satz 2.4 besitzt dann auch A′x = 0 nur die triviale Lösung. Nun ist A′ quadratisch.
Es sei n die Anzahl der Zeilen und Spalten. Angenommen, es gibt eine Spalte in A, in
der kein Pivot steht. Dann ist die Anzahl der Pivots echt kleiner als n. Also kann in
der letzten Zeile kein Pivot stehen, d.h. die letzte Zeile ist eine Nullzeile. Das System
A′x = 0 besteht höchstens aus (n − 1) nicht-trivialen Gleichungen. Daher besitzt es
nach Korollar 2.8 eine nicht-triviale Lösung, im Widerspruch zu unserer Vorausset-
zung.
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Unsere Annahme ist somit falsch, d.h. jede Spalte vonA′ enthält einen Pivot.A besitzt
also n Pivots. Definitionsgemäß steht ein Pivot auf der Diagonalen oder rechts davon,
daher müssen alle Diagonaleinträge von A′ Pivots sein. Da oberhalb der Pivots nur
Nullen stehen, ist A′ = En. Das beweist i). �

Korollar 2.10 Besitzt eine Matrix eine Nullzeile, so ist sie nicht invertierbar.

Beweis : Besitzt die n× n-Matrix A eine Nullzeile, so besteht das lineare Gleichungs-
system Ax = 0 aus höchstens n − 1 nicht-trivialen Gleichungen. Also hat es nach
Korollar 2.8 eine nicht-triviale Lösung. Daher ist nach Satz 2.9 A nicht invertierbar. �

Wir können nun ein Verfahren angeben, mit dem man die Inverse einer Matrix be-
rechnen kann.

Korollar 2.11 Es sei A eine invertierbare n×n-Matrix. Es seien U1, . . . , Ur elementare
Zeilenumformungen, mit deren Hilfe man A in die Einheitsmatrix umformen kann.
Wendet man U1, . . . , Ur in derselben Reihenfolge auf die Einheitsmatrix an, so erhält
man A−1.

Beweis : Die elementare Zeilenumformung Ui entspricht der Linksmultiplikation mit
einer Elementarmatrix Li. Durch Anwenden von U1, . . . , Ur wird A in die Matrix
Lr · · ·L1A überführt. Also ist Lr · · ·L1A = En. Da A invertierbar ist, folgt daraus
nach Multiplikation mit A−1, dass Lr · · ·L1En = Lr · · ·L1 = EnA

−1 = A−1 gilt.
Also entsteht A−1 aus En durch Anwenden der elementaren Zeilenumformungen
U1, . . . , Ur. �

Beispiel: Wir berechnen die Inverse zu

A =

(
1 3
2 7

)

mit elementaren Zeilenumformungen:(
1 3
2 7

) (
1 0
0 1

)

;

(
1 3
0 1

) (
1 0
−2 1

)
(2. Zeile − 2 (1. Zeile))

;

(
1 0
0 1

) (
7 −3
−2 1

)
(1. Zeile − 3 (2. Zeile))
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Das Inverse von A ist also

(
7 −3
−2 1

)
.

Wir haben hier allerdings nicht vorher nachgeprüft, dass A invertierbar ist. Das wäre
aber nach Satz 2.9 bei der Umwandlung von A durch elementare Zeilenumformun-
gen in Zeilenstufenform herausgekommen. Für eine nicht-invertierbare Matrix ent-
steht so nämlich nicht die Einheitsmatrix.

Satz 2.12 Es seien A und B n× n-Matrizen mit AB = En. Dann gilt auch BA = En.

Beweis : Wir bringen A durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform.
Das entspricht der Multiplikation mit Lk · · ·L1. Eine quadratische Matrix in Zeilen-
stufenform ist entweder die Einheitsmatrix oder enthält eine Nullzeile. AusAB = En

folgt L1 · · ·LkAB = L1 · · ·Lk, d.h. das Produkt auf der linken Seite ist invertierbar.
Also kann L1 · · ·LkA keine Nullzeile haben, denn sonst hätte auch L1 · · ·LkAB ei-
ne, was Korollar 2.10 widerspricht. Also ist L1 · · ·LkA = En, woraus B = EnB =
L1 · · ·LkAB = L1 · · ·Lk folgt. Also ist BA = L1 · · ·LkA = En. �

Korollar 2.13 Existiert zu einer quadratischen Matrix A eine Matrix B mit AB = En

oder BA = En, so ist B das Inverse zu A.

Beweis : Das folgt sofort aus Satz 2.12. �

Man kann statt elementarer Zeilenumformungen auch elementare Spaltenumfor-
mungen betrachten. Das kann man formal aus den Zeilenumformungen herleiten,
indem man eine Operation auf Matrizen definiert, die Zeilen und Spalten vertauscht.

Definition 2.14 Es sei A = (aij) eine m × n-Matrix. Die zugehörige transponierte
Matrix At ist definiert als die n×m-Matrix

At = (bij)
i=1...n
j=1...m

mit bij = aji.

A wird also an der Diagonalen (�) gespiegelt.
Beispiel:

i)

1
2
3


t

= (1 2 3)
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ii)

(
1 3
5 7

)t

=

(
1 5
3 7

)

Lemma 2.15 Sind A und B m× n-Matrizen und α ein Skalar, so gilt

i) (A+B)t = At +Bt

ii) (αA)t = αAt

iii) (At)t = A

Ist A eine m× n- und B eine n× p-Matrix, so gilt ferner

iv) (AB)t = BtAt

Beweis : nachrechnen! �

Lemma 2.16 Es sei A eine m× n-Matrix und L eine n× n-Elementarmatrix.

i) Ist L = E + ceij vom Typ I, so entsteht AL aus A, indem man die j-te Spalte
durch (j-te Spalte) +c (i-te Spalte) ersetzt.

ii) Ist L = E + eij + eji − eii − ejj vom Typ II, so entsteht AL aus A, indem die i-te
und die j-te Spalte vertauscht werden.

iii) Ist L = E + (c − 1)eii vom Typ III, so entsteht AL aus A, indem die i-te Spalte
mit c multipliziert wird.

Beweis : Wir wenden Lemma 2.2 auf die Matrix (AL)t = LtAt an. �

3 Determinanten

Jeder quadratischen Matrix kann man eine Zahl zuordnen, die sogenannte Determi-
nante. Diese wollen wir hier definieren und untersuchen.
Die Determinante einer 1× 1-Matrix A = (a) ist einfach ihr einziger Eintrag:

detA = a

Die Determinante einer 2× 2-Matrix A =

(
a b

c d

)
ist definiert durch

detA = ad− bc.
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Um diese Zahl geometrisch zu deuten, betrachten wir den Raum R2 aller zweidimen-
sionalen Spaltenvektoren über R, d.h. es ist

R2 =

{(
x

y

)
: x, y ∈ R

}
.

Die 2× 2-Matrix A definiert eine (lineare) Abbildung.

f : R2 → R2,

gegeben durch f

(
r

s

)
=

(
ar + bs

cr + ds

)
.

Wir betrachten das Bild des Einheitsquadrats

2 =

{(
r

s

)
: 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1

}
unter f . Es ist

f(2) =

{(
ar + bs

cr + ds

)
: 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1

}
,

also das von

(
a

c

)
und

(
b

d

)
aufgespannte Parallelogramm im R2.

Der Flächeninhalt dieses Parallelogramms ist gerade |detA| = |ad− bc|.
Insbesondere ist die Determinante detA genau dann gleich Null, wenn das Parallel-
programm zu einer Strecke entartet ist, d.h. wenn eine der beiden Spalten von A ein
Vielfaches der anderen ist.
Auf quadratischen Matrizen beliebiger Größe sind die Formeln für die Determinan-
te komplizierter. Wir werden die Determinante durch eine solche Formel definieren,
und dann einen Katalog von Eigenschaften herleiten, durch den sie eindeutig be-
stimmt ist.
Wir bezeichnen den Raum aller n × n-Matrizen über R mit Rn×n. Für jede Matrix A
in Rn×n und für alle i, j = 1, . . . , n bezeichnen wir mit Aij diejenige (n− 1)× (n− 1)-
Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht:

Aij =


j

i



Seite 20



Beispiel: Für A =

1 1 0
0 2 2
2 3 −1

 ist

A11 =

(
2 2
3 −1

)
und A31 =

(
1 0
2 2

)

Lemma 3.1 Es gibt genau ein System von Funktionen (dn)n∈N, dn : Rn×n → R, so
dass gilt:

i) d1((a)) = a

und

ii) dn(A) = a11dn−1(A11)− a21dn−1(A21) + a31dn−1(A31) · · · ± an1dn−1(An1)

=
n∑

i=1

(−1)i+1ai1dn−1(Ai1)

Diese Formel nennt man ”Entwicklung nach der 1. Spalte“.

Beweis : Die Existenz einer solchen Funktion zeigen wir rekursiv. Für festes n benut-
zen wir die Formel ii), um dn(A) mit Hilfe der Funktion dn−1 auszudrücken. Dann
ersetzen wir alle Terme der Form dn−1(B) mit Hilfe von ii) durch einen Ausdruck, in
dem nur noch die Funktion dn−2 vorkommt. Nach endlich vielen Schritten haben wir
so dn(A) durch eine Formel ausgedrückt, in der nur noch d1-Werte auftauchen. Diese
können wir mit i) ausrechnen.
Die Eindeutigkeit eines Systems von Funktionen mit i) und ii) zeigt man leicht mit
Vollständiger Induktion. (Führen Sie das aus!) �

Definition 3.2 Für eine n× n-Matrix A definieren wir die Determinante von A als

detA = dn(A),

wobei dn die Funktion aus Lemma 3.1 ist.

Beispiel:

i) Ist A =

(
a b

c d

)
∈ R2×2, so ist

det(A) = d2(A)
3.1ii)
= ad1((d))− cd1((b))

3.1i)
= ad− bc.

Das stimmt mit der Definition zu Beginn des Paragraphen überein.
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ii) Ist A =

1 1 0
0 2 2
2 3 −1

wie im obigen Beispiel, so ist

detA = d3(A) = d2

((
2 2
3 −1

))
+ 2d2

((
1 0
2 2

))
= −2− 6 + 4 = −4.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften von Determinanten herleiten.

Proposition 3.3 Es ist det(En) = 1

Beweis : (mit Induktion nach n):
Induktionsanfang (n = 1): Offenbar ist detE1 = 1.
Induktionsschluss: Wir nehmen an, detEn−1 = 1 ist schon gezeigt. Da En in der
ersten Spalte nur an der ersten Stelle einen Eintrag 6= 0 hat, folgt

detEn = det(En)11 = det(En−1) = 1.

�

Definition 3.4 Wir nennen eine Funktion

d : Rn×n → R

linear in den Zeilen, falls für alle i = 1, . . . , n gilt:

i) Ist A =


z1
...
zn

 die n× n-Matrix mit den Zeilen z1, . . . , zn, B =



z1
...
z̃i

...
zn


die n× n-

Matrix, deren i-te Zeile z̃i ist und die ansonsten dieselben Zeilen wie A besitzt,

undC =



z1
...

zi + z̃i

...
zn


die n×n-Matrix, deren i-te Zeile zi+z̃i ist und die ansonsten

dieselben Zeilen wie A besitzt, so gilt

d(C) = d(A) + d(B).
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ii) Ist A =


z1
...
zn

 die n × n-Matrix mit den Zeilen z1, . . . , zn und B =



z1
...
czi

...
zn


die

Matrix, deren i-te Zeile czi für ein c ∈ R ist, und die ansonsten dieselben Zeilen
wie A besitzt, so gilt

d(B) = cd(A).

Eine Funktion d ist also linear in den Zeilen, wenn d mit der Addition und skalaren
Multiplikation in der i-ten Zeile vertauscht, wobei wir alle anderen Zeilen festlassen.

Satz 3.5 Die Determinantenfunktion det : Rn×n → R ist linear in den Zeilen.

Beweis : mit Induktion nach n:
Induktionsanfang (n = 1): das folgt sofort aus der Definition der Determinante für
1× 1-Matrizen.
Induktionsschluss: Angenommen, die Determinante für (n − 1) × (n − 1)-Matrizen
ist linear in den Zeilen. Wir fixieren ein k ∈ {1, . . . , n}. Es seien A = (aij)i,j und
B = (bij)i,j zwei n× n-Matrizen, die sich höchstens in der k-ten Zeile unterscheiden,
d.h. es ist aij = bij für i 6= k und beliebige j.
Dann sei C = (cij)i,j die Matrix, deren k-te Zeile die Summe der k-ten Zeile von
A und der k-ten Zeile von B ist, und die ansonsten mit A übereinstimmt. Also ist
cij = aij = bij für i 6= k und beliebige j sowie ckj = akj + bkj für alle j. Dann ist
Ck1 = Ak1 = Bk1.
Für i 6= k unterscheiden sich Ai1 und Bi1 höchstens in der k-ten Zeile, und Ci1 ist
die Matrix, die außerhalb der k-ten Zeile mit Ai1 und Bi1 übereinstimmt und deren
k-te Zeile die Summe der k-ten Zeile von Ai1 und der k-ten Zeile von Bi1 ist. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt also det(Ci1) = det(Ai1) + det(Bi1).
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Wir berechnen die Determinante von C mit der Formel aus Lemma 3.1 als

det(C) =
n∑

i=1

(−1)i+1ci1 det(Ci1)

= (−1)k+1ck1 det(Ck1) +
∑
i 6=k

(−1)i+1ci1 det(Ci1)

= (−1)k+1(ak1 + bk1) detCk1 +
∑
i 6=k

(−1)i+1ci1(detAi1 + detBi1)

=
n∑

i=1

(−1)i+1ai1 detAi1 +
n∑

i=1

(−1)i+1bi1 detBi1

= detA+ detB.

Ferner sei c ∈ R und A = (aij)i,j eine n × n-Matrix sowie B = (bi,j)i,j die n × n-
Matrix mit bij = aij für i 6= k und beliebige j und bkj = cakj für alle j. Die k-te Zeile
von B ist also das c-fache Vielfache der k-ten Zeile von A, die anderen Zeilen von
B stimmen mit den entsprechenden Zeilen von A überein. Offenbar ist Ak1 = Bk1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ferner für alle i 6= k

det(Bi1) = cdet(Ai1).

Also folgt

detB =
n∑

i=1

(−1)i+1bi1 detBi1

= (−1)k+1cak1 detAk1 +
∑
i 6=k

(−1)i+1ai1cdetAi1

= cdetA.

Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Beispiel:

i) Es ist

det

1 3 7
4 8 2
5 1 1

 = 2 · det

1 3 7
2 4 1
5 1 1


ii) Es ist

det

1 3 7
4 8 2
5 1 1

 = det

1 3 7
3 5 −5
5 1 1

+ det

1 3 7
1 3 7
5 1 1


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Korollar 3.6 Enthält A eine Nullzeile, so gilt detA = 0.

Beweis : Enthält A eine Nullzeile, so können wir diese Zeile mit 0 multiplizieren,
ohne A zu ändern. Also gilt nach Satz 3.5

detA = 0 · detA = 0.

�

Lemma 3.7 Stimmen zwei benachbarte Zeilen einer Matrix überein, so ist detA = 0.

Beweis : mit Induktion nach n:
Induktionsanfang (n = 1):
Ist n = 1, so stimmt die Behauptung, da es solche 1× 1-Matrizen nicht gibt.
Induktionsschluss: Die Behauptung gelte für alle (n − 1) × (n − 1)-Matrizen. Es sei
A eine n× n-Matrix, deren k-te und (k + 1)-te Zeile übereinstimmen.
Dann ist für alle i 6= k, k+1 die k-te Zeile von Ai1 gleich der (k+1)-ten Zeile von Ai1,
also gilt nach Induktionsvoraussetzung detAi1 = 0.
Außerdem ist Ak1 = Ak+1,1 und ak1 = ak+1,1, woraus

detA =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1 detAi1

= (−1)k+1ak1 detAk1 + (−1)k+2ak+1,1 detAk+1,1

= 0

folgt. �

Lemma 3.8 Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer benachbarten Zeile hinzu,
so ändert sich die Determinante nicht.

Seite 25



Beweis : Es sei A =


z1
...
zn

 die Matrix mit den Zeilen z1, . . . , zn, und B =



z1
...
zi

zi+1 + czi

...
zn


für ein i ∈ {1, . . . , n− 1} und ein c ∈ R. Dann gilt nach Satz 3.5

detB = det


|
zi

zi+1 + czi

|

 = det


|
zi

zi+1

|

+ cdet


|
zi

zi

|

 = detA,

da der zweite Term nach Lemma 3.7 verschwindet.

Genauso argumentiert man für die Matrix B =



z1
...

zi + czi+1

zi+1

...
zn


. �

Lemma 3.9 Entsteht B aus A durch Vertauschen zweier benachbarter Zeilen, so ist
detB = −detA.
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Beweis : Es sei A =


|
zi

zi+1

|

 und B =


|

zi+1

zi

|

. Dann gilt

detB = det


|

zi+1

zi

|

 3.8= det


|

zi+1

zi − zi+1

|

 3.8= det


|

zi+1 + (zi − zi+1)
zi − zi+1

|



= det


|
zi

zi − zi+1

|

 3.8= det


|
zi

zi − zi+1 − zi

|

 = det


|
zi

−zi+1

|



3.5= −det


|
zi

zi+1

|

 = −detA.

�

Damit können wir Lemma 3.7 verallgemeinern.

Satz 3.10 Stimmen zwei beliebige Zeilen einer Matrix A überein, so ist detA = 0.

Beweis : Stimmen in A die i-te und die j-te Zeile mit i < j überein, so vertauschen
wir die j-te Zeile solange mit der nächsthöheren Zeile, bis sie in der (i+ 1)-ten Zeile
landet. Bei jeder Vertauschung wechselt nach Lemma 3.9 das Vorzeichen der Deter-
minante, also erhalten wir so eine Matrix B mit detB = ±detA. Nach Lemma 3.7
folgt detB = 0, also auch detA = 0. �

Jetzt können wir auch Lemma 3.8 und Lemma 3.9 verallgemeinern.

Satz 3.11 Entsteht B aus A =


z1
...
zn

, indem für i 6= j und ein c ∈ R die i-te Zeile zi

durch zi + czj ersetzt wird (also durch eine elementare Zeilenumformung vom Typ
I), so ist detB = detA.
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Beweis : Mit Hilfe von Lemma 3.7 können wir das jetzt genauso beweisen wie Lemma
3.8:

detB = det


|

zi + czj

|
zj

|


3.5= det


|
zi

|
zj

|

+ cdet


|
zj

|
zj

|


3.10= detA.

�

Satz 3.12 Entsteht B aus A durch Vertauschen zweier beliebiger Zeilen, so gilt
detB = −detA.

Beweis : Es seien

A =


|
zi

|
zj

|

 und B =


|
zj

|
zi

|


Dann können wir genauso argumentieren wie im Beweis von Lemma 3.9:

det


|
zi

|
zj

|


3.11= det


|
zi

|
zj − zi

|


3.11= det


|

zi + (zj − zi)
|

zj − zi

|



3.11= det


|
zj

|
zj − zi − zj

|


3.5= −det


|
zj

|
zi

|

 .

�

Wir haben in Satz 3.5, Satz 3.11 und Satz 3.12 gesehen, wie sich die Determinante
unter elementaren Zeilenumformungen verhält. Damit können wir jetzt die Determi-
nante von Elementarmatrizen ausrechnen.

Proposition 3.13 Es sei L eine n× n-Elementarmatrix.

i) Ist L = E + ceij vom Typ I, so ist detL = 1.
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ii) Ist L = En − eii − ejj + eij + eji vom Typ II, so ist detL = −1.

iii) Ist L = En + (c− 1)eii vom Typ III, so ist detL = c.

Beweis : Nach Lemma 2.2 entsteht L = LEn aus der Einheitsmatrix durch Anwenden
einer elementaren Zeilenumformung vom Typ I, II oder III. Daher ergibt sich

i) für Typ I: detL = 1 nach Satz 3.11

ii) für Typ II: detL = −1 nach Satz 3.12

iii) für TYp III: detL = c nach Satz 3.5
�

Lemma 3.14 Ist L eine Elementarmatarix und A eine beliebige Matrix, so gilt

det(LA) = detLdetA.

Beweis : LA entsteht aus A durch Anwenden einer elementaren Zeilenoperation. Al-
so gilt: Ist L vom Typ I, so ist detLA = detA nach Satz 3.11. Nach Proposition 3.13
ist detL = 1, also detLA = detLdetA. Ist L vom Typ II, so ist detLA = −detA nach
Satz 3.12. Nach Proposition 3.13 ist detL = −1, also detLA = detLdetA. Ist L vom
Typ III, so ist detLA = cdetA nach Satz 3.5. Nach Proposition 3.13 ist detL = c, also
detLA = detLdetA. �

Nun lässt sich jede quadratische Matrix A mit elementaren Zeilenumformungen ent-
weder in die Einheitsmatrix En oder in eine Matrix A′ überführen, deren letzte Zeile
eine Nullzeile ist.
Im ersten Fall ist

Lr · · ·L1A = En,

im zweiten Fall ist
Lr · · ·L1A = A′

für Elementarmatrizen L1, . . . , Lr.
Also folgt im ersten Fall mit Lemma 3.14

1 = det(En) = det(Lr · · ·L1A) = det(Lr) · · ·det(L1) detA.

Da alle detLi 6= 0 sind, folgt detA 6= 0.
Im zweiten Fall gilt

0 = detA′ = det(Lr · · ·L1A) = det(Lr) · · ·det(L1) detA.

Da alle detLi 6= 0 sind, folgt hieraus detA = 0.
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Korollar 3.15 Eine quadratische Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn detA 6=
0 ist.

Beweis : Ist A invertierbar, so lässt sich A nach Satz 2.9 durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix überführen. Wie wir oben nachgerechnet haben,
folgt daraus det(A) 6= 0. Ist umgekehrt detA 6= 0, so überführen wir A durch ele-
mentare Zeilenumformungen in eine Matrix in Zeilenstufenform. Wie wir oben aus-
gerechnet haben, kann die so entstehende Matrix keine Nullzeile haben, sie ist also
die Einheitsmatrix. Daher ist A nach Satz 2.9 invertierbar. �

Satz 3.16 (Axiomatische Charakterisierung der Determinante) Es sei

d : Rn×n → R

eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

i) d(En) = 1

ii) d ist linear in den Zeilen

iii) Stimmen zwei benachbarte Zeilen einer Matrix A überein, so ist d(A) = 0.

Dann stimmt d mit der Determinantenfunktion überein, d.h. es gilt d = det. Die De-
terminante ist also durch die Regeln i) - iii) eindeutig bestimmt.

Beweis : Analysiert man die Beweise für Korollar 3.6, Lemma 3.8, Lemma 3.9, Satz
3.10, Satz 3.11, Satz 3.12, Proposition 3.13 und Lemma 3.14, so sieht man, dass all diese
Resultate alleine aus den Eigenschaften i) - iii) für die Determinantenfunktion folgen.
Sie gelten also auch für jede andere Funktion d, die i) - iii) erfüllt. Es sei A eine belie-
bige n× n-Matrix, die wir mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform
überführen. Es ist also

Lr · · ·L1A = A′

für Elementarmatrizen L1, . . . , Lr und eine Matrix A′, die entweder die Einheits-
matrix ist oder eine Nullzeile hat. Es gilt detLi = d(Li) nach Proposition 3.13,
detA′ = d(A′) nach i) bzw. Korollar 3.6. Also folgt aus Lemma 3.14 detA = d(A).

�

Satz 3.17 Für n× n-Matrizen A und B gilt det(AB) = detA detB.
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Beweis : Ist A eine Elementarmatrix, so folgt dies aus Lemma 3.14. Für ein beliebiges
A unterscheiden wir zwei Fälle.
1. Fall: A ist invertierbar. Dann ist A nach Satz 2.9 Produkt von Elementarmatrizen,
d.h. A = Lr · · ·L1. Also folgt mit Induktion nach r aus Lemma 3.14

det(AB) = det(Lr) · · ·det(L1) detB

= det(A) det(B).

2. Fall:A ist nicht invertierbar. Dann ist nach Korollar 3.15 detA = 0. Wir müssen also
zeigen, dass auch det(AB) = 0 gilt. Durch elementare Zeilenumformungen kann A

in eine Matrix A′ überführt werden, deren letzte Zeile eine Nullzeile ist. Es ist A′ =
Lr · · ·L1A für gewisse Elementarmatrizen Li. Nun ist auch die letzte Zeile von A′B

eine Nullzeile, nach Korollar 3.6 ist also det(A′B) = 0. Aus Lemma 3.14 folgt dann

det(AB) = det(L−1
1 ) · · ·det(L−1

r ) det(A′B)

= 0.

�

Korollar 3.18 Ist A invertierbar, so gilt

det(A−1) =
1

detA
.

Beweis : Nach Satz 3.17 gilt

det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(En) = 1.

�

Satz 3.19 Es sei A eine quadratische Matrix und At ihre Transponierte. Dann ist

detA = detAt.

Beweis : Wir unterscheiden zwei Fälle:

i) A ist invertierbar. Dann gibt es nach Satz 2.9 Elementarmatrizen L1, . . . , Lr mit
A = Lr · · ·L1. Also ist nach Lemma 2.15 At = Lt

1 · · ·Lt
r. Da nach Satz 3.17

detA =
r∏

i=1

detLi und detAt =
r∏

i=1

detLt
i ist, genügt es zu zeigen, dass für jede

Elementarmatrix L gilt detL = detLt.
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Ist L = En + ceij vom Typ I, so ist Lt = En + ceji und detL = detLt = 1 nach
Proposition 3.13. Ist L = En − eii − ejj + eij + eji vom Typ II, so ist Lt = L, also
auch detL = detLt. Ist L = En + (c− 1)eii vom Typ III, so ist ebenfalls Lt = L,
also auch hier detL = detLt.

ii) A ist nicht invertierbar. Dann lässt sich A mit elementaren Zeilenumformungen
in eine Matrix in Zeilenstufenform überführen, deren letzte Zeile eine Nullzeile
ist. Nach einer Zeilenvertauschung erhalten wir eine MatrixB, deren erste Zeile
eine Nullzeile ist. Es gibt also ElementarmatrizenL1, . . . , Lr mitB = Lr · · ·L1A.

Nach Lemma 2.15 ist Bt = AtLt
1 · · ·Lt

r. Also ist detB =
r∏

i=1

detLi · detA und

detBt =
r∏

i=1

detLt
i · detA. Da nach Korollar 3.15 alle detLi 6= 0 sind und nach

i) detLi = detLt
i gilt, müssen wir nur detB = detBt zeigen. Nach Korollar

3.6 ist detB = 0. Berechnen wir detBt mit der Formel aus Lemma 3.1, so steht
in jedem Summanden ein Element aus der ersten Spalte von Bt, d.h. aus der
ersten Zeile von B. Also ist auch detBt = 0.

�

Korollar 3.20 Die Determinantenfunktion

det : Rn×n → R

hat folgende Eigenschaften:

i) det ist linear in den Spalten der Matrix.

ii) Stimmen zwei Spalten in A überein, so ist detA = 0.

iii) Enthält A eine Nullspalte, so ist detA = 0.

iv) Addiert man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen hinzu, so bleibt die
Determinante unverändert.

v) Vertauscht man zwei Spalten, so ändert die Determinante ihr Vorzeichen.

Beweis : Die Linearität in den Spalten ist hier genauso definiert wie in Definition 3.4,
wenn man überall ”Zeile“ durch ”Spalte“ ersetzt.
Die Aussagen i) - v) folgen aus Satz 3.5, Satz 3.10, Korollar 3.6, Satz 3.11 und Satz 3.12,
wenn man jeweils Satz 3.19 anwendet. �
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Wir haben die Determinante in Lemma 3.1 durch die ”Entwicklung nach der ersten
Spalte“ kennengelernt, d.h. durch die Formel

detA =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1 det(Ai1)

Diese Formel lässt sich folgendermaßen verallgemeinern:

Satz 3.21 (Entwicklungsformeln für die Determinante)

i) Für alle j = 1, . . . , n gilt

detA =
n∑

i=1

(−1)i+jaij det(Aij).

Das nennt man ”Entwicklung nach der j-ten Spalte“.

ii) Für alle i = 1, . . . , n gilt

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij detAij

Das nennt man ”Entwicklung nach der i-ten Zeile“.

Beweis :

i) Wir ziehen mit (j − 1)-Spaltenvertauschungen die j-te Spalte nacheinander an
der (j−1)-ten, der (j−2)-ten, . . . Spalte vorbei, bis sie in der ersten Spalte landet.
Die entstehende Matrix nennen wir A′. Die Reihenfolge der Spalten s1, . . . , sn

von A ist also in A′ sj , s1, . . . , sj−1, sj+1, . . . , sn. Nach Korollar 3.20 gilt detA =
(−1)j−1 detA′. Ist A = (aij) und A′ = (a′ij), so gilt a′i1 = aij für i = 1, . . . , n.
Ferner ist A′i1 = Aij für alle i. Wir berechnen detA′ mit der Formel aus Lemma
3.1:

detA′ =
n∑

i=1

(−1)i+1a′i1 detA′i1

=
n∑

i=1

(−1)i+1aij detAij ,

woraus

detA = (−1)j−1 detA′

=
n∑

i=1

(−1)i+jaij detAij ,

folgt.
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ii) Nach Korollar 3.20 ist detA = detAt. Da (At)ij = (Aji)t gilt, folgt detAt
ij =

detAji. Also erhalten wir mit i) für alle j = 1, . . . , n:

detA = detAt

=
n∑

i=1

(−1)i+jaji det(At)ij

=
n∑

i=1

(−1)i+jaji detAji,

woraus nach Vertauschen der Indizes i und j die Behauptung ii) folgt.
�

Zum Abschluss dieses Kapitels über Determinanten wollen wir noch die sogenannte
Leibnizformel kennenlernen, die die Determinante einer Matrix vollständig durch die
Matrixkoeffizienten ausdrückt.

Definition 3.22 Eine n × n-Matrix P heißt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile
und in jeder Spalte von P genau eine 1 und ansonsten nur Nullen stehen.

Beispiel:

i) En ist eine Permutationsmatrix.

ii)

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
sind alle 2× 2-Permuationsmatrizen.

iii)

1 0 0
0 0 1
1 0 0

 ist keine Permutationsmatrix.

Wir bezeichnen mit ej =



0
...
1
...
0


den n-dimensionalen Spaltenvektor, der in der j-ten

Zeile den Eintrag 1 hat und ansonsten nur Nullen enthält. Wir nennen die Vektoren
e1, . . . , en auch die kanonischen Einheitsvektoren.

Lemma 3.23 Für jede n× n-Matrix A ist Aej gerade die j-te Spalte von A.

Beweis : nachrechnen! �
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Nach Definition ist jede Spalte einer Permutationsmatrix P einer der Vektoren
e1, . . . , en. Da P in jeder Zeile nur einen Eintrag 6= 0 enthält, kommt jeder Vektor
e1, . . . , en höchstens einmal als Spalte in P vor. Wir definieren eine Funktion

p : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

durch p(j) = k genau dann, wenn die j-te Spalte von P gerade ek ist.
Da P n verschiedene Spalten hat, muss jedes ek als Spalte auftreten, d.h. p ist eine
bijektive Abbildung.

Definition 3.24 Eine bijektive Abbildung

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

nennt man Permutation von {1, . . . , n}.

Wir können jeder Permutationsmatrix P die Permutation σ : {1 . . . , n} → {1, . . . , n}
mit Pej = eσ(j) zuordnen. Von links nach rechts gelesen, besteht P also aus den
Spalten eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n).
Mit anderen Worten, es gilt

P = eσ(1)1 + · · ·+ eσ(n)n =
n∑

j=1

eσ(j)j .

Sind σ und τ zwei Permutationen von {1 . . . , n}, so können wir beide Abbildungen
hintereinander ausführen und erhalten eine Permutation στ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}
durch στ(i) = σ(τ(i)).

Proposition 3.25

i) Sind σ und τ die Permutationen zu den Permutationsmatrizen P und Q, so ist
στ die Permutation zu PQ.

ii) Jede Permutationsmatrix P ist invertierbar und P−1 = P t.

Beweis :

i) Es ist (PQ)ej = P (Qej) = P (eτ(j)) = eσ(τ(j)) = eστ(j), woraus die Behauptung
folgt.

ii) P ist die Matrix mit den Spalten eσ(1), . . . , eσ(n), also ist P t die Matrix mit den
Zeilen et

σ(1), . . . , e
t
σ(n). Da für alle i, j gilt

et
iej =

0 i 6= j

1 i = j
,
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folgt P tP = En.

Nach Korollar 2.13 ist also P t = P−1.
�

Korollar 3.26 Ist P eine Permutationsmatrix, so ist detP = 1 oder detP = −1.

Beweis : Mit Satz 3.17 folgt aus Proposition 3.25 detP detP t = 1, also wegen detP =
detP t (siehe Satz 3.19) auch (detP )2 = 1, woraus die Behauptung folgt. �

Ist σ die Permutation zur Permutationsmatrix P , so nennt man die Zahl

sgn(σ) = detP ∈ {1,−1}

auch das Signum der Permutation. Nach Satz 3.17 und Proposition 3.25 ist sgn (στ) =
sgn(σ)sgn(τ).
Eine Permutation τ , die zwei Zahlen vertauscht und alle anderen festhält, nennt
man Transposition. Die Permutationsmatrix zu einer Transposition τ entsteht aus En

durch Vertauschen zweier Spalten, also ist sgn(τ) = −1 nach Korollar 3.20.

Satz 3.27 (Leibnizformel) Für jede n× n-Matrix A = (aij) ist

detA =
∑

σ Permutation
von {1,...,n}

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n.

und
detA =

∑
σ Permutation
von {1,...,n}

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

Beweis : Da detA = detAt ist, genügt es, eine der beiden Formeln zu beweisen. Dies
kann man entweder mit Induktion nach n und einer Entwicklungsformel (siehe Satz
3.21) erreichen, oder indem man die Eigenschaften aus Satz 3.16 nachrechnet. �

Die Leibniz-Formel eignet sich für großes n meist nicht zum Berechnen der Determi-
nante, aber sie liefert die wichtige Information, dass die Determinante ein ” Polynom“
in den Koeffizienten ist. (Was ein Polynom ist, werden wir später definieren).
Sind etwa die Matrixeinträge aij = aij(x) stetige oder differenzierbare Funktionen in
x, so folgt sofort aus der Leibniz-Formel, dass auch detA eine stetige oder differen-
zierbare Funktion in x ist.
Wir wollen jetzt noch die sogenannten Cramerschen Regeln herleiten.
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Definition 3.28 Es seiA = (aij) eine n×n-Matrix. Die Adjungierte Matrix AdjA zuA
ist definiert als die n×n-Matrix mit den Einträgen (AdjA)ij = (−1)i+j detAji =: αji,
d.h.

AdjA = (αij)t
ij mit

αij = (−1)i+j detAij .

Beispiel:

i) Adj

(
a b

c d

)
=

(
d −b
−c a

)

ii) Adj

1 1 2
0 2 1
1 0 2

 =

 4 1 −2
−2 0 1
−3 −1 2


t

=

 4 −2 −3
1 0 −1
−2 1 2


Satz 3.29 Für jede n× n-Matrix A = (aij) gilt

(AdjA)A = (detA)En und

A(AdjA) = (detA)En,

wobei (detA)En =


detA 0

. . .

0 detA


ist.
Beweis : Der Eintrag cij an der Stelle (i, j) im Matrixprodukt (AdjA)A ist definitions-
gemäß

cij =
n∑

k=1

(AdjA)ikakj =
n∑

k=1

αkiakj

=
n∑

k=1

(−1)i+k detAkiakj

Für i = j ist nach der Entwicklungsformel Satz 3.21 cij = detA.
Für i 6= j sei B die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch die j-te
Spalte ersetzt. B hat also zwei übereinstimmende Spalten, woraus mit Korollar 3.20
detB = 0 folgt.
Nun ist Bki = Aki und bki = akj für k = 1, . . . , n.
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Also ergibt die Entwicklung von detB nach der i-ten Spalte:

0 = detB =
n∑

k=1

(−1)i+kbki det(Bki)

=
n∑

k=1

(−1)i+kakj detAki.

Daher ist cij = 0 für i 6= j, woraus die Behauptung folgt. �

Korollar 3.30 (Cramer’sche Regel für die Matrixinversion)
Ist detA 6= 0, so gilt

A−1 =
1

detA
(AdjA).

Beweis : Ist detA 6= 0, so folgt aus Satz 3.29:(
1

detA
(AdjA)

)
A = En.

�

Beispiel:

i) Falls det

(
a b

c d

)
= ad− bc 6= 0 ist, gilt

(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc
Adj

(
a b

c d

)
=

1
ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

ii) Es ist det

1 1 2
0 2 1
1 0 2

 = 1, also folgt (siehe obiges Beispiel)

1 1 2
0 2 1
1 0 2


−1

= Adj

1 1 2
0 2 1
1 0 2

 =

 4 −2 −3
1 0 −1
−2 1 2


Sei A eine n × n-Matrix mit detA 6= 0. Wir betrachten für einen n-dimensionalen
Spaltenvektor b das lineare Gleichungssystem Ax = b. Da A nach Korollar 3.15 inver-
tierbar ist, ist x = A−1b die einzige Lösung dieses Gleichungssystems.
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Satz 3.31 (Cramer’sche Regel zur Lösung linearer Gleichungssysteme)

Ist detA 6= 0, so gilt für die eindeutig bestimmte Lösung x =


x1

...
xn

 des linearen

Gleichungssystems Ax = b die Formel

xj =
detMj

detA
,

wobei Mj die Matrix ist, die aus A entsteht, indem wir die j-te Spalte durch den
Spaltenvektor b ersetzen.

Beweis : Die einzige Lösung x von Ax = b ist x = A−1b. Nach Korollar 3.30 gilt also
x = 1

det A (AdjA)b, d.h. für j = 1, . . . , n ist

xj =
1

detA

n∑
k=1

(AdjA)jkbk

=
1

detA

n∑
k=1

αkjbk =
1

detA

n∑
k=1

(−1)k+j(detAkj)bk.

Entwickeln wir detMj nach der j-ten Spalte, so folgt aus (Mj)kj = Akj und
der Tatsache, dass bk der Eintrag von Mj an der Stelle (k, j) ist, dass detMj =

n∑
k=1

(−1)k+j detAkjbk gilt. Daraus folgt xj = det Mj

det A . �

Zur Berechnung der Lösung eines linearen Gleichungssystems gibt es im allgemei-
nen effektivere Verfahren als die Cramer’sche Regel. Trotzdem liefert uns Satz 3.31
eine wichtige Einsicht. Diese Formel beschreibt nämlich, wie die Lösung eines linea-
ren Gleichungssystems Ax = b von den Koeeffizienten von A und b abhängt: Die
Koeffizienten der Lösung x sind nämlich jeweils ein Quotient von zwei ”Polynomen“
(was immer das ist) in den Koeffizienten von A und b.

4 Gruppen und Körper

Unter einer Verknüpfung auf einer Menge X verstehen wir eine Funktion

m : X ×X → X.

Die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen sind etwa Verknüpfungen auf R.
Die Schreibweise m(x, y) ist für Verknüpfungen eher unpraktisch, wir werden statt-
dessen, je nachdem, um welche Verknüpfung es sich handelt, a + b, ab oder a ◦ b
schreiben.
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Definition 4.1 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verknüpfung

m : G×G→ G,

die wir auch als m(a, b) = ab schreiben, so dass gilt

i) Die Verknüpfung m ist assoziativ, d.h. es gilt (ab)c = a(bc) für alle a, b, c ∈ G.

ii) G besitzt ein neutrales Element bezüglich m, d.h. es existiert ein e ∈ G mit
ea = ae = a für alle a ∈ G.

iii) Jedes Element von G besitzt ein Inverses, d.h. für alle a ∈ G existiert ein b ∈ G
mit ab = ba = e.

Ist G eine Gruppe und a ∈ G, so ist das Inverse zu a in G eindeutig bestimmt. Sind
nämlich b und b′ Elemente in G, für die ab = ba = e und ab′ = b′a = e gilt, so folgt

b = eb = (b′a)b = b′(ab) = b′e = b′.

Also schreiben wir auch einfach a−1 für das Inverse von a.
Man beachte, dass in dieser Definition das Produkt ab nur eine Schreibweise für die
Verknüpfungm ist. Würden wir die Bedingungen i) - iii) mit der Abbildungm schrei-
ben, dann sähen sie recht unübersichtlich aus. Es muss aber für eine konkrete Grup-
pe G mit m nicht notwendig eine Multiplikation gemeint sein. Für manche Gruppen
schreiben wir die Verknüpfung

m : G×G→ G

als m(a, b) = a+ b. Dann lauten die Bedingungen i) - iii) in Definition 4.1 wie folgt:

i) (a+ b) + c = a+ (b+ c) für alle a, b, c ∈ G.

ii) Es existiert ein e ∈ G mit e + a = a + e = a für alle a ∈ G. Wir nennen e auch
Nullelement und bezeichnen es oft mit 0.

iii) Für alle a ∈ G existiert ein Inverses b mit a+ b = b+ a = e. Dieses ist eindeutig
bestimmt, und wir bezeichnen es mit (−a).

Beispiele:

i) Z mit der Addition +, dem neutralen Element 0 und dem Inversen (−a) zu a ist
eine Gruppe.

ii) N mit der Addition + bildet keine Gruppe, N0 auch nicht.
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iii) R mit der Addition + ist eine Gruppe, R× := R \ {0}mit der Multiplikation ist
auch eine Gruppe.

iv) Die Menge GLn(R) der invertierbaren Matrizen in Rn×n ist eine Gruppe
bezüglich der Multiplikation von Matrizen mit neutralem Element En und In-
versem A−1.

v) Die Menge Sn der Permutationen von {1, . . . , n}, also der bijektiven Abbildun-
gen σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ist eine Gruppe bezüglich der Hintereinander-
ausführung (Komposition) von Abbildungen. Das neutrale Element ist id (die
Identität), definiert durch id(i) = i. Das inverse Element zu einer Permutation
σ ist die Permutation σ−1, definiert durch

σ−1(j) = i genau dann, wenn σ(i) = j.

Man kann zeigen, dass eine Menge G mit einer Verknüpfung m(a, b) = ab genau
dann eine Gruppe ist, wenn gilt:

i) (ab)c = a(bc) für alle a, b, c ∈ G

ii)’ Es gibt ein e ∈ G mit ea = a für alle a ∈ G

iii)’ Für alle a ∈ G existiert ein Inverses b ∈ G mit ba = e.

Mit anderen Worten, man kann die Bedingungen ii) bzw. iii) in Definition 4.1 durch
die schwächeren Bedingungen ii)’ bzw. iii)’ ersetzen.

Definition 4.2 Eine GruppeGmit Verknüpfungm(a, b) = ab heißt kommutativ oder
abelsch, falls gilt

ab = ba für alle a, b ∈ G.

Beispiel:

i) (Z,+), (R,+) und (R×, ·) sind abelsche Gruppen.

ii) GLn(R) ist nicht abelsch für n ≥ 2.

iii) Sn ist nicht abelsch für n ≥ 3 (siehe Aufgabenzettel).

Definition 4.3 Es sei G eine Gruppe mit der Verknüpfung m(a, b) = ab. Eine Teil-
menge H ⊂ G heißt Untergruppe von G, wenn gilt

i) a, b ∈ H ⇒ ab ∈ H (d.h. H ist abgeschlossen unter der Verknüpfung).
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ii) e ∈ H (d.h. H enthält das neutrale Element)

iii) a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H (d.h. für jedes Element in H liegt auch das Inverse in H).

Beispiele:

i) Jede Gruppe G hat die trivialen Untergruppen {e} und G.

ii) (Z,+) ist eine Untergruppe von (R,+).

iii) Die Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe von GLn(R).

Jetzt lernen wir eine weitere Struktur kennen, die die reellen Zahlen verallgemeinert.

Definition 4.4 Ein Körper ist eine Menge K mit zwei Abbildungen

+ : K ×K → K (Addition)

(a, b) 7→ a+ b

und

· : K ×K → K (Multiplikation)

(a, b) 7→ ab

so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) (a+ b) + c = a+ (b+ c) für alle a, b, c ∈ K

ii) Es existiert ein Element 0 ∈ K, so dass 0 + a = a für alle a ∈ K.

iii) Für jedes a ∈ K existiert ein Element (−a) ∈ K mit (−a) + a = 0.

iv) a+ b = b+ a für alle a, b ∈ K

v) (ab)c = a(bc) für alle a, b, c ∈ K

vi) Es existiert ein Element 1 ∈ K mit 1a = a für alle a ∈ K.

vii) Für jedes a 6= 0 in K existiert ein Element a−1 ∈ K mit a−1a = 1.

viii) ab = ba für alle a, b ∈ K

ix) a(b+ c) = ab+ ac und (a+ b)c = ac+ bc für alle a, b, c ∈ K

x) 1 6= 0.
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Wenn wir hier wie in ix) keine Klammern setzen, so soll immer die Multiplikation
Vorrang vor der Addition haben.
Etwas prägnanter können wir sagen:
Definition 4.4’ Ein Körper ist eine Menge K mit zwei Verknüpfungen

+ : K ×K → K und

· : K ×K → K,

so dass gilt:

i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) (K \ {0}, ·) ist eine abelsche Gruppe.

iii) Es gelten die Distributivgesetze ix) aus Definition 4.4.

Wir schreiben K× = K \ {0} und nennen diese multiplikative Gruppe die Einheiten-
gruppe des Körpers. Außerdem schreiben wir für n ∈ Z:

na =



a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n-mal

, n > 0

0, n = 0

− (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸
(−n)-mal

, n < 0

sowie

an =



a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n-mal

, n > 0

1, n = 0

(a · . . . · a)︸ ︷︷ ︸
(−n)-mal

−1, n < 0.

Beispiel: Die reellen Zahlen R, die rationalen Zahlen Q und die komplexen Zahlen C
(konstruiert in der Analysis) bilden jeweils einen Körper.
Ähnlich wie bei Gruppen hat man auch bei Körpern den Begriff des Unter- (oder
Teil-)körpers.

Definition 4.5 Es sei K ein Körper. Eine Teilmenge L ⊂ K heißt Teilkörper, wenn
gilt:

i) a, b ∈ L⇒ a+ b ∈ L und ab ∈ L
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ii) 0 ∈ L und 1 ∈ L

iii) a ∈ L⇒ −a ∈ L

iv) a ∈ L, a 6= 0⇒ a−1 ∈ L.

Ist L 6= K, so heißt L echter Teilkörper von K.

Eine Teilmenge L ⊂ K ist also genau dann ein Teilkörper, wenn die Addition und die
Multiplikation in K sich zu Abbildungen

+ : L× L → L und

· : L× L → L

einschränken lassen, und wenn L mit diesen Verknüpfungen selbst ein Körper ist.
(Prüfen Sie das!)
Beispiel:

i) Q ⊂ R ist ein (echter) Teilkörper.

ii) R ⊂ C ist ein (echter) Teilkörper.

In jedem Körper K gelten einige Rechenregeln, die wir von den reellen Zahlen her
kennen. Für alle a, b ∈ K gilt:

i) 0a = a0 = 0

ii) (−1)a = −a

iii) Ist ab = 0, so ist a = 0 oder b = 0

iv) (a+ b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k

für alle n ∈ N0.
Hier ist

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! = n·...·(n−k+1)
k·...·1 ∈ N und das Produkt der natürlichen Zahl

(
n
k

)
mit dem Körperelement akbn−k ist wie oben definiert.
Es gibt aber einen Punkt, an dem man mit den gewohnten Rechenregeln aufpassen
muss. Das Körperelement na = (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸

n-mal

(n ∈ N) kann auch mal Null sein.

Genauer gesagt: Die Abbildung

N → K

n 7→ n1 = (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
n-mal

ist im allgemeinen nicht injektiv.
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Definition 4.6 Die kleinste natürliche Zahl nmit n1 = 0 heißt die Charakteristik von
K. Wir bezeichnen sie mit char(K). Ist für jedes n ∈ N die Zahl n1 6= 0, so wird die
Charakteristik von K gleich 0 gesetzt, und wir schreiben char(K) = 0.

Beispiel: char(Q) = char(R) = char(C) = 0.

Lemma 4.7 Ist K ein Körper mit char(K) 6= 0, so ist char(K) eine Primzahl. (Eine
Primzahl ist eine natürliche Zahl p, die als einzige Teiler in N die Zahlen 1 und p

besitzt.)

Beweis : Sei p = char(K). Dann ist p 6= 0. Angenommen, p = nm mit n,m ∈ N. Dann
ist

0 = p1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
nm-mal

= n1 + · · ·+ n1︸ ︷︷ ︸
m-mal

= (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
m-mal

(n1) = (m1)(n1)

Also folgt m1 = 0 oder n1 = 0. Da p die kleinste natürliche Zahl mit p1 = 0 ist, folgt
p = m oder p = n. Also ist p eine Primzahl. �

Wir wollen jetzt Beispiele für Körper kennenlernen, deren Charakteristik eine Prim-
zahl ist. Dazu brauchen wir folgende Aussagen, die im Aufbaukurs bewiesen wer-
den.

Lemma 4.8 Es sei q ∈ N. Jedes Element a ∈ Z lässt sich schreiben als a = kq + r für
ein k ∈ Z und einen Rest r ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Die Zahlen k und r sind durch a und q
eindeutig bestimmt.

Es seien a und b zwei ganze Zahlen, die nicht beide Null sind. Der größte gemeinsa-
me Teiler d = ggT(a, b) von a und b ist definiert als die größte natürliche Zahl, die
sowohl a als auch b teilt.

Proposition 4.9 Es sei d = ggT(a, b).

i) Ist e eine Zahl, die a und b teilt, so ist e ein Teiler von d (nicht nur e ≤ d).

ii) Es gibt r, s ∈ Z, so dass gilt:
d = ra+ sb

Man kann zu gegebenen a und b den ggT(a, b) = d sowie die Zahlen r und s mit
d = ra+ sb mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus berechnen (siehe Aufbaukurs).
Wir bezeichnen für jede ganze Zahl a mit a ∈ {0, 1, . . . , p − 1} den Rest von a bei
Division durch p, d.h. a ist die eindeutig bestimmte Zahl aus {0, 1, . . . , p − 1} mit
a = kp+ a für ein k ∈ Z (siehe Lemma 4.8).
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Es gilt a = b genau dann, wenn a− b ein Vielfaches von p ist:
Gilt nämlich a = b, so sei a = kp + a und b = lp + b für k, l ∈ Z. Dann ist a − b =
(k − l)p + (a − b) = (k − l)p ein Vielfaches von p. Ist umgekehrt a − b = mp für ein
m ∈ Z und a = kp+a, so folgt b = a−mp = (k−m)p+a, also a = b, da der Rest nach
Lemma 4.8 eindeutig bestimmt ist. Ferner rechnet man leicht nach, dass a+ b = a+ b

und ab = ab gilt. (Prüfen Sie das!)

Es sei Fp := {0, 1, . . . , p− 1} die Menge der Zahlen 0, 1, . . . , p− 1. Wir definieren jetzt
zwei Verknüpfungen + und · auf Fp. Um diese von der Addition und der Multipli-
kation auf den ganzen Zahlen unterscheiden zu können, bezeichnen wir letztere für
den Moment mit +Z bzw. ·Z.
Für a, b ∈ Fp setzen wir

a+ b = a+Z b

und
ab = a ·Z b

Beispiel: Es sei p = 11. Dann gilt in F11:

3 + 5 = 8, 4 + 9 = 2, 10 + 10 = 9

sowie
2 · 3 = 6, 3 · 4 = 1, 24 = 5

Lemma 4.10 Für a1, . . . , an ∈ Fp gilt

(a1 · . . . · an−1) · an = a1 ·Z · · · ·Z an

und
(a1 + · · ·+ an−1) + an = a1 +Z · · ·+Z an

Beweis : Das folgt mit Induktion nach n aus der Definition der Addition und der
Multiplikation in Fp. (Führen Sie das Argument aus!) �

Korollar 4.11 Die Verknüpfungen + und · auf Fp sind kommutativ, assoziativ und
erfüllen die Distributivgesetze ix) in Definition 4.4.

Beweis : Das folgt sofort aus Lemma 4.10 �

Satz 4.12 Fp = {0, 1, . . . , p − 1} mit den Verknüpfungen + und · ist ein Körper der
Charakteristik p.
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Beweis : Wir zeigen zunächst, dass (Fp,+) eine abelsche Gruppe ist. Offenbar ist 0
ein neutrales Element. Ferner gilt 0 + 0 = 0 sowie a + (p − a) = 0 für alle a ∈
{1, . . . , p − 1}. Also hat jedes Element ein additives Inverses. Mit Korollar 4.11 ist
(Fp,+) also eine abelsche Gruppe. Jetzt untersuchen wir (Fp \ {0}, ·). Offenbar ist 1
ein neutrales Element. Ist a ∈ F×p = Fp \ {0}, so ist a ∈ {1, . . . , p − 1}, also folgt
ggT(a, p) = 1. Nach Lemma 4.8 gibt es ganze Zahlen r und s mit

1 = r ·Z a+Z s ·Z p

Es sei b = r ∈ Fp. Dann ist a ·Z b− a ·Z r durch p teilbar, also folgt ab = a ·Z b = a ·Z r.
Da s ·Z p = 0 ist, folgt 1 = r ·Z a+Z s ·Z p = ab. Also ist b ein Inverses zu a.
Mit Korollar 4.11 ist (F×p , ·) also eine multiplikative Gruppe. Da die Distributivgesetze
gelten, ist Fp nach Definition 4.4’ ein Körper. In Fp gilt

p · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p−mal

= 1 +Z · · ·+Z 1︸ ︷︷ ︸
p-mal

= p = 0

also gilt char (Fp) = p. �

Für a ∈ Fp schreiben wir auch −a für das Inverse bezüglich der Addition.
Also ist in F7 etwa −5 = 2.
Ist a 6= 0, so schreiben wir auch a−1 für das Inverse bezüglich der Multiplikation.
Also ist in F5 etwa 3−1 = 2.
Für die Existenz eines multiplikativen Inversen ist es entscheidend, dass die Zahl
p eine Primzahl ist. Betrachtet man etwa die Menge {0, 1, · · · , 5} mit den analogen
Verknüpfungen, definiert durch den Rest bei Division durch 6, so folgt 2 · 3 = 0. Also
kann keines dieser Elemente invertierbar sein!

Sei nun K ein beliebiger Körper. Wir bezeichnen mit Kn×n die Menge der n × n-
Matrizen mit Einträgen in K.
Gehen wir nun noch einmal alle Definitionen und Resultate aus §1 - §3 durch, so
stellen wir fest, dass wir überall in R nur die Rechenregeln verwendet haben, die in
jedem Körper gelten. Also gilt

Satz 4.13 Alle Ergebnisse aus §1, 2 und 3 gelten für Matrizen mit Einträgen in einem
beliebigen Körper K bzw. für lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten in einem
beliebigen Körper K, wenn man überall R durch K ersetzt.
Wir bezeichnen mit GLn(K) die Gruppe der invertierbaren n × n-Matrizen mit Ein-
trägen in K.
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5 Vektorräume

Definition 5.1 Es sei K ein Körper. Ein K-Vektorraum oder ein Vektorraum über K
ist eine Menge V zusammen mit zwei Abbildungen

+ : V × V → V (Addition)
(v, w) 7→ v + w

und
K × V → V (skalare Multiplikation)

(a, v) 7→ av

so dass gilt:

i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) (ab)v = a(bv) für alle a, b ∈ K und v ∈ V

iii) 1v = v für alle v ∈ V

iv) Für alle a, b ∈ K und v, w ∈ V gelten die Distributivgesetze

(a+ b)v = av + bv

und
a(v + w) = av + aw.

Wir nennen die Elemente eines Vektorraums auch Vektoren.

Beispiel:

i) V = {0} mit 0 + 0 = 0 und a0 = 0 für alle a ∈ K ist ein Vektorraum über dem
Körper K. Wir schreiben auch V = 0.

ii) Die Menge Kn := Kn×1 =



a1

...
an

 : a1, . . . , an ∈ K

 der n-dimensionalen

Spaltenvektoren mit Einträgen in K ist ein K-Vektorraum mit der in § 1 defi-
nierten Addition und skalaren Multiplikation:

a1

...
an

+


b1
...
bn

 =


a1 + b1

...
an + bn


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und

c


a1

...
an

 =


ca1

...
can



Das Nullelement ist der Nullvektor


0
...
0

, das inverse Element zu


a1

...
an

 ist


−a1

...
−an

. Damit rechnet man leicht nach, dass (Kn,+) eine abelsche Gruppe

bildet. Die Rechenregeln ii), iii), iv) aus Definition 5.1 rechnet man ebenfalls
mühelos nach.

Allgemeiner gilt, dass die Menge Km×n derm×n-Matrizen mit Einträgen inK
ein K-Vektorraum ist (→ Übungen).

iii) Ist K ⊂ L ein Teilkörper von L, so wird L zusammen mit der Addition

+ : L× L→ L

und der Einschränkung der Multiplikation

· : K × L→ L

ein K-Vektorraum. So ist etwa C ein R-Vektorraum.

iv) Jeder Körper K ist mit seiner Addition und Multiplikation ein K-Vektorraum.
(Das ist ein Spezialfall von iii)).

Lemma 5.2 In jedem K-Vektorraum V gilt:

i) Ist 0V das Nullelement von (V,+), so ist a0V = 0V für alle a ∈ K.

ii) Ist 0K das Nullelement von (K,+), so ist 0Kv = 0V für alle v ∈ V .

iii) Für a ∈ K und v ∈ V gilt (−a)v = a(−v) = −av.

iv) Ist av = 0V für a ∈ K und v ∈ V , so folgt a = 0K oder v = 0V .

Beweis : Wir zeigen nur ii) und iii), der Rest ist Übungsaufgabe (siehe auch Aufbau-
kurs).
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ii) Es gilt 0Kv + 0Kv = (0K + 0K)v = 0Kv,⇒ 0Kv = 0V .

iii) Es gilt av + (−a)v = (a+ (−a))v = 0Kv
ii)
= 0V , also ist (−a)v = −av.

Ferner ist (−a)v = ((−1)a)v
5.1 ii)
= a((−1)v)) = a(−v) nach dem gerade Gezeig-

ten für a = −1.
�

In Zukunft werden wir in der Notation nicht mehr unterscheiden zwischen 0K und
0V ; was jeweils gemeint ist, sollte aus dem Kontext hervorgehen.
Der Begriff des K-Vektorraums schließt den des gewählten Grundkörpers K mit ein.
Es ist etwas anderes, ob wir C als R-Vektorraum oder als C-Vektorraum betrachten!

Definition 5.3 Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U ⊂ V heißt Untervek-
torraum oder linearer Unterraum von V , falls gilt:

i) 0 ∈ U

ii) Für alle u, v ∈ U ist u+ v ∈ U

iii) Für alle a ∈ K,u ∈ U ist au ∈ U .

Lemma 5.4 Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V ist genau dann ein Untervek-
torraum von V , wenn U abgeschlossen unter + und der skalaren Multiplikation ist
und mit diesen Verknüpfungen selbst ein K-Vektorraum ist.

Beweis : ”⇒“: Ist U ein Untervektorraum von V , so ist U abgeschlossen unter + und
skalarer Multiplikation nach Definition 5.3 ii) und iii). Da die Addition auf V kommu-
tativ und assoziativ ist, gelten diese Regeln auch in U . Ferner ist 0 ∈ U und für jedes
u ∈ U auch −u 5.2= (−1) · u ∈ U , da U abgeschlossen unter skalarer Multiplikation ist.
Also ist (U,+) eine abelsche Gruppe. Die Bedingungen ii), iii) und iv) aus Definition
5.1 gelten in V , also auch in U ⊂ V . Somit ist U ein Vektorraum.

”⇐“ ist leicht. (Nachrechnen!) �

Beispiel:

i) Jeder K-Vektorraum V enthält die Untervektorräume {0} und V .

ii) Ist A eine m × n-Matrix mit Einträgen in K, so ist die Menge der Lösungen
x ∈ Kn des linearen Gleichungssystems Ax = 0 ein Untervektorraum von Kn.

Definition 5.5 Ein Isomorphismus ϕ von einem K-Vektorraum V in einen K-
Vektorraum W ist eine bijektive Abbildung ϕ : V →W , für die gilt:
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i) ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) für alle v1, v2 ∈ V

ii) ϕ(av) = aϕ(v) für alle a ∈ K und v ∈ V .

Wir nennen dann V und W isomorph.

Beispiel:

i) Die Abbildung

ϕ : R2 → C(
a

b

)
7→ a+ ib

ist ein Isomorphismus von R-Vektorräumen.

ii) Der K-Vektorraum der n-dimensionalen Zeilenvektoren K1×n ist isomorph
zum K-Vektorraum der n-dimensionalen Spaltenvektoren Kn = Kn×1 mit Hil-
fe des Isomorphismus

ϕ : K1×n → Kn

(a1, . . . , an) 7→


a1

...
an


Wir wollen nun ein Verfahren zur Konstruktion von Untervektorräumen kennenler-
nen. Es sei K ein beliebiger Körper und V ein K-Vektorraum. Eine Linearkombina-
tion von Vektoren v1, . . . , vn ∈ V ist ein Vektor der Form

w = a1v1 + · · ·+ anvn

für a1, . . . , an ∈ K.

Beispiel: Im F3
3 ist w =

0
1
1

 eine Linearkombination von v1 =

1
0
2

 und v2 =

1
2
1

,

denn es gilt

1v1 + 2v2 =

1
0
2

+

2
1
2

 =

0
1
1

 .

Definition 5.6 Für eine beliebige Teilmenge ∅ 6= M ⊂ V ist die lineare Hülle 〈M〉
von M definiert als
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〈M〉 =

{
n∑

i=1

aivi : n ∈ N, ai ∈ K, vi ∈M

}
〈M〉 ist also die Menge aller Linearkombinationen, die man aus endlich vielen Ele-
menten aus M bilden kann. Außerdem setzen wir 〈∅〉 = 0.
Beispiel:

i) Es ist 〈0〉 = 0 und 〈V 〉 = V .

ii) Für jedes v ∈ V ist 〈{v}〉 = {av : a ∈ K}.

iii) ImK3 gilt

〈
1

0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1



〉

= K3, da

ab
c

 = a

1
0
0

+b

0
1
0

+c

0
0
1


Satz 5.7 Für jede Teilmenge M ⊂ V ist 〈M〉 ⊂ V ein Untervektorraum. 〈M〉 ist der
kleinste Untervektorraum, der M enthält, d.h.: Ist H ⊂ V ein Untervektorraum mit
M ⊂ H , so folgt 〈M〉 ⊂ H .

Beweis : Wir müssen zunächst die Eigenschaften i) - iii) aus Definition 5.3 prüfen.
Ist M = ∅, so ist 〈M〉 = 0 ein Untervektorraum von V . Wir können also M 6= ∅
annehmen. Dann gibt es ein a ∈ M , also liegt 0 = 0a ∈ 〈M〉. Sind

n∑
i=1

aivi und
m∑

j=1

bjwj ∈ 〈M〉, so liegt auch

n∑
i=1

aivi +
m∑

j=1

bjwj

als Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vn, w1, . . . , wm in 〈M〉.
Außerdem ist für jedes c ∈ K auch

c(
n∑

i=1

a1vi) =
n∑

i=1

(cai)vi

in 〈M〉. Also ist 〈M〉 ein Untervektorraum von V .
IstH ein weiterer Unterraum mitM ⊂ H , so istH abgeschlossen unter Addition und

skalarer Multiplikation. Also sind alle Vektoren der Form
n∑

i=1

aivi für vi ∈ M in H ,

d.h. 〈M〉 ⊂ H . �

Manchmal ist es praktisch, mit endlichen geordneten Mengen von Vektoren zu arbei-
ten. Wir schreiben sie als (v1, . . . , vn). Die geordnete Menge (a, b) ist also verschieden

Seite 52



von der geordneten Menge (b, a) und auch von (a, a, b), obwohl die gewöhnlichen
(ungeordneten) Mengen {a, b}, {b, a}, {a, a, b} gleich sind. Ist (v1, . . . , vn) eine geord-
nete Menge, so ist die lineare Hülle 〈(v1, . . . , vn)〉 definiert als

〈(v1, . . . , vn)〉 = 〈{v1, . . . , vn}〉

=

{
n∑

i=1

a1vi : a1, . . . , an ∈ K

}

Lemma 5.8 Ist M = (v1, . . . , vn) eine endliche geordnete Menge von Vektoren in V

und v ∈ V , so sei M ′ die geordnete Menge M ′ = (v1, . . . , vn, v). Dann gilt

〈M ′〉 = 〈M〉 ⇔ v ∈ 〈M〉

Beweis : ”⇒ “: Offenbar liegt v in 〈M ′〉. Also folgt aus 〈M ′〉 = 〈M〉 auch v ∈ 〈M〉.

”⇐ “: Die Inklusion 〈M〉 ⊂ 〈M ′〉 ist klar.
Ist v ∈ 〈M〉, so ist 〈M〉 ein Untervektorraum, der alle Vektoren aus M ′ enthält. Nach
Satz 5.7 folgt also 〈M ′〉 ⊂ 〈M〉. �

Wir kommen nun zu einer sehr wichtigen Definition.

Definition 5.9

i) Eine endliche geordnete Menge (v1, . . . , vn) heißt linear abhängig, wenn es
a1, . . . , an ∈ K gibt, die nicht alle Null sind, so dass

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

gilt.

ii) Die Menge (v1, . . . , vn) heißt linear unabhängig, wenn sie nicht linear abhängig
ist. Mit anderen Worten: (v1, . . . , vn) ist genau dann linear unabhängig, wenn
aus jeder Gleichung der Form a1v1 + · · · + anvn = 0 mit a1 . . . , an ∈ K bereits
a1 = a2 = · · · = an = 0 folgt.

Wir nennen die Vektoren v1, . . . , vn linear abhängig bzw. unabhängig, wenn die ge-
ordnete Menge (v1, . . . , vn) linear abhängig bzw. unabhängig ist. Dieser Begriff hängt
nicht von der Reihenfolge der vi ab: Ist (v1, . . . , vn) linear abhängig bzw. unabhängig,
so gilt dies auch für jede Umordnung dieser Menge.
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Beispiel:

i) Die Vektoren

1
0
2

,

 3
1
−1

 und

5
1
3

 sind linear abhängig in Q3, denn

2

1
0
2

+

 3
1
−1

−
5

1
3

 = 0

ii) Ist M = (v1, . . . , vn) eine geordnete Menge mit v1 = 0, so ist 1v1 +
∑
j 6=1

0vj = 0,

also ist M linear abhängig.

iii) Ist M = (v1, . . . , vn) eine geordnete Menge mit vi = vj für i 6= j, so ist

1vi + (−1)vj = 0,

also ist M linear abhängig.

iv) Die Vektoren
(
2
1

)
und

(−1
1

)
im R2 sind linear unabhängig, denn aus

a

(
2
1

)
+ b

(
−1
1

)
= 0

folgt 2a− b = 0 und a+ b = 0, also a = b = 0.

Lemma 5.10 Es seien v1, . . . , vn ∈ Km und A ∈ Km×n die Matrix mit den Spalten
v1, . . . , vn. Dann sind v1, . . . , vn genau dann linear abhängig, wenn das homogene
lineare Gleichungssystem Ax = 0 eine nicht-triviale Lösung x 6= 0 besitzt.

Beweis : Sind v1, . . . , vn linear abhängig, so gilt a1v1 + · · ·+ anvn = 0 für a1, . . . , an ∈

K, die nicht alle 0 sind. Also ist x =


a1

...
an

 6= 0 eine nicht-triviale Lösung von

Ax = 0. Ist umgekehrt x =


a1

...
an

 6= 0 eine nicht-triviale Lösung von Ax = 0, so folgt

a1v1 + · · ·+ anvn = 0. Da nicht alle ai Null sind, sind v1, . . . , vn linear abhängig. �

Da wir lineare Gleichungssysteme mit elementaren Zeilenumformungen lösen
können (siehe § 2), gibt uns Lemma 5.10 ein Verfahren an die Hand, gegebene Vekto-
ren auf lineare Abhängigkeit zu prüfen.
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Proposition 5.11 Es sei M = (v1, . . . , vn) eine linear unabhängige Menge in V und
v ∈ V . Dann ist die Menge M ′ = (v1, . . . , vn, v) genau dann linear unabhängig, wenn
v 6∈ 〈M〉 gilt.

Beweis : Ist v ∈ 〈M〉, so gibt es a1, . . . , an ∈ K mit v = a1v1 + · · ·+ anvn. Also ist

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn + (−1)v = 0

eine Linearkombination der 0. Da −1 6= 0 als Koeffizient auftaucht, ist
M ′ = (v1, . . . , vn, v) linear abhängig.
Umgekehrt nehmen wir an, dass M ′ linear abhängig ist. Dann gibt es a1, . . . , an, an+1

inK, die nicht alle Null sind, mit a1v1+· · ·+anvn+an+1v = 0. Ist an+1 = 0, so ist eines

der a1, . . . , an nicht 0 und
n∑

i=1

aivi eine Linearkombination der 0. Das widerspricht der

Tatsache, dass M linear unabhängig ist.
Also ist an+1 6= 0 und

v =
a1

an+1
v1 − · · · −

an

an+1
vn

liegt in 〈M〉. �

Definition 5.12 i) Ein K-Vektorraum V heißt endlich erzeugt, falls es eine endli-
che Menge M mit 〈M〉 = V gibt.

ii) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Eine endliche Menge B =
(v1, . . . , vn) von Vektoren in V heißt Basis von V , falls B linear unabhängig
ist und V = 〈B〉 gilt.

Wir nehmen ab jetzt an, V sei ein endlich erzeugter K-Vektorraum und untersuchen
Basen in V .

Satz 5.13 Sei V ein endlich erzeugterK-Vektorraum.B = (v1, . . . , vn) ist genau dann
eine Basis von V , wenn jedes v ∈ V auf eindeutige Weise als Linearkombination
der vi geschrieben werden kann, d.h., wenn es für jedes v ∈ V eindeutig bestimmte
a1, . . . , an ∈ K mit v = a1v1 + · · ·+ anvn gibt.

Beweis : IstB eine Basis, so ist V = 〈B〉, also lässt sich jedes v ∈ V als v = a1v1 + · · ·+
anvn mit ai ∈ K schreiben. Wir müssen die Eindeutigkeit dieser Darstellung zeigen.
Gilt auch v = b1v1 + · · ·+ bnvn mit bi ∈ K, so folgt (a1− b1)v1 + · · ·+ (an− bn)vn = 0.
Da (v1, . . . , vn) linear unabhängig sind, ist a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.
Lässt sich umgekehrt jedes v ∈ V auf eindeutige Weise als Linearkombination der vi

schreiben, so gilt V = 〈B〉. Angenommen a1v1 + · · · + anvn = 0 ist eine Linearkom-
bination der 0. Da 0 = 0v1 + · · ·+ 0vn ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung
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von 0, dass a1 = · · · = an = 0 ist. Somit ist B linear unabhängig, d.h. eine Basis von
V . �

Beispiel:

i) Sei V = Kn der Vektorraum der n-dimensionalen Spaltenvektoren und für alle
i = 1, . . . , n, sei

ei =



0
...
0
1
0
...
0


← i ∈ Kn.

Dann ist e1, . . . , en eine Basis von Kn. Jedes v =


a1

...
an

 ∈ Kn lässt sich nämlich

auf eindeutige Weise als Linearkombination v = a1e1 + · · ·+ anen der ei schrei-
ben.

ii) Die Vektoren
(
2
1

)
,
(−1

1

)
bilden eine Basis des R2. Wir haben oben gesehen, dass

sie linear unabhängig sind. Die MatrixA =

(
2 −1
1 1

)
∈ R2×2 hat Determinante

3, ist also invertierbar in R2×2. Für jeden Vektor
(
x
y

)
∈ R2 gibt es also einen Vek-

tor
(
a
b

)
∈ R2, nämlich

(
a
b

)
= A−1

(
x
y

)
, mitA

(
a
b

)
=
(
x
y

)
. Also gilt a

(
2
1

)
+b
(−1

1

)
=
(
x
y

)
,

woraus 〈
(
2
1

)
,
(−1

1

)
〉 = R2 folgt. Also ist

((
2
1

)
,
(−1

1

))
auch ein Erzeugendensystem

des R2.

Jetzt folgt ein wichtiger Satz:

Satz 5.14 Es sei V 6= 0. Jedes endliche Erzeugendensystem von V enthält eine Basis.
Insbesondere besitzt jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis : Es sei M = (v1, . . . , vn) ein Erzeugendensystem von V . Ist M linear un-
abhängig, so ist M selbst eine Basis. Wir nehmen also an, dass M linear abhängig
ist. Also gibt es a1, . . . , an ∈ K, nicht alle Null, mit a1v1 + · · · + anvn = 0. Ist ai ein
Koeffizient 6= 0, so folgt

vi = −
∑
j 6=i

aj

ai
vj ,
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d.h. für M̃ = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn) gilt vi ∈ 〈M̃〉. Nach Lemma 5.8 folgt

〈M̃〉 = 〈M〉 = V.

Wir haben also ein Erzeugendensystem von V mit n− 1 Elementen gefunden.
Ist M̃ nicht linear unabhängig, so wenden wir dasselbe Verfahren erneut an, um einen
Vektor zu streichen. Dies setzen wir so lange fort, bis wir an ein linear unabhängiges
Erzeugendensystem von V , also eine Basis von V , gelangen. �

Der Beweis von Satz 5.14 gibt uns ein Verfahren an die Hand, wie wir aus gegebe-
nen Vektoren v1, . . . , vn, die ein Erzeugendensystem von V sind, eine Basis von V

konstruieren können.
Was ist mit V = 0? Der Vektor 0 ist linear abhängig, so dass (0) keine Basis sein kann.
Wir verabreden, dass die leere Menge linear unabhängig ist. Da 〈∅〉 = 0 gilt, ist also ∅
eine Basis des Nullraumes.

Satz 5.15 Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Jede linear unabhängige
Menge (v1, . . . , vr) in V kann zu einer Basis (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn) von V ergänzt
werden.

Beweis : Es sei M = (w1, . . . , wm) eine endliche Menge mit V = 〈M〉.
Sind alle wi in 〈(v1, . . . , vr)〉 enthalten, so ist V = 〈M〉 ⊂ 〈(v1, . . . , vr)〉 ⊂ V , also ist
(v1, . . . , vr) ein Erzeugendensystem und damit eine Basis von V .
Ist das nicht der Fall, so wählen wir ein wi mit wi 6∈ 〈(v1, . . . , vr)〉. Nach Proposition
5.11 ist dann (v1, . . . , vr, wi) linear unabhängig. Wir wiederholen dieses Vorgehen so
lange, bis wir ein linear unabhängiges Erzeugendensystem, d.h. eine Basis von V

konstruiert haben. �

In Beweis von Satz 5.14 haben wir schon gesehen, dass man aus einem Erzeugenden-
system Vektoren auswählen kann, die eine Basis bilden. Satz 5.15 sagt allgemeiner,
dass wir durch geschicktes Auswählen von Vektoren aus einem Erzeugendensystem
sogar vorgegebene linear unabhängige Vektoren zu einer Basis ergänzen können.
Wir wissen, dass jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endliche Basis hat. Wir wol-
len jetzt untersuchen, was alle Basen gemeinsam haben.

Satz 5.16 Es seien M und L endliche Teilmengen von V . Es sei 〈M〉 = V und L sei
linear unabhängig. Dann gilt |M | ≥ |L|, wobei |M | bzw.|L| die Anzahl der Elemente
in M bzw. L bezeichnet.
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Beweis : Es sei M = (v1, . . . , vm) und L = (w1, . . . , wn), d.h. es gilt |M | = m und
|L| = n. Da 〈M〉 = V ist, ist jedes wj Linearkombination von v1, . . . , vm, d.h. es gibt
a1j , . . . , amj ∈ K mit wj = a1jv1 + · · ·+ amjvm. Es sei A die Matrix (aij)

i=1,...,m
j=1,...,n

Für alle c1, . . . , cn ∈ Kn gilt:

n∑
j=1

cjwj = 0⇔
n∑

j=1

cj

(
m∑

i=1

aijvi

)
= 0⇔

m∑
i=1

 n∑
j=1

aijcj

 vi = 0.

Jede Lösung x =


c1
...
cn

 des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 liefert

also eine Gleichung der Form

c1w1 + · · ·+ cnwn = 0,

d.h. eine Linearkombination des Nullvektors durch L. Da L linear unabhängig ist,
besitzt Ax = 0 nur die triviale Lösung. Aus Korollar 2.8 folgt daher, dass Ax = 0
nicht mehr Unbestimmte als Gleichungen haben darf. Also ist m ≥ n, d.h. |M | ≥ |L|.

�

Beispiel: Die Vektoren e1, . . . , en bilden eine Basis des Kn, insbesondere also ein
Erzeugendensystem. Der Kn enthält also keine linear unabhängige Teilmenge mit
(n+ 1) oder mehr Elementen.

Satz 5.17 Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und M ⊂ V eine Teilmenge mit
〈M〉 = V . Dann gibt es eine endliche Teilmenge N ⊂M mit 〈N〉 = V .

Beweis : Nach Voraussetzung gibt es eine endliche Teilmenge {v1, . . . , vn} ⊂ V mit
〈{v1, . . . , vn}〉 = V . Da V = 〈M〉 ist, liegt jedes vi ∈ 〈M〉, ist also Linearkombination
endlich vieler Elemente aus M . Wir sammeln alle Elemente aus M ein, die in der
Linearkombination eines der vi auftreten. Das gibt eine endliche Teilmenge N ⊂ M ,
für die vi ∈ 〈N〉 gilt. Nach Satz 5.7 folgt V = 〈{v1, . . . , vn}〉 ⊂ 〈N〉, woraus 〈N〉 = V

folgt. �

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass alle linear unabhängigen Teilmengen von V end-
lich sind. Dazu müssen wir erst einmal definieren, was linear unabhängig für eine
beliebige Teilmenge von V heißt.
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Definition 5.18 i) Eine beliebige Teilmenge L ⊂ V heißt linear unabhängig, falls
jede endliche Teilmenge von L linear unabhängig im Sinne von Definition 5.9
ist.

ii) L ⊂ V heißt linear abhängig, falls L nicht linear unabhängig ist, d.h. falls es
eine endliche Teilmenge von L gibt, die linear abhängig im Sinne von Definition
5.9 ist.

iii) Eine beliebige Teilmenge B ⊂ V heißt Basis von V , falls B linear unabhängig
ist und 〈B〉 = V gilt.

Satz 5.19 Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

i) Jedes Erzeugendensystem M ⊂ V enthält eine endliche Basis.

ii) Jede linear unabhängige Teilmenge L ⊂ V ist endlich und lässt sich zu einer
endlichen Basis von V ergänzen.

iii) Jede Basis von V ist endlich.

Beweis :

i) Nach Satz 5.17 gibt es eine endliche Teilmenge N ⊂ M mit 〈N〉 = V . Diese
enthält nach Satz 5.14 eine endliche Basis.

ii) Es sei L ⊂ V eine linear unabhängige Teilmenge und M = {v1, . . . , vn} ein end-
liches Erzeugendensystem von V . Ist L1 ⊂ L eine beliebige endliche Teilmenge,
so ist L1 linear unabhängig. Aus Satz 5.16 folgt also |L1| ≤ n. Somit muss L
eine endliche Teilmenge von V mit |L| ≤ n sein. Nach Satz 5.15 kann L zu einer
endlichen Basis von V ergänzt werden.

iii) Da eine Basis insbesondere linear unabhängig ist, folgt das aus ii).
�

Wir wissen jetzt, dass jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraums aus endlich
vielen Elementen besteht. Jetzt wollen wir noch zeigen, dass die Anzahl der Elemente
für jede Basis dieselbe ist.

Satz 5.20 Sind B1 und B2 zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums, so ist
|B1| = |B2|, d.h. B1 und B2 haben gleich viele Elemente.

Beweis : Nach Satz 5.19 sind B1 und B2 endlich. Wir können also Satz 5.16 auf M =
B1 und L = B2 anwenden und erhalten |B1| ≥ |B2|. Nochmalige Anwendung von
Satz 5.16 auf M = B2 und L = B1 liefert |B2| ≥ |B1|. �
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Definition 5.21 Die Dimension eines endlich erzeugten K-Vektorraums ist definiert
als die Anzahl der Elemente einer Basis. Wir bezeichnen sie mit dimK V oder auch
mit dimV .

Nach Satz 5.20 hängt diese Definition nicht von der Wahl einer Basis von V ab.
Beispiel:

i) Ist V = 0, so ist dimK V = 0.

ii) Es ist dimK Kn = n für alle n ∈ N.

Wenn wir in Zukunft von einem Vektorraum V der Dimension n reden, so meinen
wir, dass V eine Basis aus n Elementen besitzt. V ist also automatisch endlich erzeugt.

Satz 5.22 Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

i) Ist M ⊂ V mit 〈M〉 = V , so folgt |M | ≥ dimV . Es gilt |M | = dimV genau dann,
wenn M eine Basis von V ist.

ii) Ist L ⊂ V eine linear unabhängige Teilmenge, so gilt |L| ≤ dimV . Es gilt |L| =
dimV genau dann, wenn L eine Basis von V ist.

Beweis : Wir wissen aus Satz 5.14, dass V eine Basis B besitzt. Definitionsgemäß ist
dimV = |B|.

i) Ist 〈M〉 = V , so folgt aus Satz 5.19 |M | ≥ dimV . IstM sogar eine Basis von V , so
gilt natürlich dimV = |M |. Sei umgekehrt |M | = dimV . Dann finden wir nach
Satz 5.14 eine Basis B′ ⊂ M von V . Da |B′| = dimV = |M | gilt, folgt B′ = M ,
d.h. M ist eine Basis von V .

ii) Ist L ⊂ V linear unabhängig, so folgt aus Satz 5.19 |L| ≤ dimV . Ist L sogar
eine Basis, so gilt definitionsgemäß |L| = dimV . Sei umgekehrt |L| = dimV .
Dann können wir L nach Satz 5.15 zu einer Basis B′ von V ergänzen. Da |B′| =
dimV = |L| gilt, folgt L = B′, d.h. L ist eine Basis von V .

�

Satz 5.23 Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und W ⊂ V ein Unterraum.
Dann ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dimW ≤ dimV . Ferner ist genau dann
dimW = dimV , wenn W = V gilt.
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Beweis : Ohne Einschränkung ist W 6= 0. Wir starten mit einem beliebigen 0 6=
w1 ∈ W . Ist 〈w1〉 = W , so ist W endlich erzeugt. Ansonsten gibt es ein w2 ∈ W

mit w2 6∈ 〈w1〉. Nach Proposition 5.11 ist dann (w1, w2) linear unabhängig in V . Ist
〈(w1, w2)〉 = W , so sind wir fertig. Ansonsten nehmen wir ein w3 ∈ W \ 〈(w1, w2)〉
hinzu. Induktiv konstruieren wir so Systeme (w1, . . . , wk) von Vektoren in W , die
linear unabhängig in V sind. Da in V nach Satz 5.22 jede (dimV + 1)-elementige Teil-
menge linear abhängig ist, bricht das Verfahren nach spätestens dimV Schritten ab
und liefert ein endliches Erzeugendensystem von W .
Weil W endlich erzeugt ist, besitzt W eine Basis B mit |B| = dimW . Da B linear
unabhängig in V ist, folgt aus Satz 5.16 dimW = |B| ≤ dimV . Ist dimW = dimV ,
dann ist B nach Satz 5.22 auch eine Basis von V , insbesondere ist 〈B〉 = W = V . Aus
W = V folgt ferner trivialerweise dimW = dimV . �

Wir wollen nun noch kurz auf Vektorräume eingehen, die nicht endlich erzeugt sind.

Satz 5.24 Ein K-Vektorraum V ist genau dann nicht endlich erzeugt, wenn er eine
unendliche linear unabhängige Teilmenge L besitzt.

Beweis : Angenommen, V besitzt eine unendliche linear unabhängige Teilmenge.
Nach Satz 5.22 kann V dann nicht endlich erzeugt sein. Umgekehrt nehmen wir an,
V sei nicht endlich erzeugt. Dann ist V 6= 0, d.h. es gibt ein v1 6= 0 in V . Die Menge
(v1) ist linear unabhängig. Da V nicht endlich erzeugt ist, gilt V 6= 〈v1〉, also gibt es
ein v2 ∈ V \〈v1〉. Nach Proposition 5.11 ist (v1, v2) linear unabhängig. Auf diese Weise
konstruieren wir induktiv für alle n ein linear unabhängiges System (v1, . . . , vn) in V .
Die Menge {vk : k ∈ N} ist dann eine unendliche linear unabhängige Teilmenge von
V . �

Auch Vektorräume, die nicht endlich erzeugt sind, besitzen eine Basis (siehe Auf-
baukurs). Diese muss aus unendlich vielen Elementen bestehen. Wir nennen solche
Vektorräume daher auch unendlich-dimensional.
Beispiel:

i) Der R-Vektorraum
R∞ = {(ak)k∈N0 : ak ∈ R}

der reellen Folgen ist unendlich dimensional.

ii) Der R-Vektorraum F = {f : R → R} aller Funktionen von R nach R (siehe
zusätzliches Übungsblatt, A1) ist ebenfalls unendlich-dimensional.

Wir werden nun sehen, dass Basen nützlich sind, um in beliebigen Vektorräumen mit
Koordinaten zu rechnen.

Seite 61



Definition 5.25 Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B = (v1, . . . , vn)
eine Basis von V . Dann nennen wir für jedes v ∈ V den Vektor

κB(v) =


a1

...
an

 ∈ Kn

mit v = a1v1 + · · ·+ anvn den Koordinatenvektor von v bezüglich B. (Nach Satz 5.13
sind die a1, . . . , an eindeutig bestimmt).
Ist V = Kn, so bezeichnen wir für eine Basis B = (v1, . . . , vn) des Kn mit [B] die
n× n-Matrix mit den Spalten v1, . . . , vn.

Beispiel: V = R2, B =

((
2
1

)
,

(
−1
1

))
. Dann ist [B] =

(
2 −1
1 1

)
.

Man kann Koordinatenvektoren im Kn folgendermaßen berechnen:

Proposition 5.26 Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von Kn. Dann ist [B] invertierbar
und der Koordinatenvektor von v ∈ Kn bezüglich B ist

κB(v) = [B]−1v

Beweis : Da die Spalten von [B] linear unabhängig sind, ist [B] invertierbar, siehe

Übungsaufgabe 37. Definitionsgemäß ist v = a1v1 + · · · + anvn und κB(v) =


a1

...
an

.

Also gilt [B]κB(v) = a1v1 + · · ·+ anvn = v, woraus κB(v) = [B]−1v folgt. �

In einem beliebigen K-Vektorraum V sind die Koordinatenvektoren nützlich, um V

mit dem Vektorraum Kn zu identifizieren:

Satz 5.27 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und B eine Basis von V . Dann ist

ϕ : V → Kn

v 7→ κB(v)

ein Isomorphismus von K-Vektorräumen im Sinne von Definition 5.5.

Beweis : Offenbar ist κB(v1 + v2) = κB(v1) + κB(v2) und κB(av) = aκB(v)
(Übungsaufgabe). Wir müssen also nur zeigen, dassϕ bijektiv ist. Dazu definieren wir

für B = (v1, . . . , vn) die Abbildung ψ : Kn → V durch ψ


a1

...
an

 = a1v1 + · · ·+ anvn ∈
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V . Dann ist κB

ψ

a1

...
an


 =


a1

...
an

 und ψ(κB(v)) = v, d.h. ψ ist eine Umkehrabbil-

dung von ϕ. Also ist ϕ bijektiv. �

Hat man also eine Basis eines n-dimensionalen K-Vektorraums V gewählt, so kann
man V mit Hilfe der Abbildung ϕmit dem VektorraumKn identifizieren. Diese Iden-
tifizierung hängt allerdings von der Wahl der Basis ab. Es ist oft wichtig, dass man
je nach Problem eine geeignete Basis wählt. Wir wollen daher jetzt untersuchen, was
passiert, wenn man mit einer Basis von V zu einer anderen Basis übergeht.

Definition 5.28 Es seien B = (v1, . . . , vn) und B′ = (v′1, . . . , v
′
n) Basen von V .

Die Übergangsmatrix P = PB
B′ von B nach B′ ist die Matrix mit den Spalten

κB′(v1), . . . , κB′(vn). Die i-te Spalte von P ist also der Koordinatenvektor von vi

bezüglich der Basis B′. Definitionsgemäß gilt für P = (pij)i,j :

n∑
i=1

pijv
′
i = vj .

Lemma 5.29 Es seien B und B′ Basen des endlich-dimensionalen Vektorraums V
und P = PB

B′ die Übergangsmatrix von B nach B′. Dann gilt für alle v ∈ V

PκB(v) = κB′(v).

Beweis : Ist B = (v1, . . . , vn) und B′ = (v′1, . . . , v
′
n), so schreiben wir v = a1v1 + · · ·+

anvn. Dann ist definitionsgemäß

κB(v) =


a1

...
an

 .

Also gilt

PκB(v) = P (a1e1 + · · ·+ anen)

= a1Pe1 + · · ·+ anPen (Pei = i-te Spalte von P )

= a1κB′(v1) + · · ·+ anκB′(vn)

= κB′(a1v1 + · · ·+ anvn)

= κB′(v).

�
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Lemma 5.30 Es seien B,B′ und B
′′

Basen des endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V . Ferner sei P = PB

B′ die Übergangsmatrix von B nach B′ und
Q = PB′

B′′ die Übergangsmatrix von B′ nach B′′.
Dann ist QP die Übergangsmatrix von B nach B′′. Mit anderen Worten, es gilt

PB′

B′′PB
B′ = PB

B′′ .

Beweis : Für B = (v1, . . . , vn) hat P = PB
B′ die Spalten κB′(v1), . . . , κB′(vn). QP ist

also die Matrix mit den Spalten QκB′(v1), . . . , QκB′(vn).
Nach Lemma 5.29 ist QκB′(vi) = κB′′(vi), also ist QP die Übergangsmatrix von B

nach B′′. �

Korollar 5.31 Jede Übergangsmatrix zwischen zwei Basen eines endlich-
dimensionalen Vektorraums ist invertierbar.

Beweis : Ist P die Übergangsmatrix von B nach B′, so gilt für die Übergangsmatrix
Q von B′ nach B nach Lemma 5.30, dass QP die Übergangsmatrix von B nach B ist.
Also ist QP = En, d.h. P ist invertierbar. �

Beispiel: Es sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis des Kn. Dann ist die Matrix [B] mit den
Spalten v1, . . . , vn die Übergangsmatrix von B nach B′ = (e1, . . . , en). Also ist [B]−1

die Übergangsmatrix von B′ = (e1, . . . , en) nach B.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns nun noch mit Summen von Vek-
torräumen befassen.
Sind W1, . . . ,Wr Unterräume des K-Vektorraums V , so definieren wir ihre Summe
als

r∑
i=1

Wi = W1 + · · ·+Wr = {v ∈ V : v = w1 + · · ·+ wr : wi ∈Wi}

W1 + · · ·+Wr ist ein Unterraum von V , der W1, . . . ,Wr enthält (Übungsaufgabe).

Definition 5.32 i) W1, . . . ,Wr heißen unabhängig, falls für alle w1 ∈
W1, . . . , wr ∈ Wr gilt: w1 + · · · + wr = 0 genau dann, wenn w1 = · · · = wr = 0
gilt.

ii) V ist die direkte Summe von W1, . . . ,Wr, d.h. V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr oder V =
r⊕

i=1

Wi genau dann, wenn V = W1 + · · · + Wr ist und W1, . . . ,Wr unabhängig

sind.
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Beispiel:

i) Ein Unterraum W1 ist stets unabhängig.

ii) W1 und W2 sind genau dann unabhängig, wenn W1 ∩W2 = 0 ist.

Satz 5.33 Seien W1, . . . ,Wr Unterräume eines endlich erzeugten Vektorraums und
sei Bi eine Basis von Wi.

i) Es ist (B1, . . . , Br) genau dann eine Basis von V , wenn V =
r⊕

i=1

Wi gilt.

ii) Es ist dimK(W1+ · · ·+Wr) ≤ dimK W1+ · · ·+dimK Wr. Gleichheit steht genau
dann, wenn W1, . . . ,Wr unabhängig sind.

Beweis :

i) Ist (B1, . . . , Br) eine Basis von V , so ist dieses System von Vektoren linear un-
abhängig. Es sei w1 + · · · + wr = 0 für wi ∈ Wi, d.h. wi ∈ 〈Bi〉. Wir schrei-
ben alle wi als Linearkombinationen der Vektoren in Bi. Dann müssen alle in
w1 + · · ·+ wr auftretenden Koeffizienten Null sein, also folgt wi = 0. Ferner ist
V = 〈(B1, . . . , Br)〉, woraus V = W1 + · · ·+Wr folgt.

Ist umgekehrt V =
r⊕

i=1

Wi, so ist V = W1 + · · · + Wr. Also ist (B1, . . . , Br)

ein Erzeugendensystem von V . Eine Linearkombination der 0 aus (B1, . . . , Br)
lässt sich schreiben als

w1 + · · ·+ wr = 0

für w1 ∈ 〈B1〉 = W1, . . . , wr ∈ 〈Br〉 = Wr. Da W1, · · · ,Wr unabhängig sind,
folgt w1 = · · · = wr = 0. Da Bi linear unabhängig ist, sind die Koeffizienten
der Basisvektoren, die in wi auftreten, alle Null. Somit ist (B1, . . . , Br) linear
unabhängig.

ii) Offenbar ist (B1, . . . , Br) ein Erzeugendensystem von W1 + · · ·+Wr, daher gilt

dimK(W1 + · · ·+Wr) ≤
r∑

i=1

|Bi| =
r∑

i=1

dimK Wi

Gilt hier Gleichheit, so ist (B1, . . . , Br) nach Satz 5.22 eine Basis des Vektor-
raums W1 + · · · + Wr. Mit i) folgt also W1 + · · · + Wr = W1 ⊕ · · · ⊕Wr, d.h.
W1, . . . ,Wr sind unabhängig.
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Sind umgekehrt W1, . . . ,Wr unabhängig, so ist W1 + · · ·+Wr = W1⊕ · · · ⊕Wr.
Mit i) folgt

dimK(W1 + · · ·+Wr) =
r∑

i=1

|Bi| =
r∑

i=1

dimK Wi.

�

Korollar 5.34 Sei W ein Unterraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V .
Dann gibt es einen Unterraum W ′ von V mit W ⊕ W ′ = V . Jeden solchen Unter-
raum W ′ nennt man ein Komplement von W in V .

Beweis : Nach Satz 5.23 ist auch W endlich erzeugt. Sei (w1, . . . , wr) eine Basis von
W . Nach Satz 5.15 können wir dieses linear unabhängige System zu einer Basis
(w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wn) von V ergänzen. Es sei W ′ = 〈wr+1, . . . , wn〉. Nach Satz
5.33 ist V = W ⊕W ′. �

Für gegebenes W gibt es im allgemeinen viele Komplemente W ′.

Satz 5.35 (Dimensionsformel für Unterräume) Es seien W1 und W2 Unterräume ei-
nes endlich erzeugten K-Vektorraums.
Dann gilt

dimW1 + dimW2 = dim(W1 ∩W2) + dim(W1 +W2)

Beweis : Der Schnitt von zwei Unterräumen ist wieder ein Unterraum
(Übungsaufgabe), der Ausdruck dim(W1 ∩ W2) macht also Sinn. Es sei (u1, . . . , ur)
eine Basis von W1 ∩ W2, d.h. dim(W1 ∩ W2) = r. Nun ist W1 ∩ W2 ⊂ W1 und
W1 ∩ W2 ⊂ W2. Wir können also dieses linear unabhängige System von Vektoren
nach Satz 5.15 zu einer Basis (u1, . . . , ur, x1, . . . , xm−r) von W1 und zu einer Basis
(u1, . . . , ur, y1, . . . , yn−r) von W2 ergänzen. Dann ist dimW1 = m und dimW2 = n.
Es genügt zu zeigen, dass B = (u1, . . . , ur, x1, . . . , xm−r, y1, . . . , yn−r) eine Basis von
W1 +W2 ist. Daraus folgt nämlich

dimW1 +W2 = r + (m− r) + (n− r)

= m+ n− r

= dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

Also zeigen wir zunächst
W1 +W2 = 〈B〉.

Da alle ui, xi und yi in dem Vektorraum W1 + W2 liegen, gilt offenbar ”⊃ “. Um
die andere Inklusion zu zeigen, betrachten wir ein w1 + w2 ∈ W1 + W2, d.h. w1 ∈
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W1 und w2 ∈ W2. Dann lassen sich w1 und w2 durch die oben konstruierten Basen
ausdrücken:

w1 = a1u1 + · · ·+ arur + b1x1 + · · ·+ bm−rxm−r

und
w2 = a′1u1 + · · ·+ a′rur + c1y1 + · · ·+ cn−ryn−r.

Rechnet man w1 + w2 aus, so folgt w1 + w2 ∈ 〈B〉.
Jetzt zeigen wir, dass B linear unabhängig ist. Es sei

a1u1 + · · ·+ arur + b1x1 + · · ·+ bm−rxm−r + c1y1 + · · ·+ cn−ryn−r = 0

eine Linearkombination der Null. Dann folgt

n−r∑
i=1

ciyi = −
r∑

i=1

aiui −
m−r∑
i=1

bixi

∈ 〈u1, . . . , ur, x1, . . . , xm−r〉 = W1

Somit ist
n−r∑
i=1

ciyi ∈ W1 ∩ W2, lässt sich also als Linearkombination der u1, . . . , ur

schreiben:
n−r∑
i=1

ciyi =
r∑

j=1

djuj für gewisse dj ∈ K.

Nun sind (u1, . . . , ur, y1, . . . , yn−r) aber linear unabhängig, also sind alle dj = 0 und
alle ci = 0. Die obige Linearkombination wird also zu

r∑
i=1

aiui +
m−r∑
i=1

bixi = 0.

Da (u1, . . . , ur, x1, . . . , xm−r) linear unabhängig sind, sind auch alle ai = 0 und alle
bi = 0. Daher ist B auch linear unabhängig, also in der Tat eine Basis von W1 +W2. �

6 Lineare Abbildungen

Definition 6.1 Es seien V und W K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V → W heißt
linear (oder auch Homomorphismus von K-Vektorräumen), falls gilt

i) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) für alle v1, v2 ∈ V

ii) f(av) = af(v) für alle a ∈ K, v ∈ V .
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Eine lineare Abbildung vertauscht also mit der Addition und der skalaren Multipli-
kation.

Lemma 6.2 Ist f : V → W eine lineare Abbildung, so gilt für alle n ∈ N und alle
a1, . . . , an ∈ K und v1, . . . , vn ∈ V

f(
n∑

i=1

aivi) =
n∑

i=1

aif(vi)

Beweis : mit Induktion nach n folgt das sofort aus Definition 6.1. (Führen Sie das aus!)
�

Beispiel: Sei A ∈ Km×n eine m × n-Matrix mit Koeffizienten in K. Dann ist die
Multiplikation mit A:

λA : Kn → Km

v 7→ Av

eine lineare Abbildung nach den Rechenregeln für die Matrizenmultiplikation.

Definition 6.3 Für jede lineare Abbildung f : V →W definieren wir den Kern von f
als

Kern(f) = {v ∈ V : f(v) = 0}

und das Bild von f als

Bild(f) = {w ∈W : es gibt ein v ∈ V mit f(v) = w}.

Beispiel: Ist f = λA : Kn → Km für A ∈ Km×n, so ist Kern(f) = {v ∈ Km : Av = 0}
die Lösungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0.
Bild (f) = {w ∈ Km: es gibt ein v ∈ Kn mit Av = w} ist die Menge aller Vektoren w
im Km, für die das inhomogene Gleichungssystem Ax = w eine Lösung besitzt.

Lemma 6.4 Kern(f) ist ein Unterraum von V und Bild(f) ist ein Unterraum von W .

Beweis : Sind v1 und v2 in Kernf , so gilt f(v1 + v2)
6.1i)
= f(v1)+ f(v2) = 0+0 = 0 und

für alle a ∈ K
f(av1)

6.1ii)
= af(v1) = a0 = 0.

Somit sind v1 + v2 und av1 in Kernf . Da f(0V ) = f(0K0V )
6.1ii)
= 0Kf(0V ) = 0W ist, ist

ferner 0 ∈ Kernf .
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Also ist Kernf ein Unterraum von V . Da f(0) = 0 ist, liegt 0 ∈ Bild(f). Sind ferner
w1 = f(v1) und w2 = f(v2) in Bild f , so folgt

w1 + w2 = f(v1) + f(v2)
6.1i)
= f(v1 + v2)

und für alle a ∈ K
aw1 = af(v1)

6.1ii)
= f(av1).

Somit ist w1 + w2 und aw1 in Bild(f). Also ist Bild(f) ein Unterraum von W . �

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir auf einer linear unabhängigen Teilmenge von V die
Bilder einer linearen Abbildung vorschreiben können.

Proposition 6.5 Seien V und W endlich erzeugte K-Vektorräume.

i) Ist (v1, . . . , vm) linear unabhängig in V , so gibt es für beliebige w1, . . . , wm ∈W
eine lineare Abbildung f : V →W mit f(vi) = wi für i = 1, . . . ,m.

ii) Ist (v1, . . . , vm) eine Basis von V , so ist die Abbildung f aus i) eindeutig be-
stimmt.

Beweis :

i) Wir ergänzen(v1, . . . , vm) zu einer Basis (v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn) von V und
setzen für alle a1, . . . , an ∈ K:

f

(
n∑

i=1

aivi

)
=

m∑
i=1

aiwi.

Insbesondere ist f(vi) = wi für i = 1, . . . ,m und f(vi) = 0 für i = m+ 1, . . . , n.

Da es für jedes v ∈ V eindeutig bestimmte a1, . . . , an mit v =
n∑

i=1

aivi gibt,

ist f eine wohldefinierte Abbildung f : V → W . (Prüfen Sie das!) Es ist für

v =
n∑

i=1

aivi und v′ =
n∑

i=1

a′ivi in V :

f(v + v′) =
m∑

i=1

(ai + a′i)wi = f(v) + f(v′).

Genauso einfach zeigt man für alle a ∈ K f(av) = af(v). Also ist f eine lineare
Abbildung.

ii) Sind f und g zwei Abbildungen V → W mit f(vi) = wi und g(vi) = wi, so
ist (f − g) eine lineare Abbildung V → W mit (f − g)(vi) = 0. Somit ist vi ∈
Kern(f − g) für alle i. Nach Lemma 6.4 ist Kern(f − g) ⊂ V ein Unterraum. Da
dieser die Basis (v1, . . . , vn) enthält, muss Kern (f − g) = V sein. Also ist f = g.

�
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Proposition 6.6 Sei f : V →W eine lineare Abbildung. Ist (v1, . . . , vn) ein Erzeugen-
densystem von V , d.h. gilt 〈(v1, . . . , vn)〉 = V , so ist

Bild (f) = 〈f(v1), . . . , f(vn)〉.

Beweis : Jedes v ∈ V lässt sich schreiben als v =
n∑

i=1

aivi für ai ∈ K. Ist w = f(v) ein

Element in Bild(f), so folgt

w = f(v) = f

(
n∑

i=1

aivi

)
f linear

=
n∑

i=1

aif(vi),

d.h. w ∈ 〈f(v1), . . . , f(vn)〉. �

Satz 6.7 (Dimensionsformel für lineare Abbildungen) Es sei f : V → W eine li-
neare Abbildung und es sei V endlich erzeugt. Dann sind auch Kern(f) und Bild(f)
endlich erzeugte Unterräume, und es gilt

dimV = dim( Kernf) + dim( Bildf)

Beweis : Kern(f) ist nach Satz 5.23 als Unterraum eines endlich erzeugten Vektorrau-
mes selbst endlich erzeugt. Bild(f) ist nach Proposition 6.6 endlich erzeugt.
Es sei (u1, . . . , ud) eine Basis von Kernf . Diese lässt sich nach Satz 5.15 zu einer Basis
(u1, . . . , ud, v1, . . . , vn−d) von V fortsetzen. Also gilt dim( Kernf) = d und dimV = n.
Wir behaupten, dass B = (f(v1), . . . , f(vn−d)) eine Basis von Bild(f) ist. Wir zeigen
zuerst Bild(f) = 〈B〉.
Hier ist ”⊃“ klar. Um die andere Inklusion zu zeigen, sei w ∈ Bild(f), d.h. w = f(v)

für ein v =
d∑

i=1

aiui +
n−d∑
j=1

bjvj ∈ V . Also ist

w = f(v) =
d∑

i=1

aif(ui) +
n−d∑
j=1

bjf(vj)

=
n−d∑
j=1

bjf(vj) ∈ 〈B〉,

da alle ui in Kern(f) liegen.
Jetzt zeigen wir, dass B linear unabhängig ist. Angenommen, es gilt

n−d∑
i=1

aif(vi) = 0 für ai ∈ K.
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Dann folgt f
(

n−d∑
i=1

aivi

)
= 0, d.h.

n−d∑
i=1

aivi ∈ Kern(f) = 〈u1, . . . , ud〉. Also gibt es

b1, . . . , bd ∈ K mit
n−d∑
i=1

aivi =
d∑

j=1

bjuj .

Da (u1, . . . , ud, v1, . . . , vn−d) eine Basis von V , also insbesondere linear unabhängig
ist, sind alle ai = 0 und alle bj = 0. Also ist B = (f(v1), . . . , f(vn−d)) eine Basis von
Bild(f). Es folgt:

dim Kern(f) + dim Bild(f)

= d+ n− d

= n = dimV.

�

Definition 6.8 Ist f : V →W eine lineare Abbildung und V endlich erzeugt, so heißt
dim Bild(f) auch Rang von f . Wir schreiben dafür rang(f).

Wir wollen nun zeigen, dass sich alle linearen Abbildungen nach Wahl von Basen als
Matrixmultiplikation ausdrücken können. Dazu betrachten wir zunächst den Spezi-
alfall V = Kn.

Lemma 6.9 Ist f : Kn → Km eine lineare Abbildung, so ist f = λA die Multiplikation
mit einer Matrix A ∈ Km×n.

Beweis : Es sei A die (m× n)-Matrix mit den Spalten f(e1), . . . , f(en) für die kanoni-
sche Basis e1, . . . , en von Kn. Dann ist Aei = i-te Spalte von A = f(ei).
Für jedes v = a1e1 + · · ·+ anen ∈ Kn folgt also

Av =
n∑

i=1

ai(Aei) =
n∑

i=1

aif(ei) = f

(
n∑

i=1

aiei

)
= f(v).

�

Definition 6.10 Es sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen beliebigen
endlich erzeugten K-Vektorräumen. Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V und
C = (w1, . . . , wm) eine Basis von W .
Die Matrix Af,B,C ∈ Km×n mit den Spalten κC(f(v1)), . . . , κC(f(vn)) heißt dann Ko-
ordinatenmatrix von f bezüglich der Basen B und C.
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Beispiel:

i) Ist f = id : V → V und sind B und C Basen von V , so ist Aid,B,C = PB
C die

Übergangsmatrix von B nach C.

ii) Ist V = Kn und W = Km sowie B und C die kanonischen Basen von V bzw.
W , so gilt für jede lineare Abbildung f : V → W , dass f = λAf,B,C

gerade die
Multiplikation mit Af,B,C ist. (Rechnen Sie das nach!)

Das folgende Resultat zeigt, dass auch lineare Abbildungen zwischen beliebigen
Vektorräumen durch Multiplikation mit der Koordinatenmatrix beschrieben werden
können.

Proposition 6.11 Es sei f : V → W eine lineare Abbildung und n = dimV < ∞
sowie m = dimW <∞. Ferner sei B eine Basis von V und C eine Basis von W . Dann
gilt für alle v ∈ V :

κC(f(v)) = Af,B,C · κB(v).

Beweis : Sei B = (v1, . . . , vn). Dann ist κB(vi) = ei, also

Af,B,C · κB(vi) = i-te Spalte von Af,B,C

= κC(f(vi)).

Ist v =
n∑

i=1

aivi ∈ V ein beliebiger Vektor, so gilt

Af,B,C · κB

(
n∑

i=1

aivi

)
= Af,B,C

(
n∑

i=1

aiκB(vi)

)

=
n∑

i=1

ai(Af,B,C · κB(vi))

=
n∑

i=1

aiκC(f(vi))

= κC

(
n∑

i=1

aif(vi)

)

= κC

(
f

(
n∑

i=1

aivi

))
= κC(f(v)).

�
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Man kann dieses Resultat auch so ausdrücken: Für die Isomorphismen

V → Kn und W → Km

v 7→ κB(v) w 7→ κC(w)

aus Satz 5.27 ist das Diagramm

V
f

κB

W

κC

Kn
λAf,B,C

Km

kommutativ, d.h. es ist
λAf,B,C

◦ κB = κC ◦ f.

Wir wollen jetzt noch untersuchen, wie sich die Koordinatenmatrix ändert, wenn man
die Basen wechselt.

Proposition 6.12 Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorräumen, und seien B und B′ Basen von V sowie C und C ′

Basen von W . Dann gilt für P = PB
B′ und Q = PC

C′ die Basiswechselgleichung.

Af,B′,C′ = Q ·Af,B,C · P−1

Beweis : Es sei B′ = (v′1, . . . , v
′
n). Nach Korollar 5.31 ist P−1 = PB′

B die
Übergangsmatrix von B′ nach B. Also ist P−1 die Matrix mit den Spalten
(κB(v′1), . . . , κB(v′n)). Nach Proposition 6.11 ist Af,B,C · P−1 die Matrix mit den Spal-
ten (κC(f(v′1)), . . . , κC(f(v′n))). Also ist nach Lemma 5.29 Q(Af,B,C · P−1) die Matrix
mit den Spalten

(κC′(f(v′1)), · · · , κC′(f(v′n))),

mithin gleich Af,B′,C′ . �

Lemma 6.13 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum undB eine Basis von V . Für jede
invertierbare n×n-Matrix P über K (d.h. jedes P ∈ GLn(K)) gibt es dann eine Basis
B′ von V mit P = PB

B′ .

Beweis : Es sei P−1 = (aij)i,j=1,...,n und B = (v1, . . . , vn). Wir setzen v′k =
n∑

i=1

aikvi

für alle k = 1, . . . , n. Gilt P = (bij)i,j=1,...,n, so folgt aus P−1P = En, dass für alle j

vj =
n∑

k=1

bkjv
′
k

Seite 73



gilt. (Rechnen Sie das nach!) Also ist V = 〈v1, . . . , vn〉 ⊂ 〈v′1, . . . , v′n〉 ⊂ V , d.h.

(v′1, . . . , v
′
n) ist ein Erzeugendensystem von V . Gilt

n∑
k=1

ckv
′
k = 0 für ck ∈ K, so folgt

n∑
i=1

(
n∑

k=1

aikck

)
vi = 0.

Da (v1, . . . , vn) linear unabhängig sind, sind alle
n∑

k=1

aikck = 0. Somit ist


c1
...
cn

 eine

Lösung des homogenen Gleichungssystems P−1x = 0. Da P−1 invertierbar ist, folgt
c1
...
cn

 = 0, d.h. B′ = (v′1, . . . , v
′
n) ist linear unabhängig und somit eine Basis von V .

Nach Konstruktion ist κB(v′k) die k-te Spalte von P−1. Also ist P−1 = PB′

B und daher
P = PB

B′ . �

Ist f : V →W eine lineare Abbildung, so ist es oft nützlich, BasenB von V undC von
W zu finden, für die die Koordinatenmatrix Af,B,C eine besonders einfache Gestalt
hat.

Satz 6.14 i) Sei f : V → W eine lineare Abbildung endlich erzeugter K-
Vektorräume. Dann gibt es Basen B von V und C von W , so dass gilt:

Af,B,C =

(
Er 0
0 0

)
=



r︷ ︸︸ ︷
1

. . .
1

0

0

0

. . .
0



 r

wobei r = rang(f) ist.

ii) Ist A ∈ Km×n eine beliebige m × n-Matrix, so gibt es Matrizen Q ∈ GLm(K)
und P ∈ GLn(K), so dass

QAP−1 =

(
Er 0
0 0

)

für r = rang(λA) gilt.
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Beweis :

i) Es sei (u1, . . . , us) eine Basis von Kernf . Aufgrund der Dimensionsformel für
lineare Abbildungen gilt für r = rang(f) = dim Bild(f):

r + s = dimV.

Wir können also (u1, . . . , us) durch Hinzunahme von r Vektoren v1, . . . , vr zu
einer Basis B = (v1, . . . , vr, u1, . . . , us) von V ergänzen. Wir setzen wi = f(vi)

für i = 1, . . . , r. Da jedes v ∈ V sich als
r∑

i=1

aivi +
s∑

j=1

bjuj schreiben lässt, sind

alle Vektoren f(v) ∈W von der Form

r∑
i=1

aif(vi) +
s∑

j=1

0 =
r∑

i=1

aiwi ∈ 〈w1, . . . , wr〉.

(w1, . . . , wr) ist also ein Erzeugendensystem von Bild(f) aus r = dim Bild(f)
vielen Elementen, nach Satz 5.22 also eine Basis von Bild(f). Diese ergänzen wir
zu einer Basis (w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wm) = C von W . Dann gilt für i = 1, . . . , r

κC(f(vi)) = κC(wi) = ei

und für i = 1, . . . , s
κC(f(ui)) = κC(0) = 0

Also ist Af,B,C von der gewünschten Gestalt.

ii) A definiert eine lineare Abbildung

λA : Kn → Km

v 7→ Av.

Nach i) gibt es BasenB vonKn undC vonKm, so dassAλA,B,C die gewünschte
Gestalt hat. Es sei P = [B]−1 die Übergangsmatrix von der kanonischen Basis
vonKn nachB undQ = [C]−1 die Übergangsmatrix von der kanonischen Basis
von Km nach C. Nach Korollar 5.31 sind beide invertierbar.

Da A die Koordinatenmatrix von λA bezüglich der kanonischen Basen ist, folgt
aus Proposition 6.12 AλA,B,C = QAP−1.

�

Man nennt Matrizen A,A′ aus Km×n äquivalent, falls es P ∈ GLn(K) und Q ∈
GLm(K) mit QAP−1 = A′ gibt. Satz 6.14 ii) klassifiziert also Matrizen bis auf
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Äquivalenz. Sind A,A′ quadratische Matrizen in Kn×n, so nennt man A und A′

ähnlich, falls es ein P ∈ GLn(K) mit PAP−1 = A′ gibt.
Wie man zu A eine möglichst einfache Matrix A′ findet, die ähnlich zu A ist, werden
wir später studieren.

Definition 6.15 Sei A ∈ Km×n eine m × n-Matrix. Der Rang von A (bezeichnet mit
rang(A)) ist definiert als der Rang der linearen Abbildung λA : Kn → Km. Also ist
rang(A) = dim Bild(λA).

Lemma 6.16 Ist A ∈ Km×n und P ∈ GLn(K) sowie Q ∈ GLm(K), so ist rang(A) =
rang(QAP ). Äquivalente Matrizen haben also denselben Rang.

Beweis : Offenbar ist Bild (λAP ) = Bild(λA ◦ λP ) ⊂ Bild(λA), d.h. rang(AP ) ≤
rang(A). Ist (v1, . . . , vr) eine Basis von Bild(λA ◦ λP ), so ist nach Proposition 6.6
(Qv1, . . . , Qvr) ein Erzeugendensystem von Bild (λQ ◦ λA ◦ λP ) = Bild(λQAP ). Al-
so folgt rang(QAP ) ≤ rang(A). Wir wenden dies auf QAP statt A und Q−1 statt Q
sowie P−1 statt P an und erhalten

rang(A) = rang(Q−1(QAP )P−1) ≤ rang(QAP ).

Also folgt die Behauptung. �

Mit Satz 6.14 ii) folgt also, dass zwei Matrizen genau dann äquivalent sind, wenn sie
denselben Rang besitzen.

Satz 6.17 Es sei A ∈ Km×n eine Matrix mit den Zeilen z1, . . . , zm ∈ K1×n und den
Spalten s1, . . . , sn ∈ Km×1. Dann ist

rang(A) = dim〈(z1, . . . , zm)〉

= dim〈(s1, . . . , sn)〉.

Ferner stimmt rang(A) sowohl mit der maximalen Anzahl linear unabhängiger Zei-
len als auch mit der maximalen Anzahl linear unabhängiger Spalten von A überein.

Beweis : Da (e1, . . . , en) ein Erzeugendensystem von Kn ist, ist nach Proposi-
tion 6.6 (s1, . . . , sn) ein Erzeugendensystem von Bild(λA). Also gilt rang(A) =
dim〈(s1, . . . , sn)〉. Wenden wir dies auf die transponierte Matrix At an, so folgt rang
(At) = dim〈(z1, . . . , zm)〉. Für die erste Behauptung müssen wir also noch rang(A) =
rang(At) zeigen. Nach Satz 6.14 ii) gibt es P ∈ GLn(K) und Q ∈ GLm(K), so dass

QAP−1 =

(
Er 0
0 0

)
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für r = rang(λA) = rang(A) gilt. Daraus folgt nach Transponieren:

(P t)−1AtQt =

(
Er 0
0 0

)

Nach Lemma 6.16 ist also rang(At) = rang(P t)−1AtQt = r = rang(A), denn den
Rang der Matrix auf der rechten Seite können wir sofort ablesen.
Nach Satz 5.14 enthält jedes endliche Erzeugendensystem M eines Vektorraums eine
Basis. Diese ist nach Satz 5.22 eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V .
Daraus folgt der zweite Teil der Behauptung. �

Korollar 6.18 Es sei A ∈ Kn×n eine quadratische Matrix. Dann sind äquivalent

i) A ist invertierbar.

ii) rang(A) = n.

iii) Kern(λA) = 0.

Beweis : i)⇒ ii): Ist A invertierbar, so gilt EnAA
−1 = En, also ist nach Lemma 6.16

rang(A) = rang(EnAA
−1) = rang(En) = n.

ii)⇒ iii): Ist rang(A) = n, so ist nach der Dimensionsformel für lineare Abbildungen
dim Kern (λA) = 0, also ist Kern(λA) = 0.
iii)⇒ i): Ist Kern(λA) = 0, so ist das homogene lineare Gleichungssystem nur trivial
lösbar. Nach Satz 2.9 ist A invertierbar. �

7 Eigenwerte

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, wie man für eine lineare Abbildung f : V →
W besonders einfache Koordinatenmatrizen finden kann, indem man die Basen in V
und W geeignet wählt. Jetzt wollen wir uns mit linearen Abbildungen f : V → V

befassen. Solche linearen Abbildungen heißen auch Endomorphismen von V .

Definition 7.1 i) Sei f : V → V ein Endomorphismus des K-Vektorraumes V .
Ein α ∈ K heißt Eigenwert von f , falls es ein v 6= 0 in V gibt, so dass

f(v) = αv

gilt. Der Vektor v heißt dann Eigenvektor zu α.
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ii) Ein α ∈ K heißt Eigenwert einer Matrix A ∈ Kn×n, falls α Eigenwert der Mul-
tiplikationsabbildung λA : Kn → Kn ist. Analog heißt v ∈ Kn Eigenvektor von
A, wenn v 6= 0 und Eigenvektor von λA ist.

Also ist α genau dann ein Eigenwert von A, wenn Av = αv für ein v 6= 0 aus
Kn gilt. Dieser Vektor v heißt Eigenvektor zu α.

Eigenvektoren müssen 6= 0 sein, da die Gleichung f(v) = αv für v = 0 für alle α ∈ K
erfüllt ist und somit nichts aussagt.

Beispiel:

i) A =

(
3 1
0 2

)
hat den Eigenvektor e1 mit Eigenwert 3.

ii) Wir betrachten die Drehung dθ : R2 → R2 um einen Winkel θ ∈ [0, 2π[, d.h. dθ

ist die Multiplikation mit

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Ist nämlich v =

(
r cosα
r sinα

)
, so ist dθ(v) =

(
r cos(α+ θ)
r sin(α+ θ)

)
mit den Additions-

theoremen für sin und cos.

dθ hat keinen reellen Eigenwert, wenn θ 6= 0 und θ 6= π ist. (Prüfen Sie das!)

Lemma 7.2 Sei f : V → V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V und B eine beliebige Basis von V . Dann ist α ∈ K genau dann ein
Eigenwert von f , wenn α ein Eigenwert der Koordinatenmatrix Af,B,B ist.

Beweis : Wir betrachten den Isomorphismus κB : V → Kn. Sei α ein Eigenwert von
f . Dann existiert ein v 6= 0 mit f(v) = αv.
Nach Proposition 6.11 ist κB(f(v)) = Af,B,BκB(v). Also folgt Af,B,BκB(v) =
κB(αv) = ακB(v). Da mit v auch κB(v) 6= 0 ist, ist α Eigenwert von Af,B,B . Sei
umgekehrt α ein Eigenwert von Af,B,B , d.h. Af,B,Bw = αw für ein w 6= 0 in Kn.
Ferner sei 0 6= v ∈ V der Vektor mit κB(v) = w. Es folgt

κB(f(v)) 6.11= Af,B,BκB(v) = Af,B,Bw = αw = κB(αv),

also ist f(v) = αv, d.h. α ist Eigenwert von f . �

Korollar 7.3 Ähnliche Matrizen in Kn×n haben dieselben Eigenwerte.
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Beweis : Ist A′ = S−1AS für ein S ∈ GLn(K), so sind nach Übungsaufgabe 54 A und
A′ Koordinatenmatrizen derselben linearen Abbildung Kn → Kn für verschiedene
Basen. Also haben sie nach Lemma 7.2 dieselben Eigenwerte. �

Proposition 7.4 Sei f : V → V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen
Vektorraums V und B eine Basis von V . Dann ist die Koordinatenmatrix Af,B,B von

f bezüglich B genau dann ähnlich zu einer Diagonalmatrix


d1

. . .

dn

, wenn

V eine Basis aus Eigenvektoren besitzt. In diesem Fall sind d1, . . . , dn die Eigenwerte
von f .

Beweis : Ist Af,B,B ähnlich zu D =


d1

. . .

dn

, so existiert ein S ∈ GLn(K) mit

SAf,B,BS
−1 = D.

Nach Lemma 6.13 ist S = PB
C die Übergangsmatrix von B zu einer Basis C von V .

Also ist nach Proposition 6.12 D = Af,C,C die Koordinatenmatrix von f bezüglich
C = (v1, . . . , vn). Somit ist f(v1) = d1v1, . . . , f(vn) = dnvn, d.h. C ist eine Basis aus
Eigenvektoren.
Ist umgekehrtC = (v1, . . . , vn) eine Basis aus Eigenvektoren von f , so seien d1, . . . , dn

die zugehörigen Eigenwerte. Dann ist Af,C,C =


d1

. . .

dn

. Nach Proposition

6.12 ist diese Diagonalmatrix ähnlich zu Af,B,B . �

Eine Matrix, die ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist, nennt man auch diagonalisier-
bar.
Besitzt f also eine Basis aus Eigenvektoren, so gibt es eine Basis von V , so dass die
zugehörige Koordinatenmatrix von f Diagonalgestalt hat. Einen solchen Endomor-
phismus nennt man ebenfalls diagonalisierbar.

Lemma 7.5 Es seien v1, . . . , vs Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwer-
ten α1, . . . , αs von f . Dann ist (v1, . . . , vs) linear unabhängig.

Beweis : mit Induktion nach s.
Anfang: (s = 1) Das ist klar, da Eigenvektoren 6= 0 sind.
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Induktionsschluss: Die Behauptung gelte für s − 1 Eigenvektoren. Angenommen
s∑

i=1

civi = 0 mit ci ∈ K ist eine Linearkombination der Null.

Dann folgt

0 = f(0) =
s∑

i=1

cif(vi) =
s∑

i=1

αicivi.

Außerdem ist auch
s∑

i=1

α1civi = α1

s∑
i=1

civi = 0.

Also ist
s∑

i=2

(αi − α1)civi = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt (αi − α1)ci = 0 für alle i = 2, . . . , s. Da

α1, . . . , αs paarweise verschieden sind, folgt cs = · · · = cs = 0, also wegen
s∑

i=1

civi = 0

und v1 6= 0 auch c1 = 0. �

Korollar 7.6 Ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums hat
höchstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis : klar. �

Definition 7.7 Sei α ein Eigenwert von f : V → V . Dann heißt der Unterraum Vα =
Kern(f − αid) = {v ∈ V : f(v) = αv} von V der Eigenraum von f zu α. Er besteht
aus allen Eigenvektoren von α und der Null.
(Hier ist id : V → V die Abbildung id(v) = v.).

Korollar 7.8 Es sei f : V → V ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V und α1, . . . , αr die sämtlichen (paarweise verschiedenen) Eigenwerte

von f . Dann sind Vα1 , . . . , Vαr
unabhängig, d.h.

r∑
i=1

Vαi
=

r⊕
i=1

Vαi
. f ist genau dann

diagonalisierbar, wenn V =
r⊕

i=1

Vαi
gilt.

Beweis : Ist vi ∈ Vαi , so folgt aus
r∑

i=1

vi = 0 mit Lemma 7.5 v1 = · · · = vr = 0. Also

sind Vα1 , . . . , Vαr unabhängig. Mit Proposition 7.4 ist auch die zweite Behauptung
klar. �

Wir wollen jetzt noch ein Verfahren kennenlernen, mit dem man die Eigenwerte
berechnen kann. Dazu betrachten wir zu einem Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums f : V → V und einem α ∈ K die lineare Abbildung

αid− f : V = V

v 7→ αv − f(v)
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Lemma 7.9 Folgende Aussagen sind äquivalent:

i) Kern(αid− f) 6= 0

ii) Bild(αid− f) 6= V

iii) Ist B eine beliebige Basis von V , so ist det(Aαid−f,B,B) = 0

iv) α ist ein Eigenwert von f .

Beweis : i) ⇔ ii) folgt aus der Dimensionsformel dimV = dim( Kern(αid − f)) +
dim( Bild(αid− f)).
i) ⇒ iv): Ist Kern(αid − f) 6= 0, so existiert ein v 6= 0 mit αv = f(v). Also ist α ein
Eigenwert von f .
iv) ⇒ iii): Ist α ein Eigenwert von f , so gibt es ein v 6= 0 mit f(v) = αv. Also ist
αv − f(v) = 0, d.h. 0 ist ein Eigenwert von αid − f . Nach Lemma 7.2 ist 0 dann ein
Eigenwert von Aαid−f,B,B , d.h. der Kern der Multiplikation mit Aαid−f,B,B ist 6= 0.
Also ist nach Korollar 6.18 det(Aαid−f,B,B) = 0.
iii)⇒ i): Ist det(Aαid−f,B,B) = 0, so ist nach Korollar 6.18 der Kern der Multiplikation
mit dieser Matrix 6= 0. Also existiert ein w 6= 0 in Kn mit Aαid−f,B,Bw = 0, woraus
(αid− f)(κB(w)) = 0 folgt. Somit ist auch Kern(αid− f) 6= 0. �

Mit diesem Lemma können wir Eigenwerte berechnen.

Beispiel: Sei A =

(
1 4
1 1

)
∈ Q2×2 und λA : Q2 → Q2 wie immer die lineare Ab-

bildung λA(v) = Av. Dann ist A die Koordinatenmatrix von λA bezüglich der kano-
nischen Basis auf Q2. Also ist αE − A die Koordinatenmatrix von αid − f bezüglich
der kanonischen Basis. Nach Lemma 7.9 ist α genau dann ein Eigenwert vonA, wenn
det(αE −A) = 0 ist.

Es ist αE −A =

(
α− 1 −4
−1 α− 1

)
, also

det(αE −A) = (α− 1)2 − 4 = α2 − 2α− 3 = (α+ 1)(α− 3),

Die Eigenwerte von A sind also −1 und 3.
Dieselbe Rechnung führen wir nun für eine beliebige Matrix durch.
Ist A = (aij) ∈ Kn×n, so betrachten wir die Matrix

XEn −A =


X − a11 . . . −a1n

...
...

−an1 . . . X − ann


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Obwohl diese Matrix als Koeffizienten Polynome und nicht Körperelemente hat, ist
mit der Leibnizformel 3.27 ihre Determinante definiert. Diese ist ebenfalls ein Poly-
nom inX . Es gelten alle Rechenregeln aus § 3, bei denen wir nicht durch Einträge der
Matrix teilen.

Definition 7.10 χ(X) = χA(X) = det(XEn − A) heißt das charakteristische Poly-
nom der Matrix A.

Beispiel: A =

1 2 1
0 −1 0
1 2 3

. Dann ist

XE3 −A =

X − 1 −2 −1
0 X + 1 0
−1 −2 X − 3


und

χA(X) = (X + 1) det

(
X − 1 −1
−1 X − 3

)
= (X + 1) · ((X − 1)(X − 3)− 1)

= (X + 1)(X2 − 4X + 2)

= (X + 1)(X − (2 +
√

2))(X − (2−
√

2))

Proposition 7.11 α ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn χA(α) = 0 gilt.

Beweis : χA(α) = 0 ⇔ det(αEn − A) = 0 7.9⇔ α ist ein Eigenwert von A. Die erste
Äquivalenz wird im Aufbaukurs (Lemma 6.14) näher begründet. �

Definition 7.12 Für A = (aij) ∈ Kn×n sei Spur (A) = a11 + · · · + ann. Spur (A) ist
also die Summe über die Diagonalelemente.

Proposition 7.13 Sei A ∈ Kn×n. Dann ist χA(X) von der Form

χA(X) = Xn − Spur(A)Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a1X + (−1)n detA

mit Koeffizienten a1, . . . , an−2 ∈ K.

Beweis : Berechnen wir det(XEn −A) mit der Leibnizformel, so gilt

det(XEn −A) = (X − a11) · · · (X − ann) + Terme vom grad ≤ n− 2

= Xn −
n∑

i=1

aiiX
n−1 + Terme vom grad ≤ n− 2

= Xn − Spur (A)Xn−1 + Terme vom grad ≤ n− 2.
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Schreiben wir χA(X) = Xn − Spur(A)Xn−1 + an−2X
n−2 + · · · + a1X + a0, so ist

a0 = χA(0) = det(0En −A) = det(−A) = (−1)n detA. �

Lemma 7.14 Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom, also ins-
besondere dieselbe Spur und dieselbe Determinante.

Beweis : Ist A′ = SAS−1 für ein S ∈ GL(n,K), so ist

χA′(X) = det(XEn −A′)

= det(XEn − SAS−1)

= det(S(XEn)S−1 − SAS−1)

= det(S[XEn −A]S−1)

= det(S) det(XEn −A) det(S−1)

= χA(X).

�

Definition 7.15 Sei f : V → V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V . Das charakteristische Polynom von f ist definiert als

χf (X) = χAf,B,B
(X),

wobei Af,B,B die Koordinatenmatrix von f bezüglich einer beliebigen Basis B von V
ist.

Analog sei Spur(f) := Spur(Af,B,B). Nach Lemma 7.14 hängt diese Definition nicht
von der Wahl der Basis B ab.

Satz 7.16 Für f : V → V sind äquivalent:

i) f ist diagonalisierbar.

ii) χf (X) =
r∏

i=1

(X − αi)ni mit αi ∈ K,ni ≥ 0, (d.h. χf zerfällt über K vollständig

in Linearfaktoren) und ni = dimVαi .

Beweis : i) ⇒ ii) Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B von V mit Af,B,B =d1 . . .
dn

.
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Also ist χf (X) = det(XEn − Af,B,B) =
n∏

i=1

(X − di). Wir fassen jeweils dieselben

di zusammen und schreiben χf (X) =
r∏

i=1

(X − αi)ni , wobei r die Anzahl der paar-

weise verschiedenen Eigenwerte von f ist. Offenbar hat der Eigenraum von Af,B,B

bezüglich αi die Dimension ni. Daher folgt dimVαi = ni.

ii)⇒ i) Da χf den Grad n hat, folgt
r∑

i=1

ni = n. Mit Satz 5.33 folgt V =
⊕
Vαi

. Nach

Korollar 7.8 ist f dann diagonalisierbar. �
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